SOLUZIONI COMPITO del 13/06,/2011
ANALISI 1 - MECCANICA 9 CFU
CALCOLO DIFF. e INT. I+II - MECCANICA 11 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Per determinare I'insieme di definizione, dobbiamo imporre le condizioni 1 + 22 > 0, che & sempre verificata,
e £2 — 1 # 0, che fornisce x # +1. Quindi

D = (—00,~1) U (=1,1) U (1, +00).

Calcoliamo, ora, i limiti alla frontiera:

. .z
Jim f(z) = lim —5 = doo;
—1+log2
lim f(z)= lim —itloss +oo = 1z = —1 ¢ asintoto verticale;
r——1% z——1F —2(£U + 1)
1+ log 2

lim f(z) = lim =400 = x =1 ¢ asintoto verticale.

r—1+ z—1% 2(CC — 1)

Poiché per x — 400 la funzione & un infinito di ordine 1, controlliamo se sono presenti degli asintoti obliqui:

3
lim M: lim z =1 = m=1;
r—+oo I :c—>ioo,r2~x
_ . 2 +log(l+2%) -2+ _ x
AR = I 21 ==t = 0=

pertanto, la retta y = x € asintoto obliquo a £oo.

Esercizio 2
Moltiplicando numeratore e denominatore per 2 — /3 si ottiene

z_1+3\/§Z2_Z\/§7+7\/§Zl+\/§Z'2<1 \/§>2e”/3.

= 4=
2+iv3 2—iV3 7 2 2

Pertanto,
532 _ 932,(10m+27/3)i _ 932 ,2in/3 _ 231(_1 + \/52) .

Esercizio 3
L’equazione proposta € un’equazione a variabili separabili del primo ordine, che ha un’unica soluzione singo-
lare y(z) = 0. Essa perd non ¢ soluzione del problema di Cauchy. Pertanto, procediamo con la separazione
delle variabili:

—i—/ld——/ 1 o arccosx+0 (2) = — 1
6y ) 2yt v= 3vi—z2 3 ’ yie) = {2arccosz + C

Imponendo la condizione iniziale, si ricava

1 1
- , = C
/2 arccos0 + C Y224+ C

Quindi la soluzione del problema proposto sara data da

1

B Y1+ 7 —2arccosz

1= — —1—.

y(x)



Esercizio 4
Osserviamo, innanzitutto che o? + 2 > 0; pertanto, ricordando che, per €, — 0, si ha

log(l1+¢€,) ~ep e sine, ~ &, ,

5 . . . . . N . .
ponendo €, = nTO+2 eey, = %, rispettivamente, il limite proposto puo essere riscritto nella forma

5 in 5 5 3
_ log (1+n&2+2)+sm o . st
lim = lim
n—+oo ne—3 n—-+o00 ne—3
5 3
. szt oz . 3
lim 2——3" = lim — =400 se a = 0;
n—+too n3 n—-+oo 1
= 3 3 +00 sea<lel<a<l,
. 2 .
lim 2= = lim =<3 se =1, se a # 0.
n——4oo N3 n—+oo N1
0 se a > 1,

In conclusione, il limite proposto vale +0co per @ < 1,3 per « =1 e 0 per a > 1.

Esercizio 5
Prendiamo, ad esempio, la funzione f : R — R definita da

f(x){‘”zl per x > 0,

1—x per x < 0.

Si verifica facilmente che f & continua su tutto R. Osserviamo che

1
— er x > 1,
oz -1 P
flay=q__1 er0<z<1
N P ’
-1 per x < 0.
Pertanto
1imi f(z) = £oo quindi z = 1 ¢ una cuspide;
r—1
1
lim+ fl(x) = -3 lim f/(x) = -1 quindi z = 0 & un punto angoloso.
z—0 z—0—

Esercizio 6
Poiché la funzione proposta & un polinomio, essa ¢ di classe C?(R). Per determinare i punti critici, imponiamo
Pannullamento delle derivate parziali:

y:0,
y2 x:07

fa:(xvy) = 5+y:07 — oppure
Fy@y) =y +ay+y+a=0, y=-2, y=-2,
=
2—x=0, r=2.

Quindi si trovano due punti critici P; = (0,0) e P, = (2, —2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana:

aien = (0, 00 = ) = )2 <0 Ve e R eony £ 1.

Pertanto, entrambi i punti critici sono dei punti di sella.



TEMA B
Esercizio 1
Per determinare I'insieme di definizione, dobbiamo imporre le condizioni 1 + 2* > 0, che & sempre verificata,
e 2 — 4 # 0, che fornisce x # /2. Quindi
D = (—00, —V2) U (—V2,V2) U (2, +0) .

Calcoliamo, ora, i limiti alla frontiera:

: o 2aP
Jm f@) = Hm g = oo
—8v2 +log b
lim f(x)= lim & = — 1z = —V/2 ¢ asintoto verticale;
/27T z——/2F _8\@(1‘ + \@)
8v2 +log b
lim f(z)= lim u =400 = 1z =2 ¢ asintoto verticale.

Poiché per x — 4oo la funzione & un infinito di ordine 1, controlliamo se sono presenti degli asintoti obliqui:

2 5
i T8 o 2T —a
r—Foo I r—+oo 1‘4~x
) . 22° +log(1 + 2*) — 225 + 8z . 8
LB 0) 2] = I w4 =tp,a=0 = =0

pertanto, la retta y = 2x ¢ asintoto obliquo a Fo0.

Esercizio 2
Moltiplicando numeratore e denominatore per v/3 — 3i si ottiene

44/3i ~3 12 12i 1 .
= \/gl\/g 32_ \/§+ Z:\/§+’L:2 @_{_72 :26,“1./6.
V3+3i V3-3i 12 9 o

Pertanto,
L24 _ 924 dim _ 924

Esercizio 3
L’equazione proposta € un’equazione a variabili separabili del primo ordine, che ha un’unica soluzione singo-
lare y(z) = 0. Essa perd non & soluzione del problema di Cauchy. Pertanto, procediamo con la separazione
delle variabili:

1 / 1 d / 1 d . LC (@) 1
-~ = | —dy= | ———dx = arcsinz = T)=——""—""—.
Y y? Y V1— 22 ’ 4 arcsinz + C

Imponendo la condizione iniziale, si ricava

S S
arcsin0+C  C’

Quindi la soluzione del problema proposto sara data da

(@) :
r)=—"—.
y 1 — arcsinx



Esercizio 4
Osserviamo, innanzitutto che o® + 1 > 0; pertanto, ricordando che, per €, — 0, si ha
sine,, ~ e, e log(1+ey,) ~epn,

757 € €n = 3, Tispettivamente, il limite proposto puo essere riscritto nella forma

ponendo €, = —T
2
lim sin (Gt ) ~log (14 3) _ oy R
n—-4o00 n2—o n—-+4o0o n2—o
1_2 1
lim ”2": lim —— =0 se a = 0;
n—+oo N n——+oo N
= 2 0 sea<lel<a<3,
lim —*- = lim - :{—2 se a = 3, se a # 0.
n—+4oo N2 notoo pd-a
—00 se a > 3,
In conclusione, il limite proposto vale 0 per a < 3, —2 per @« = 3 e —o0 per a > 3.
Esercizio 5
Prendiamo, ad esempio, la funzione f : R — R definita da
S <
) = Jx \ per z <1,
(x —2)3+2 per z > 1.
Si verifica facilmente che f ¢ continua su tutto R. Osserviamo che
! <0elO<z<l1
— per x e x ,
fl(a)={ 3Va?
3(x —2)? per x > 1.

Pertanto, f/ > 0 in un intornodi z =2 e
quindi z = 0 & punto di flesso a tangente verticale;

hm ! ) = +0o0
z—0F f ( )
quindi x=0 é un puntO dl ﬂeSSO a tangente OI"iZZOIltale.

lim f'(z) = f'(2) = 0

Esercizio 6
Poiché la funzione proposta & un polinomio, essa ¢ di classe C2(R). Per determinare i punti critici, imponiamo

Pannullamento delle derivate parziali:
y=0,
y2 xr = 0’
z\L; = 5 =0,
fo(@,9) 2 Tty - oppure
fylr.y) =y* +ay+y+a=0, y=—2, y=—2,
=
2—x=0, r=2.

Quindi si trovano due punti critici P; = (0,0) e P, = (2,—2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana:
Hf(z,y) = 0 y+l = det(H f(z,y)) = —(y+ 1) <0 V(z,y) € R* cony # —1
’ y+1 2y+z+1 ’ ’

Pertanto, entrambi i punti critici sono dei punti di sella.



