SOLUZIONI COMPITO del 14/06,/2011
ANALISI 1 - BIAR/BSIR 12 CFU
ANLISI 1 (I MODULO e/o II MODULO) - INFORMATICA + AUTOMATICA 5 o 5+5 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Per determinare l'insieme di definizione, dobbiamo imporre le condizioni 2 > 0, e 22 —4x+3 # 0, che fornisce
x#1lex+#3. Quindi D= (0,1) U (1,3) U (3,+00). Calcoliamo, ora, i limiti alla frontiera:
2

lim f(z)= lim Y~ lm - =0 — y = 0 & asintoto orizzontale;
T—+00 z—+oo x2e¥  z—+too e?
6+ 2log3 . .
lim ——— =400 = =3 ¢ asintoto verticale;
r—3% f( ) z~>3i 263($ — 3) v
2 —1 3
xl_l}r?i f(z) = xir?i (m =% = f & prolungabile con continuita in z = 1;
21
lim f(z) = lim 98T _ o0 = 2 =0 ¢ asintoto verticale.
z—0t z—0t 3

Notiamo che nel terzo limite abbiamo utilizzato il fatto che, per z — 1, logz = log[l 4+ (z — 1)] ~ (z — 1).

Esercizio 2
Innanzitutto riscriviamo il numero complesso nella sua forma algebrica, moltiplicando e dividendo numeratore
e denominatore per 3 — i. In tal modo otteniamo

4—-203—1 10 — 102
_ o f(

N————

V2 V2

3+1 3—1 10 '
Il numero ottenuto si pud esprimere in forma esponenziale come v/2 (% ﬁ) V2e~™/4 . Pertanto,
o—7i/20
. /20
_ e
N 4 2_2 = /2Tl = /2. o157i/20 _ (3mi/4
3+i 0237i/20
oB1mi/20

Esercizio 3
Utilizzando il criterio della radice e tenendo conto della gerarchia degli infiniti, otteniamo

——— = lim = lim lim — =0.
en2 5 ) n—>+oo n—>+oo n—>+oo en
P
eTL

Pertanto, il criterio afferma che la serie proposta converge.

O :
lim ——— = lim
n—+00 en’ 4+ 4nd n—+00

Domanda 1
Consideriamo, ad esempio, la funzione f : R — R definita da

flz) = {\3/33—2 per x > —1,

1—V3+x per v < —1.
Si verifica facilmente che f ¢ continua su tutto R. Osserviamo che
1
—_— per —l1<z<2ex> 2
) =1 3¢/ 22
1 per x < —1.
Pertanto
lim f(z) = +o00 quindi z = 2 & un punto di flesso a tangente verticale;
r—2
lim lim f'(z)=1 uindi £ = —1 € un punto angoloso.
im  f(2) = 3\[ lim _ fi(z) q p g



Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo asintotico e*~' —1 ~ & — 1, per & — 1, ed effettuando un cambiamento in coordinate
polari centrate in (1,0), otteniamo

i e 1 -1 i z—1 . pcosf i
lim = lim —— = lim = lim cos#.
@y)—10) /22 +¢y2 —22+1 (@y—-10) /(z—1)2+y2 p=0t p p—0+

Poiché il limite dipende da 6, esso non esiste. Infatti, calcolandolo, ad esempio, lungo la retta x = 1 si
ottiene f(1,y) =0 — 0 per (z,y) — (1,0), mentre calcolandolo, ad esempio, lungo la retta y = 0 si ottiene

F(2,0) = S5 — £1 per (z,y) — (1+,0).

Esercizio 5
Effettuando il cambiamento di variabile t = 1 + tanz, da cui dt = 1 + tan® xdz, t(0) = 1, t(r/4) = 2, si
ricava

2

7T/4 2 2 1 2
/ (1+tan2x)log(1+tanx)dz:/ logtdt:tlogt‘ 7/ t;dt:2log27t =2log2 -1,
0 1 1 1 1

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato un’integrazione per parti.

Esercizio 6
Osserviamo che 'equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti e non omogenea. L’equazione caratteristica ad essa associata ¢ data da A? + 2\ — 8 = 0, che
ha come soluzioni A = 2 e A = —4. Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara
y(z) = C1e** + Coe**. Utilizzando il metodo di somiglianza, possiamo ricavare una soluzione particolare
nella forma y,(z) = Acosz + Bsinz. Derivando ed inserendo nell’equazione completa si ottiene

— Acosx — Bsinz — 2Asinx +2Bcosx — 8Acosx — 8Bsinx = 85sinx =

—A+2B—-84A=0 B=9A/2 B=-9
—

—B—-2A-8B =285 —85A/2 =285 A=-2

Quindi I'integrale generale dell’equazione completa sara y(x) = C1e?* + Cye™** — 2cosx — 9sinz. Si vede

subito che le soluzioni limitate a +00 sono tutte e solo quelle che si ottengono imponendo C; = 0.

Domanda 2
Consideriamo, ad esempio, la funzione

y—1
S se (z,y) # (0, 1),
fz,y) = z? 4 (y — 1)
0 se (w,y) = (0,1).
Osserviamo che
y—

lim  f(0,y) = lim = lim sign(y — 1) = £1# f(0,1).

(z,5)—(0,1) y=1ly—1]  y—1=

Pertanto, f non & continua nell’origine. Tuttavia, poiché f(x,1) = 0, essa & parzialmente derivabile rispetto
ad x nel punto (0,1), in quanto costante lungo 1’asse . In particolare si ha f,(0,1) = 0.



TEMA B

Esercizio 1
Per determinare 'insieme di definizione, dobbiamo imporre le condizioni  — 2 > 0, che fornisce > 2, x #£ 0
e 22 —8x + 15 # 0, che fornisce x # 3 e x # 5. Quindi D = (2,3) U (3,5) U (5, +0c0) . Calcoliamo, ora, i limiti
alla frontiera:

2

zEr-&I-loo f(x) = wEI-lr-loo % = xEI-sr-loo 2= 0 ==y =0 ¢ asintoto orizzontale;
4+1og”3
Il_lgli f(z) = x—>5i % =400 == =75 ¢ asintoto verticale;
lim f(z) = 2(x — 3)? 0 £ & prol bil it 3
im lim ————77—— = = ¢ prolungabile con continuita in z = 3;
z—3% z—3% 1'2(1' — 3)(1‘ — 5) P &
1 -2
lim f(z) = lim M =400 = =0 ¢ asintoto verticale.
z—2+ z—2+ 12

Notiamo che nel terzo limite abbiamo utilizzato il fatto che, per z — 3, log?(z—2) = log?[14(z—3)] ~ (z—3)?.

Esercizio 2
Innanzitutto riscriviamo il numero complesso nella sua forma algebrica, moltiplicando e dividendo numeratore
e denominatore per 2 + 4. In tal modo otteniamo

“143i24i —5+5i 1 i
- —lti=Va [ ——+ ).
2—i 2+i 5 i f( ﬁ+\/§)

Il numero ottenuto si pud esprimere in forma esponenziale come v/2 (—% + ﬁ) = /2e3™/4 . Pertanto,

3mi/24 _ eﬂ'i/S

€
ollmi/24
6/—1+.3Z. _ 6/\/5637”-/4: 1\2/5. 6197”:/24 '
2—14 e27771/24 —_ e9‘11'2/8
35 /24
od37i/24.

Esercizio 3
Utilizzando il criterio della radice e tenendo conto della gerarchia degli infiniti, otteniamo

2n 4log?n
. 2[n2" +4log®n n T (1 + 5
lim ————— = lim 3
n——+oo e3n n—>+o<> e3n

= lim ' = lim lim —:0.
n—-+o00 e n—>+oo eSn n—>+oo e3n

Pertanto, il criterio afferma che la serie proposta converge.

Domanda 1
Consideriamo, ad esempio, la funzione f : R — R definita da

f(x){wlx_? per z > 0,

V2 -1+ (z+1)3 per z < 0.

3



Si verifica facilmente che f & continua su tutto R. Osserviamo che

1
- erz>2,
2vx —2 P
floy=9 -1 er 0 <z <2
22—z P ’
3(x+1)? per z < 0.
Pertanto, f/ > 0 in un intorno di x = —1 e
limi f(z) =+ quindi z = 2 ¢ una cuspide;
r—2
lim f'(x)=f(-1)=0  quindi x = —1 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale.
r——1

Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo asintotico log(1 + 2(y — 1)) ~ 2(y — 1)2, per y — 1, ed effettuando un cambiamento
in coordinate polari centrate in (0, 1), otteniamo
log[l+2(y—1)? 2(y — 1)? . 2p%sin® 6

= im —2 1 = lim ———" = lim 2sin%4.
(zy)—01) 22 +y>2—2y+1  (@y)—01) 22+ (y—1)2  p—o0+t P> p—0+

Poiché il limite dipende da 6, esso non esiste. Infatti, calcolandolo, ad esempio, lungo la retta y = 1 si
ottiene f(x,1) =0 — 0 per (z,y) — (0,1), mentre calcolandolo, ad esempio, lungo la retta = 0 si ottiene

F(0,y) = 280220 0D 9 per (2,y) — (0,1).

Esercizio 5
Effettuando il cambiamento di variabile ¢ = logz, da cui dt = - dz, t(1) = 0, t(exp(7/2)) = 7/2, si ricava

exp(m/2) 1 /2
/ o8 sin(log z) dx = / tsintdt = —tcost
1 z 0

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato un’integrazione per parti.

w/2 /2 w/2
—|—/ costdt =0+ sint =1,
0 0 0

Esercizio 6
Osserviamo che 'equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti e non omogenea. L’equazione caratteristica ad essa associata ¢ data da A? + 2\ — 3 = 0, che
ha come soluzioni A = 1 e A = —3. Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara
y(z) = C1e® + Cye 3%, Utilizzando il metodo di somiglianza, possiamo ricavare una soluzione particolare
nella forma y,(z) = Acosz + Bsinz. Derivando ed inserendo nell’equazione completa si ottiene

— Acosx — Bsinx — 2Asinx + 2B cosx — 3Acosx — 3Bsinx = 20cosx =

—A+2B—-3A=20 10B =20 B=2
—t —t

—B-24A-3B=0 A=-2B A=—-4

Quindi I'integrale generale dell’equazione completa sara y(z) = Cie® + Coe 3% — 4cosx + 2sinz. Si vede
subito che le soluzioni limitate a —oo sono tutte e solo quelle che si ottengono imponendo C5 = 0.

Domanda 2
Consideriamo, ad esempio, la funzione

r—1
—— se (z,y) # (1,0),
f(z,y) = (x—1)*+y?
0 se (x,y) = (1,0).
Osserviamo che )
. ox—=1 o
(w’y%:m(m) f(x,0) = lim ST lim sign(z —1) = +1 # f(1,0).

Pertanto, f non & continua nell’origine. Tuttavia, poiché f(1,y) = 0, essa ¢ parzialmente derivabile rispetto
ad y nel punto (1,0), in quanto costante lungo 'asse y. In particolare si ha f,(1,0) = 0.



