SOLUZIONI COMPITO del 17/02/2009
ANALISI 1 - MECCANICA + ELETTRICA 9 CFU
CALCOLO DIFF. e INT. I+II - MECCANICA 11 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che, moltiplicando numeratore e denominatore per (2 —4+/2), il numero proposto si puo riscrivere

nella forma
[i(1+Vv2)+ (V2 -1)](2-iV2)
(2+iv2)(2 — iV2)
_i(2+2x/§)+2\f—2+\/§+2—i(2—\/§)_L+ii_eiﬂ/4
6 V2 V2 '

4 _ e2'1471'/4 _ ei37r/2 T

Pertanto, in forma trigonometrica z = cos(r/4) + isin(r/4) ed inoltre z*

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. Se A = 0, l'integrale generale sara della forma y(z) = Cy + Cazx + %, che ¢ infinitesima per
z — +o00 solo se C; = Cqy = 0.

Per )\ # 0, 'equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & o + Ao = 0, che ha come
soluzioni a@ = 0, —A. Quindi I'integrale generale dell’equazione omogenea associata e dato da

yo(z) = Cy + Che ™7,

Per A # 2, la soluzione particolare ¢ della forma y,(z) = Ae™2% ove, sostituendo nell’equazione, si ottiene

4A — 2 A =1, cioe A = 4712 1+ La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto, ¢ data da

1
() = Crt Coe™ 4 ggpe™,

e quindi risultera infinitesima se A € (0,2) U (2,4+00) e C; = 0, oppure se A € (—00,0) e C; = Cy = 0.

Per A = 2 la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Axe™2" ove, sostituendo nell’equazione, si
ottiene 4Are™2" — 44e™2* + 24e7 % — 4Aze % = e 2% cioe A = —1/2. Pertanto, la soluzione generale
dell’equazione completa ¢ data da

1
y(x) = Cy + Coe™2* — ixe_% ,

e quindi risultera infinitesima se C7 = 0.

Esercizio 3
Poiché f & continua nell’intervallo (0, +00), per ogni a € R, per stabilire se essa & impropriamente integrabile
nell’intervallo proposto, & sufficiente controllarne solo il comportamento asintotico nell’origine e all’infinito.
Per x — 400, si ottiene

x203/2,/T 1 4202 x2a+3/2$a2 1
&= " er T

Pertanto, I'integrale proposto converge se e solo se 1 — 2a — a? > 1, ovvero per —2 < a < 0.

Per z — 0T, si ottiene
220 +3/2,\/1 4 g207 o p20+3/2 _ L
V1+ 5 1-72(173/2 :

Pertanto, 'integrale proposto converge se e solo se —2a — 3/2 < 1, ovvero per a > —5/4.
In conclusione, I'integrale proposto converge se e solo se —5/4 < o < 0.

fx) =



Esercizio 4
Osserviamo che la funzione proposta ¢ ben definita in D = (—o00,1/2) U (1/2,400). Osserviamo anche che
la funzione puo essere riscritta nella forma

[ pe2/(2a-1) _3 sex >1/2
f(x){x_g sex < 1/2.

Calcolando i limiti alla frontiera dell’insieme di definizione, si ottiene

lirjrzl f(z) = o0 quindi non ci sono asintoti orizzontali;
r— oo

lim f(z)= lim {meﬂ/(%*l) - 3} =-3 quindi non ci sono asintoti verticali;
z—(1/2)*+ z—(1/2)t+

lim ()= lim [z—3]=-5/2 quindi non ci sono asintoti verticali.
z—(1/2)— z—(1/2)~

Ovviamente la funzione proposta & essa stessa una retta per x < 1/2. Per determinare, invece, un eventuale
asintoto obliquo a +00, procediamo come segue:

im 1) {e—2/<2@—1> —3/33} =1

r— 400 X r——+00

2x
- i ~2/o-1) _ 1) _ 3] — i _
Jm [f(z) —a] = lim [m (e 1) 3} BLU {21 1t 3} 4

Quindi la retta y(z) = x — 4 & asintoto obliquo a +oco. Infine, poiché il limite destro e sinistro in z = 1/2
esistono entrambi finiti, ma fra loro diversi, la funzione non puo essere prolungata con continuita in tale
punto.

Esercizio 5
Osserviamo che f(2?) — g(2?) = 2% + 2% + o(2%) — 2% + 0(2%) = o(2®); quindi I'affermazione 1) & falsa
ed ¢ sufficiente prendere f(r) = 22 + 2% e g(x) = 23 + 2* per contraddirla; infatti, in tal caso, si ottiene
f(@®) — g(a?) = —a® + 2% ~ 2% per  — 07, Invece, I'affermazione 2) & corretta, in quanto

POV ~ (14— ) i

e quest’ultimo e il termine generale di una serie armonica generalizzata convergente. Quindi ’affermazione
2) segue dal criterio del confronto asintotico.

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso & di classe C2 (RZ), quindi per stabilire la natura dei suoi punti critici, possiamo
utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo a determinare tali punti critici, cio¢ i punti che
annullano il gradiente:

{fx(myy):2xy+3y2+18:0; {fc—o; y=—a/6;
= oppure 2

fy(2,y) = 2® 4 6xy = 0; 3y* + 18 = 0; 7%“8:0;
il primo e impossibile, y = —z/6; z = +62;
il ndo fornisce 2 _ 9. =
il seco 2% =72 y=TV2.

Quindi gli unici punti stazionari sono dati da P, = (6v/2,—v/2) e P, = (—6v/2,v/2). Tenendo conto che
foa(z,y) =2y, fay(z,y) = 22 + 6y, fyy(x,y) = 6z, siricava che

—2v2  6v2 2v2  —6v2
Hf(Pl):(G\/i 36\/§> Hf(PQ)Z(—fs\/E —36\/5)

che hanno entrambe determinante negativo, quindi sono indefinite. Pertanto, entrambi i punti stazionari
sono punti di sella.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che, moltiplicando numeratore e denominatore per (v/2—2i), il numero proposto si puo riscrivere
nella forma
[((vV2-1) + (1 +v2)(V2 + 2i)
(V2 + 2i)(V2 + 2i)
i2—-vV2)+V2+2+2v2-2-i(2+2v2) 1 1 _ i/

= = —— — = =

6 V2 V2

4:

z =

—ildm/4 _ e—137r/2 = .

Pertanto, in forma trigonometrica z = cos(—m/4) + isin(—n/4) ed inoltre z1* = e

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. Se A = 0, l'integrale generale sara della forma y(z) = Cy + Cax + €%, che ¢ infinitesima per
xr — —o00 solo se C7 = Cy = 0.

Per A # 0, 'equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & a? 4+ 3Aa = 0, che ha come
soluzioni o = 0, —3A. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

yo(l‘) =Cq+ 6'26_3)‘2c .

Per X # —1/3, la soluzione particolare ¢ della forma y,(z) = Ae” ove, sostituendo nell’equazione, si ottiene

A+3 A =1, cioe A= H% La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto, ¢ data da
1
=C C —3\z T
y() 1+ Cae —|—1+3/\e 5

e quindi risultera infinitesima se A € (—oo0,—1/3)U(—1/3,0) e C; = 0, oppure se A € (0,400) e C; = Cy = 0.

Per A = —1/3 la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Axe® ove, sostituendo nell’equazione, si
ottiene Axe® +2A4e” — Ae” — Axe® = €”, cioe A = 1. Pertanto, la soluzione generale dell’equazione completa
e data da

y(x) = Cy + Ce” + xe” |
e quindi risultera infinitesima se C; = 0.

Esercizio 3
Poiché f & continua nell’intervallo (0, 4o00), per ogni o € R, per stabilire se essa & impropriamente integrabile
nell’intervallo proposto, ¢ sufficiente controllarne solo il comportamento asintotico nell’origine e all’infinito.
Per x — 400, si ottiene

g2t I {052 pl/2te /2, NG

flx) = V3 + zote? ~ p(B5+a?)/2 T pl-ata?/2°

Pertanto, I'integrale proposto converge se e solo se 1 — a + a?/2 > 1, ovvero per a < 0 e a > 2.
Per z — 0T, si ottiene

PP JTT 2 9gl /e 2
V3 F ghte? V3 3Bz-l2-a’

Pertanto, I'integrale proposto converge se e solo se —1/2 — « < 1, ovvero per o > —3/2.
In conclusione, I'integrale proposto converge se e solo se —3/2 < a<0e a > 2.

fx) =



Esercizio 4
Osserviamo che la funzione proposta & ben definita in D = (—o00,—1/3) U (—1/3,4+00). Osserviamo anche
che la funzione puo essere riscritta nella forma

@) = (z +1/3)e?/Be+1) se x < —1/3,
x+1/3 se x> —1/3.

Calcolando i limiti alla frontiera dell’insieme di definizione, si ottiene

hrf f(z) = o0 quindi non ci sono asintoti orizzontali;
Tr— o0

lim  f(z)= lim (2z+1/3)e¥/G*+D =9 quindi non ci sono asintoti verticali;
z—(—1/3)~ z—(=1/3)~

lim f(z)= lim [z+1/3]=0 quindi non ci sono asintoti verticali.
z—(—1/3)*t z—(—1/3)*+

Ovviamente la funzione proposta & essa stessa una retta per > —1/3. Per determinare, invece, un eventuale
asintoto obliquo a —oo, procediamo come segue:

2/(3z+1)
lim 7f(x) = lim (z+1/3)e =

1
r——00 I r——00 x
lim [f(z) —z]= lim |z <62/(3””+1) - 1) + 162/(3””+1) = lim 22 + }ez/(?””rl) =1
xr— —00 Tr— —00 3 T— —00 337 + 1 3 '
Quindi la retta y(z) = x + 1 & asintoto obliquo a —co. Infine, poiché il limite destro e sinistro in z = —1/3

esistono entrambi finiti e uguali fra loro, la funzione puo essere prolungata con continuita in tale punto.

Esercizio 5
Osserviamo che [f(22?)—g(z?)]/2* = [2*+28+0(2®)—z*+o(2*)] /2* = [o(2*)]/2* = 0(1); quindi I'affermazione
1) & corretta. Invece, laffermazione 2) ¢ errata, in quanto

1 1 1 1
1/¢n)g(1/¥n) ~ [ —=+ = | —= ~ =
P9 ~ (G2 3 )
e quest’ultimo & il termine generale della serie armonica che non & convergente. Quindi I'affermazione 2) si
puo contraddire prendendo f(z) = 22 + 2t e g(z) = 22, utilizzando il criterio del confronto asintotico.

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso & di classe C? (R2), quindi per stabilire la natura dei suoi punti critici, possiamo
utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo a determinare tali punti critici, cioe¢ i punti che
annullano il gradiente:

fo(@,y) = —y* — 62y = 0; _ y=0; oppute y = —6;

fy(z,y) =18 — 22y — 322 = 0; 18 — 32% = 0; — 322 + 1222 +18 = 0;
il secondo & impossibile, y=0; . = +V6;
il primo fornisce z? = 6; y=0.

Quindi gli unici punti stazionari sono dati da P; = (v/6,0) e P, = (—v/6,0). Tenendo conto che f,.(x,y) =
=6y, foy(z,y) = —6x — 2y, fyy(x,y) = —2z, si ricava che

Hrth) = (—Gox/é i%) Hy(P2) = (6\0/6 g%)

che hanno entrambe determinante negativo, quindi sono indefinite. Pertanto, entrambi i punti stazionari
sono punti di sella.



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che, moltiplicando numeratore e denominatore per (v/3—3i), il numero proposto si puo riscrivere
nella forma

[i((2 —2/V3) + (2/V3 + 2)](V/3 — 3i)
(V34 3i)(v/3 — 3i)

(23 -2)4+2+2V3+6-2V3—i(2V3+6) 2

- 12 "3

8 . .
Pertanto, in forma trigonometrica z = %[COS(—W/AL) + isin(—m/4)] ed inoltre (23:%) — e i8T/4 — gmi2m —
1.

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. Se A = 0, l'integrale generale sara della forma y(z) = C; + Cox + ée‘g“’, che ¢ infinitesima per
x — +o00 solo se C; = Cy = 0.

Per \ # 0, 'equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & a? — 2Aa = 0, che ha come
soluzioni a = 0,2\. Quindi I'integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

yo(z) = C1 + Cre®?™ .

Per A # 3/2, la soluzione particolare & della forma y,(x) = Ae3” ove, sostituendo nell’equazione, si ottiene

94 — 6AA =1, cioe A = ﬁ. La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto, ¢ data da

1
=C C 2z 3z
y(z) 1+ Coe™™ + 9o

e quindi risultera infinitesima se A € (0,3/2) U (3/2,+o0) e C; = 0, oppure se A € (—00,0) e C; = Cy = 0.

Per XA = 3/2 la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze3® ove, sostituendo nell’equazione, si
ottiene 9 Aze3” +6Ae3” —3A4e3” —9Axe3® = 3% cioe A = 1/3. Pertanto, la soluzione generale dell’equazione
completa ¢ data da

1
y(x) = Oy + Cpe®® + gxe?"” ,
e quindi risultera infinitesima se C; = 0.

Esercizio 3
Poiché f & continua nell’intervallo (0, 4o00), per ogni o € R, per stabilire se essa & impropriamente integrabile
nell’intervallo proposto, € sufficiente controllarne solo il comportamento asintotico nell’origine e all’infinito.
Per  — 400, si ottiene

VAt 2zt (9g2te’)2 V2

~ = —.
e /3—|-$6 o3 plta—a /2

Pertanto, I'integrale proposto converge se e solo se 1 4+ a — a?/2 > 1, ovvero per 0 < a < 2.
Per  — 0%, si ottiene

f(x)

fa) V4 + 2g4+a 2

x) = ~ .
2%/3 + 0 3z

Pertanto, 'integrale proposto converge se e solo se a < 1.

In conclusione, 'integrale proposto converge se e solo se 0 < a < 1.




Esercizio 4
Osserviamo che la funzione proposta ¢ ben definita in D = (—00,0) U (0, +00). Osserviamo anche che la
funzione puo essere riscritta nella forma

1— ze~2/% sex >0
) = 9
/(@) {l—x se x < 0.

Calcolando i limiti alla frontiera dell’insieme di definizione, si ottiene

lilil f(z) = Foo quindi non ci sono asintoti orizzontali;
Tr— oo

lim f(z) = lim {1 — xe_z/x] =1 quindi non ci sono asintoti verticali;
rz—0t rz—0t

lim f(z)= lim [l —z] =1 quindi non ci sono asintoti verticali.
z—0— rz—0—

Ovviamente la funzione proposta & essa stessa una retta per x < 0. Per determinare, invece, un eventuale
asintoto obliquo a +o00, procediamo come segue:

lim M = lim {1 —e_Z/m} =-1

r— 400 X rx——+o00 | X

lim [f(z)—z]= lim [1—x(e_2/x—1)}: lim [1—1—2;]:3.

T— 00 T— 00 T— 00

Quindi la retta y(z) = —z + 3 ¢ asintoto obliquo a +oco. Infine, poiché il limite destro e sinistro in z = 0
esistono entrambi finiti e sono uguali fra loro, la funzione puo essere prolungata con continuita in tale punto.

Esercizio 5
Osserviamo che [f(22?)—g(z?)]/2* = [2*+28+0(2®)—z*+o(2*)] /2* = [o(2*)]/2* = 0(1); quindi I'affermazione
1) & corretta. Invece, laffermazione 2) ¢ errata, in quanto

1 1 1 1
1/ n 1/ n)~ —t — | —= ~ = ,
PRI/ ~ (=4 1) S
e quest’ultimo & il termine generale della serie armonica che non & convergente. Quindi I'affermazione 2) si
pud contraddire prendendo f(x) = 2% + 2 e g(x) = 22, utilizzando il criterio del confronto asintotico.

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso & di classe C? (R2), quindi per stabilire la natura dei suoi punti critici, possiamo
utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo a determinare tali punti critici, cioe¢ i punti che
annullano il gradiente:

fo(,y) = —y* — 62y = 0; . y=0; oppure y = —6a;

fy(z,y) = 18 — 2zy — 322 = 0; 18 — 322 = 0; — 322 +122% +18 =0;
il secondo ¢ impossibile, y=0; . z = +V6;
il primo fornisce z? = 6; y=0.

Quindi gli unici punti stazionari sono dati da P; = (v/6,0) e P, = (—v/6,0). Tenendo conto che f,,(x,y) =
=6y, fuoy(z,y) = —6x — 2y, fyy(x,y) = —2z, si ricava che

- (de ) ()

che hanno entrambe determinante negativo, quindi sono indefinite. Pertanto, entrambi i punti stazionari
sono punti di sella.



TEMA D

Esercizio 1

i . . . . oud riscriv
Osserviamo che, moltiplicando numeratore e denominatore per (3 iv3 , il numero proposto si puo riscrivere
nella forma

[((2/V3+2) +(2—-2/V3)|(3 —iv3)
(34 iv/3)(3 —iV3)
_i2vB+6)+6-2v3+24+2V3-i(2v3-2) 2 .2 2V2 .
5 :

12 3

4 . ,
Pertanto, in forma trigonometrica z = 2?‘5[003(77/4) + isin(7/4)] ed inoltre (2%> = im/4 — gim — _1,

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coeflicienti costanti e non
omogenea. Se A = 0, l'integrale generale sara della forma y(z) = Cy + Cazx + ie_%, che ¢ infinitesima per
x — +o00 solo se C7 = Cy = 0.

Per A\ # 0, 'equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & a? — 4\a = 0, che ha come
soluzioni a = 0,4\. Quindi I'integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

yo(i) =Ch+ 0264)\1 .

Per A # —1/2, la soluzione particolare & della forma y,(z) = Ae™" ove, sostituendo nell’equazione, si ottiene

4A +8MA =1, cioe A = ﬁ. La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto, ¢ data da

1
y(x) =Ch + Coe™™® 4 e 2,

448X\
e quindi risultera infinitesima se A € (—oo0, —1/2)U(—1/2,0) e C; = 0, oppure se A € (0,400) e C; = Cy = 0.
Per A = —1/2 la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze™2® ove, sostituendo nell’equazione,
si ottiene 4Are™2% — 4Ae™ %% 4+ 24e72* — 4Awe™2" = e~ 2% cioe A = —1/2. Pertanto, la soluzione generale

dell’equazione completa e data da
1
y(z) =Ch + Che 2% — ime_% ,

e quindi risultera infinitesima se C7 = 0.

Esercizio 3
Poiché f & continua nell’intervallo (0, +00), per ogni a € R, per stabilire se essa & impropriamente integrabile
nell’intervallo proposto, & sufficiente controllarne solo il comportamento asintotico nell’origine e all’infinito.
Per ©z — 400, si ottiene

B V3 + x4 x? B 1
J(@) = x3—ay/2 4+ gha? ~ xd3—agba?/2 T pl-a+ba?/2

Pertanto, I'integrale proposto converge se e solo se 1 — a + 5a%/2 > 1, ovvero per a < 0 e a > 2/5.
Per x — 0T, si ottiene

W3+t V3
1‘3_0"/24—3)50‘2 \/51‘3_0‘ ’

Pertanto, ’'integrale proposto converge se e solo se 3 — a < 1, ovvero per a > 2.
In conclusione, I'integrale proposto converge se e solo se o > 2.

f(z)




Esercizio 4
Osserviamo che la funzione proposta ¢ ben definita in D = (—00,2) U (2, 4+00). Osserviamo anche che la
funzione puo essere riscritta nella forma

f(z) = ze?/(2r=4) 4 9 se r < 2,
T+ 2 se x > 2.

Calcolando i limiti alla frontiera dell’insieme di definizione, si ottiene

hlf flz) = %00 quindi non ci sono asintoti orizzontali;

T— OO

lim f(z) = lim [we2/(2w74) + 2} =2 quindi non ci sono asintoti verticali;
T—2~ T—2~

lim+ fl@)= lim [z+2] =4 quindi non ci sono asintoti verticali.

z—2 x—2

Ovviamente la funzione proposta € essa stessa una retta per x > 2. Per determinare, invece, un eventuale
asintoto obliquo a —oo, procediamo come segue:

lim f@) = lim [62/(2z+4) + 2/33} =1

r——00 I T——00
lim [f(z)—«] = lim [ (/@9 —1)+2] = 1im [ +2} =3,
z——00 T——00 x——oco | 20 — 4

Quindi la retta y(z) = = + 3 ¢ asintoto obliquo a —oo. Infine, poiché il limite destro e sinistro in = = 2
esistono entrambi finiti, ma fra loro diversi, la funzione non puo essere prolungata con continuita in tale
punto.

Esercizio 5
Osserviamo che f(z?) — g(2?) = 2% + 29 + 0o(2%) — 2% + 0(2%) = o(2®); quindi I'affermazione 1) & falsa
ed ¢ sufficiente prendere f(r) = 22 + 2% e g(x) = 23 + 2* per contraddirla; infatti, in tal caso, si ottiene
f(@3) — g(2?) = —2% + 2% ~ 2® per  — 0T. Invece, I'affermazione 2) ¢ corretta, in quanto

FaRs D ~ (24 ) i~

e quest’ultimo e il termine generale di una serie armonica generalizzata convergente. Quindi I’affermazione
2) segue dal criterio del confronto asintotico.

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso & di classe C? (R2), quindi per stabilire la natura dei suoi punti critici, possiamo
utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo a determinare tali punti critici, cioe¢ i punti che
annullano il gradiente:

folwy) = 2ey +3y> + 18 = 0; = 0; y=—z/6;

9 - 9 oppure 2
fyl@,y) = 27 + 6y = 0; 3y” +18 = 0; - r18=0;
il primo ¢ impossibile, y = —z/6; N T = :|:6\/§;

il secondo fornisce 2 =172 y = FV2.

Quindi gli unici punti stazionari sono dati da P, = (6v/2,—v/2) e P, = (—6v/2,v/2). Tenendo conto che
foa(2,y) =2y, fay(z,y) = 22 + 6y, fyy(x,y) = 6z, siricava che

~2v2 6v2 2V2  —6v2
Hf(Pl)_<6\/§ 36\/§> Hf(PQ)_<—6\/§ —36\/5)

che hanno entrambe determinante negativo, quindi sono indefinite. Pertanto, entrambi i punti stazionari
sono punti di sella.



