
SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1

f(x) =

(
arctan

�
� 2xp

4x2+2

�
se x � 0;

x
p
2� x se x < 0;

f(x) < 0 8x 2 IR n f0g;

f(0) = 0; lim
x!0�

f(x) = 0; f �e continua in x = 0;

lim
x!+1

f(x) = ��=4; y = ��=4 �e asintoto orizzontale a +1;

lim
x!�1

f(x) = �1; non ci sono asintoti a �1;

f 0(x) =

8<
:
� 4

(8x2+2)
p
4x2+2

se x > 0;

4�3x
2
p
2�x se x < 0;

f 0(x) < 0 8x > 0; f 0(x) > 0 8x < 0;

lim
x!0�

f 0(x) =
p
2; lim

x!0+
f 0(x) = �

p
2; x = 0 �e punto angoloso;

f 00(x) =

8><
>:

32x(12x2+5)
(8x2+2)2(4x2+2)3=2

se x > 0;

3x�8
4(2�x)3=2 se x < 0;

f 00(x) < 0 8x < 0; f 00(x) > 0 8x > 0:

Esercizio 2

Ricordando che

log(1 + x2) = x2 � x4

2
+

x6

3
+ o(x6)

sinx = x� x3

3!
+ o(x3)

si ottiene

[x2 � log(1 + x2)] sin2 x =

�
+
x4

2
� x6

3
+ o(x6)

��
x2 � x4

3
+ o(x4)

�
=

1

2
x6 � 1

3
x8 � 1

6
x8 + o(x8) :

Quindi il polinomio cercato sar�a P8(x) =
1
2 (x

6 � x8).

Esercizio 3

Osserviamo che f(x) va studiata in un intorno di x = 0 e in un intorno di x = 1. Utilizzando lo sviluppo di
Mc Laurin al primo ordine per Shx, si ottiene che in un intorno di x = 0

f(x) � x

j logxj =
1

x�1j logxj

che �e impropriamente integrabile (osserviamo anche che f(x)! 0 per x! 0+).
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Utilizzando, invece, lo svipluppo di Mc Laurin al primo ordine per log(1 + t) con t = x � 1, si ottiene
che in un intorno di x = 1

f(x) � 2�Sh1
jx� 1j�
jx� 1j =

2�Sh1

jx� 1j1��
che �e impropriamente integrabile per � > 0. Quindi l'integrale proposto esiste �nito per � > 0.

Esercizio 4

Osservando che, per ogni � 2 IR, f� �e di�erenziabile in P0 e ricordando che vale la formula

@f�
@v

(P0) =
@f�
@x

(P0)v1 +
@f�
@y

(P0)v2

ove v = (v1; v2), si ottiene
@f�
@v

(0; 0) =
�2 � 1p

2
= 0

che ha come soluzioni � = �1.
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SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1

f(x) =

(
� arctan

�
xp
x2+1

�
se x < 0;

x
p
2 + x se x � 0;

f(x) > 0 8x 2 IR n f0g;

f(0) = 0; lim
x!0�

f(x) = 0; f �e continua in x = 0;

lim
x!�1

f(x) = �=4; y = �=4 �e asintoto orizzontale a �1;

lim
x!+1

f(x) = +1; non ci sono asintoti a +1;

f 0(x) =

8<
:
� 1

(2x2+1)
p
x2+1

se x < 0;

4+3x
2
p
2+x

se x > 0;

f 0(x) < 0 8x < 0; f 0(x) > 0 8x > 0;

lim
x!0�

f 0(x) = �1; lim
x!0+

f 0(x) =
p
2; x = 0 �e punto angoloso;

f 00(x) =

8><
>:

x(6x2+5)
(2x2+1)2(x2+1)3=2

se x < 0;

3x+8
4(2+x)3=2

se x > 0;

f 00(x) < 0 8x < 0; f 00(x) > 0 8x > 0:

Esercizio 2

Ricordando che

sinx3 = x3 � x9

3!
+

x15

5!
+ o(x15)

cosx = 1� x2

2!
+ o(x2)

si ottiene

(sinx3 � x3) cos2 x =

�
�x9

3!
+

x15

5!
+ o(x15)

� �
1� x2 + o(x2)

�
= � 1

3!
x9 +

1

3!
x11 + o(x11) :

Quindi il polinomio cercato sar�a P11(x) = � 1
6 (x

9 � x11).

Esercizio 3

Osserviamo che f(x) va studiata in un intorno di x = 0 e in un intorno di x = 1. Utilizzando lo sviluppo di
Mc Laurin al primo ordine per sinx, si ottiene che in un intorno di x = 0

f(x) � jx logxj = 1

jx�1 log�1 xj
che �e impropriamente integrabile (osserviamo anche che f(x)! 0 per x! 0+).
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Utilizzando, invece, lo svipluppo di Mc Laurin al primo ordine per log(1 + t) con t = x � 1, si ottiene
che in un intorno di x = 1

f(x) � (sin 1)jx� 1j
2�jx� 1j� =

sin 1

2�
1

jx� 1j��1
che �e impropriamente integrabile per � < 2. Quindi l'integrale proposto esiste �nito per � < 2.

Esercizio 4

Osservando che, per ogni � 2 IR, f� �e di�erenziabile in P0 e ricordando che vale la formula

@f�
@v

(P0) =
@f�
@x

(P0)v1 +
@f�
@y

(P0)v2

ove v = (v1; v2), si ottiene

@f�
@v

(0; 0) =

p
3

2
(��2 + �) = �

p
3

che ha come soluzioni � = �1; 2.
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SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1

f(x) =

(
arctan

�
xp
x2+1

�
se x < 0;

�xp2 + x se x � 0;
f(x) < 0 8x 2 IR n f0g;

f(0) = 0; lim
x!0�

f(x) = 0; f �e continua in x = 0;

lim
x!�1

f(x) = ��=4; y = ��=4 �e asintoto orizzontale a �1;

lim
x!+1

f(x) = �1; non ci sono asintoti a +1;

f 0(x) =

8<
:

1
(2x2+1)

p
x2+1

se x < 0;

� 4+3x
2
p
2+x

se x > 0;

f 0(x) > 0 8x < 0; f 0(x) < 0 8x > 0;

lim
x!0�

f 0(x) = 1; lim
x!0+

f 0(x) = �
p
2; x = 0 �e punto angoloso;

f 00(x) =

8><
>:
� x(6x2+5)

(2x2+1)2(x2+1)3=2
se x < 0;

� 3x+8
4(2+x)3=2

se x > 0;

f 00(x) > 0 8x < 0; f 00(x) < 0 8x > 0:

Esercizio 2

Ricordando che

log(1 + x2) = x2 � x4

2
+

x6

3
+ o(x6)

cosx = 1� x2

2!
+ o(x2)

si ottiene

[x2 � log(1 + x2)] cos2 x =

�
+
x4

2
� x6

3
+ o(x6)

� �
1� x2 + o(x2)

�
=

1

2
x4 � 1

3
x6 � 1

2
x6 + o(x6) :

Quindi il polinomio cercato sar�a P6(x) =
1
2x

4 � 5
6x

6.

Esercizio 3

Osserviamo che f(x) va studiata in un intorno di x = 0 e in un intorno di x = 1. Utilizzando lo sviluppo di
Mc Laurin al primo ordine per sinx, si ottiene che in un intorno di x = 0

f(x) � 1

x�j logxj
che �e impropriamente integrabile per � < 1.
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Utilizzando, invece, lo svipluppo di Mc Laurin al primo ordine per log(1 + t) con t = x � 1, si ottiene
che in un intorno di x = 1

f(x) �
p
2

(sin 1)�

p
1� x

jx� 1j =

p
2

(sin 1)�
1p
1� x

che �e impropriamente integrabile. Quindi l'integrale proposto esiste �nito per � < 1.

Esercizio 4

Osservando che, per ogni � 2 IR, f� �e di�erenziabile in P0 e ricordando che vale la formula

@f�
@v

(P0) =
@f�
@x

(P0)v1 +
@f�
@y

(P0)v2

ove v = (v1; v2), si ottiene

@f�
@v

(
p
�; 0) = �

p
3

2
(�2 � �) = �6

p
3

che ha come soluzioni � = �3; 4.
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SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1

f(x) =

(
arctan

�
2xp
4x2+2

�
se x � 0;

�xp2� x se x < 0;
f(x) > 0 8x 2 IR n f0g;

f(0) = 0; lim
x!0�

f(x) = 0; f �e continua in x = 0;

lim
x!+1

f(x) = �=4; y = �=4 �e asintoto orizzontale a +1;

lim
x!�1

f(x) = +1; non ci sono asintoti a �1;

f 0(x) =

8<
:

4
(8x2+2)

p
4x2+2

se x > 0;

3x�4
2
p
2�x se x < 0;

f 0(x) > 0 8x > 0; f 0(x) < 0 8x < 0;

lim
x!0�

f 0(x) = �
p
2; lim

x!0+
f 0(x) =

p
2; x = 0 �e punto angoloso;

f 00(x) =

8><
>:
� 32x(12x2+5)

(8x2+2)2(4x2+2)3=2
se x > 0;

8�3x
4(2�x)3=2 se x < 0;

f 00(x) > 0 8x < 0; f 00(x) < 0 8x > 0:

Esercizio 2

Ricordando che

sinx2 = x2 � x6

3!
+

x10

5!
+ o(x10)

log(1 + x) = x� x2

2
+ o(x2)

si ottiene

(x2 � sinx2) log2(1 + x) =

�
x6

3!
� x10

5!
+ o(x10)

� �
x2 � x3 + o(x3)

�
=

1

3!
x8 � 1

3!
x9 + o(x9) :

Quindi il polinomio cercato sar�a P9(x) =
1
6 (x

8 � x9).

Esercizio 3

Osserviamo che f(x) va studiata in un intorno di x = 0 e in un intorno di x = 1. Utilizzando lo sviluppo di
Mc Laurin al primo ordine per Sh x, si ottiene che in un intorno di x = 0

f(x) � x�

j logxj =
1

x��j logxj
che �e impropriamente integrabile per � > �1.
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Utilizzando, invece, lo svipluppo di Mc Laurin al primo ordine per log(1 + t) con t = x � 1, si ottiene
che in un intorno di x = 1

f(x) � (Sh 1)�
3
p
2

3
p
1� x

jx� 1j = (Sh 1)�
3
p
2

1

(1� x)2=3

che �e impropriamente integrabile. Quindi l'integrale proposto esiste �nito per � > �1.
Esercizio 4

Osservando che, per ogni � 2 IR, f� �e di�erenziabile in P0 e ricordando che vale la formula

@f�
@v

(P0) =
@f�
@x

(P0)v1 +
@f�
@y

(P0)v2

ove v = (v1; v2), si ottiene
@f�
@v

(
p
�; 0) =

1p
2
(�2 � 1) =

3p
2

che ha come soluzioni � = �2.
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