Analisi Matematica Il VI parte



Teorema della divergenza. Formula di Stokes.
Consideriamo la frontiera del dominio D e assumiamo che sia
costituita da una curva regolare a tratti. Sia

x =x(t),y = y(t) te€]a,b

la rappresentazione parametrica della curva e assumiamo che il
verso di percorrenza indotto dalla rappresentazione coincida con
I'orientamento positivo della frontiera 0D



curva regolare: tangente e normale alla curva

» Tangente a una curva regolare in un punto P = (x(tp), y(to))-

r= ( X (to) y'(to) )
V(@) + ()7 VX (0)? + (v ()2

» Normale a una curva in un punto P = (x(to), y(to))-

o ( y'(to) B X (to) )
V() + (V' (0))2 V(X (t0))2 + (v (t0))?

Nel caso della circonferenza n = (cos t,sin t) ed orientato
all'esterno del cerchio di centro (0,0) e raggio 1 di cui la
circonferenza costituisce la frontiera.




Considerando uno spazio euclideo a tre dimensioni, i je k relativi
agli assi x, y e z, la divergenza di un campo vettoriale C?

F = Fi+ Rj+ Fk

la funzione scalare:

oF1  0F, OF
_oh O 3

WF= o Ty Tz
n=2 OF  OF
VF— 2°1 92
leF_8x+8y
! !
Fone F, y(t) . X(t)

VE@OEFVOR V0P ()P



Calcoliamo l'integrale curvilineo della funzione F - n

b b
/ F'nds:/ F-ny/xX(t)?+ y/'(t)%dt =
a a

b Fiy'(t) B Fox'(t) P s
/a (\/><’(t‘-)2+(y’(t‘)2 V(2 +y t)2) GAEyE + y' (e =
/b <F1y’(t) - F2X/(t)> dt = Fidy — Fadx
a +0D



D’altra parte dalle formule di Gauss Green

F
// (8F1 0 2>dxdy / —Fydx + Fidy
+8D

Abbiamo cosi dimostrato nel caso di frontiera costituita da una
curva regolare regolare a tratti

Teorema della divergenza Sia D un dominio regolare del piano e
F = (F1, F,) di classe C1(D). Si ha

//div(F)dxdy:/ F - nds
D oD



Ancora dalle formule di Gauss Green

Fi  OF
// (a 1, 9 2>dxdy / —Fodx + Fidy  (F)
+0D

dimostriamo la Formula di Stokes

F, OF
// <82—al>dxdy:/ Fidx + Fady
+0D

dim. Si applica la formula (F) con (—F2, F1)

//( ok 8F1>dd _/ —Fidx — Fody
+0D



Cambiamento di variabili in un integrale doppio.

Consideriamo
// f(x,y)dxdy
D

con D dominio regolare di R? e f funzione continua in D, a valori
reali. Sia T un dominio regolare di R?; sia ¢ : T — R? costituita
da una coppia (¢1, ¢2) di funzioni a valori in R. Supponiamo
#(T) = D, le funzioni ¢1, ¢ di classe C1(T) e ¢ invertibile.



Sia¢p: T CR” — R™ . La matrice jacobiana della funzione ¢ in
u=(u1,...,un) la matrice delle derivate parziali prime della
funzione calcolate in u.

01 . Oh
duq ou,
0o;
Jo=1 o, ()= q;f,“)
Opm OPm !
du

Se m = n allora la matrice jacobiana una matrice quadrata. Si
puo’ in tal caso calcolare il suo determinante, noto come jacobiano.
n = 2: indichiamo ora con u, v le variabili indipendenti di ¢. La
matrice jacobiana di ¢ la matrice quadrata di ordine 2 avente come
righe i gradienti delle componenti ¢; e ¢o.

» coordinate polari.



= 0
{X PESY 50 0<b<2n
y = psinf

¢(p,0) = (pcosb, psin )

Osserviamo che nel passaggio a coordinate polari nel piano ¢ non
iniettiva in quanto tutti i punti dell'asse 6 si trasformano in (0,0).

__|cos@ —psind
JQs_[sinﬁ pcos&]’

il cui determinante vale p.



Vale la seguente formula

// f(x,y)dxdy:// f(pcos@, psinB)pdpdd
D ¢~1(D)

D={(x,y) €R?: x>+ y*> < 4,x >0}
Nel piano p, # otteniamo, cambiando in coordinate polare,

m™ T

T={(p0):pe.2 02, 0])

/ / x2dxdy
D

/ 3dp/ cos® fdfh = 4= (0+cos€sm9)é
g

Calcoliamo

[NJE]



// Vv x2 + y2dxdy,
D

D={(x,y) eR?:4<x*>+y*<9,y >0}
T={(p0):2<p<3,0<0<7}

Ne segue

// \/x2+y2dxdy://p2dpd9:
D T

s 3 T
1 1
/ d9/ pde:/ *P3B=*97T
0 2 0 3 3



Calcolare

//D(x2+y2)dxdy

D={(x,y) eR?>:x€[0,1] —x <y < x}

1 X 1
1
// (x2+y2)dxdy:/ dx/ (x2+y2)dy:/ X2y+-y [ dx
D 0 —x 0 3
1 1
:/0 2x3+§x3dx:2/0 x3dx:§

T = R2: —E E < <

() e B0 =TT 0<ps Ly
2 2 B cos(9 3 1 1 _

//T(x +vy )dxdy—/qd@/ p dp = /WCOS49d0
1,1 z 2 18 2
Z(gtan X—I—tanx| 4)—1(5—1—2) 43 §



Coordinate polari L'integrale da calcolare ¢

+o0o 2
| = / e 2dx.
— 0

Il suo quadrato si puo scrivere come

+oo 2 +o0o 2
12:</ e_2dx></ _2dy) //2 2e 2dxdy—
—00 o0 R

// dxdy
R2
27 +o0o p2
:/ d9/ pe 2dp
0 0

che puo essere integrato ottenendo

27 2 p=-+00 27
/2:—/ de [e—z} :/ do =2«
0 p:O 0

—+00 ><2
/ e 2dx = V2.

—00



In tre dimensioni. Coordinate sferiche

X = psin¢cosf
y = psingsin6
Z = pcos¢

dove 6 variatra O e 2w, ¢ variatraOenw ; p >0
Lo jacobiano della trasformazione

singcosf —psingsind pcospcosb
singsind  psingcosf  pcospsinf| = —p?sin g
cos ¢ 0 —psin¢

singpcosf —psingsinf
singsinf  psin¢cosh

—psingsinf  pcos ¢ cos b

= cosg psingcos  pcospsind

—psin¢

= cos? ¢sin ¢(—p? sin® O — p? cos? 0) — psin® ¢(p cos? O+ psin? §) =
—p?cos? psind — p?sin ¢ = —p?sin @



Il sistema di coordinate cilindriche un sistema di coordinate che
estende il sistema bidimensionale polare aggiungendo una terza
coordinata, che misura |'altezza di un punto dal piano base.

Le tre coordinate cilindriche possono essere convertite in
coordinate cartesiane con le formule

X = pcosf
y = psinf
z=z.

Il determinante jacobiano vale p:

cosf —psinf 0O
sinf  pcos 0| = p(cosh)? + p(sin B)? = p.
0 0 1



Integrali per sostituzione
(n=2, n=13) Si puo’ usare la sostituzione quando si integra
funzioni in piu variabili.
(X1y. vy xn) = (U1, ..., up)
deve essere C! invertibile con determinante jacobiano

O(x1, X2y -+ - Xn)
8(u1, u, ..., u,,)

£0

dxq -+ -dx, = |det(D ¢)(u1, ..., up)|duy - - - du,

Teorema di cambiamento di variabili negli integrali doppi
Siano T, D due domini regolari di R? e ¢ : T — D un’applicazione
invertibile di classe C! con con determinante jacobiano # 0 in T.
Allora per ogni funzione continua f : D = ¢(T) — R vale

| | ity = [ [ rxtm.pte v))detggz:i;wudv




Calcolare

// fdxdy
DY

ove D il dominio racchiuso dalle rette y = x, y = 3x, y = 5%
y=1-—x.

Cambiamento di variabili




Dau=7%, v= 1% siottiene

1—x
v
ux = Vil—x)=y — (u+v)x=v — x =
yvi-x) =y = () —_
v uv
X = =
u-+v y u-+v
v __ v 41 __v __ u
(u+v)? (u+v)? utv (utv)?2  (utv)? uv

v u o uwv a v2 2 | (utv)3
utv  (utv)? utv  (utv)? (u+v)? (u+v)?



Jloo [ b f bkt
— s du = —— 3 )|jvav =
A N TEAE L 2wt vt

! — — 1 [t d 3 4
_1/ (v—|—3 3_v—|—1 1)dv:—/ v +3/ v n
2. \ErvE e v 2y Brv) 2, GHvp

+1/1 dv 1/’1 dv
2 (1+v) 2 %(1+v)2_
31 1 11
——— I 1 Zn(1 1 - 1:
TR I vl S SR Sl
1
—(~1+10In>)



Il recupero e IV Recupero.
Dato il dominio D normale rispetto all’asse x

D:{(X,y)E]R2;0§X§1,X2Sygx}

scrivere D come dominio normale rispetto all'asse y.
Calcolare I'integrale doppio della funzione f(x,y) = xy
r

D={(x,y) eR%0<y<1ly<x<.y}



Dato il triangolo T del piano di vertici (0,0),(1,0),(1,1)
T={(x,y)€[0,]] xR:0<y <x}

T={(xy)eRx[0,1]:y <x<1}

calcolare I'integrale doppio

// eXdedy
-

Considerazione sulla scelta della rappresentazione del dominio.
Se consideriamo T normale rispetto all’asse x I'integrale si svolge
nel seguente modo

1 X 1
// eX2dxdy:/ eXde/ dy:/ xe* dx
T 0 0 0

1 [t 2 2
/ (2x)e* dx =
2 0

1
S(e—1)

e Io

N =



Dato il dominio D

D ={(x,y) €[0,1] x [3,4]}

1
_~ _dxd
///3(X+y)2 4
1 1 41 1 1
dxdy:/ dx/ dy:/ (—) 4dx =

//D(X+Y)2 0 3 (x+y)? 0 X+y 5

1

1

/ 1
— dx =
0 X+3 x+4

INn4 —In5—-In3+In4=1In16—-1In1b5

calcolare




Dato il dominio D

D:{(X,y)€R20§x§1,O§y§x2}

//D(x—ky)dxdy

calcolare

r:7/20



[ [ s vyasay = /01 ax /jmy)dy:

1
1 2
| b+ 5705 e -



Esercizio: calcolare

| = //D(x — y)? cos(x + y)dxdy.

™

Ix +y| < X Ix —y| <1

Disegnare D
Calcolare I'integrale.



s
T={uwv):lu=5, Ivs1}

Disegnare T.
Modulo del determinante della matrice jacobiana:

z 1
/:/ cos udu/ vidv =
- -1

s
2

1
2

1 4
sinu[2. vt = -n
2

3



Esercizio. Calcolare

risposta /7



Calcolare, risolvendo I'integrale doppio, I'area dell’ellisse di
equazione

Vaz—x2
//dxdy / dx/
s —ém
a b .

/ y|® j;;d =2- / Va2 — x?dx =
g(azarcsmf .+ xVva?—x?2,=mab
/\/ a2 — x2dx = f(az arcsin f) + E

2 a

5% a2 —x2+c



Calcolare, risolvendo I'integrale doppio e utilizzando sostituzioni

I'area della porzione di piano del primo quadrante racchiusa dagli
assi e dall’ellisse di equazione

2 2
X Yy

= / /D dxdy.

D ={(x,y) e R?: X—+%§1, x>0, y>0}

X
u=—, V:X:> X=au , y=bv
a b

T={+v?*<1, u>0, v>0}

I:/dxdy:ab//dudv
D T

Trasformando in coordinate polari

2 1 T
l://dxdy:ab/ dﬁ/pdp:ab
N N N N N 4



Esercizio: calcolare
I = // x2dxdy.
D
1
D:{Zx2+y2§1, x>0, y>0}

Disegnare D

X 5
-, V= X =2u =v
5 y » Y

T:{u2+v2§1, u>0, v>0}

Disegnare T.
Calcolare il modulo del determinante della matrice jacobiana

/://Dx2dxdy:2//T(4u2)dudv

Trasformando in coordinate polari

z 1
2, 3 ™l w
0 d = Q0—— = —
8/0 o /o e 844 2



Esercizio Data la curva di equazioni parametriche (cost, sent, t)
con t € [0, 7]

» Calcolarne la lunghezza

L= /b \/x’(t)2 +y/(t)% + 2/(t)%dt

L:/ \/(—Sint)2—|—COS2t+1dt:\/§7T
0

» l'integrale curvilineo della funzione f(x,y,z) = y.

b
= / Fx(t), y(0), 2(D) /X (87 + v/ (07 + 2 (£)2dt

Ir = fz/ sin tdt = —v/2 cos(t)[5 = 2v/2
0



Data la forma differenziale

)dx—i—(1

1
2x2 + yz)dy + (Ey2 + arctan x)dz

w—(xy+1+ 5

> stabilire se la forma risulta esatta in R3.
w = a(x,y,z)dx + b(x,y, z)dy + c(x, y, z)dz
» |a forma risulta chiusa

ay=bx a;=c¢c by=¢

1 1

Gy =xb=x a=rs 6T

L'insieme: R3

» In caso affermativo, calcolare una primitiva



fX(Xayaz) = Xy+ 1_;;(2
fy(Xa}/aZ): %X2—|—y2
f.(x,y,z) = 3y? + arctan x
z
f(x,y,z) = /XY+H)<2dX+<P(y7Z)

Ne segue

1
f(x,y,z) = §x2y + zarctan x + ¢(y, z)

Sostituendo nella seconda e nella terza

1 1 1
f(x,y,2) = §X2 +oy(y,z) = §X2 +yz; oy, z) = §y2z +(z)

1 1
f;(x,y,z) = arctan x + §y2 +'(z) = §y2 + arctan x

1 1
fx,y,z) = §X2)/+zarctanx+ §y2z



Integrale triplo.
D dominio del piano xy. L'insieme T dei punti dello spazio
definito dalle condizioni

(X,y)GD O‘(X>y)§z§B(XaY)

Dominio normale rispetto al piano xy

/// f(x,y,z dxdydz—/// f(x,y,z)dxdydz
a(x,y)

» Ipotesi di continuita delle funzioni



Sia T il dominio definito dalle limitazioni
(x,y)eD 0<z<1l—x-—y
con D triangolo del piano (x, y)

D={x>0,y>0, x+y <1},

Vol(T ///dxdydz
1—x l-x—y
///dxdydz:/ dx/ dy/ dz
0
X 1 2\|1—x
dx (1—x—y)dy = ( y=xy =3y Mo “dx =

/(1 x—x(1- x)—f(l X) )dx_/ (1- 2X—|—x2—%x2+x—%)dx:

0 0

11 1, . 1

calcolare



Integrando la funzione f(x,y,z) =1 su un cubo di spigolo unitario

si ottiene
111

J[[rexayez =1

000

Se abbiamo una funzione scalare f : R3 —» R
fx,y,z) =x+y+z

si puo’ calcolare

11
// x+y+2z) dxdydz-//< +y+z> dy dz =
00

1

/(1+z) dz:g

0



L'integrale di volume della funzione costante 1, fornisce il volume
della regione T C RR3:

Vol(T) = [[[ axay az
T

Regione dello spazio racchiusa dalla sfera di centro |'origine e
raggio R.
In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio R

/5// p’singdpdfde

2w ™ R
Volume:/ d@/ sin¢d¢/ p% dp
0 0 0

R3 7 2 ™ 4
- 27r3/0 sing dp = §WR3[— cosqﬁ}o = SR



Volume dell’ellissoide
Volume della regione di spazio racchiuso da
22
y
=1
+ 2 +
X

u =

m\><

z
vV = w = —
Cc

b
xX=au y=vb z=cw
Volume regione spazio contenuto nella sfera

{(u,v,w): v® +v? +w? =1}

Volume = abc /// du dv dw
T

In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio 1

Vqume—abc///p sm<;5dpd6d¢—abc/2ﬂd9/ smqﬁdqﬁ/ p? d

= abc27r3 /0 sing d¢ = fabcvr[ — cos (b} gwabc



Miscellanea di esercizi con elementi di teoria



Curve in forma polare

= [90, 01]

x = p(0) cos b x'(8) = p' cos@ — psinf
y = p(0)sind y'(0) = p'sinf + pcosd

(p' cos® — psin6)? + (p'sin + pcosh)? =
(0') + (p)®

N
L= [ \folor + 0pas



Cardiode
Il suo nome esprime la sua forma di un cuore.

p=a(l+cos(f)) 6 €[0,2r] a>0

= [ " o8P + p(0)2d0 -

27 2
/ \/32(1 + cos(6))? + a?sin? 0dH = V2ay/1 4 cos(0)df =
0 0

(dalla formula di bisezione)

27 0
/0 2a| cos (5) |dO =

/ 4a cos (g)dé = 8asin (Q) lo = 8a
5 2 2



Cardioide (forma polare) Consideriamo p =1 —cosf 6 € [0, 27]

L= /ab \/[p(9)12 + {d’;(;)rde
027I'

27
L:\fz/ \/1—C059d0:2/
0

0
in—|df =
sm2’ 8



Formula dell’area di un settore piano utilizzando le formule di
Gauss Green.

Settore individuato da 6 € [, 5] 0 < p < p(8) p(#) funzione
positiva e continua in [«, 3]

x = p(0) cos b
y = p(#)sind
con 6 € [a, 3], osserviamo che al crescere di 6 € [, 5] la curva

percorsa in senso antiorario (orientamento positivo della curva).
ia a tratti, allora
Sia p € C! a tratti, all

xdy — ydx =
[(p(#) cos 0)(p' () sin O+p(0) cos §)—psin O(p'(0) cos 6—p(0) sin 0)]dO =

p2(6)do

Formula dell'area (Gauss Green)

Mm:/ﬁww:;if@w



Calcolare I'area del dominio racchiuso dalla cardioide.
Applichiamo la formula

1 2w ) 1 27 ) 3
2/0 p 2/0 (1 — cosb) 7

» Commento su integrale doppio.

» Esercizio. Calcolare I'area del dominio racchiuso dalla
cardioide
p =2a(1l — cosf)

0 € [0, 2], al variare di a reale positivo.

» Esercizio. Data la porzione di cardiode con y > 0 (6 varia tra
0 e ), calcolare il volume del solido di rotazione (di 27)
intorno all’asse x .



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) =xy,
calcolare I'integrale doppio esteso a D

D:{(X,y)ERz:XZ—l—yz—ngo’ y >0}

(x—12+y?<1 y>0

corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con
y > 0.
Disegnare D



Scriviamo l'insieme come insieme normale rispetto all'asse x

{(x,y) eER?:0<x <2, Ogygm}

2 V2x—x2
/ / xydxdy = / xdx / ydy =
D 0 0
L 2

/2 (2 %)d 1/2(2x2 x3)dx 1(2x3 1x4\2)
— | x(2x — x%)dx = = — = (=x3 - = - =
2 Jo 2 Jo '3 4> 10 3



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) = xy,
calcolare I'integrale doppio esteso all'insieme
{(x,y) ER?: x> +y* —2x <0, y >0}
{(,y) €ER?: (x —1)2 +y?> <1, y >0}

Cerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con y > 0: trasformiamo
in coordinate polari

:]

5§0< 0<p<2cosb

Nel caso in esame (semicerchio)

N |

{OSQSE’ 0 < p<2cosb}

T 2cosf
/ / xydxdy = / * sin 0 cos Od0 /0 Pdp =

1 s 2
Z | sm9cos59d0— 46cos69\02 =3



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) = xy,
calcolare I'integrale doppio esteso all'insieme
{(y) eR?: (x =1 +y* <1y >0}

corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con

y=>0

Cambiamento di coordinate
x =1+ pcost
y = psinf

0<O<m 0<p<1

™ 1
// xydxdy :/ sin 0d9/ (1+ pcosh)p®dp =
D 0 0

1
1 1

/ (14 pcos@)p®dp = = + = cosf
0 3 4

i 1 1 1 11 2
/0 sin 9(§ + Zcos@)d& =3 cosf|g + e sin? |7 = 3



Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione di 27
intorno all’asse x della curva descritta dal grafico della funzione
f(x) =x?per0 < x < 1.

V:27r//ydxdy
D

Se D il rettangoloide di base [a, b] determinato da una funzione f
continua e non negativa.

b £(x) b
V= 27r/ dx/ ydy = 7T/ F2(x)dx
a 0 a

1 1
V—w/ xtdx = =7
0 5



Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione 27 intorno
all’asse x della curva descritta dal grafico della funzione
f(x)=3(e+e ), per0 < x<1




Disegnare |'insieme
D={(xy) eR*:x*+y? =2y <0,y > x}

Calcolare I'integrale doppio

/ / xdxdy
D



Cambio in coordinate polari

2sinx ™
//xdxdy / cos@/ 2dpd0—§/ sin3 6 cos 0dH =
T

81 . 4.m 81/v2\* 814 1
—=sin" 0|7 = —== =
34 4 34



Calcolare I'integrale doppio della funzione

f(x,y) = Vx2+y2,

alla regione di piano D limitata da x> + y> =4 e x* + y> = 0.
Disegnare D

27 3
1 38
// VX2 + y2dxdy = / / p’dp =27=p33 = hadll
D o J2 3 3

» Calcolare I'integrale doppio della funzione
f(x,y) =x*+y?

alla regione di piano D limitata da x> +y? =4 e x> +y?> =9



Sia (x0,¥0) € R? e p > 0. Data la funzione

1
[(x = x0)? + (v — »0)?]°
valutare per quali p l'integrale della funzione nel cerchio di centro
(x0,y0) e raggio R risulta finito.

Trasformiamo in coordinate polari e consideriamo 0 < r < R
(faremo poi tendere r a 0™)

2w
/ d0/ 2ppdp—27r/ p~2Ptldp =

(R™2PH2 _ p=2p12) = : 7T (R~ 2(p-1) _ r—2(P—1))
—p

f(X’Y) =

_ 2
—2p+2
per 2p+1#—-1p#1 Sep=1

27 R
/ d9/ ptdp=27(InR —Inr)
0 r

r.p<l



1 ex+y

ety 41 X eX+y+1dy

La forma esatta in R2.

[a] vero [b] falso

Calcolare una primitiva

ety
F(x,y) = —/exﬂﬂdy—i‘ﬂx)

F(x,y) = —In(e*"Y + 1) + ¢(x)
et , 1
IGE TR

() =1 ¢x)=x
F(x,y) = x — In(e*™ + 1)

Fx(x,y) =



Determinare l'intervallo di convergenza della serie

Posto

si ottiene

f(\xgz\y

n=0

y =|x—2|,
+o0o n
>(5)
n=0 5

Il raggio di convergenza risulta uguale a 5. Quindi

Ix —2| <5, —-3<x<7

» Studiare il comportamento agli estremi dell’intervallo



La curva di equazioni parametriche

xX=t
y=tint
t € [1,2] regolare.

[a] vero

@ falso



Considerando uno spazio euclideo a tre dimensioni, con versori i, j
e k relativi agli assi x, y e z, la divergenza di un campo vettoriale
continuo e differenziabile

F = Fi+ Rj+ Fk

la funzione scalare:

N _OF | OF,  OF

Il laplaciano di un campo scalare la divergenza del suo gradiente:

2 2 2
div(Vf) = Af—E:af cal gﬁ
z



Siano u e v definite in C appartenenti alla classe C? la parte reale
e la parte immaginaria di una funzione complessa che soddisfa le
condizioni di Cauchy-Riemann allora u e v verificano la condizione

Au=0 Av=0
[a] vero @falso

calcolare le derivate seconde delle equazioni di Cauchy-Riemann e

confrontarle, ricordando che: uy = vy, Uy, = —Vy,
Uxx = Vyx
Uxy = Vyy
Uyx = —Vxx
Uyy = —VXy.

Sommando la prima e |' ultima e sottraendo la seconda e la terza e
utilizzando il teorema di Schwarz sull'invertibilita delle derivate
parziali:

Uxx + Uy, =0

Vix + vy = 0.



Esempio

e? = &Y = eX(cosy + isiny)

u(x,y) =e*cosy v(x,y)=e"siny
» Verificare

UXX+uyy =0
VXX+ Vyy - O



Programma ed esercizi



Richiami sulle serie geometriche. Serie di potenze: definizione e
prime proprieta. Criteri per la determinazione del raggio di
convergenza. Serie di potenze ed equazione di Bessel di ordine
zero. Serie di potenze: integrazione termine a termine e
derivazione termine a termine.



Criterio di Cauchy
Se esiste il limite (anche +00)

lim «/|an| =1,

n——+00

allora

Criterio di D’Alembert
Sia a, # 0, per ogni n. Se esiste il limite (anche +00)

. dn+1
lim |22 =
n——+o00 an
allora
1

r=-.

/
Se /= +4o0 allorar=0,se /=0 allora r=+4+o00



Studiare a convergenza della serie di potenze

n n
pard 4749
. an+l ) 4" + 9" 1
Iim —=|lm ————— = —
n—oco  ap n—oo 4nt1 L gntl g

Il raggio di convergenza risulta uguale a 9.
x = £9 Non risulta verificata la condizione lim,_yoo an = 0



Integrazione per serie
Per a > 0 calcoliamo

a+oo
1
/ smx / gy eny,
2n+ 1)!

_ Z 1 2n+1
2n + 1 I(2n + 1) '

Introduciamo la funzione degli errori introdotta da Gauss

X +OO
erf(x / T / = t2"dt
f ‘\/7

Z - )n x2n+1
2n+ 1) '



Serie di Taylor: resto integrale e di Lagrange, condizioni di
convergenza. Funzioni analitiche in senso reale. Serie di potenze in
C. Esempi di funzioni complesse. Derivata di funzioni complesse.
Condizioni di Cauchy-Riemann.

Esercizio. Scrivere la serie di Mac Laurin delle funzioni

sinhx,  coshx

“+oo
X2k+1

IR P
st x (2k + 1)

k=0
+too 2k

coshx = Z (2K)]

k=0



Polinomi trigonometrici, ortonormalita, serie di Fourier. Calcolo
della serie di Fourier. Disuguaglianza di Bessel. Nucleo di
Dirichlet. Teorema di convergenza puntuale. Serie di Fourier in
forma complessa.

Teorema di Convergenza Puntuale

Convergenza Puntuale

Teorema Sia f una funzione periodica regolare a tratti su R. Per
ogni x reale la serie di Fourier converge alla media aritmetica tra il
limite destro e il limite sinistro:

3| foe + #0)],

e a f(x) nei punti di continuita



Calcolo di somme di serie.
| 2
0 — <0
Flx) = T<x<
1 O0<x<m

prolungata in modo periodico in R.
La serie di Fourier risulta

1 2 sin((2k +1)x)
§+%Z 2k +1
k=0
In x=0risulta S = >
Inx:gsi ottiene
T 1 2 (-1
(Q=1=5+ 23 5
k=0
e
4 = 2k+1



Esercizio Data la funzione

_Ja xe€[-m0)
f(X)_{b x € [0,m)

a# b, ripetuta per periodicita in R

(a)
=0 Vk>1

[a] vero [b] falso

(b) stabilire una condizione su a, b € R per cui ay =0, Vk > 0.



Funzioni di due o piu variabili. Elementi di topologia in Rn. Limiti
e continuita. Derivate parziali. Derivate successive. Teorema di
Schwarz (dimostrazione in dimensione 2). Gradiente.
Differenziabilita. Funzioni composte. Derivate direzionali. Formula
di Taylor. Massimi e minimi relativi. Funzioni con gradiente nullo
in un connesso (senza dimostrazione). Alcuni problemi di massimo
e minimo vincolato in dimensione due.

Esercizio

Massimizzare f(x,y) = 4xy soggetto al vincolo

2 2
X—+)[;—2:1 a>0,b>0
x >0, y=>0

Osserviamo se x =0 o y = 0 allora f(x,y) = 0. Stiamo risolvendo
un problema di massimizzazione: consideriamo x e y positivi.



{x(t) = acos(t) t €[0,7/2]
y(t) = bsin(t)
F(t) = 4abcos(t)sin(t) = 2absin(2t) t € [0,7/2]

F'(t)=0 <= cos(2t) =0 QtZg—l—kﬂ to:%

x0 = x(to) = av2/2  yo = y(to) = bV/2/2

» Calcolare il massimo.



Curve e forme differenziali nel piano. Curve regolari nel piano.
Lunghezza di una curva. Curve orientate. Integrale curvilineo di
una funzione. Integrale curvilineo di una forma differenziale. Forme
differenziali esatte. Forme differenziali chiuse. Curve e forme
differenziali nello spazio.

» Fornire un esempio di forma differenziale chiusa ma non
esatta.



Esercizio. Calcolare I'area della superficie generata dalla rotazione
di 27 della curva y =sinx, con 0 < x < 7 e dagli assi.

x=t y=sint 0<t<m

iy
A=2m sintv/ 1 + cos? tdt =

0

™
—27T/ /14 cos?tdcost =
0

—m(costy/ 1+ cos?t + In(cost + /14 cos? t)|g =
21(V2 + In(v2 + 1))

[a] vero @ falso



Forme in R3

w = a(x,y, z)dx + b(x,y, z)dy + c(x,y, z)dz

Condizione di forma chiusa

Esercizio. La forma w = xzdx + xyzdy + 3z%dz risulta chiusa in R3

[a] vero E falso

Se F = (F1, F2, F3) €' un campo vettoriale di classe C! in un
aperto A di R3,

rot(F) =", — — —, — — —

(8F3 OF, OF1 OF; OF aa)



Integrali doppi e tripli. Integrali su domini normali. Formule di
riduzione degli integrali doppi. Formule di Gauss-Green. Teorema
della divergenza. Formula di Stokes. Cambiamento di variabili
negli integrali doppi. Coordinate polari, sferiche, cilindriche.
Integrali tripli.

Calcolare I'integrale doppio della funzione

fx,y) = (X +y?),

alla regione di piano D limitata da x? + y?> = 1 e x? + y? = 25.

2r 5
1
// (x* + y?)?dxdy = / / p°dp = 21> (15625 — 1) =
D o )1 6

g15624 — 52087



