DISPENSA DI
ANALISI MATEMATICA 1
-Parte I -

Paola Loreti

DIPARTIMENTO DI SCIENZE DI BASE, E APPLICATE PER L'INGEGNERIA,
VIiA SCARPA N.16, 00161 Roma, ITALY



1. Introduzione

Questa dispensa ha come protagonista il numero e. Pur non tralasciando
gli argomenti di base, si ¢ cercato di utilizzare gli argomenti svolti per met-
tere in luce le molte proprieta del numero e. Abbiamo finalizzato le nostre
conoscenze via via maggiori per cogliere aspetti di questo numero. Durante
il percorso, abbiamo studiato la formula matematica

™ +1=0,
nota come l'identita di Eulero. L’ Identita di Eulero e considerata la piu
bella formula della matematica. In questa formula interagiscono in modo
conciso e non banale 'uguaglianza, la moltiplicazione, ’addizione, il numero
1 (elemento neutro della moltiplicazione), il numero 0 (elemento neutro della
somma), 7 (rapporto tra la circonferenza e il diametro di un cerchio), e base
naturale dei logaritmi, il numero complesso 4 unita immaginaria (i = —1),
Per fare cio studieremo, oltre al numero e le operazioni in R e in C, i numeri
0,1 e 4, il numero 7.
Il numero e ¢ la base dei logaritmi naturali, trovati da John Napier.

e~ 2.7182818284590452353602874713527.....

La lettera greca m, che sta ad indicare la prima lettera greca della paro-
la peripheria (circonferenza) ¢ usata per rappresentare il numero 7. Il suo
studio parte dall’antichita, il primo accenno alla rettificazione della circon-
ferenza si trova addirittura nella Bibbia. Il problema della quadratura del
cerchio si ritrova nel Papyrus Rhind, attribuito ad Ahmose (circa 2000 a.C.,
Egitto), in cui vengono individuate due cifre corrette, per arrivare all’opera
di Archimede Misura del cerchio in cui viene fornita un’approssimazione per
difetto e per eccesso, consentendo quindi una precisione accurata del calcolo
di 7. Dopo il lavoro di Archimede altre scoperte sul numero 7 sono dovute a
J. H. Lambert che prova nel 1768 l'irrazionalita di 7, e a F. von Lindemann
che nel 1882 ne dimostra la trascendenza.
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2. Le proprieta algebriche dei numeri reali

Si indica con R I'insieme dei numeri reali. In R sono definite le operazioni
di Addizione e Moltiplicazione ed una relazione d’ordine totale < (minore o
uguale) con le seguenti proprieta

(1) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a+b=b+a

(proprieta commutativa dell’Addizione)
(2) Per ogni a,b,c € R si ha

a+(b+c)=(a+b)+c

(proprieta associativa dell’Addizione)
(3) Esiste ed & unico I'elemento 0 (zero) tale che per ogni a € R si ha

O+a=a+0=a.

(esistenza dell’elemento neutro rispetto all’Addizione)
(4) Per ogni a € R esiste un unico simmetrico rispetto all’Addizione,
detto anche opposto, —a € R tale che

a+(—a)=0
(5) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a-b=b-a

(proprieta commutativa della Moltiplicazione)
(6) Per ogni a,b,c € R si ha

a-(b-c)=(a-b)-c

(proprieta associativa della Moltiplicazione)
(7) Esiste ed ¢ unico I’elemento 1 (uno),diverso da 0, tale che per ogni
a € Rsi ha

(esistenza dell’elemento neutro rispetto alla Moltiplicazio-
ne)

(8) Per ogni a € R,a # 0 esiste un unico simmetrico rispetto alla
Moltiplicazione, detto Iinverso o il reciproco di a, indicato con a~*
o con 1/a tale che

(9) Per ogni a,b,c € R si ha
a-(b+c)=a-b+a-c

(proprieta distributiva della Moltiplicazione rispetto al-
I’Addizione)
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2.1. Ordinamento. La relazione < e di ordine totale in R ossia, co-
munque si considerino due numeri reali a,b necessariamente deve aversi
a<b oppure b < a e sono vere entrambe se e solo se a = b.

Inoltre tale relazione < & compatibile con le operazioni nel senso precisato
dalle proprieta : Va,b,c € R

a<b=—=a+c<b+c
0<ael<b=0<a+b 0<a-b
Notazione: a <b<=a<bea#b

Per ogni coppia di numeri reali a,b € R vale una ed una sola delle seguenti
relazioni

a<b, a=0b a>h

Dimostrare

[i]Va € R, a-0=0
[i7] Va € R, —(—a)=ua
[i7i] Va € R, (-1)-a=—a

[i] dim. a4+ a0 = al + a0 = a(14+0) = a = a + 0, segue dalla legge di
cancellazione dell’addizione (dimostrare).

[ii] dim a+ (—a) = (—a)+a =0 a ¢ l'opposto di —a, ossia a=-(-a). per
P'unicita dell’opposto (dimostrare).

[ili] dim. (—1)a+a = [-1+1]a = 0a = 0, quindi (—1)a & 'opposto di a.

Dimostrare per esercizio

Va,b € R, —(a+b) = (—a) + (=b)

Va,b e R, (—a)-b=—(a-b)

Va,b e R, (—a)-(=b)=a-b

Va,b € R, a-b=0ea#0=0b0=0
Va,b € R, a-b=0<= a=0oppure b=0

In R & definita la potenza
"=zxz-x---x VYreR, VneN,
—
n volte

con le proprieta seguenti

2.2. Assioma di completezza. Siano A e B due insiemi non vuoti
di numeri reali con a < b Va € A, Vb € B. Allora esiste ¢ € R tale che
a<c<bVac A, Vbe B
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3. N e il principio di Induzione

In Arithmetices principia Peano introduce i numeri naturali N dando le
seguenti regole

e 1 ¢ un numero € N,

e Il successivo di un numero € N ¢ un numero € N,

e 1 non ¢ successivo di nessun numero € N,

e se i successivi di due numeri € N sono uguali, anche i due numeri
sono uguali,

e Se un insieme A contiene il numero 1 e il successivo di ogni suo
elemento, allora A = N,

Gli assiomi riguardano 1’ operazione del passaggio da un numero naturale
al suo successivo, I'ultimo dei quali particolarmente importante nel definire
le operazioni in N. Esso e il principio di induzione. Data una proposizio-
ne P(n), con P(1) vera se dall’assumere P(n) vera (ipotesi induttiva),
risultera P(n + 1) vera, allora la proposizione sara vera per ogni n € N.

3.0.1. La somma dei primi n numeri naturali e la somma dei loro qua-
drati.

PROPOSIZIONE 1.
Zn:k:n(nJrl) Zkz nn+1)2n+1)

2
k=1 k=1

Dimostrare per esercizio.
3.0.2. La disuguaglianza di Bernoulli e altri casi. Spesso alla base di
dimostrazioni di teoremi, la disuguaglianza di Bernoulli asserisce che

PROPOSIZIONE 2.
(1+2)">14nz, VneN, x> -1

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza e verificata per n = 1. Assumen-
do vera la disuguaglianza al passo n si ha

A+ =0 +2)"Q1+2)>A4+nzx)1+2z)>1+ (n+1)z
U

3.0.3. Una disuguglianza. Introduciamo il simbolo ! (fattoriale di n): &

un’applicazione di N in N che agisce cos'1
=1, n!=n(n—1)!
Esempio :
5! = 5(4!) = 54(3!) = 543(2!) = 54321 = 120
Dimostriamo tramite il principio di induzione
n! > 2nt Vn>1,neN
DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 e verificata. Assumendo vera la disu-

guaglianza al passo n , si ha

(n+ 1! =nl(n+1)>2""12=2"
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3.0.4. Un altro caso.

PROPOSIZIONE 3. Se il prodotto di n numeri reali e positivi é uguale ad
1, la loro somma risulta > di n.

DiMOSTRAZIONE. 1l risultato ¢ vero per n = 1.
Supponiamo che z1x9- -z, =1 e x1+x2+ -+, > n e dimostriamo che
se
T1T2* TpTpy1 = 1,

allora
1+ T2+ Ty + Ty 2 n+ 1
Se
T1%2 + -+ TpTptr = 1,
allora

e tutti i fattori sono uguali. Quindi sono tutti uguali ad 1 e la loro
somma vale n + 1, e il risultato & dimostrato.

Se non,
e Esistera almeno un fattore piu piccolo di 1 ed un fattore piu grande
di 1.
Supponiamo
x1 <1, Tnt1 > 1.
Poniamo

Y1 = T1Tn+1;
abbiamo
Y1x2 Ty =1,
possiamo dunque applicare il risultato assunto vero al passo n, ne segue

Yyr+ a2+ xn >N,

ma
T+ T2 Ty + Ty = (Y1 H X200 Tn) + T — Y1+ T 2
n+l+apm—p+rr—l=n+1l4z,11 — 211 +21—1=
n+ 1+ (w0en — 1)(1— 1)
Poiche
(@nt1 —1)(L—21) 20,
il risultato & dimostrato al passo n + 1. O

4. Il simbolo di somma e prodotto

La sommatoria ¢ un simbolo matematico che indica la somma di un
certo insieme di numeri. Si usa la lettera ) . Si deve indicare l'intervallo di
valori dove la somma ha luogo ossia il valore inferiore e superiore dell’indice
della somma; alla destra del simbolo > vi € un’ espressione algebrica che
in generale dipende dall’indice di sommatoria. Sia kg < k < k; allora

k1
Tho + Ty + -+ Tpy = Z L-
k=ko
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Fissiamo kg = 1,k; = N. Si ha
N

x1+x2+--~+$N=Z$k
k=1

Valgono le seguenti regole

N N
> o=
k=1 j=1
N
Zfﬂk-FZyk —Z T + Yr)
k=1
Zcxk:chk, ceR
k=1 k=1

e Par1<J<N

Zl‘k—f— Z a:k—Z:ck
k=J+1

e Perpe N
N+p
Zxk = Z TE-p

K=p+1
La produttoria ¢ un simbolo matematico che indica il prodotto di un certo
insieme di numeri. Si usa la lettera []. Si deve indicare I'intervallo di valori
dove la produttoria ha luogo ossia il valore inferiore e superiore dell’indice
della produttoria; alla destra del simbolo [] vi e’ un’ espressione algebrica
che in generale dipende dall’indice di produttoria

Xr1x2x3 T — H 1Tk

5. Medie

THEOREMA 5.1. Siano dati x1,x2, 3,24 ... 2%, non negativi, n € N. La
media geometrica My ¢ il numero

3=

My = (x12023 . .. y)

La media aritmetica M, ¢ il numero
1 +2x2+2x3+ ...+

M, =
n
Si ha
My, > M,.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo ﬁlg Wi, ]9\”4" , allora la radice ennesima
del prodotto vale 1 ossia L 22 .. = 1, e per il risultato precedente

M, M, Mg
—|— —i-]"\”f>n ossia Mg > M,. O
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Diamo un’altra dimostrazione per induzione che fa uso della disugua-
glianza di Bernoulli
DIMOSTRAZIONE. e Per n = 1 la disuguaglianza e vera risultando
Ir1 = T1

e Supponiamo che al passo n — 1 risulti

'L:lxZ /
- M
n—1 “
Si ha
M, =™ DAQ+$":(M;+@"MD>,
n n
Mo () 2n—Mal Ma\"_ (], &= Mg1\"

Per applicare la disuguaglianza di Bernoulli dovra risultare — M, +
xn, > —nM/ ossia (n — 1)M! + x, > 0, che risulta verificata.

Pertanto
Mo \" (), Zn = Mo\ wn
M M, M,

(My)" > xn(lez)n_la

e quindi per l'ipotesi induttiva
n
(M)" > 2 (M) =129y = [ [ = (M,)"
i=1
e la dimostrazione ¢ completa O

6. Z, Q

Si indica con Z ( insieme degli interi) I'insieme dei numeri naturali unito
con i loro opposti e lo 0. L’insieme Q ¢ I'insieme delle frazioni di interi. Un
generico elemento in @ ¢ del tipo 7, , con n # 0. Le proprieta algebriche

descritte prima in (2) valgono in Q.

6.1. Disuguaglianza di Young per esponenti razionali. Come ap-
plicazione della disuguaglianza tra la media aritmetica e geometrica dimo-
striamo la disuguaglianza di Young per esponenti razionali.

DEFINIZIONE 6.1. Dato p > 1, p € R diciamo coniugato di p il numero

reale q tale che
1 1
S4t=1
p q
Se p= .-, m,n €N con m < n il coniugato di p ¢ dato da

n

q= :
n—m
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THEOREMA 6.2. Disuguaglianza di Young (esponenti razionali): dati due
numeri reali positivi x e y, e dati p, ¢ numeri razionali verificanti %—l—% =1,
si ha

ry < — + =—
p q

DiMOSTRAZIONE. Dalla disuguaglianza sulle medie

1 1 +2xo+2x3+ ... +2Tp
(x122x3 .. Ty <

n
Fissiamo

T1=T9=...Ty = 2" Tmal = ... Ty =02
n

Fissiamo p = > con m < n, segue che il coniugato di p ¢ dato da ¢ =

n—m’

allora Py »

L mxP 4+ (n—m)y
DY (0 A\ 3 o
() (yry =y < T
()% ()5 < P+ =
n
segue allora la disuguaglianza. O

Ci sono numeri reali che non appartengono all’insieme Q. Sono i numeri
irrazionali. Un numero irrazionale ¢ quindi un numero reale che non puo
essere scritto come una frazione > con m,n € Z, con n # 0. Alcuni numeri
irrazionali sono numeri irrazionali algebrici come la radice quadrata di due
e gli irrazionali algebrici sono radici di equazioni algebriche a coefficienti
interi (esempio la la radice quadrata di due & soluzione di 22 — 2 = 0), altri
sono numeri irrazionali trascendenti come e,m e gli irrazionali trascenden-
ti non sono radici di equazioni algebriche i a coefficienti interi. I numeri
trascendenti furono per la prima volta distinti dagli irrazionali algebrici da
Kronecker.

2

LEMMA 6.3. Se m= pari, m é pari

DIMOSTRAZIONE. Se m fosse dispari m = 2k+1, allora m? = (2k+1)? =
4k? + 3k + 1 risulterebbe dispari contro 'ipotesi. O

PROPOSIZIONE 4. v/2 non & un numero razionale.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che v/2 sia un numero razionale. Allora
esistono due interi m e n privi di fattori comuni tali che v/2 = - . Elevando
al quadrato si ha

2
m
n
Questo implica che m* pari, e che quindi m € pari, ossia esiste k intero tale
che m = 2k. Sostituendo a m? = 2n2abbiamo che anche n & pari, e quindi m
e n hanno in comune un fattore 2, il che impossibile perch abbiamo assunto
m e n privi di fattori comuni. Abbiamo ottenuto una contraddizione con

I'ipotesi. O

2

I numeri reali possono essere pensati come punti su una retta. I numeri
corrispondenti agli interi sono ugualmente spaziati. Possiamo considerare
I'applicazione R — Z che associa la parte intera,

|z] = il pin grande intero < z,
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e la parte intera superiore
[x] = il piu piccolo intero > x
Valori di |z] e [z]
0] =
[0] =

Valgono le proprieta

11/2) =0 |-3.7] = —4
[1/2]=1 [-3.7]=-3

|lz] | = |x| idempotenza

[x] = —|—z] Vz €R

Tk/2] + |k/2] =k VkeZ

7. Formula del binomio

(1) = m

Dimostrare per esercizio, per 1 < k <n, (0! = 1, per convenzione.)
n n n+1
() ()= ()
PROPOSIZIONE 5. Dimostrare per induzione

(a+b)" = Zn: <Z> " Fok,

k=0
per ogni coppia di numeri reali a e b.

Definiamo

DIMOSTRAZIONE. L’asserto & vero per n = 1. Assumendo vera la for-
mula al passo n la dimostriamo al passo n + 1. Vogliamo dimostrare che

n+1
(a+b) 1 =% <”;‘ 1) ARk

k=0

(a+b)" = (a+b)"(a+b) = (Z (Z) a" ") (a +b) =
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n

an+l+z [<Z>+<k ﬁ 1>]an+1kbk+bn+l _ Z <n;: 1> qHImkpk Al gl

k=1 k=1
n+1
> <n i 1) a" IR,
k
k=0

EsERrcizio 7.1. Dimostrare

n

v =3 () va- vt

k=0
8. Minimo e Massimo di un insieme di numeri reali

Dato un insieme X di numeri reali un numero reale m ¢ un minorante
per X se
Vre X z>m.

Se I'insieme X ha un minorante, X si dice inferiormente limitato.
Dato un insieme X di numeri reali un numero reale M e un maggiorante
per X se

Vee X < M.

Se l'insieme X ha un maggiorante, X si dice superiormente limitato.
Un insieme inferiormente e superiormente limitato si dice limitato.

EsEmprIiO 8.1. o L’insieme
X ={x=(-1)", neN}

e inferiormente e superiormente limitato. L’insieme dei minoranti
e dato da
Xm={zeR, z<-1}

L’insieme dei maggioranti é dato da
Xu={xeR, z>1}.
e X puo essere non limitato sia superiormente che inferiormente
X ={x=(-1)"n, n e N}
o X puo essere non limitato superiormente
X={r=n, neN}
L’insieme dei minoranti € dato da
Xm={zeR, x <1}
e X puo essere non limitato inferiormente
X ={x=-n, neN}
L’insieme dei maggioranti € dato da

XM:{J}ER, :L‘Z—l}.
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Se il numero piu grande dei minoranti appartiene all’insieme, tale nu-
mero € il minimo dell’insieme.Se il numero piu piccolo dei maggioranti
appartiene all’insieme,tale numero é il massimo dell’insieme. L’insieme

X ={z=(-1)", neN}
ha come insieme dei minoranti
Xm={zeR, z< -1},

il cui massimo ¢ ¢ —1 (minimo dellinsieme X ), mentre l'insieme dei mag-
gioranti ¢ dato da

XM:{QZER, 1‘21},
il cui minimo ¢ 1 (massimo dell’insieme X). Il minimo e il massimo devono
appartenere all’insieme: puo’ accadere che I'insieme non ammetta massimo
o minimo. Ad esempio

1
X={zr=—-, neN},
n
non ammette minimo. L’insieme dei minoranti
Xm ={zeR, z <0},

ammette perdo massimo. Il numero 0 non ¢ il minimo di X. E l’estremo
inferiore dell’insieme X. Analogamente

1
X={r=—-——, neN},
fr=——, neN
non ammette massimo. L’insieme dei maggioranti
XM:{:UG]R7 3320}7

ammette perd minimo. II numero 0 non ¢ il massimo di X. E l’estremo
superiore dell’insieme X.

M é l’estremo superiore dell’insieme X ossia M ¢ il minimo dei maggio-
ranti dell’insieme X.

m é Pestremo inferiore dell’insieme X ossia m € il massimo deil minoranti
dell’insieme X.

Non esiste ¢ € @ elemento separatore degli insiemi

Y ={q€Qq>04>2}
X={geQq<0}u{g>0, ¢* <2}.
Dovra risultare
r<c<ly, VeeX,VyeY
Se c € X, sia ¢ > 0 allora ¢ # 2 (per quanto precedentemente dimo-

strato), e dovra risultare ¢ < 2.

Sihaper NeNe

2c+1
N> ——,
2 — 2

allora

1
— e X.
C+N€
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Infatti ¢ + % €Qe

1.2 9 1 2¢

—)" = — 4+ =<2

(c+ N) C+amty <

Abbiamo trovato un elemento di X maggiore di ¢, contro 'ipotesi
r<c¢ Ve X

Esercizio: Svolgere il caso c € Y.

8.1. Dall’assioma di completezza.

THEOREMA 8.2. Ogni insieme X di numeri reali che non sia vuoto e
che sia limitato superiormente possiede un estremo superiore.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con Y linsieme dei maggioranti di X.
Y # (0. Applichiamo I’assioma di completezza. Esiste M reale tale che

r<M<y Vee X,VyeyY

M ¢ un maggiorante di X ossia M € Y, ed € minore di tutti gli elementi di
Y. Quindi M ¢ il minimo dei maggioranti. O

Analogamente

THEOREMA 8.3. Ogni insieme X di numeri reali che sia non vuoto e
inferiormente limitato possiede un estremo inferiore.

Per ogni insieme numerico X non limitato superiormente si pone
sup X = 400
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta seguente
VM eR, dz; € X tc. x1 > M.

In modo analogo, se X non ¢ limitato inferiormente allora non ha mino-
ranti. Cioé, comunque si consideri un numero reale m, esiste un elemento
in X minore di m.

Per ogni insieme numerico X non limitato inferiormente si pone

inf X =—o00
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta

VmeR, dzo € X t.c. x90 < m.

ESERCIZIO 8.4. Determinare ’estremo inferiore e superiore dell’insieme
numerico
(="

2n

r. L’estremo inferiore di X ¢ 0, l’estremo superiore di X é

1
X:{Cﬂn: +E, nGN}

E[SY]
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9. Il numero di Nepero

Scoperto da John Napier, e indicato con la lettera e , il numero di Nepero
& ora universalmente noto con la lettera e, dopo 'uso di tale lettera da parte
di Eulero. Ecco alcune altre notazioni tra 1690 e il 1787, tratto da un libro
di Florian Cajori, matematico del XIX secolo (wikipedia).

1690 b Leibniz, Letter to Huygens

1691 b Leibniz, Letter to Huygens

1703 a A reviewer, Acta eruditorum

1727 e Euler, Meditatio in Experimenta explosione tormentorum nuper
instituta

1736 e Euler, Mechanica sive motus scientia analytice exposita

1747 ¢ D’Alembert, Histoire de 1’Académie

1747 e Euler, various articles.

1751 e Euler, various articles.

1760 e Daniel Bernoulli, Histoire de I’Académie Royal des Sciences

1763 e J. A. Segner, Cursus mathematici

1764 ¢ D’Alembert, Histoire de I’Académie

1764 e J. H. Lambert, Histoire de 1’ Académie

1771 e Condorcet, Histoire de I’Académie

1774 e Abb Sauri, Cours de mathématiques
Consideriamo l'insieme

n
, 1
A={zeR tahchexnzzﬂ n € N}.
k=0
Dimostriamo che I'estremo superiore di A ¢ un numero reale. Come prece-
dentemente dimostrato, k! > 2¥=1, Wk > 1,k e N. Si ha

"1 "1 =
Zﬁ§1+ZF§1+ZW§1+2:3
k=0 k=1 k=1

Inoltre
"1
i > 2
k=0
Da cui si evince
2 <supA<3.
n
Per definizione, poniamo
e = sup A.
n

Dalla formula del binomio di Newton

\" &Gnn-Dn-2)...n—k+1)1
(14 2) o3ty
=0
Ma,
nn—1)n—-2)...(n—k+1) nn-1)n-2)...(n—k+1)

k
n n... nk—VOlte
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nn—1)(n-2)...(n—k+1) :1(1_l)(1_g)“.(1_k¢—1

n n n

1\" &1
1+-) <y =
<+n> - k!

k=0

e passando al sup, definendo

N Np_yolte

Allora,

1 n
A'={xeR talechexn:<1—|—> ne N},
n
si ha
sup A’ <supA
n n

Dalla limitarezza di A’ si evince il suo estremo superiore €/ & un numero
reale.
Fin’ora abbiamo dimostrato

/
e <e

Vogliamo in realta dimostrare che ¢/ = e. Prendiamo m > n. Allora

(H_:L)n:zn:n(n—l)(n—Q)...(n—k‘—i—l) 1 Sin:n(n—1)(71—2)...(11—k‘—l—l)i

nk k! nk k!
k=0
m

Da cui passando all’estremo superiore su

<1+1>n2in(n—l)(n—2)...(n—kz+1)1:

n nk k!
k=0

k=0

Osservando che

nn—1)n-2)...(n—k+1)
nk

1 =sup
n

Passando all’estremo superiore su n,

1\"_ 1
1+—| > —.
w(14,) 235
Allora otteniamo l’altra disuguaglianza, e quindi I'uguaglianza.

10. Il modulo di z

Dato z € R il modulo di = ¢ definito

2] = {x, z >0,

-, z <0

Vale per z,y € R

o 2| >0

e x # 0 se e solo se |z| >0

o z] =]~z

o -jz| <z < |z

e |z| < r seesolose —r <z <rr reale positivo.
o |z| <1 seesolose —r <x <r,rreale positivo.
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[yl = [xlly]

[ +y| < |z] + y|

[z = [yll < [z —y]

lz| = |y| se e solo se 2% = 32,
lz| < |y| se e solo se z? < y?.

EsErciz1io 10.1. Dimostrare al variare di x € R
|z"| = |z|", n €N

Esercizio 10.2. Disegnare y = |z|, al variare di x € R. Disegnare
y = max{— |z|, |z]}, al variare di x € R.

e Traslazioni in . y = f(z + k),k € R, il grafico subisce una
traslazione orizzontale, verso sinistra se k > 0, verso destra se
k <O0.

e Traslazioni in y. y = k + f(x),k € R, il grafico subisce una
traslazione verticale, verso 'alto se k > 0, verso il basso se k < 0.

Esercizio 10.3. Disegnare y = |x — 5|,y = |+ 3|,y = |z| = T,y =
|| + 8.

11. Successioni

DEFINIZIONE 11.1. Una successione di numeri reali ¢ un’applicazione
dall’insieme N dei numert naturali in R:

neN—zx, €R
L’elemento x, € R della successione é quindi l'immagine del numero n € N

Una successione di numeri reali si dice inferiormente limitata se esiste
m € R tale che x, > m, Vn € N. Una successione di numeri reali si dice
superiormente limitata se esiste M € R tale che x, < M, Vn € N. Una
successione si dice limitata se risulta inferiormente e superiormente limitata.
11.0.1. Monotonia. Una successione si dice
monotona crecente
Tpgl = T,
Esempio: 2™.
monotona decrescente
Tntl < T,y
. 1\
Esempio: (5)
Osserviamo che una successione puod non essere monotona (esempio (—1)")

PROPOSIZIONE 6. Dimostriamo che la successione
1 n
Tz, =(1+—] .
n

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto

e monotona crescente.

n+1
14+ L
Toi1 ( +n+1> <n+2)n+1< n )n
n

- n—+1 n—+1

3=
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_(n+2 e N n+1 ([ n+2 n 41
_<n+1> (n+1) (n)_<(n+1)(n+1)> ( n >
o2+ \" 41\ mPaon+1-1\""nt1
_<(n2+2n+1)> ( n )_<(n2+2n+1)> <n
n?+2n+1 1 R |
(n2+2n+1_n2+2n+1> < n >

Dalla disuguaglianza di Bernoulli (che vale in senso stretto per ogni
h #0) si ha,

(1+h)">14nh, V real h>-1, VYneN

abbiamo
1
=——>-1, V
nZ2+2n+1 "
poiche
1
— <1, Vn.
nZ+2n+1 VI

E quindi sostituendo nella disuguaglianza precedente

_n+1 n

n+1
14+ L
:L'n+1_( +n+1> ><1 1 )(n—i—l):l

Cio conclude la prima dimostrazione. O

DiMOSTRAZIONE. Diamo ora un’altra dimostrazione basata sulla disu-
guaglianza tra la media aritmetica e geometrica dell’asserto: la successione
(z,) definita da

1\n
Ty = (1+7> Con=1,2,....
n
e limitata e crescente.
Applicando la disuguaglianza
"*,1/(11 e Qp41 S

ar+ -+ ap+1
n+1

con

ag=-=ap,=14+— and ap41 =1,
n

n 1\n 2 1
T/(H—) <Mre gy .
n n+1 n—+1

Cio e equivalente a x, < xp41. Quindi (z,) € crescente ed ¢ inferiormente
limitata da 1 = 2.
In piu applicando la disuguaglianza

n ay+ -+ apy2
Var . anio < ——

otteniamo

con

1 1
ai=--=a,=14+— and ap+1 =apt2= =
n 2
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otteniamo

"+\2/(1_|_1>n.1.1§n+2:1
n 2 2 n -+ 2
e li

Equivalente a z, < 4. Quindi (z,,) ¢ limitata superiormente da 4.

n
EsErcizio 11.2. Dimostrare <1 — 711) e limitata

1 n
0< (1 _ ) <1
n
PROPOSIZIONE 7. La successione

1 n
xn:<1—n> 5

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

DIMOSTRAZIONE.

e crscente.

To > T1

Per n > 1 consideriamo il quoziente

n+1
1 - L
Tni1 ( n+1) ( n >n+1< n >n

T, <1_71L>” n+1 n—1
() () () (Eats) ()
_ (N (o)
n? —1+1\"" T(L(n211))n2<1n >1 g
(o) ()=o) )

Applichiamo la disuguaglianza di Bernoulli, con

1

Da cui sostituendo nella precedente disuguaglianza

1
m”+1:<1+ )( n >>1, vn > 1
Tp n—1 n—1

Anche la successione (x;,) definita da

1\n
xn:(l——), n=1,2,....
n

& crescente come applicazione della
ar + -+ app

"Ya1. .. a <
Va1 ntl < 1
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with
aj=--=ap,=1—— and apy; =1,
n
otteniamo
n IRNL 1
+@1/(1—f) < g .
n n+1 n+1

Cio ¢ equivalente a x, < zp41. Quindi (z,) € crescente. O

11.1. Successioni divergenti positivamente e negativamente.
DEFINIZIONE 11.3. Una successione (zn)n si dice divergente positiva-
mente, se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che
n>v=—x, > M.

In questo caso si scrive

lim z, = +oc.
n—oo

DEFINIZIONE 11.4. Una successione (x,)y si dice divergente negativa-
mente, se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v=— x, <-—M.

In questo caso si scrive

lim z,, = —oc.
n—oo

Esempio di successione divergente positivamente : x, = 2"

lim 2" = +o00

n—oo

Esempio di successione divergente negativamente : x, = —2"
lim —2" = —o0
n—oo

DEFINIZIONE 11.5. Si dice che la successione (xy,)n converge al numero
reale 1, se per ogni € > 0 esiste v € N tale che n > v = |z, — | < e. In
stmboli

lim x, =1,
n—oo

che si legge limite di z,, rispetto a n uguale ad .
Poiche |z, — | < € equivale a
—e<xy,—1l<e,
cioe
l—e<z, <l+e,
si puo anche scrivere

n>v—l—-c<x,<l+e.

Esempio di successione convergente : x,, = (%)n
Iin
li - =
Jim (5)" =0

Teorema Se (z',,)n e (2”,)N sono successioni regolari (cioé successioni che
ammettono limite € R U {—o00,400}), si ha
: / 2 : / : 7
(1) limy, oo (c12’y 4+ c22”y) = c1limy o0 &'y, + 2 limy, o0 275,
: / /" : / : "
(2) limy, oo (2'n - 270) = iy o0 ', - limy, oo 27,
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', limp_oeoT'n

(3) limy oo — =
", limp e 2y
in tutti i casi in cui il secondo membro ha significato in R U {—o0, +00}.
Forme Indeterminate
Se x/,, — —oc0 e 2", — 400, allora z’,, + 2", non puo essere inquadrata
in nessuno dei casi gia considerati.
Questo rientra infatti tra quelli in cui il secondo membro —oo + (+00)

non ha significato in R.
Facciamo vedere, per mezzo di esempi, come la successione z/,, + 2",

puo essere di qualunque tipo.

Y

2p=-n2",=n 2, +2",=0, convergente;
vy =-n, 2", =n+(=1)" 2, +2",=(=1)", nonregolare;
t'y=-n, 2", =n* 2, +2",=(n-1n — 4oo;
fU/n — _nS’ $Nn — n2 x/n + x//n — n2(1 _ n)7 - — .

Per questo motivo quando
z, — —oo
z", — +oo
si dice che la successione
/ "
P o
si presenta sotto la forma indeterminata m
Analoghe considerazioni valgono per z’,,—2",, se 2’,, — +oocez”, — +o0
o anche se 2/, — —oc0 e z",, — —o0.

° Se
z, —0
z’, — +oo

la successione

x/n ' .%'”n,
si presenta nella forma indeterminata .
e Se invece
z, — +oo
{ z’, — +oo
si dice che la successione
',
x//n’

si presenta nella forma indeterminata

., —0
x//n N 0

si dice che la successione

818

e Quando, infine

si presenta nella forma indeterminata
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11.2. Successione non regolare. Definizione. Una successione (z,)n
si dice non regolare se non ammette limite.
Esempio di successione non regolare: x, = (—1)" non esiste il lim,, oo (—1)"

PROPOSIZIONE 8. Dato l'applicazionei : N — N. i(k) = j coni(k+1) >
i(k), una successione estratta é la successione ristretta ai(k). Se x,, converge
ax € R (oppure diverge positivamente o negativamente) allora ogni estratta
di x,, converge a x (oppure diverge positivamente o negativamente).

EsEMPIO 11.6. Non esiste il lim,,—,oo(—1)"™ percheé calcolata nell’estratta
di indici pari la sottosuccessione converge a 1, nell’estratta di indici dispari
la sottosuccessione converge a —1.

12. Analisi del caso misto e serie geometrica

Tp =q
Allora
+00 q>1
. 1 qg=1
A =4 g€l -1,1]
A q< -1
Consideriamo

l+q+@+ - +q¢" "+
serie geometrica di ragione q.
Ridotta —nsima
sn=1+q+¢+ - +q¢""
Se g =1si ha
Sp=14+1+---+1=n.
Sia ¢ # 1. Abbiamo dimostrato che

2 no1_ 1—¢"
sp=1+q+q¢ +--+q¢ =
l—gq
Se |q| < 1 allora lim,,—,~, ¢" = 0 e pertanto
. . 1—g" 1
lim s, = lim = —.
n—00 n—00 1—q 1—q
Se ¢ > 1, poiché lim,_, ¢" = +o0 si ha
n—1 1
limsn:hmq =—— - lim¢"—-1=—— 400 =4
n—00 n—oo q— 1 qg—1 n—oo qg—1

Sia ora g = —1,

Sn

l=-=D" [0, n=2p
B 2 11, n=2p+1

Pertanto la successione (s, )y non & regolare.
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Sia infine ¢ < —1. Possiamo scrivere ¢ = —|q|, e quindi

B Sl Gl D e G 1 1

n = =

1+ [q| 1+ g
1—|q>
!ﬂ’ n=2
_ 1+@
1+ [t B
“TEL 0 p=2p—1
1+ q|

Ne segue che Sp, — —00 e Sg,_1 — +00 e pertanto Alim,_ s,
Allora

+00 qg>1
. 1
lim s, = q€]—1,1]
n—oo 1_
A g<-1

12.1. Permanenza del segno per successioni. Sia lim, .z, =1
con [ > 0 allora esiste v tale che x,, > 0 per n > v.
Sia
A=t e =t
e Se x, < 0 per ogni n alora x < 0. Ricordare I'’esempio z, = —
Tp <0 perogninmal=0
e Se x, < 0 per ogni n allora [ < 0.
e Se x, <y, per ogni n allora [ <’

S|

EseErcizio 12.1. Dimostrare che se per x, y reali risulta x < y+ ﬁ per
ogni n € N, allora z < y.

12.2. Il teorema del confronto.

THEOREMA 12.2. Siano x,, Yn, € z, tre successioni.

o Sexp—2x€R, zy mx R, exy, <y, < 2y, allora y, — x
e Sey, — +00 ez, > Yy, allora x, — +00.
e Sey, — —00 e x, <Yy, allora x, — —o0.

13. Serie Armonica
Si chiama serie armonica la serie di temine generale x,, = 1/n.

THEOREMA 13.1. La serie armonica

1+1+1—|— —i—l—i—
2 3 n

diverge positivamente.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo per k € N
1+ L'
ay = —-
g k
k
Allora e > (1 + ]1€> Poiche la funzione Inz & crescente in (0, +00)

1 k
lzlnezlnak2k1n<1+k>
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Da cui
>In(k+1)—Ink

| =

Facendo le somme da 1 an
n n

1
Zgz In(k+1) —Ink =In(n+1)

k=1 k=1
In conclusione s, > In(n+1) e quindi la serie armonica diverge per il teorema
di confronto sulle successioni. O

Importante notare
REMARK 1. Per la serie armonica
o
>
n
n=1
e verificata la condizione x, — 0; questa condizione € percio necessaria, ma

non e sufficiente per la convergenza della serie.

13.1. Teorema (criterio del confronto asintotico. Sia z,, una suc-
cessione a termini non negativi per cui esiste il limite e

lim nx, =1+#0.
n—-+4o0o
Allora
o
> o =40
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

= 1\"1
S(1+2)
n n

n=1

1 n+1
lim <1 + > —e.
n— o0 n

. 1\"1
lim n|{{1+ — —| =e
n—-+00 n n

( 1>n1 e
1+4—) —~— per n— oo,
n) n n

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie
¢ positivamente divergente

ossia
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14. Serie Armonica Generalizzata

Per p numero reale e positivo. La serie armonica generalizzata ¢ data da

<1
>

n=1
il_ +oo  p<l1
nzlnp_ < 00 p>1

Dimostrazione del caso di convergenza.
La successione delle ridotte n-sime e regolare, pertanto per valutarne il
limite possiamo considerare una sottosuccessione.

1 1 1 1 1
=1 —t — |+ =+ ......... —_—
Soh_1 + [217 + 3p} + [(2,1_1)1) + (Qh—l 1) + (2h — 1)p} <
h +o00
1 1 1 1 B 1 1
1+227p+4@+ ......... 2 (2h*1)p = ; |:(2p1)kl:| < ; |:(2p1)]€1:| < +o0

teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p un numero reale e positivo.
Supponiamo p < 1. Sia x, una successione a termini non negativi tale che
per cui esiste il limite e

lim nPx, =1+#0.
n—-+00

Allora
(o)
S =
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

ossia

1 1 e

n
1+4—-) —~—
<+n> \/ﬁ ~ per n — oo,

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie e
positivamente divergente.

teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p > 1 un numero reale. Sia
T, una successione a termini non negativi tale che per cui esiste il limite in

R di

lim nPx,
n—-+o0o
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Allora
o0
Z Ty < “+00
n=1

EsEMPIO 14.1. Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
21+ ) e
n n

n=1

1 n
lim (1 + ) =e.
n—00 n

Pertanto
0ssia

Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie é
convergente.

ESEMPIO 14.2. Studiare il carattere della serie

(1t L
n n2a

n=1
1 n
lim (1 + ) =e.
n— oo n
<1+1>n1~6 per n — o0
n n2a n2o¢ ’

n
lim n?® (1+ 1) =e

n—-4oo n

Pertanto
0ssta

Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie é
convergente per o > % (< 2a > 1) e divergente per 0 < a < %

EsgErcizio 14.3. Studiare il comportamento della serie
S it
5 .
— k“+k+1

La serie & convergente, infatti
+o0 +oo
1 1
PNy D DY~
2 = 2
— k*+k+1 P k

. Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.
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EsErcizio 14.4. Studiare il comportamento della serie
*2‘0 (n! +2")
—
= (n+1)!

r.Abbiamo
(n! 4 2m) nl 1

n+D! = (n+1)! n+1

Dunque la serie
“+00

|
— (n+1)!
e positivamente divergente.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

EsSERCIZ1O 14.5. Studiare il comportamento della serie

Z /k2
r. La serie é divergente.

VE2+1<Vi2+14+2k=Fk+1,

Quindi
|
= +-o00.
> ey

Studiare la convergenza applzccmdo 1l confronto asintotico.

ESERCIZIO 14.6. Studiare il comportamento della serie
f 1/ k+1\"

k k )
k=1
r. La serie é positivamente divergente. Infatti

1/kE+1\F 1 1\* 2
i I I ) > 2=
k( k:) k<1+kz>_k

1l risultato seque allora dal confronto con la serie armonica.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

15. Calcolo di limiti e criteri per serie

Sia x, una successione a termini positivi. Posto
Tn+1
In

n =

si ha: se limy,— 400 yn < 1 allora lim,,— 400 z, = 0.
Applicazione. z > 1,¢>0,n €N

nC

lim — =0
n—+oo "
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n
lim — =0
n—+oo n!
PROPOSIZIONE 9. Data una serie a termini positivi Z:g ay tale che
esista il limite
. OGpy1
lim —+

=1, con a, # 0 pern grande,
Gnp

st ha
e sel > 1 la serie diverge
e sel <1 la serie converge
e non ne stabilisce il comportamento | = 1.

Esercizio Utilizzando il risultato precedente dimostrare

16. Il teorema fondamentale sulle successioni monotone e il
numero e

THEOREMA 16.1. Se x,, ¢ crescente e superiormente limitata allora

supx, = lim z,
n n—00

Se x,, € decrescente e inferiormente limitata allora
inf x,, = lim =z,
n n—oo

Se x,, € crescente e superiormente non limitata allora
supz, = lim x, = +o0
n n—00
Se x,, € decrescente e inferiormente non limitata allora

infz, = lim x, = —©
n n—oo

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, che (z;,)n sia crescen-
te. Se non e limitata, non lo ¢ superiormente. Infatti 1 ¢ un minorante.

Comunque si scelga un numero M € R esiste un elemento della succes-
sione, x,, tale che x, > M.

Per ogni n > v si avra x, > x, > M e questo significa x,, — 400.

Se (z,)n € limitata, avra estremo superiore ep; € R. Per le proprieta
dell’estremo superiore, per ogni € > 0 esiste un termine della successione,
sia x,, tale che z, > ey — €.

Per n > v si avra x, > x, e x,, < epr. Percio da n > v segue

ey —e <z, <xp <€y <ente.
LN . . I
Cio significa x,, — €.
In modo analogo si prova l’altro caso. (]

Esercizio.Come esercizio sul teorema fondamentale sulle successioni
monotone provare il teorema nel caso di successioni decrescenti e limita-
te. (suggerimento !’ = inf,, x,,. Per definizione di estremo inferiore x,, > ',
per ogni n; inoltre Ve > 0 esiste v tale che 2z, — e < I'. Ma z, < z, se
n>uv..).
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Precedentemente abbiamo verificato

c=sw{(1+]) '}

n .
e (1 + %) ¢ una successione monotona crescente. Dal teorema fondamentale
sulle successioni monotone, deduciamo

1 n
e= lim (1 + >
n—-+00 n

Inoltre abbiamo definito

= {01

k=0

e abbiamo visto che > ) _, % € una successione monotona crescente. Dal
teorema fondamentale sulle successioni monotone, deduciamo

S N |
e=Jtm > 5=> 7
k=0 k=0
16.1. Applicazione della formula del binomio al calcolo di limi-
ti.

lim (n)% =1

n—oo
DiMOSTRAZIONE. Dall’identita

(o) -

Dalla formula del binomio,

(F-1) + 1]n _ ; (7) (w7 - 1)k,

considerando nella somma unicamente ’addendo ottenuto per k = 2, otte-

niamo
1 2
n(n )<(n)i —1> <n,
2
quindi
1 2
0< n—1<
(n) .
1 2
1< n <1
() <144/——,

Passando al limite,
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16.2. Formula di Stirling. James Stirling (Scotland, 1692-1770)
Vale la seguente formula di approssimazione (appare sia e che )

n! ~ 27Tn(ﬁ)n,
e

ossia
|
lim —— = 1.
n—oo \/2mn(n/e)"

EsERcIzIO 16.2. Calcolare

1\"
i (1 )"
n—oo n

Dalla disuguaglianza di Bernoulli

Da cui, passando al limite

1 n
n— o0 n

ESERCIZIO 16.3. Tenuto conto dell’esercizio precedente calcoliamo

1 n
lim (1 — ) .
n—oo n

Abbiamo
n
lim (1 — ) = 1
n—00 n e
1 n 1 n n
lim (1— 2) = lim <1—) lim (1—1—)
n—oo n n—oo n n—oo
allora
n
. limy, o0 <1 - ng) .

ESERCIZIO 16.4. Dimostrare che non esiste il limite della successione

o — { (Z—H)” se n é pari,
n = 1 s 7. .
("==)" sen ¢ dispari.

r. Il termine generale della successione si puo anche scrivere

1—1
n \N > N
se n e part
ay = (Jr;) p
1\n

1
(1—2)" sen e dispari

Cosiccheé se n & pari a, — L mentre se n é dispari a, —
&

%, quindi la

successione non ammette limite.
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ESERCIZIO 16.5. Dopo aver determinato dalla formula ricorsiva

an41 = anﬁ_;_l
a0::1

l’espressione di a,, studiare il comportamento della serie
0.0
S i
n=2

n

r. Si ha
e
Gp = —.
n!
Si puo procedere alla dimostrazione utilizzando il principio di induzione. La
formula e vera al primo passo e se supponiamo che sia vera per n — 1, ossia

en—l

an-1 = ma

si ha

Dal passo n — 1 si ricava

a = ———--—— —,
" n—=Dln n!
da cui l’asserto.
Si tratta ora di studiare la convergenza della serie
o en
>

n=2

E verificata la condizione necessaria per la convergenza

La serie ¢ a termini positivi, pertanto la convergenza semplice ed assoluta st
equivalgono. Applicando il criterio del rapporto si ha

entl pl e

— = <1 Vn > 1.
(n+1ler n+1 "

PROPOSIZIONE 10. Approssimazione di e . Per n sufficientemente gran-
de
e~ 2,71828

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo

k=0
Calcoliamo
e N | 1 I
kz_old;_old (n+1)! " (n+2)! T (ntm)!
Lo, 1 1 ><
(n+ 1! (n+2) " (n+2)---(ntm))
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1 14 1 N 1 < 1
(n+1)! (n+2) T (n42)m! nn!
Allora per m — 400, troviamo

11
0<e— Z H < m,
k=0
disuguaglianza che consente il calcolo approssimato di e. O

PROPOSIZIONE 11. e non é un numero razionale

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo e > 2. Ricordiamo
n
1 1
0<€—ZH < TL?’L!’
k=0

per n = 1 si ha e < 3; assumiamo per contraddizione che e sia un numero
razionale e = ¢ conp,q interi positivi primi tra loro e ¢ > 1. Allora

k=0
e
q
P 1 1
12 il z
o<a(f )<y
k=0
e otteniamo una contraddizione poiche il primo membro e un intero positivo
e il secondo membro ¢ un numero minore di uno. O
17. Convergenza assoluta
Consideriamo le due serie
“+o0 —+o00
g [ E |an‘
n=1 n=1
Si ha
[}
+oo “+o0o
E |an| converge — g a, converge
n=1 n=1
[}

+oo +00
E a, converge f—= E |an| converge
n=1 n=1

Per avere due serie differenti nel carattere, la serie Z:i’i ar, dovra contenere
un numero infinito di cambi di segno. Una serie prototipo di questo tipo &
00 1
2 :(71)n+17

n
n=1

PROPOSIZIONE 12. La serie

+o0o 1
Z(_l)n+17
n=1 n

e convergente.
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REMARK 2. Per questa serie
+o0 +o00

1 1 1
S e Y[ =3 e
n=1 n n=1 n n=1 n
DIMOSTRAZIONE. Infatti indicato con
n
1
Sp = Z<_1)k+l%
k=1
si ha
2n+2 1
Son+2 = Z (—1)“1% =
k=1
2n
1 1 1
z_:( ) k:+( ) 2n+1 (=1) 2n+ 2
1 n 1
Son — .
T on+ 1 2n+2
In forza di
1 n 1 <0
n+1 2n+2 -7
si evince

Son 2> Son+2, Vn € N.

Cio mostra che la ridotta di ordine pari ¢ monotona decrescente ed € infe-
riormente limitata da sy = é Esiste il limite per n — 400

lim s9, =95,

n—-4oo
Si ha
2n+1 1
Son43 = Z (—1)“1% =
k=1
2n+1
1 1 1
_1 k+17 _1 2n+2 _1 2n+3 —
Z:( ) k+< ) 2n + 2 (=1) 2n+ 3
n 1 1
s — .
T on Y2 2n+3
In forza di
1 1
— >0
2n+2 2n+3
si evince
Son+1 < So2n+3, Vn € N,
Inoltre 1
5n+1:52n_2n+1 < s9p, < 89

Cio mostra che la ridotta di ordine dispari € monotona crescente ed &
superiormente limitata da so = % Esiste il limite per n — +oo

lim s9p41 = Sy,
n—-+o0o

e risulta, passando al limite per n — 400
1

Sp = S4, perche s,41 = sop, — 1



18. FUNZIONI xxxiii

Essendo S, il limite delle somme parziali pari, per la definizione di limite
Vedm (pari) tale che |s, — Sp| < € Yn > m, n pari. Essendo Sy il limite delle
somme parziali dispari, per la definizione di limite Ve 35 (dispari) tale che
|sp —S4| < €Vn > j, n dispari. Sappiamo S, = Sy, percid prendendo
h = max{m, j} la disuguaglianza |s,, — S| < € vale per ogni per ogni n € N
tale che n > h, quindi

lim s, =S5,
n—-+o00

e la serie converge. O

il criterio di Leibniz ¢ un criterio di convergenza applicabile a serie a
termini di segno alterno. Vale il Criterio di Leibniz

THEOREMA 17.1. Per ognin € N, sia a, positivo, decrescente e infini-
tesimo. Allora la serie :g(—l)”*lan converge.

EsErcizio 17.2. Fare la dimostrazione precedente nel caso pit generale,
assumendo a, positivo, decrescente e infinitesimo.

18. Funzioni

Dati due insiemi X e Y, f ¢ una relazione che a ogni x € X fa corri-

spondere y = f(z) € Y.
f: X =Y,
la funzione si dice suriettiva se S(f) =Y e iniettiva se
Vzy,z9 € X siha x1 # 20 = f(x1) # f(22)

Una funzione finestra una funzione a supporto compatto: vale zero al di
fuori di un intervallo [a, b].

e Finestra rettangolare Una funzione costante all’interno dell’inter-

vallo.
fa) = {1, in [0,1]

0, otherwise

Serve per localizzare una funzione: si moltiplica la funzione per la funzione
finestra. In generale I'operazione rende la funzione risultante meno regolare.

18.1. Proprieta dei logaritmi in base neperiana. Per ogni z € R
con z > 0, , il logaritmo in base neperiana ha la proprieta

o8 = g,

Per ogni z,y € R con z,y > 0, vale
e logzy =logx + logy.
. log% = —logz.
. logf = logz — logy.

e Per t reale, log 2t = tlog x.
e Per ogni z # 0,log 22 = 2log |z|
e per ogni x,y con xy > 0,

log zy = log 2| 4 log [y|.
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19. Le funzioni trigonometriche

Sia 27 la lunghezza della circonferenza di raggio 1. Al generico pun-
to P appartenente alla circonferenza viene associato (cosz,sinz), con le
proprieta:

[ ]
|cosz| <1, |sinz| <1, Ve e R

cos’z +sinz =1 Vr e R

sinx = —sin(—x) VreR
[
cosz = cos(—x) Ve e R
[
cos(z +y) = cosxzcosy — sinx siny.
[
sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos zsin y.
[
. . .=y T4y
sinx —siny = 2sin cos 5
[
.=y . r+y
cosx —cosy = —2sin sin 2

Dalla relazione cos? z +sin? z = 1, si osservi che le funzioni cos z e sin z non
si annullano mai contemporaneamente, pertanto non esistono soluzioni del

sistema
sinz = 0,
cosx =0

Moltiplicando per una costante reale positiva n ’argomento di una fun-
zione trigonometrica, ossia considerando la funzione f(nx), si determina una
variazione del periodo da T a %

La funzione

¢ definita per ogni x € R,z # § + km, k € Z, ¢ periodica di periodo 7
tan(f + ) = tan6.
E una funzione dispari
tan(—60) = —tand
ed e ovunque crescente.
Per alcuni angoli noti

V3

T T T
tan0 =0 tan - = — tan— =1 tan— = /3
6 3 4 3
Se restringiamo lo studio della funzione tangente in (—g, g), utilizzando

la stessa notazione per indicare la funzione in tale intervallo la funzione
risulta iniettiva e S(f) = R La funzione tangente & invertibile: la funzione

inversa ¢ indicata con
T
arctan : R — (— =, =)
272
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EsErcizio 19.1. Risolvere

{arctans =1
ERS (_%v %) U (%777] U (_71-’7[-) = (_77777] - {ig}

e Sia
e s
5 <s<3
allora
t =tans seesoloses = arctant
e Sia
T
5 <s<m,
pensiamo

s=m+s" taleche 5*6(—%,0]

Sappiamo che tan s = tan(w + s*) = tans* ; t = tans; ¢t = tans*
e s* = arctant ossia s— 7w = arctant. In conclusione

s =m+ arctant

e Sia
T
- <s< 5
Poniamo s = —m + s*taleche s* € (0, ]. Sappiamo che tans =
tans* t = tans ossia t = tans* s* = arctant s + ™ =

arctant. In conclusione
s = —m + arctant
Quindi l'unica soluzione s € data da
arctant te(=%5,3)
€

s = ¢ m+ arctant, te(
—7 +arctant,t € (—m, —%)

20. I numeri complessi

20.1. L’unita immaginaria: il numero ¢. Non tutte le equazioni

ag + ar1x + a2x2 4+ -+ apx™ =0 con ag,ay,...a, € Z hanno una soluzione
nell’insieme dei numeri reali. Estendiamo i numeri reali affinche equazioni
polinomiali ag + a1z + az® + - - - + a,z™ = 0 abbiamo almeno una soluzione
nell’estensione di R che indichiamo con C (chiusura algebrica di R). In
particolare I’equazione z? + 1 = 0 non ha soluzioni rin R. Definiamo I'unita
immaginaria i soluzione dell’equazione 22 + 1 = 0. La proprieta del numero
1 ¢ data dalla relazione

i* = —1.



XXXVi

20.2. Forma algebrica dei numeri complessi. Un numero com-
plesso z € C corrisponde ad una coppia ordinata di numeri reali (z,y).
Definiamo forma algebrica di un numero complesso z

z =+ 1y.
x e y sono rispettivamente la parte reale e il coefficiente dell’unita immagi-
naria immaginaria, e vengono scritti tramite la notazione
r =Rz y =z

La forma algebrica si presta facilmente all’operazione di somma .
Dati due numeri complessi z = x 4+ 1y e w = u + v
I'operazione di somma C x C — C si definisce al seguente modo

(z,w) = z+w=(z+u)+i(y +v)
Ricordiamo che
z2=0 < (x,y) =(0,0).

Nell’operazione di prodottoC x C — C si opera algebricamente sapendo che
2
¢ = —1.

z-w = (zu —yv) + i(yu + zv)
Molto spesso si omette il simbolo - usando piu praticamente zw.
L’opposto —z e dato da
—z=——1y,
mentre il reciproco
x
P ey —ixg :yl—yQ .2 # 0 (x,y) # (0,0).

I numeri complessi si possono identificare con i punti del piano reale
ed ¢ particolarmente importante la simmetria rispetto all’asse delle ascisse
espressa dall’operazione di coniugio C' — C. Dato z = z + 4y il conuigato di
z € il numero complesso

zZ=x—1y.

FiIGurA 1. zeZ

L’operazione di coniugio € una funzione complessa di variabile complessa
che vediamo. Studiamone le proprieta.

Dato z e w € C, 2+ w ¢ un numero complesso, a cui possiamo applicare
l'operazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo z e ne
facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato, e poi
sommiamo i due. In simboli

[ ]
ztw=z+w
Dato z e w € C zw € un numero complesso, a cui possiamo applicare
I’'operazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo ze
ne facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato,
e poi moltiplichiamo i due. In simboli
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Z-wW =z -w

Inoltre se operiamo due volte 'operazione di coniugio otteniamo il
numero di partenza.

x|l

=z

Ha interesse considerare il prodotto di z per il suo coniugatoz. Mentre
il prodotto di z con se stesso produce un nuovo numero complesso z? il
prodotto di di z per il suo coniugatoz fornisce un numero reale.

(1) 2Z = (x + iy)(z — iy) = 22 + % = | 2|2

essendo

|z] = \/9162 +y2 = \/(§Rz)2 + (S2)2 modulo di z.

Notiamo che |z| =0 <= 2z =0. Per z # 0 si ha

z , .z
ZW:1 per cui z :W

da cui si ottiene la formula del reciproco.
Valgono le relazioni

Z+z zZ—Z
Sz =

Rz =
FT T 2%

20.3. Forma trigonometrica dei numeri complessi. La rappresen-
tazione nel piano dei numeri complessi permette una rappresentazione me-
diante coordinate polari forma trigonometrica di z. La forma trigonometrica
¢ particolarmente utile nelle operazioni di prodotto e radice.

= 0

{x PESY e R, p>0, 0 € 0,27)
y = psiné,

Dato z = z + iy si ha

z = p(cosf + isinf)

dove p = |z| = V22 + 42 = /(R2)2 + (32)2 e 0 = arg 2.

L’argomento # & individuato a meno di multipli interi di 27. Si ha quindi
un insieme 6 + 2km k € Z. Osserviamo che se p = 0 (cio¢ z = 0) arg z resta
indeterminato. Partendo dalla condizione z; — z9 = 0 si ha

21 = 29 < %Zl = %22 %Zl = %22,
conseguentemente

21 = 29 <= |z1]| = |22| arg z1 = arg 2o + 2k7
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21. Argomento principale

Puo essere conveniente fissare un argomento. L’ argomento principale., Arg
z, ¢ fissato in modo che risulti

—r< Argz<m

(sign(y)). = =0,

arctan ¥ x > 0, ossia e (-%,%
Arg z = r (=3 2,)
7 4 arctan ¥ x<0,y>0, ossia 0ec (3,
—7 + arctan ¥ x<0,y<0, ossia 0c(—m—5)

Infatti Arg z =60: Arg z ¢ l'unica soluzione in (m, 7| del sistema

sinf = —-2 —nr<0<nm

(1) Se x = 0 allora si ha il sistema

cosf =0
Sin@:\% —rT<0<nm

la cui unica soluzione del sistema sopra descritto e

0 = (sign(y))5-
(2) Nel caso

si ha il sistema

— <
NET T<f<m

ossia 'unione dei tre sistemi

tanf = £ tanf = ¥ tanf = ¥
z >0 z <0, y >0 xz <0, y <0
-5 <0<3 s<0<m —T <0< -5

Esercizio precedentemente risolto (vedi funzioni trigonometriche)..

22. Prodotto
Prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica
z=r(cosf +isinf) r=|z| 0= argz
w=p(cosp+ising) p=lz| p= argw
z-w = 1rp|[(cosf cosp — sin @ sin ) + i(sin b cos ¢ + sin ¢ cos )]

= rplcos(0 + @) +isin(f + ¢)]
naturalmente

z-w = |z-w|[cos(arg (z - w)) + isin(arg (z - w))]
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Per cui
|z - w| =z| - |w]| arg (z-w) = arg z + arg w.
EsERrcIzio 22.1. Utilizzando il principio di induzione dimostrare

2" =|z|"(cosn arg z+isin arg z), n € N

23. Forma esponenziale di un numero complesso

Notiamo che la funzione f(0) = cos@ + isin@ verifica f(0) - f(¢) =
f(0 + ¢) Tale proprieta ¢ tipica dell’esponenziale. Poniamo
0

e"” =cosf 4 isinf
e la scrittura
z = |z|et? ( esponenziale complessa).
Notiamo che |e?| = 1,infatti || = cos?# + sin?@ = 1. Osserviamo che

poiché
arg (z-w) = arg z+ arg w.
Definizione di esponenziale in C.

e* = "W = ¢%e" = e”(cosy + isiny)

|e*| = e” arg e =y + 2kmw kelZ
Osserviamo che moltiplicare z per e¥ equivale a far effettuare a z una
rotazione di (.

24. Formule di Eulero.

e = cosf +isind
e = cosf —isin® e 0 — ¢t
ei@ + e—i9
cos = ———
2
i _ o—ib
sinf = -
21
Da cuisinz e cosz in C
) eiz _ efiz eiz + efiz
sing = ——— cosyg = ————
21 2
Dalla formula
e = cosf +isinf

abbiamo per # = 7 | ™ + 1 = 0, | nota come l'identita di Eulero.

25. Radici

REMARK 3.

oppure
z=w <= |z|=|w| argz=argw+2km, kel
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26. Radici n—sime di un numero complesso

Diciamo w radice n—sima di z se e solo se w"™ = z.
Supponiamo z # 0, allora

w = |w|e’? z = |z|e®
w" = ‘w’neimp _ ‘Z|€i6
quindi
|lw|™ =|2| ne=~60+2kr ossia
w| = {/]z]
en="2+E02n)} kez

al variare di k le radici n—sime non sono infinite; vi sono solo n radici distinte
infatti

0 k
Phipn = + - (2m) + 2mp
coincide (modulo 27) con ¢y,
0 0 27 0 Ar
po=—  Lp1=—t+— 2=+ —

n non non

0 n-1
Yn—1=— + (277)

n n

{z'/7} n-radici n-sime di z:

N 0 + 2km
jwe| = /2| arg wp = ———

k=0,1,2,...,n—1
z = |z|e?
Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:

0 0 2 0 4 0 n—1
o= — (bl:*""l: ¢2:*+17"'1 ¢n—1:+< >
n n n n n n

e poi i valori si ripetono.
EsERcCIZ10 26.1. Calcolare le radici n-sime dell’unita immaginaria

EsERrcIz1o 26.2. Calcolare le tre radici cubiche del numero complesso
z=4.
r. Calcoliamo il modulo e l’argomento:

p =4,
6 =0.
Risulta

1

21 =453,
1 2 2 \/g
_ 4k 2 .20 1 V3
29 3 (cos —i—zsmg) 2—1—1 5
L4 4 1 V3
:47 — — :—7—'7‘
23 3 (cos +zsm3) 5~
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27. La formula del Binomio e la Formula di Eulero

La formula di Eulero: per x € R, 4 unitd immaginaria i = —1.
eim 4 e—ia:
coST = ———
2

Ricordiamo la

Formula di triplicazione
3

cos 3z + isin3z = (e®)? = (cosz + isinz)3 =
= cos® & — isin® z + 3icos® zsinz — 3sin® z cos z.
Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

3 2

cos3x = cos® x — 3sin“z cosx

sin3z = —sin® 2 + 3cos® sinx
Pit in generale si ha

PROPOSIZIONE 13. S7 ha
(n— k) k

n
n e
cosnx:Z(k> €08 = cos zsin" Fa, n €N
k=0

DIMOSTRAZIONE.

einx 4 e—ina: (ezx)n 4 (e—ix)n
CcCoSnr = <2) = < 5 ) =

(cosx +isinx)” 4 (cosx — isinz)"
2

Zn: n> cos® z(isinz)"* + cos® x(—isinz)"~
2

k

n An—k _\n—k
<n> (©) +2( i) cos® zsin" kg =
0

n % n—k 721.” n—k
Z n) (2 )"+ (™) cos® zsin" kg =

i(n—k)mw —i(n—k)w

(n) (e” > >+2 — )coska:sin”_kx =

n
—k
0 (Z) cos (n2)7T cosk zsin* x

O

EsErcizio 27.1. Dalla formula di Eulero, x € R, i unitd immaginaria
2
¢ = —1.

ricavare che

n

. n . . n—

sinnx = E ( )smcos zsin”F gz, n €N
k=0



