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CAPITOLO 1

Introduzione

Queste note hanno come protagonista il numero e. Pur non tralasciando
gli argomenti di base, si e cercato di utilizzare gli argomenti svolti per met-
tere in luce le molte proprietd del numero e. Abbiamo finalizzato le nostre
conoscenze via via maggiori per cogliere aspetti di questo numero. Durante
il percorso, abbiamo studiato la formula matematica

e +1=0,
nota come l'identita di Eulero. L’ Identita di Eulero ¢ considerata la piu
bella formula della matematica. In questa formula interagiscono in modo
conciso e non banale 'uguaglianza, la moltiplicazione, ’addizione, il numero
1 (elemento neutro della moltiplicazione), il numero 0 (elemento neutro della
somma), 7 (rapporto tra la circonferenza e il diametro di un cerchio), e base
naturale dei logaritmi, il numero complesso 4 unita immaginaria (i = —1),
Per fare cio studieremo, oltre al numero e le operazioni in R e in C, i numeri
0,1 e ¢, il numero .
Il numero e ¢ la base dei logaritmi naturali, trovati da John Napier.

e ~ 2.7182818284590452353602874713527.....

La lettera greca m, che sta ad indicare la prima lettera greca della paro-
la periphéria (circonferenza) € usata per rappresentare il numero 7. Il suo
studio parte dall’antichita, il primo accenno alla rettificazione della circon-
ferenza si trova addirittura nella Bibbia. Il problema della quadratura del
cerchio si ritrova nel Papyrus Rhind, attribuito ad Ahmose (circa 2000 a.C.,
Egitto), in cui vengono individuate due cifre corrette, per arrivare all’opera
di Archimede Misura del cerchio in cui viene fornita un’approssimazione per
difetto e per eccesso, consentendo quindi una precisione accurata del calcolo
di 7. Il risultato ottenuto approssimando il cerchio, dall’interno con poligo-
ni regolari inscritti e dall’esterno con poligoni regolari circoscritti. Dopo il
lavoro di Archimede altre scoperte sul numero 7 sono dovute a J. H. Lam-
bert che prova nel 1768 l'irrazionalita di m, e a F. von Lindemann che nel
1882 ne dimostra la trascendenza.

Domanda: Chi & pin grande tra e™ e 7¢? (Dimostrare)

Riferimento bibliografico: Ivan Niven The Two-Year College Mathema-
tics Journal, Vol. 3, No. 2. (Autumn, 1972), pp. 13-15. La soluzione ¢ alla
fine del testo.

Roma, Agosto 2013



vi 1. INTRODUZIONE

Primi simboli 3 esiste
N per ogni
€ appartiene
U unione insiemistica
N intersezione insiemistica
0 insieme vuoto
€ epsilon
1) delta
R I'insieme dei numeri reali
400 piu infinito
—00 meno infinito
R Insieme dei numeri reali
R Insieme dei numeri reali positivi
R* Insieme dei numeri reali con I'aggiunta di —oo e +00
C Insieme dei numeri complessi

limy, 400 ap limite di a, per n che tende a piu infinito

y = log, = si legge y ¢ il logaritmo in base a di x

3! esiste ed & unico

m|n ossia m divide n

a = b mod n ossia a e b sono congrui modulo n , cio a — b € un multiplo di n

0.1. Costanti fondamentali.
el~ 2.7182818284590452353602874713527
7w~ 3,141592653589793238462643383279

Nomi che assoceremo a formule e teoremi: Nepero, |Archimede, Weier-
strass, De Moivre, Fermat, Leibniz, Newton, Lagrange, Rolle, de I’'Hopital,
Dirichlet, Riemann.


http://it.wikipedia.org/wiki/E_(costante_matematica)
http://it.wikipedia.org/wiki/Pi_greco
http://it.wikipedia.org/wiki/Nepero
http://it.wikipedia.org/wiki/Archimede

CAPITOLO 2

Prime nozioni

1. Alcune lettere dell’alfabeto greco minuscolo di frequente uso

« (alpha)
B (beta)
J (delta)
€ (epsilon)
(eta)

0 (teta)

A (lambda)
pt (mu)
w(omega)
p(ro)
£(xi)

Esercizio 1.1. Utile informazione

; 3
MawAa  Awpert tel.(7)% — (90 + '™ sin(iﬂ)) — 6799

2. Alcuni numeri

0

1

i
V2 ~ 1.41421
T~ 3.14159
e~ 2.71828

0<l<V2<e<m

vii



viii 2. PRIME NOZIONI

e l'unitd immaginaria i? ( 72 = —1) non possiamo confrontarla
V2 costante di Pitagora (Samo 570 a.C.- Metaponto 495 a.C.)

C =2nr A= 7r?

7 costante di Archimede (287 a.C.-212 a.C., Siracusa)

e costante di Nepero (John Napier 1550-1617)
1 notazione introdotta da Gauss 1777-1855

1 V2
V2 2
Un altro problema noto nell’antichita e la duplicazione del cubo. Da una
lettera di Eratostene al re Tolomeo III: mettendo in scena re Minosse alla
visione del sepolcro di re Glauco di forma cubica (lato 1) richiese di rendere
doppio il sepolcro di volume v.

Raddoppiando il lato il sepolcro sarebbe stato otto volte pit grande.

L=vV2l V=(V2)3=2

Osserviamo
11 v
2 2vE

3. I numeri irrazionali

w w
5

Ci sono numeri reali che non appartengono all’insieme Q. Sono i numeri
irrazionali. Un numero irrazionale ¢ quindi un numero reale che non puo
essere scritto come una frazione 7* con m,n € Z, con n # 0. Alcuni numeri
irrazionali sono numeri irrazionali algebrici come la radice quadrata di due e
gli irrazionali algebrici sono radici di equazioni algebriche a coefficienti interi
(esempio la la radice quadrata di due & soluzione di 22 — 2 = 0), altri sono
numeri irrazionali trascendenti come e,m e gli irrazionali trascendenti non
sono radici di equazioni algebriche a coefficienti interi. I numeri trascendenti
furono per la prima volta distinti dagli irrazionali algebrici da Kronecker.

2

Lemma 3.1. Se m* pari allora m ¢ pari

DIMOSTRAZIONE. Se m fosse dispari m = 2k + 1, k € allora m? =
(2k + 1)% = 4k? 4 4k + 1 risulterebbe dispari contro Iipotesi. O

Proposizione 1. Il numero v/2 non é un numero razionale.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che v/2 sia un numero razionale. Allora
esistono due interi m e n privi di fattori comuni eccetto 'unita, tali che
V2 = ™ . Elevando al quadrato si ha

2

2= <= m? = 2n?

n2
Questo implica che m? pari, e che quindi m & pari, ossia esiste k intero tale
che m = 2k. Sostituendo a m? = 2n%abbiamo che anche n & pari, e quindi m
e n hanno in comune un fattore 2, il che impossibile perche abbiamo assunto
m e n privi di fattori comuni. Abbiamo ottenuto una contraddizione con

I'ipotesi. O
4. Insiemi

A e B due insiemi di un insieme ambiente S. Con ) si denota l’insieme
vuoto

U unione insiemistica

AUB={z:2€ Aox € B}
Per ogni A, B

AUB=BUA

Per ogni A, B, C
AU(BUC)=(AuB)UC
() tale che per ogni A si ha
Aud=A

N intersezione insiemistica

ANB={z:z€ Aex € B}
Per ogni A, B

ANB=BnNA

Per ogni A, B, C
AN(BNC)=(AnB)nC
e () tale che per ogni A

ANBP=10
Esercizio 4.1. Sia A={(3,0,¢,m,0, \, u, w, p, § } €
B ={a}
Trovare ANB e AU B.






5. INSIEME DELLE PARTI 1

Per l'insieme dei numeri naturali si trova in letteratura la notazione

N={1,2,3,...}

Z=4{..,-3,-2,-1,01,2,3,...}
oppure
Z={0,£1,4£2,43,... }.
Questa modalita descrive 'insieme tramite gli elementi che lo compon-
gono, non ¢ importante ’ordine in cui gli elementi vengono elencati.

NcCz,

percheé ogni numero naturale & anche un intero (non essendo vero il vicever-
sa). L’insieme dei numeri razionali ¢ descritto tramite la proprieta che i suoi
elementi devono soddisfare

Q= {Tconm,n € Z, conn # 0}
n
NCcZcQ

7
7eNfﬁeZJWE@,§E@
Due insiemi A e B sono uguali quando si verifica
A=B < ACB,BCA

L’insieme vuoto ha la proprieta di essere contenuto in ogni insieme. Gra-
zie alla definizione precedente (detto principio di doppia inclusione) possia-
mo dedurre 'unicita di un insieme cosi fatto. Infatti supponiamo che ne
esistano due

0, 0,
allora o
pco, 0Co,
ottenendo ~
D=0
Osservazione 1.
ACAUB
ANBCA

5. Insieme delle parti
Se I'insieme A ha N elementi, possiamo considerare l'insieme costituito
da tutti e e solo i sottoinsiemi di A:
A={1,2}
P(A) ={0,A,{1},{2}}

Quanti sono gli elementi di P(A) se A ha N elementi?






CAPITOLO 3

Le proprieta dei numeri reali

1. Proprieta algebriche

Si indica con R I'insieme dei numeri reali. In R sono definite le operazioni
di Addizione e Moltiplicazione ed una relazione d’ordine totale < (minore o
uguale) con le seguenti proprieta

(1) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a+b=b+a
(proprieta commutativa dell’Addizione)
(2) Per ogni a,b,c € Rsi ha
a+(b+c)=(a+b)+c

(proprieta associativa dell’Addizione)
(3) Esiste ed & unico I’elemento 0 (zero) tale che per ogni a € R si ha

O+a=a+0=a.

(esistenza dell’elemento neutro rispetto all’Addizione)
(4) Per ogni a € R esiste un unico simmetrico rispetto all’Addizione,
detto anche opposto, —a € R tale che

a+(—a)=0
(5) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a-b=b-a
(proprieta commutativa della Moltiplicazione)
(6) Per ogni a,b,c € R si ha
a-(b-c)=(a-b)-c
(proprieta associativa della Moltiplicazione)

(7) Esiste ed e unico ’elemento 1 (uno),diverso da 0, tale che per ogni
a € R si ha

l-a=a-1=a.

(esistenza dell’elemento neutro rispetto alla Moltiplicazio-
ne)

(8) Per ogni a € R,a # 0 esiste un unico simmetrico rispetto alla
Moltiplicazione, detto Iinverso o il reciproco di a, indicato con a~*
o con 1/a tale che
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(9) Per ogni a,b,c € R si ha
a-(b+c)=a-b+a-c
(proprieta distributiva della Moltiplicazione rispetto al-
I’Addizione)
Si indica con N l'insieme dei numeri 1,2,. .., Si indica con Z ( insieme degli

interi) I'insieme dei numeri naturali unito con i loro opposti e lo 0. L’insieme

Q & l'insieme delle frazioni di interi. Un generico elemento in @) & del tipo
m

T, con n # 0. Le proprieta algebriche descritte prima in valgono
in Q. Come conseguenza dell’operazione di moltiplicazione in R & definita
I'operazione potenza

a"=ga-a---a Va€eR, VneN,
n volte

con le proprieta seguenti

n m

a - a™m = an+m (an)m — an-m

Dato un numero reale a > 0 esiste ed ¢ univocamente determinato il numero
b radice aritmetica n-esima di a definita come

b=a/" « P =q
Ricordiamo che +00 e —0o non sono numeri reali.

Esercizio 1.1. Vale la legge di cancellazione dell’addizione

a+b=a+c¢c — b=c

b=b+0=b+a—a=a+b—a=a+c—a=a—a+c=04+c=c

Esercizio 1.2. Vale D'unicita dell’opposto .
Supponiamo che esistano due opposti a + (—a) = 0, a+a=0. Allora

a+(—a)=a+«

Per la legge di cancellazione dell’addizione si ottiene —a = «.

Esercizio 1.3.
[1]Va € R, a-0=0
[2]Va € R, —(—a)=a
[3] Va € R, (-1)-a=—a

DIMOSTRAZIONE. [1] a +a0 =al +a0=a(l4+0)=a=a+0,
segue dalla legge di cancellazione dell’addizione.
2] a+ (—a) = (—a)+a =0 a&lopposto di —a, ossia a = —(—a). per
I'unicita dell’opposto
B8] (—=1)a+a=[-14 1]a = 0a = 0, quindi (—1)a & 'opposto di a.
O
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Esercizio 1.4. Per ognia, b € R
ab=0 <= a=0oppureb=0

DIMOSTRAZIONE. Se a = Qoppureb = 0 si ha a0 = 0 per quanto prece-
dentemente dimostrato. Se ab = 0 allora se a = 0 I'asserto e vero, se a # 0
allora Ja~! tale che aa=' = 1. Allora

b=>5bl = b(aa_l) = (ba)a_1 —aba ' =0at! = 0,
ossia b = 0. O

2. Ordinamento

La relazione < e di ordine totale in R ossia, comunque si considerino due
numeri reali a, b necessariamente deve aversi a < b oppure b < a e sono
vere entrambe se e solo se a = b.

Inoltre tale relazione < & compatibile con le operazioni nel senso precisato
dalle proprieta : Va,b,c € R

a<b=a+c<b+c
0<ael0<b=0<a+b 0<a-d

Notazione: a <b<=a<bea#b
Per ogni coppia di numeri reali a,b € R vale una ed una sola delle seguenti
relazioni

a<b, a=b a>hb
Ricordiamo che una disequazione puo essere portata a una disequazione
equivalente (ossia che ammette le stesse soluzioni)

e aggiungendo al primo e secondo membro uno stesso numero reale
senza toccare il verso della disuguaglianza.

e moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero reale
positivo (i.e. > 0) senza toccare il verso della disuguaglianza.

e moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero reale
negativo (i.e. < 0) cambiando il verso della disuguaglianza

I numeri reali possono essere pensati come punti su una retta. I nume-
ri corrispondenti agli interi sono ugualmente spaziati. La distanza tra due
interi consecutivi € pari a 1. La distanza tra due numeri naturali pari con-
secutivi & pari a 2. La distanza tra due reali consecutivi z,, = v/n, n € N
come si comporta asintoticamente per n grande?

T Wt T V) (Wt T+ Vi) 1
Tn1 = = V1oV = Jnti+yn T Vntl+yn

(diventa sempre piu piccolo).
La distanza tra due naturali consecutivi z,, = n
comporta asintoticamente per n grande?

2 n € N come si

Tpp1 —Tp=Mm+12—n?=2n+1
(diventa sempre piu grande)
La distanza tra due reali consecutivi z,, = vn?+1, n € N come si
comporta asintoticamente per n grande?
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Tntl —Tn=+VMm+1)2+1—-vVn2+1=

2n
Vin+1)2+1+vn2+1

Osserviamo

2 1 2 1
Vi(n+1)2 4 :\/n2(1—|—+2):n I+—-+—
n n

n  n?

1 1

2 _ 2(1 4 —) — 14—

vn? + \/n( —I—n2) n\/ +n2

Vin+1)2+1+ n2+1:n[\/(1+2+1)+\/1+1}s2n
n  n? n?
In definitiva
Vin+1)24+1-vn2+1=x1

Osservazione 2. Oscillazioni

f:N—=Z a, = (—1)"

Confrontiamo il grafico di a, con il grafico delle funzioni seno e coseno.

I(zg,0) ={x €eR:29— 0 <z <x0+ 0},

Definizione 2.1. Un punto zg ¢ punto di accumulazione per l’insieme X
se in un qualsiasi intorno del punto xy cade almeno un punto appartenente
all’insieme I diverso da xg.

Esercizio 2.2. Mostrare che x = 0 é un punto di accumulazione per
1
X={zeR:z=-— neN}
n
Osservazione 3. Riflettiamo sulla dimostrazione

r e = Em,nEZm:m, n#0
n

Cosa vuol dire negare x € Q%

r¢Q, — Vm,nEZm#%, n#0

3. Minimo e massimo tra due numeri reali
Ricordiamo che I'operazione min{a, b} definisce il pin piccolo numero tra
a e b, ossia
a, sea<b

min{a, b} = {

b. altrimenti
L’operazione max{a, b} definisce il piu pit grande numero tra a e b, mentre

a, sea>b
b. altrimenti

max{a,b} = {
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3.1. GIi intervalli di R.

[a,b) ={r e Ra<x<b}
(a,0) ={r €eRa<xz<b}
(a,b) ={r e Ra<z<b}
[a,b) ={zr e Ra <z <b}

a,

4. Topologia in R
Un intorno di un punto xg si scrive
I(zo,0)={x€eR:xp— 0 <z <x0+ 5},

0 > 0 rappresenta la semiampiezza dell’intorno.

In generale tratteremo insiemi semplici di R come semplici unione e
semplici interserzioni di intervalli. Occorre tener presente che i sottoinsiemi
di R possono avere proprieta piu’ complicate. (vedere la sezione )

Esercizi su unione e intersezione di intervalli.

5. Il simbolo di somma e prodotto

La sommatoria ¢ un simbolo matematico che indica la somma di un
certo insieme di numeri. Si usa la lettera ). Si deve indicare l'intervallo di
valori dove la somma ha luogo ossia il valore inferiore e superiore dell’indice
della somma; alla destra del simbolo ) vi €’ un’ espressione algebrica che
in generale dipende dall’indice di sommatoria. Sia kg < k < kp allora

k1
ak0+...+ak1 e Z ak"
k=ko
Fissiamo kg = 1,k1 = N. Si ha

N
a1+a2+-'-+a1\/=zak
k=1

Valgono le seguenti regole

* N N
Z Ak = Z @
k=1 j=1
[}
N N N
Zak +Zbk = Z(ak —|—bk)
k=1 k=1 k=1
N N
ank:cZak, ceR
k=1 k=1
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e Perpe N
N N+p
I ST
k=1 K=p+1

N
dl=1l414---+1=N
k=1

N volte
Esercizio 5.1. Vero o falso
N N+1
a1 =)
k=1 k=2

Vero o falso

Vero o falso
N N
g ap41 = E ay
k=1 k=1

Esercizio 5.2. Trovare le regole sopra enunciate per la sommatoria nella

dimostrare
N

> =
=
L2 -1 2+ 1
4k2 -1 29k —1 22k+1
k=1 k=1
Y1 AN
£«22k—1 £=22k+1
N N
1 1 1 1
522k—1_522k+1
k=1 k=1
N N+1
1 1 1
1 _ -
ER N
k=2 k=2
N N
1 1 1 1 n
,]_ _ _ _
2{+kz_22k—1 ;%—1 2(n+1)—1] on + 1

La produttoria ¢ un simbolo matematico che indica il prodotto di un
certo insieme di numeri. Si usa la lettera [[. Si deve indicare I'intervallo
di valori dove la produttoria ha luogo ossia il valore inferiore e superiore
dell’indice della produttoria; alla destra del simbolo [] vi & un’espressione
algebrica che in generale dipende dall’indice di produttoria

N
ajazaz - -aN — H af
k=1



7. ALTRI ESEMPI DI STRUTTURE

6. Esercizi

Insiemi di definizione delle funzioni
flz)=vz -3

flz)=+va? -9z

f) = x—li-l
fla) =/ 2

flx)=+Va?—3x+2
f(z) = Va2 -9z

Semplificare le espressioni
V8l Var+2r+1 V16
7. Altri esempi di strutture

Consideriamo Ry, = RU {400} con le operazioni

@ := min, ®:=4+

dove
0 = +o0, 1=0.

Per ogni a,b, ¢ € Ryin

(a®db)®dc=a® (bdc); (a@b)Gc=a® (bOc);

a®b=>bDa; a®b=bOa
0Ga=a®0=aq; 10a=a0®1=q;

a®0=a, a®0=0
a®bdc)=(a0b) ®(adc).

Vale la proprieta di idempotenza
a®a=a.
Verificare che nella struttura Ryi, = RU {+oc} con I’ operazione
@ := min

vale il cosidetto freshman’s dream
(a®b)’=a*a®b®
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TABELLA 1. Tabellina @

@ 1 2 3 45 6 7 89
1111111111
212 2 2 2 2 2 2 2
312333 3 3 3 3
4 1 2 3 4 4 4 4 4 4
5 1 2 3 45 5 5 5 9
6 1 2 3 45 6 6 6 6
v 1 2 3 45 6 7 77
8 1 2 3 4 5 6 7 8 8
9 1 2 3 45 6 7 89

TABELLA 2. Tabellina ®

6 7 8 9
7T 8 9 10
8§ 9 10 11
9 10 11 12
10 11 12 13
10 11 12 13 14
10 11 12 13 14 15
10 11 12 13 14 15 16
11 12 13 14 15 16 17
12 13 14 15 16 17 18

N=JNoBEN I« I, BN NGEJUN SN O]
O OO0 O U W
— O © 00~ Ok W
© 00~ U W

O 00 3 O U

—_
—_ =

8. Parte intera

Possiamo considerare 'applicazione R — Z che associa la parte intera,
|z] = il pit grande intero < z,
e la parte intera superiore
[z] = il piu piccolo intero > x
Valori di |z] e [z]
|0]=0 [1/2]=0 |-3.7]=-4
[0]=0 [1/2]=1 [-3.7]=-3

Valgono le proprieta

|[z]] = |z]| idempotenza

[z] = —|—x] Vz eR

(k/2] + |k/2]| =k VkeZ
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8.1. La mantissa di z. Dato z € R

x=lz] + (x—lz]),
tissa

ossia x € la somma della sua parte intera e della parte decimale. Disegnare
il grafico di

f(x) =2 — |x]
Osservazione 4. Ricordare, nelle operazioni consuete,

(a+b)2 (a—0b)2 (a+b)>, (a—0b)3 (a®—-b%), (a®+1)

9. Minimo e massimo di un insieme di numeri reali

Dato un insieme X di numeri reali un numero reale m ¢ un minorante
per X se

Vre X z>m.

Se I'insieme X ha un minorante, X si dice inferiormente limitato.
Dato un insieme X di numeri reali un numero reale M €& un maggiorante
per X se

Vee X <M.

Se I'insieme X ha un maggiorante, X si dice superiormente limitato.
Un insieme inferiormente e superiormente limitato si dice limitato.

Esempio 9.1. e L’insieme
X={xz=(-1)", ne N}

e inferiormente e superiormente limitato. L’insieme dei minoranti
e dato da

Xm={zeR, < -1}
L’insieme dei maggioranti € dato da
Xvy={zeR, z>1}.
e X puo essere non limitato sia superiormente che inferiormente
X ={x=(-1)"n, n e N}
e X puo essere non limitato superiormente
X={z=n, neN}
L’insieme dei minoranti € dato da
Xpm={zeR, z<1}
e X puo essere non limitato inferiormente
X ={x=-n, neN}
L’insieme dei maggioranti € dato da

XM:{JJER, 1}2—1}.
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Se il numero piu grande dei minoranti appartiene all’insieme, tale nu-
mero € il minimo dell’insieme.Se il numero piu piccolo dei maggioranti
appartiene all’insieme,tale numero é il massimo dell’insieme. L’insieme

X={x=(-1)", neN}
ha come insieme dei minoranti
Xm={zeR, z < -1},

il cui massimo ¢ ¢ —1 (minimo dell’insieme X), mentre I'insieme dei mag-
gioranti ¢ dato da
XM:{xER7 le}a

il cui minimo ¢ 1 (massimo dell’insieme X). Se esistono, il minimo e il mas-
simo o appartengono all’insieme: puo’ accadere che 'insieme non ammetta
massimo o minimo. Ad esempio

1
X ={x=—-, neN},
n
non ammette minimo. L’insieme dei minoranti
Xm={zr eR, z <0},

ammette perd massimo. Il numero 0 non e il minimo di X. E l’estremo
inferiore dell’insieme X. Analogamente

1
X={x=—-——, neN},
n
non ammette massimo. L’insieme dei maggioranti
Xyv={zeR, z>0},
ammette perd minimo. Il numero 0 non ¢ il massimo di X. E lestremo

superiore dell’insieme X.

M é Vestremo superiore dell’insieme X ossia M e il minimo dei maggio-
ranti dell’insieme X.

m é Pestremo inferiore dell’insieme X ossia m € il massimo dei minoranti
dell’insieme X.

Proposizione 2. Non esiste ¢ € Q) elemento separatore degli insiems

Y ={qg€Qq>0,¢">2}
X={geQq<0}U{g>0, ¢* <2}
DIMOSTRAZIONE. Dovra risultare
r<c<ly, Vze X,VyeY

Se c € X, sia ¢ > 0 allora ¢ # 2 (per quanto precedentemente dimo-
strato), e dovra risultare ¢? < 2.
Sihaper NeNe
2c+1

N>ZT
2 — 2
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allora
1
—eX
c+N
Infattic—l—% €Qe
1.9 9 1 2c
(C‘l‘ﬁ) =cC +ﬁ+ﬁ<2

Abbiamo trovato un elemento di X maggiore di ¢, contro 'ipotesi

r<c¢ VreX

Esercizio 9.2. Svolgere il caso c €Y.

10. Assioma di completezza

Siano A e B due insiemi non vuoti di numeri reali con a < bVa € A, Vb €
B. Allora esiste ce R tale chea <c<bVac A, Vbe B

Teorema 10.1. Ogni insieme X di numeri reali che non sia vuoto e che
sta limitato superiormente possiede un estremo superiore.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con Y linsieme dei maggioranti di X.
Y # (0. Applichiamo ’assioma di completezza. Esiste M reale tale che

r<M<y VreX,VyeY

M ¢ un maggiorante di X ossia M € Y, ed ¢ minore di tutti gli elementi di
Y. Quindi M ¢ il minimo dei maggioranti. O

Analogamente

Teorema 10.2. Ogni insieme X di numeri reali che sia non vuoto e infe-
riormente limitato possiede un estremo inferiore.

Per ogni insieme numerico X non limitato superiormente si pone
sup X = 400
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta seguente
VM eR, dzie X tc x1> M.

In modo analogo, se X non e limitato inferiormente allora non ha mino-
ranti. Cioe, comunque si consideri un numero reale m, esiste un elemento
in X minore di m.

Per ogni insieme numerico X non limitato inferiormente si pone

inf X = —c0
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta

VmeR, dxzo e X t.c. x0 < m.



14 3. LE PROPRIETA DEI NUMERI REALI

11. Esercizi

Esercizio 11.1. Dimostrare

Va,b € R, —(a+b) = (—a) + (=b)

Va,b e R, (—a)-b=—(a-b)

Va,b e R, (—a)-(=b)=a-b

Va,b € R, a-b=0ea#0=5b=0
Va,b € R, a-b=0<=a=0 oppure b=0

Esercizio 11.2. Vero o falso
\/a>2:aVaER —1eN
TeQ 0,5] € [1,6]
Esercizio 11.3. Quale é vera?
[a] Va = a non ammette soluzione in R @ =0 <= a=b
0,3€Q un numero naturale é anche razionale
Esercizio 11.4. Quale é vera?
[a] max{a,b} > min{a,b} Va,beR
@ max{a,b} > min{a,b} Va,b€R

un numero reale al quadrato é sempre > 0.



CAPITOLO 4
Il principio di Induzione

In Arithmetices principia Peano introduce i numeri naturali N dando le
seguenti regole

1 & un numero € N,

Il successivo di un numero € N ¢ un numero € N,

1 non & successivo di nessun numero € N,

se i1 successivi di due numeri € N sono uguali, anche i due numeri
sono uguali,

e Se un insieme A contiene il numero 1 e il successivo di ogni suo
elemento, allora A = N,

Gli assiomi riguardano 1’ operazione del passaggio da un numero naturale
al suo successivo, 'ultimo dei quali particolarmente importante nel definire
le operazioni in N. Esso & il principio di induzione. Data una proposizio-
ne P(n), con P(1) vera se dall’assumere P(n) vera (ipotesi induttiva),
risultera P(n + 1) vera, allora la proposizione sara vera per ogni n € N.

0.0.1. La somma dei primi n numeri naturali e la somma dei loro qua-
drati.

Proposizione 3.

2
1 k=1

Zn:k:n(n—i—l) ZkQ n(n+1)(2n+1)

k

Dimostare come esercizio

1. La disuguaglianza di Bernoulli e altri casi

Spesso alla base di dimostrazioni di teoremi, la disuguaglianza di Ber-
noulli asserisce che

Proposizione 4.
(1+2)">14nz, VneN, x> -1

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza e verificata per n = 1. Assumen-
do vera la disuguaglianza al passo n si ha

(142" =1 +2)"(1+2z)>Q+nz)1+z)> 1+ (n+ 1)z

Esercizio 1.1. Dimostrare al variare di © € R
2" = |z[", n €N

15
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Esercizio 1.2. Dimostrare, assumendo x; distinti tra loro al variare di

ig=1,..., . .
E x-2<ng 22, neN,n>2
( J) J
j=1 j=1

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza & verificata per n = 2. Assumen-
do vera la disuguaglianza al passo n dobbiamo dimostare

n+1 n+1
(ij)Q < (n+ 1)2:53
i=1 i=1
n+1
(Z ij + l‘n+1
j=1

j=1 jfl
n
i+ +2
n Ly anrl Ln+1 Tj =
Jj=1 j=1
n n n
2 2 2 2 2 2
(n+1) E T+ N + Tpgr — Tpgr T Tygg — g T + 2Tpq1 E xj =
— —_— £ —
=1 n volte
n+1 n n+1
2 2
E x - E Tj—Tpt1)” < (n+1) E 5.
=1 =1

O

1.0.2. Disuguglianze. Introduciamo il simbolo ! (fattoriale di n o n fat-
toriale): & un’applicazione di N in N che agisce cos"1

1'=1, n!=n(n—1)!
Esempio :
5! = 5(4!) = 54(3!) = 543(2!) = 54321 = 120
Dimostriamo tramite il principio di induzione
nl>2""t Yn>1neN

DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 ¢ verificata. Assumendo vera la disu-
guaglianza al passo n , si ha

(n+D!=nl(n+1)>2""12=2"

Dimostriamo tramite il principio di induzione
2" > n, Vn>1,neN
DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 ¢ verificata. Assumendo vera la disu-
guaglianza al passo n , si ha
2"l = 9m2 > o > n 41,
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Sia a > 1. Dimostrare che

a—1

Va—1< — Vn € N

DIMOSTRAZIONE. Prendendo x = %1, applichiamo la disuguaglianza di

Bernoulli
a—1
(1+

passando alla radice nesima si ha il risultato. O

)" > a,

1.0.3. Un altro caso.

Proposizione 5. Se il prodotto di n numeri reali e positivi ¢ uguale ad 1,
la loro somma risulta > di n.

DiMOSTRAZIONE. 1l risultato & vero per n = 1.
Supponiamo che z1x9- -z, =1 e x1 +x2+ -+, > n e dimostriamo che
se

T1T2 TpTnyl = 1,

allora
14+ a2+ Ty + Ty > n+ 1
Se
T1T2 TpTnyl = 1,
allora

e tutti i fattori sono uguali. Quindi sono tutti uguali ad 1 e la loro
somma vale n + 1, e il risultato & dimostrato.

Se non,
e Esistera almeno un fattore piu piccolo di 1 ed un fattore pit grande

di 1.

Supponiamo
T <1, Tl > 1.
Poniamo
Y1 = T1Tn+1;

abbiamo

Y122 Ty = 1,

possiamo dunque applicare il risultato assunto vero al passo n, ne segue

yr+x2- -+ 20,

ma
T+ T2 Ty T = (Y1 H T2 X)) F T — Y1 T >
n+l+zpp—ypi+rr—1l=n+1+241 — 212941 +21—1=
n+14 (xp1 —1)(1 —21)
Poiche

(Tnt1 = 1)1 —21) 20,

il risultato & dimostrato al passo n + 1. O
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2. Medie

Siano dati z1, x2, X3, x4 - . . Ty, non negativi, n € N. La media geometrica
M, ¢ il numero

3=

My := (12023 . .. 2y)
Il suo nome deriva dal fatto che se calcoliamo la media geometrica di una
progressione geometrica ottiniamo il termine centrale. Esempio

3
n=23; Va2 23=2>
7
n="T Vr-z2 2% 2% 25 2627 = 2*
La media aritmetica M, ¢ il numero

_TrF+ 22+ a3+ ...+ Ty
- .

M, :

Teorema 2.1. Siano dati r1,T2,23,24 ... Ty, non negativi, n € N. Si ha

M, > M,
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo 7, ..., 17, 17, allora la radice ennesima
g g g
del prodotto vale 1 ossia -2 ...2%n — 1 e per il risultato precedente
. b . . . M, M, M, , €D p
E+E+E2n’OSSIaMa2Mg' O

Diamo un’altra dimostrazione per induzione che fa uso della disugua-
glianza di Bernoulli

DIMOSTRAZIONE. e Per n = 1 la disuguaglianza e vera risultando
r1 = 1

e Supponiamo che al passo n — 1 risulti

/_nfl
Mg—
Si ha
@ n ¢ n a n ’
Mo () an=M1 Ma\"_ (], %= Mg1\"
M, M n) M M n

Per applicare la disuguaglianza di Bernoulli dovra risultare — M, +
T, > —nM/} ossia (n — 1)M) + =, > 0, che risulta verificata.

Pertanto
Mo \" () o= My wn
M M, Mg

(Ma)" > @n(Mg)" 1,
e quindi per l'ipotesi induttiva

n
(M)" > :cn(Mt(’])”_1 =T To...Ty = 1—‘[@‘z = (My)".
i=1

e la dimostrazione & completa O
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3. Disuguaglianza di Young per esponenti razionali

Come applicazione della disuguaglianza tra la media aritmetica e geo-
metrica dimostriamo la disuguaglianza di Young per esponenti razionali.

Definizione 3.1. Datop > 1, p € R diciamo coniugato di p il numero reale

q tale che

11
S+ =1
poq

Se p= .-, m,n €N con m < n il coniugato di p ¢ dato da
n

q= .
n—m

Teorema 3.2. Disuguaglianza di Young (esponenti razionali): dati due nu-
mert reali positivi T e y, e dati p, ¢ numeri razionali verificanti % + é =1,
st ha

DiMOSTRAZIONE. Dalla disuguaglianza sulle medie

1 1 +x2+2x3+ ... +2Tp
(x122x3 .. Ty <

n
Fissiamo
T1 =29 =...Tm =2 Tmal = ... Ty =02
Fissiamo p = > con m < n, segue che il coniugato di p ¢ dato da ¢ = —=—.
allora
maP + (n — m)y?
n
m n—m m n - m
2P Yn (y) T < —gP q’
() ()5 < a4 BTy
segue allora la disuguaglianza. O
4. Formula del binomio
Definiamo
n\ n!
k) El(n—k)
Dimostrare per esercizio, per 1 < k <n, (0! = 1, per convenzione.)
n n n _(n+1
k k—1) k
1
11
121
13 31

146 41
Applicare la formula precedente per costruire il triangolo di Tartaglia 1 5 10 10 5 1

Proposizione 6. Dimostrare per induzione

(a+w":53<2>ﬂkw,

k=0
per ogni coppia di numeri reali a e b.
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DIMOSTRAZIONE. L’asserto € vero per n = 1. Assumendo vera la for-
mula al passo n la dimostriamo al passo n + 1. Vogliamo dimostrare che

n+1
1
A O e
k=0

n

(a+b)"" = (a+b)"(a+b) = (g (Z) a" ) (a4 b) =
zn: Z) R :;0 <Z> g kpRtl —

n—1
Z) T Z (Z) Q" RpE L gl
k=0
a4 Z (Z) q Rk Z ( n 1> qntIipl ot —
, J—
7j=1
an—i—l + <Z> an+1—kbk + Z <k ﬁ 1) an—i—l—kbk + bn+1 _
k=

1
n
< n 1>]an+1kbk+bn+1 _ Z <” + 1> anHl—kpk L gntl gt

k — k
k=1 k=1
n+1
Z <n N 1) anti-kpk
i .
k=0

5. Esercizi

Esercizio 5.1. Dimostrare
n

TS )

k=0 k=0

v =3 ()) e -

k=0
Esercizio 5.2. Dimostrare tramite il principio di induzione
1—q"

sn=1+q+¢@+ - +q¢" "= =4
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Esempi di funzioni

Dati due insiemi di numeri reali X e Y, f & una relazione che a ogni
x € X (X=Dom(f) dominio di f) fa corrispondere un unico y = f(z) € Y.

[ X =Y,
Im(f) I'insieme dei punti y € Y, ottenuti come y = f(x).
Im(f)={yeY:IreX y= ()}
F(X) = {f(z) : v € X}

La funzione si dice suriettiva se Im(f) =Y e iniettiva se
Va1,z9 € X siha x4 75 To — f(.Tl) 7& f(CL‘Q)

E importante associare alla funzione

e X I’ insieme di definizione
e I'm(f) il codominio
e Il grafico

Osservazione 5. Osserviamo che se im(f) viene sostituito con un insieme
pit ampio, sostanzialmente la funzione non cambia. Talvolta il codominio
viene lasciato imprecisato.

Esercizio 0.3. Calcolare dominio, codominio e disegnare f(x) = |x|, al va-
riare di x € R. Calcolare dominio, codomio e disegnare f(x) = max{— |z|,z},

al variare di x € R. Calcolare dominio, codomio e disegnare f(x) = max{|z|, —z},
al variare di x € R.

e Traslazioni in . y = f(z + k),k € R, il grafico subisce una
traslazione orizzontale, verso sinistra se k > 0, verso destra se
k <O0.

e Traslazioni in y. y = k + f(x),k € R, il grafico subisce una
traslazione verticale, verso 'alto se k > 0, verso il basso se k < 0.

1. Funzione composta

f: X =Y, g:Z — W esupponiamo Y C Z. Per ogni x € X, si ha
flz)eY C Z,
g0 f(z) = g(f(2) = w e W.
go f sidice funzione composta mediante f e g. L’operazione di compo-
sizione non ¢ commutativa, ed € generalmente diverso fog da go f.
fiN->N ¢g:N—>N
flx)=2*+1
glx)=z+1

21
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gof(x)=g(f(x)) =(@*+1)+1=2*+2€N

fog(e)=flg@) = (@ +1)’+1=a>+2+ 2N

2. Funzione inversa

Sia f: X — Y iniettiva. Resta definita la funzione

LX) - X

vy e f(X), [Tl y) =2 <= f(z)=y.
Come esempio consideriamo la funzione
flz)=x+3, x€Z
La funzione ¢ iniettiva in Z, e Im(f) = Z. Quindi

ftz-z

VyeZ fTly=a < flx)=y
ossia

VyeZ, x+3=yiexz=y—3
22, Ty =y -3

3. Funzione finestra

Una funzione finestra una funzione f : R — Y, a supporto compatto:
vale zero al di fuori di un intervallo [a,b] e 1 nei punti dell’intervallo [a, b].
Osserviamo che Im(f) = {0,1}.

e Esempio di funzione finestra.

Fa) = {1, in [0,1]

0, altrimenti

Serve per localizzare una funzione: si moltiplica la funzione per la funzione
finestra. In generale I’operazione rende la funzione risultante meno regolare.

z2 in
9(x) = { ’ -

0, altrimenti

Nel punto z = 1 la funzione ha un salto verso il basso.
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4. Le funzioni trigonometriche

Sia 27 la lunghezza della circonferenza di raggio 1. Al generico pun-
to P appartenente alla circonferenza viene associato (cosz,sinzx), con le
proprieta:

[ ]
|cosz| < 1, |sinz| <1, Ve e R
[ ]
cos?z +sin®z =1 Ve eR
[ ]
sinx = —sin(—x) VreR
[ ]
cosz = cos(—x) Vz e R
[
cos(z +y) = cosxzcosy — sinx siny.
[ ]
sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos zsin y.
[ ]
. . s O
sinx —siny = 2sin cos 5
[ ]
LTy Tty
cosx — cosy = —2sin sin 5

Dalla relazione cos? z +sin? x = 1, si osservi che le funzioni cos x e sinz non

si annullano mai contemporaneamente, pertanto non esistono soluzioni del

sistema
sinz =0,
cosx =0

-1
F1GURA 1. Grafico di f(z) = cosz
1
i 7T 3 AJT
2 2
-1

FIGURA 2. Grafico di f(x) =sinx

Moltiplicando per una costante reale positiva n ’argomento di una fun-
zione trigonometrica, ossia considerando la funzione f(nx), si determina una
variazione del periodo da T a %
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f(2) = sin(}a)

N[

f(z) =sin2x

5. Funzioni trigonometriche: Formulario

sin0 =0, cos0=1;

2 2 2

sin?z + cos’z =1 cos” x — sin” x = cos 2x;
sin(—z) = —sinz cos(—x) = cosx;
sin(z + y) = sinx cosy + cos z sin y;
cos(z + y) = cosz cosy — sinx sin y;
T
sm(x + 5) =cosz
T
cos(a? + 5) = —sInz;
sin(x + 7) = —sinx cos(x + ) = — cos x;
sin(z + 27) = sinz cos(x + 27) = cos .
. . Ty . T—Y
sinx — siny = 2 cos sin 5 ;
x T —
cosx —cosy = —2sin +ysinTy;
. . . T+ T —
sinx 4 siny = 2sin ycos 2y;
T+ T —
cosx + cosy = 2cos ycos 2y‘

x .o
1+ cosz = 2cos? = l—cosw:251n2§;

2
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sin 2z = 2sin x cos x;

2

cos2z = cos’x —sinz = 2cos?xz — 1 =1— 2sin? z.

1+tan?2 = 5
cos?
1+ ctg2 T=——;
sin“ x
; sin 2x 1 — cos2x
anx = = :
1+ cos2zx sin 2x
¢ sin 2x 1+ cos2x
C xr = =
& 1 — cos2x sin 2x
ta ta
tan(z +y) = nettany

1 —tanztany
tanx —tany

t —Y) =
an(z —y) 1+ tanztany
ctgrctgy — 1
Ctg(;[; + y) = i
ctgx +ctgy
ctgrctgy +1
ctg(z —y) = ——————.
ctgx — ctgy
Consideriamo

_f1, info,1)
f(w)—{_L -1.0)

ripetuta per periodicita in R. Osserviamo il comportamento della funzione

f(z) =sin(7rz) 4+ 1/3sin(37z) + 1/5sin(bmx) + 1/7sin(77x)

FIGURA 3. f(z) = sin(mx) + 1/3sin(3wx) + 1/5sin(brx) + 1/7sin(7rz)
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6. Funzioni iperboliche
Utilizzando 'iperbole equilatera centrata nell’origine
X2-v?=1

, Sia X > 1 si definisco cosh(x) coseno iperbolico di x e sinh(x) seno
iperbolico di x di un punto P appartenente a un ramo dell’iperbole

T _ ,—T T —x
shp =2 ¢ chx::i
2 2
sh 1
th = > th = —
ch’ T

sh0=0 ch0=1;

sh(—z) = —shz ch(—x) = chz;

ch?z —sh’z =1 ch?z + sh? z = ch 2z;
sh(z £y) =shaxchy £ chashy;

ch(x £ y) =chaxchy +shashy

shx+shy:2sh$;ych$gy;
chx+chy:2ch$;ychx;y;
shm—shy:20h$+yshx_y;
2 2
Chx—chy:2sh$+yshx;y

chz —1 = 2sh? g;

chz +1=2ch? g;

sh2x = 2shzchux;

ch2z =ch?z +sh?z =2ch?z — 1 =1+ 2sh?z.
1 .

sh?z’

sh 2x ch2r —1

“1+ch2z  sh2z
1+ ch2x sh 2z

cth’z — 1=

thz

A= T char -1
th(z +y) = m;
th(z —y) = m;
cth(z +y) = 1(::11:}—1#&:0(‘;;}1;;
cth(z — y) = 1 —cthxcthy

cthz —cthy ~
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arshz = In(z + V22 +1), z€eR;

archz =In(x + Va2 —-1), x>1,;

1.1
arthz = —In +x’ ha |z| < 1;
2 I1—-2z
1
arcthx:§ln‘1+x‘ ha |z| > 1.

7. Relazione con le funzioni trigonometriche tramite la formula
di Eulero

sh(z) = —isin(iz)

th(z) = —itan(ix)

8. Il modulo di =

Dato z € R il modulo di z ¢ definito

2] = {:L’, z >0,

-, z <0

Osserviamo che
|z| = max{z, —z}
Vale per z,y € R
2] >0
x # 0 se e solo se || >0
2| = | — 2|
lz] <z < |z
x| <7 seesolose —r <x <r r reale positivo.
< I <zx< 1 iti
|z| < r se e solo se —r < & < 1, r reale positivo.
|zy| = |||yl
[z +y| < |z[ + [yl
|z = [yl < |z -y
lz| = |y| se e solo se 2% = 32,
lz| < |y| se e solo se x? < y2.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo |z + y| < |z| + |y|. Si ha
—|JJ’ << ‘J)|,

—lyl <y <lyl,
sommando si ottiene la disuguaglianza.

|z +y| < |z + [yl

Dimostriamo ||z| — |y|| < |z —y|. Si ha

lz| = |z —y +y| < |z —y|l+ ]yl
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lyl=ly —z+z| < |z —yl +[z].
Quindi, dalle due disuguaglianze
2| = |y| < |z -y
lyl = |z[ <[z —y|  ossia|z] —|y[ > —[z —yl.
In Conclusione
x| = Jy[| < [z —yl.

Esercizio 8.1. Dati N numeri reali ap, k € N, dimostrare
N N
1D arl < fal
k=1 k=1

9. Funzione potenze, radici e esponenziali

La potenza di z. Per n € N, con n > 1 consideriamo

flz) =a",
g(x) = n",
h(z) = zn
e distinguiamo il caso n pari e n dispari. Per n pari, ad esempio n = 2
fla) =a?,
g(x) = a7,
h(z) =27

Dom(f) =R, Dom(g)={zx € R,z >0}, Dom(h)=R,
Im(f) ={z € R,z >0} Im(g) ={z € R,z >0}, Im(h) ={z € R,z > 0}.
Per n dispari, ad esempio n = 3

fla) =4
glz) = a3,
h(z) =3*
Dom (f) =R, Dom(g) =R, Dom(h) =R

10. La funzione esponenziale

Al variare di € R consideriamo per a > 1

flx) =a”
Si dice logaritmo in base a di un numero x ’esponente da dare ad a per
ottenere x.
r=d¥ < y=log,x

(silegge: y il logaritmo in base a di x). Pensiamo al caso paricolare

flz) =27
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11. Logaritmi e proprieta dei logaritmi in base 2

Per ogni x € R con > 0, , il logaritmo in base 2 ha la proprieta
ologa T — g
Si ha
logy 1 = 0.
Per ogni z,y € R con z,y > 0, vale
e log, zy = logy « + log, y. Perche

log, xy = log, (21782 7210%2¥) = logy (2102 7+19%2¥) = logy x + log,

e log, % = —log, z. Perche

0 = logy 1 = logy(zz ™) = logy x + logy 277,

—logy = logy 21

e log, % = logy z — logy y.
z 1 1
logs " = log, (l’;) = log,y x + log, ; =log, x — logy y

e Per n € N, logy 2™ = nlogy x. Perche
logy 2" =logax - x ..., =logyx + logyx + ...logyx = nlogy x
nvolte
e Per ogni x # 0,log, 72 = 2log |z| Perche se x > 0
logy 2% = logy z2 = logy = + logy © = 2log, z,
se < 0 allora —x > 0

logy #? = logy(—)(—) = logy(—) + logy(—x) = 2logy(—x),
ossia z # 0, log, 2% = 2log |z

e per ogni x,y con xy > 0,
log xy = log |x| + log |y|. Perche se x > 0 y > 0 allora

logy xy = logy x +logy v,
se x < 0y < 0 allora

logy xy = logs(—2)(—y) = logy(—1x) + logs(—y)
12. Funzioni trigonometriche inverse

12.1. Grafici di funzioni trigonometriche inverse. La funzione
f(z) = sin(z),x € R non & invertibile in R. Possiamo renderla inverti-
bile se limitiamo il suo dominio all'intervallo [—7, ], in cui la funzione ¢
monotona. La sua inversa ¢ la funzione f(x) = arcsin(x).

La sua inversa f(z) = arcsin(z) ¢ definita in [—1, 1] a valori in [—7/2, 7 /2]

La funzione f(z) = cos(z),z € R non & invertibile in R. Possiamo
renderla invertibile se limitiamo il suo dominio all’intervallo [0, 7], in cui la
funzione & monotona. La sua inversa ¢ la funzione f(x) = arccos(z). La sua
inversa f(x) = arccos(x) ¢ definita in [—1,1] a valori in [0, 7].

La funzione
sin(x)

f(z) = tan(z) =

cos(z)
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[NE

L
2

FIGURA 4. Grafico di f(z) = arcsin(z).

FIGURA 5. Grafico di f(z) = arccos(x).

¢ definita per ogni x € R,z # § + km, k € Z, ¢ periodica di periodo 7
tan(f + 7) = tan 6.

E una funzione dispari
tan(—xz) = —tanz
ed e ovunque crescente.
Per alcuni angoli noti

3
tan0 =0 tang—\g tan%zl tang:\/g
T

Se restringiamo lo studio della funzione tangente in (=7, %), utilizzando
la stessa notazione per indicare la funzione in tale intervallo la funzione
risulta iniettiva e Im(f) = R La funzione tangente & invertibile: la funzione
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inversa ¢ indicata con
T
arctan : R — (— =, =)

FIGURA 6. Grafico di f(z) = tan(z), grafico di f(z) = arctan(z)

Risolvere

[ ]
{tans =
s€(-5.9)
Sia
T s
5 <s<3
allora
t =tans seesoloses = arctant
[ ]
tans =1
s € (5,7
Sia § < s <, allora
s—m=s" taleche s* € (—g,O]
Poiche

tan s = tan(m + s*) = tan s*
t = tans = tan s*

s* = arctant ossia §— m = arctant.
In conclusione
s =m+ arctant
Sia
T
- < s < —5,

31
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poniamo
T
s+ m = s" inmodotaleche s* € (0, 5]

Sappiamo che
tan s = tan s*

t=tans ossia t=tans”
Quindi
s* = arctant
s+ m = arctant.

In conclusione
s = —m + arctant

Quindi I'unica soluzione s & data da

arctant te(-3,%)
s = § w4+ arctant, tc
—7 4 arctant,t € (=7, —F)

13. Esercizi

Esercizio 13.1. Disegnare f(x) = |z =5, f(z) = |z + 3|, f(z) = |z| —
7, f(z) = |x| + 8. Disegnare f(x) = sin|z|, f(x) = |sinz|, f(z) = sinz + 2.
Disegnare f(x) = cos x|, f(z) = |cosz|, f(x) = cosz + 2

14. Esercizi

Esercizio 14.1. Determinare [’estremo inferiore e superiore dell’insieme
NUMErico 11
- +—, neN
2n n’ ;
3

r. L’estremo inferiore di X ¢ 0, l’estremo superiore di X ¢ 7.

X:{xn:



CAPITOLO 6

Successioni

1. Successioni limitate

Definizione 1.1. Una successione di numeri reali ¢ un’applicazione dall’in-
steme N dei numert naturali in R:

neN—sz, R
L’elemento x, € R ¢é quindi l'immagine del numero n € N

Una successione di numeri reali si dice inferiormente limitata se esiste
m € R tale che x, > m, Vn € N. Una successione di numeri reali si dice
superiormente limitata se esiste M € R tale che x, < M, Vn € N. Una
successione si dice limitata se risulta inferiormente e superiormente limitata.

2. Successioni monotone

Una successione si dice
monotona crecente

Tptl = Ty,
Esempio: 2".
monotona decrescente
Tpt1 < Ty,
Esempio: (%)n
Osserviamo che una successione puo non essere monotona ma, essere oscil-
lante (esempio (—1)")

Proposizione 7. Dimostriamo che la successione
1 n
Tzp,=(1+—] .
n

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto

e monotona crescente.

n+1
14+ L
Toi1 < +n+1> B <n+2>n+1< n )71

N n—+1 n—+1

)
() ) ()= (Ehet )"“( : )

_ n? +2n 1 _ n?+2n+1—1\""
S \(mZ+2n+1) n S\ (n242n+1)

33




34 6. SUCCESSIONI

n?+2n+1 1 RN AE|
n2+2n+1 n2+4+2n+1 n
Dalla disuguaglianza di Bernoulli (che vale in senso stretto per ogni

h # 0) si ha,
(1+h)*>14nh, V real h>-1, VneN

abbiamo
1
=——>-1, V
n2+2n+1 "
poiche
1
- <1, Vn.
n2+2n+1 "

E quindi sostituendo nella disuguaglianza precedente

n+1
14+ L
e L))
Tp 1 n+1 n

(l + n>
Cio conclude la prima dimostrazione. O

DIMOSTRAZIONE. Diamo ora un’altra dimostrazione basata sulla disu-
guaglianza tra la media aritmetica e geometrica dell’asserto: la successione

(z,) definita da
1\n
Ty = (1+7> Con=1,2,....
n
¢ limitata e crescente.
Applicando la disuguaglianza
"ar . ang1 <

ap + -+ ang1
n+1

con
1
a1 =-=ap,=14+— and apy; =1,
n

otteniamo

n 1\ 2 1
kY (1 + —) <IEE gy .

n n+1 n+1

Cio ¢ equivalente a , < x,41. Quindi (x,) & crescente ed ¢ inferiormente
limitata da z1 = 2.

In piu applicando la disuguaglianza

a1t anae
a1 . Gpya < nt

n+2

con

1 1
ap=---=a,=14+— and ap+1 =apt2 ==
n 2

wiz INe 11 n+2
1 7) i< ~ 1.
\/(+n 2 2= n+2

Equivalente a z,, < 4. Quindi (z,,) ¢ limitata superiormente da 4. U

otteniamo
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Esercizio 2.1. Applicare la disuguaglianza sulle medie con n + 3 termini;
facendo in modo che al secondo membro (media aritmetica) il risultato sia
1, trovare altri maggioranti e confrontare i risultati

n
Esercizio 2.2. Dimostrare (1 — 71L> e limitata

DIMOSTRAZIONE.

e crescente.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo
To > T

Per n > 1 consideriamo il quoziente

n+1
l_ﬁ n+1 n
Tpyl + B n n
T, ( 1)” C\n+1 n—1
L=5

) G5 (5 -Eats) ()
_ n " n—1 _
n?—1+1 nH_ 7<1(n211)> n2(1n >1 g
(i) ()= (o) ()

Applichiamo la disuguaglianza di Bernoulli, con

1

Da cui sostituendo nella precedente disuguaglianza

1
Tnil (14 " )s1, vas1
Tp n—1 n—1

Anche la successione (x,,) definita da

1\n
xn:(1—5>, n=1,2...

& crescente come applicazione della

BN T an+1 <

ap + -+ apgl
n+1

with
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otteniamo
¥ (1 - 7) < M 1= .
n n-+1 n+1
Cio ¢ equivalente a x,, < xp41. Quindi (z,) ¢ crescente. O

n+1
Proposizione 9. Dimostrare (1 + i) e limitata

DIMOSTRAZIONE.

n
O
Proposizione 10. La successione
1 n+1
Ty = (1 + ) ,
n
e decrescente.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo
To < I1
Per n > 1 consideriamo il quoziente
T, (n+1 241 " oon (n+1)2 n+2_
Tpi1  \n+2 n “n+1\n(n+2) N
"1+ > (14 =1
n+1 n(n +2) n+1 n
O

3. Successioni divergenti positivamente e negativamente

Definizione 3.1. Una successione (zy)n si dice divergente positivamente,
se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v=—x, > M.

In questo caso si scrive

lim z, = +oc.
n—oo

Definizione 3.2. Una successione (x,)N si dice divergente negativamente,
se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v=—x, <-—M.

In questo caso si scrive

lim x, = —oo.
n—oo
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Esempio di successione divergente positivamente : x, = 2"

lim 2" = +o00

n—oo
. . . . . i - 1
Esempio di successione divergente negativamente : x, = In -
lim In — = —o0
n—oo n

Definizione 3.3. Si dice che la successione (zy,)n converge al numero reale
l, se per ogni e > 0 esiste v € N tale che n > v = |z, — l| < e. In simboli

lim z, =1,
n—oo

che si legge limite di z,, rispetto a n uguale ad .
Poiche |z,, — [| < € equivale a
—e <z, —1l <k,
cioe
l—e<zy,<l+e,
si puo anche scrivere

n>v—l—-c<x,<l+e.

3.1. Unicita del limite. Se

lim z, =1, lim z, =1,
n—oo n—oo
allora
I=1.
Supponiamo che non sia vero sial # I’.. Allora posto € = ‘l;l |, si ottiene

=Ul=|op—l—2p—+| <|zp =1+ |zn = U] < I = 1],

per n > v, con v opportuno.
. . . 1\n
Esempio di successione convergente : x,, = (5)

. Iin
lim (7) =0
n—oo 2
Teorema Se (z',,)n e (2”,,)n sono successioni regolari (cioé successioni che
ammettono limite € R U {—o00,400}), si ha
: / " : / : 1
(1) limy,— oo (12", + c22”y) = 1 limy o0 @'y + 2 limy, o0 2”7,
: / ! : / : "
(2) limy,— oo (2 - ") = limy 00 'y - limy o0 27,
) 'y limy oo s
(3) limy oo — = 7o)
", limy,—o "y
in tutti i casi in cui il secondo membro ha significato in R U {—o0, +00}.
Forme Indeterminate
Se x/,, — —oc0 e 2", — 400, allora z’,, + 2", non puo essere inquadrata
in nessuno dei casi gia considerati.
Questo rientra infatti tra quelli in cui il secondo membro —oo + (+00)
non ha significato in R.
Facciamo vedere, per mezzo di esempi, come la successione z',, + 2",

puo essere di qualunque tipo.

/ " / 1
rp=-—n,2,=n x,+x, =0, convergente;
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/ " / "
p=-n,2",=n+(-1)" 2/ +2", =(-1)", nonregolare;
/ 1 / "
', =—n, 2", =n? rp+2n=Mm-1n, — +oc;
/ / / "
', =-n 2", =n? xn+xn:n2(1—n), — —00.

Per questo motivo quando
z, — —oo
-Tlln — 400
si dice che la successione
/ "
Tpn+T
si presenta sotto la forma indeterminata m

Analo he Considerazioni Va.l Oono per .'1:/ —:B// se :B/ — +OO € x// — +OO
n n n n
o anche se 2/, — —o0 e 2, — —00.

z, —0
z’, — +oo

/ /!
Tn- T n,

si presenta nella forma indeterminata .

e Se invece

e Se

la successione

z', — too
z'’, — +oo
si dice che la successione
',

’
x//n

si presenta nella forma indeterminata

n, —0
',L,/ln N O

si dice che la successione

818

e Quando, infine

T'n

’
J?”n

si presenta nella forma indeterminata

4. Successione non regolare

Definizione. Una successione (z,)y si dice non regolare o oscillante se non
ammette limite.
Esempio di successione non regolare: x, = (—1)" non esiste il lim,, oo (—1)"

Proposizione 11. Dato l'applicazione i : N — N. i(k) =j con i(k+1) >
i(k), una successione estratta ¢ la successione ristretta ai(k). Se xz, converge
ax € R (oppure diverge positivamente o negativamente) allora ogni estratta
di x,, converge a x (oppure diverge positivamente o negativamente).
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Esempio 4.1. Non esiste il lim,,_(—1)" perché calcolata nell’estratta di
indict pari la sottosuccessione converge a 1, nell’estratta di indici dispar: la
sottosuccessione converge a —1.

5. Permanenza del segno per successioni

Sia limy, 1 &y =1 con [ > 0 allora esiste v tale che z,, > 0 per n > v.
Sia

lim =z, =1 lim =7
n—-+00 " n—-+00 Yn
e Se z, < 0 per ogni n allora < 0. Ricordare ’esempio x,, = —%

Tp <0 perogninmal=0
e Se x, < 0 per ogni n allora [ < 0.
e Se z, <y, per ogni n allora [ < I’

Esercizio 5.1. Dimostrare che se per x, y reali risulta r < y+ ﬁ per ogni
n €N, allora x < y.

5.1. Il teorema del confronto.

Teorema 5.2. Siano x,, yn, € z, tre successioni.
e Sexy,—x€R, z, mxeR, exy <yn < zpn, allora y, — x
e Sey, — +00 e x, > yp, allora x, — +00.
e Sey, — —00 e x, <Yy, allora x, — —o0.

6. Calcolo di limiti

Sia x,, una successione a termini positivi. Posto

_ Tp+1
Yn =
Tn

si ha: se limy, 400 Yn, < 1 allora limy, 4 oo x,, = 0.
Applicazione. z > 1,¢>0,n €N

°
nC
lim — =
n—-+oo M
°
n
. X
lim — =0

7. Il teorema fondamentale sulle successioni monotone

Teorema 7.1. Se x,, ¢ crescente e superiormente limitata allora
supzx, = lim z,
n n—00

Se x,, e decrescente e inferiormente limitata allora

inf z,, = lim x,

n n—oo
Se x,, e crescente e superiormente non limitata allora

supz, = lim z, = +o0
n n—00

Se x,, € decrescente e inferiormente non limitata allora

infz, = lim z,, = —c0
n n—oo
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, che (z,,)y sia crescen-
te. Se non ¢ limitata, non lo ¢ superiormente. Infatti 21 ¢ un minorante.

Comunque si scelga un numero M € R esiste un elemento della succes-
sione, x,, tale che x,, > M.

Per ogni n > v si avra x,, > x, > M e questo significa x,, — 4o00.

Se (z,,)n € limitata, avra estremo superiore ep; € R. Per le proprieta
dell’estremo superiore, per ogni € > 0 esiste un termine della successione,
sia x,, tale che z, > ejr — €.

Per n > v si avra x, > x, e x,, < epr. Percio da n > v segue

ey —e<z, <ap,<ey<ey+e.
Cio significa x, — eyy.

In modo analogo si prova l’altro caso. ([

Esercizio 7.2. Come esercizio sul teorema fondamentale sulle successioni
monotone provare il teorema nel caso di successioni decrescenti e limitate.
(suggerimento I' = inf,, x,,. Per definizione di estremo inferiore x, > U, per
ogni n; inoltre Ve > 0 esiste v tale che x,—e <1l'. Maxz, <z, sen>v....).

8. Il teorema dei due carabinieri e il calcolo dell’area

Se {an} e {b,} sono due successioni convergenti al numero reale a. Sia
{cn} tale che
an < ¢y < by,

allora
lime, = a
noo
Calcoliamo ’area A del segmento di parabola
f(z) = 2? 0<z<a

Calcoliamo un’approssimazione per eccesso dell’area A.

N
SN = Z Mn(xn - xn71)7 M, = f(wn) = Sup f($)
n=1

(xn—lazn)

Poiche

si ottiene
N an\? a a’ N 2 a’
n=1 n=1

Sviluppare per esercizio ’approssimazione per difetto, tenendo conto che

my = f(rn-1) =inf,, _ .y f(r) dimostrare che per N — +o0, vale

as

SN — =
3

In forza di
sy <A< Sy,
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e del precedente risultato per N — +o0 si ottiene

CL3

A=2
3

41






CAPITOLO 7

Il numero di Nepero

1. introduzione al numero di Nepero

Scoperto da John Napier, e indicato con la lettera e , il numero di Nepero
& ora universalmente noto con la lettera e, dopo 'uso di tale lettera da parte
di Eulero. Ecco alcune altre notazioni tra 1690 e il 1787, tratto da un libro
di Florian Cajori, matematico del XIX secolo (wikipedia).

1690 b Leibniz, Letter to Huygens

1691 b Leibniz, Letter to Huygens

1703 a A reviewer, Acta eruditorum

1727 e Euler, Meditatio in Experimenta explosione tormentorum nuper
instituta

1736 e Euler, Mechanica sive motus scientia analytice exposita

1747 ¢ D’Alembert, Histoire de I’Académie

1747 e Fuler, various articles.

1751 e Euler, various articles.

1760 e Daniel Bernoulli, Histoire de I’Académie Royal des Sciences

1763 e J. A. Segner, Cursus mathematici

1764 ¢ D’Alembert, Histoire de 1’Académie

1764 e J. H. Lambert, Histoire de I’Académie

1771 e Condorcet, Histoire de I’Académie

1774 e Abb Sauri, Cours de mathématiques
Consideriamo l'insieme

. =~ 1
A={zeR tahchexnzzﬂ n € N}.
k=0

Dimostriamo che I'estremo superiore di A ¢ un numero reale. Come prece-
dentemente dimostrato, k! > 2¥=1. Wk > 1,k e N. Si ha

n 1 n 1 “+o0
Zy§1+22?1§1+22k ps1+2=
k=0 k=1 k=1

Inoltre
H >
k=0
Da cui si evince
2 <supA <3.
n

Per definizione, poniamo

43
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e = sup A.
n

Abbiamo Y, % che & una successione monotona crescente. Dal teorema

fondamentale sulle successioni monotone, deduciamo

- nEIfooZ k! Z Ll

Dalla formula del binomio di Newton

< )” E”:nn—l i)k...(n—k—i—l)kll

k=0

Allora,
N\" 1
1+-) <N =
< + n) - Z K
k=0
e passando al sup, definendo
A'={zxeR talechexn:<1—|—> ne€ N},

si ha

sup A’ <sup A
n n

Dalla limitarezza di A’ si evince il suo estremo superiore €’ & un numero

reale.
Fin’ora abbiamo dimostrato

elge

Vogliamo in realta dimostrare che e’ = e.
Prendiamo n > m. Allora

m

(n—k+1)1

1\" &<nn-1Dn-2)...(n—k 11 nn—1)(n-2)...
I S e R R )

n k!
k=0 k=0

Da cui passando all’estremo superiore su m

<1+;>n>in(n—l)(n—Q)...(n—k—i—l)1:

- nk k!
k=0

Passando all’estremo superiore su n,

1\" 1
1+=) >y —.
w(ie1) 235

Allora otteniamo ’altra disuguaglianza, e quindi 'uguaglianza.

n

k!



1. INTRODUZIONE AL NUMERO DI NEPERO 45

1.1. La funzione esponenziale. Al variare di x € R consideriamo

flx) =e¢"
Per analogia a quanto visto precedentemente poniamo

+o0o

k
=Y T
k!

k=0

1.2. Ancora sul numero di Nepero. Precedentemente abbiamo ve-

rificato
1 n
e:sup{<1+> }
n n

n < .
e (1 + %) € una successione monotona crescente. Dal teorema fondamentale
sulle successioni monotone, deduciamo

1 n
e= lim <1 + )
n—-+oo n

Inoltre vale per il teorema del prodotto dei limiti

1 n+1
e = lim <1 + >
n—-+o00 n

n+1
Sappiamo che (1 + Tll) ¢ una successione monotona decrescente infe-

riormente limitata Dal teorema fondamentale sulle successioni monotone,

deduciamo
1 n+1
e:inf{(1+n> ,neN}

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+>
n n

e passando ai logaritmi

1 n 1 n+1
log(1+> <1<log(1+> ;
n n

1 < I 1+1 <
o -
n+1 & n

Si ha

ossia

S
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1.3. Il numero di Nepero e la radice n di n. Per n > e si ha

1 n
<1—|—> <e<n.
n
n
<n+1> <nn+1

Eleviamo alla 1/n(n + 1) ambo i membri abbiamo per n > e
"Wn+1< {n,

ossia {/n & decrescente per n > e.

Ne segue

2. Applicazione della formula del binomio al calcolo di limiti

lim (n)% =1.
n—oo

DiMOSTRAZIONE. Dall’identita

(o) -

Dalla formula del binomio,

(i -1) + 1]n _ kgzjo (7) (- 1)k,

considerando nella somma unicamente 1’addendo ottenuto per k = 2, otte-
niamo

quindi

Passando al limite,
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2.1. Un teorema di Cesaro. Sia {a,} una successione di numeri reali.
Allora

. S R
lim a, =1 = hme an =1,
n— o0 n—oo N T
n

lim a, =1 = lim (Han)

n—00 n—00
1

3=

=1,

qualunque sia [ € RU {—o00, 400}.
Esempio di applicazione
1
lim —In(n!) = +oo
n—+oo n

Infatti

1 1 1<
—In(n!)=—-In(1-2-3...n)=—>» 1 = ,
- n(n!) - n( n) n; n(n) = +oo
perche
lim In(n) = +o0
n—-+00

2.2. Un teorema di Cesaro. Sia {a,} una successione di numeri reali

positivi. Allora

. Ap41 . 1
lim 2 =] = lim an = l,
n—0o0 (U n—oo

qualunque sia [ € RU {—o00, +00}.
E’ facile vedere che un’ applicazione del teorema di Cesaro ¢ la seguente

lim (n)% =1.
n—o0

Infatti basta applicare il teorema con a, = n.

3. Esercizi

1\"
i (11"
n—oo n

Dalla disuguaglianza di Bernoulli
1 1\"
l-—<({1-=5]) <1
n n

Da cui, passando al limite
1 n
n—oo n

Esercizio 3.2. Tenuto conto dell’esercizio precedente calcoliamo

1 n
lim (1 — ) .
n—oo n
. 1\" 1
lim(1—-——) =-
n—oo n e

Esercizio 3.1. Calcolare

Abbiamo
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allora

Esercizio 3.3. Dimostrare che non esiste il limite della successione

o — (Z—H)” se n é pari,
T (D)™ sen é dispari.

r. Il termine generale della successione si puo anche scrivere

_1
o — (Li)" se n & pari
. =
(1 j%)" se n é dispari

Cosicché se n & pari a, — -5 mentre se n ¢ dispari a, — X, quindi la
e2 e’
successione non ammette limite.

4. Le buste e le lettere

Date n e le corrispondi n buste in quanti modi possiamo mettere le
lettere nelle buste in modo tale che nessuna lettera sia nella busta giusta?

Per ogni sottoinsieme di A C {1,...,n} denotiamo con f(A) il numero di
permutazioni {1,...,n} che lasciano fisso ogni elemento di A. Allora
f(A) = (n—[ADY

con |A| il numero degli elementi di A.
Si ha che il numero N di tali permutazioni € il numero naturale piu
. . nl SN . s 1 n!
vicino a “* ossia ¢ la parte intera di < + “=.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che il risultato ¢ banale per n = 1; per
una busta e una lettera: N = 0. Assumiamo quindi n > 2.
Osserviamo che Vk, 0 < k < n, ci sono esattamente (Z) sottoinsiemi di

k elementi di {1,...,n}, otteniamo allora
Nam)= > (-nHfa)
AcC{1,...,n}
=3 (-1 <Z> (n — k)!
k=0

— (—1)*
:n!Z T
k=0

Ne segue dalle stime per serie alterne

Nn) 1 1
n! el (n+1)V
e anche
n! n! 1 n! 1
TN m - Nm) =% —
e~ (n)<e+(n+1) (n) Le—i_(n—i-l)J
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5. Successioni definite per ricorrenza: esempi

Il fattoriale di n
Ty =n!

1 n=1
€T pr—
il nr, n>1

lim z, =0
nstoo n )

Dimostrare

con

1 n=
@T =
T 1 -2 a2 n> 1

Successione di Fibonacci

1 n=1
F,=<1 n=2
Fo_o+ F,_1 n>3
I primi termini della successione di Fibonacci sono: 1,1,2,3,5,8,13,21,34...
Dalla relazione ricorsiva
oy =F,+ Fh

si ottiene
Fn+1 _ Fn+Fn—l -1+ Fn—l
Fn Fn Fn
Passando al limite, ricordando che F;,, > 1 per ogni n prenderemo
la radice positiva

1
¢:1+77
¢
1+

s

& =o¢+1. ~ 1.6880

d) =
Osserviamo che ¢, é, (e ¢ ) hanno la stessa parte decimale. Inoltre

¢:\/1+\/1+\/1+\/f

Altra proprieta interessante ¢ che

VR
ossia abbiamo una successione a valori in N definita da numeri
irrazionali e poiche (v/5 ~ 2.236)

lim (1—¢)"= lim 27*(—=1)"(v5—1)" =0,

n—-4o0o n—-+00

F, =

si ha
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6. Logaritmi e proprieta dei logaritmi in base neperiana

Per ogni x € R con z > 0, , il logaritmo in base neperiana ha la proprieta
o8 — g,

Per ogni z,y € R con z,y > 0, vale
e logzy =logx + logy.
° log% = —logz.
. logf = logz — logy.
e Per t reale, logz! = tlog x.
e Per ogni x # 0,log 22 = 2log |z|
e per ogni x,y con zy > 0,
log xy = log |z| + log |y|.



CAPITOLO 8

Serie

1. Serie geometrica

Tn =4(
Allora
+o00 q>1
. B 1 q=
=9 g€l —1,1]
A q< -1
Infatti
— Sia g > 1.

" =(¢g-1D)+1)"=0+n(g-1)),
il risultato segue perche
1+n(qg—1) — +o0, n — +oo
— Sia —1 < ¢ < 1 con ¢ # 0. Poiche |¢| < 1 si ha

1 1
—>1, —=1+h, ;h>0
lq] lq]
allora
1 1
n
p— <
" =G5 S T ey
con h > 0,
lq|" = 1q"|
1
0<|q" < —--r
la ’_(1+nh)’

dunque |¢"| — 0, ma (verificare tramite la definizione di limite)
4" =0 < ¢" =0
— Sia ¢ < —1 Allora
A lim x,
n—00
Consideriamo
l+q+@++q¢" "+

serie geometrica di ragione q.

51
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Ridotta —nsima

sn=1+q+q +-+¢""

Se ¢ =1si ha
sp=14+14---+1=n.
Sia g # 1. Abbiamo dimostrato che

2 ne1_ 1—q"
spn=14+q+¢ +---+¢ =
1—q
Se |g| < 1 allora lim,,—,~ ¢" = 0 e pertanto
. . 1—qg" 1
lim s, = lim = —.
n—00 n—00 1—q 1—q
Se ¢ > 1, poiche lim,_,~ ¢" = +o0 si ha
-1 1 1
hmsn—hmq =——  lim¢"——=——-400=+x
n—oo n—oo q—l q—l n—oo -1 q—l

1—(—=1)" 0, n=2p
1, n=2p+1

Pertanto la successione (s,)y non & regolare.

Sia infine ¢ < —1. Possiamo scrivere ¢ = —|q|, e quindi

1 (=g _ 1= (=1)gl"
" 1+]q 1+ q]
1 —|q|*”

- n=2p

_ 1+ \qi

1+ |g|*!

) n=2p—1

1+ [q|

Ne segue che Sy, — —00 e Sg,_1 — +00 e pertanto Alim,_ s,
Allora

+00 q>1
. 1
A qg<-1

Ripassiamo la funzione generatrice di un numero decimale. Calcoliamo
dapprima la frazione generatrice di 1,5

1,5 =15/10 = 3/2

Calcoliamo ora la frazione generatrice di 1,5

1,5 = 14+5(10) "' +5(10) 2+ +5(10) "+ =5 ()" = pp0 14

Calcoliamo ora la frazione generatrice di 1, 85
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+oo

_ 8 4 1

1,85 = 1+1—0+5(10)—2+5(10)—3+~ F+5(10) e = 142+ (1—0)” =
n=2
14— 1 + >
599

Esercizio 1.1. Dimostare che la frazione generatrice di 0.5 tguale a 5/9

Soluzione.

0,5=5(10)"" +5(10)"% + 5(10)~ =5 =5
5 =5(10)7" +5(10) + 5( Z )"

2. Insieme di Cantor

Dividiamo [0, 1] in tre parti uguali e togliamo lintervallo aperto centrale
di ampiezza 1/3 Dividiamo ciascuno dei due intervalli chiusi che rimangono
in tre parti uguali e rimuoviamo i due intervalli aperti centrali di ampiezza
1/9 e cosi via. L’insieme che si ottiene si chiama insieme ternario di Cantor.
Nell’intorno di ogni punto dell’insieme di Cantor ci sono sia punti conte-
nuti nell’insieme che punti contenuti nel suo complementare. Ogni punto
dell’insieme di Cantor ¢ un punto di accumulazione. Se calcoliamo la mi-
sura dell'insieme dei punti che vengono via via rimossi dall’intervallo [0, 1]
osserviamo che vale

§+ +7 ' _Z3n+1:

In realta, anche se la misura dell’insieme di Cantor vale 0, I'insieme con-
tiene molti punti. Infatti si puo dimostare che 'insieme di Cantor contiene
tanti punti quanti ne contiene l'intervallo [0, 1], ossia I'insieme di Cantor ha
la cardinalita del continuo.

3. Serie armonica
Si chiama serie armonica la serie di temine generale x, = 1/n.

Teorema 3.1. La serie armonica

1+1+1—|— +1+
2 3 n

diverge positivamente.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo per k € N

1 k
ap = <1 + k>
k
Allora e > <1 + ,1€> Poiche la funzione In z & crescente in (0, 4+00)

1—ln621nak—kln<1+]1€>

Da cui

1
EZln(k:-i—l)—lnk:
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Facendo le somme da 1 an
n

1 n
;k Zgln(l@+l)—lnk:ln(n+1)

In conclusione s,, > In(n+1) e quindi la serie armonica diverge per il teorema
di confronto sulle successioni. (]

Importante notare

Osservazione 6. Per la serie armonica

i 1

n=1 n
e verificata la condizione x, — 0; questa condizione é percio necessaria, ma
non & sufficiente per la convergenza della serie.

3.1. Teorema (criterio del confronto asintotico. Sia x,, una suc-
cessione a termini non negativi per cui esiste il limite e

nEIJlrrlOO ne, =1#0.
Allora -
Z Ty = +00
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

= 1\"1
> 1+ =
n n
n=1

1 n+1
lim (1 + ) =e.
n—oo n

. 1\"1
lim n [<1+) } =e
n—+o0o n n

< 1>"1 e
1+—-] —~— per n— oo,
n

ossia

n) n
Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie
¢ positivamente divergente
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4. Serie armonica generalizzata

Per p numero reale e positivo. La serie armonica generalizzata ¢ data da

<1
>

n=1
il_ +oo  p<l1
nzlnp_ < 00 p>1

Dimostrazione del caso di convergenza.
La successione delle ridotte n-sime e regolare, pertanto per valutarne il
limite possiamo considerare una sottosuccessione.

1 1 1 1 1
=1 —t — |+ =+ ... —_—
Soh_1 + [217 + 3p} + [(2,1_1)1) + (Qh—l 1) + (2h — 1)p} <
h +o00
1 1 1 1 B 1 1
1+227p+4@+ ......... 2 (2h*1)p = ; |:(2p1)kl:| < ; |:(2p1)]€1:| < +00

teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p un numero reale e positivo.
Supponiamo p < 1. Sia x, una successione a termini non negativi tale che
per cui esiste il limite e

lim nPx, =1+#0.
n—-+00

Allora
(o)
S =
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

ossia

1 1 e

n
1+4—-) ——~—
<+n> \/ﬁ ~ per n — o0,

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie e
positivamente divergente.

teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p > 1 un numero reale. Sia
T, una successione a termini non negativi tale che per cui esiste il limite in

R di

lim nPx,
n—-+o0o
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Allora
o
Z T < +00
n=1

Esempio 4.1. Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
21+ ) e
n n

n=1

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

Pertanto
0ssia

Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie e
convergente.

Esempio 4.2. Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
DBIR R

n=1

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

1\" 1 e
1+5 WN@ per n — o0,

Pertanto

0ssia

1 n
lim n%® <1 + ) =e
n—-+4oo n

Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie é
convergente per a > % (<= 2a > 1) e divergente per 0 < a < %
Esercizio 4.3. Studiare il comportamento della serie

*2’0 1
=kt k+ 1

La serie € convergente, infatti

2 = 1.2
k:lk +k+1 k:lk

. Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.
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Esercizio 4.4. Studiare il comportamento della serie
+oo

(n!42m)
7;) (n+1)!°

(n!+2m) n! 1
(n+D! =~ (n+1)! n+1

r.Abbiamo

Dunque la serie

*i (n! +2")
|
— (n+1)!
e positivamente divergente.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

Esercizio 4.5. Studiare il comportamento della serie

>
r. La serie ¢ divergente.

VE2+1< V2 +142k=k+1,

1 1
SR EEE
k:1k+1 j:2j

Quindi
=1
= +00.
> i)
Studiare la convergenza applzccmdo il confmnto asintotico.
Esercizio 4.6. Studiare il comportamento della serie
io 1 <k +1 > k
P k k
r. La serie & positivamente divergente. Infatti

1/k+1\*F 1 1\* 2
(22 (142 > 2.
k<k> k(+k)_k

1l risultato seque allora dal confronto con la serie armonica.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

Proposizione 12. Data una serie a termini positivi Z:{g an, tale che esista
il limite
. Qp41
lim
Qnp

=1, con a, # 0 per n grande,

st ha
e sel > 1 la serie diverge

e sel <1 la serie converge
e non ne stabilisce il comportamento | = 1.
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Proposizione 13. Data una serie a termini positivi Z:{g ay, tale che esista
il limite

lima, /" =1,

o sel > 1 la serie diverge
e sel <1 la serie converge
e non ne stabilisce il comportamento | = 1.

Esercizio 4.7. Dopo aver determinato dalla formula ricorsiva

nt1 = Gy
a0::1

l’espressione di a,, studiare il comportamento della serie

00
E Q-
n=2

r. Si ha

St puo procedere alla dimostrazione utilizzando il principio di induzione. La
formula e vera al primo passo e se supponiamo che sia vera per n — 1, ossia

en—l

an—1 = ma

si ha

Dal passo n — 1 si ricava

Qa = = —,
" n-Dln n!
da cui lasserto.
Si tratta ora di studiare la convergenza della serie

en

n!’
n=2

E verificata la condizione necessaria per la convergenza

La serie é a termini positivi, pertanto la convergenza semplice ed assoluta st
equivalgono. Applicando il criterio del rapporto si ha

n+1

e n! e

— = <1 Vn > 1.
(n+1)!le” n+1 "

Proposizione 14. Approssimazione di e . Per n sufficientemente grande

e~ 2,71828
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DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo

k=0
Calcoliamo
e A 1 1
kzzok;!_k:ok!_(n+1)!+(n+2)!+'“(n+m)1_
S PP ! )<
(n+1)! (n+2) n+2)---(n+m)/) —

1 ; 1 1 1
<n+1>!< Tty <n+2>m—1>< nnl
Allora per m — +o00, troviamo
"1 1
0<e— kZ:O <
disuguaglianza che consente il calcolo approssimato di e. O

Proposizione 15. e non é un numero razionale

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo e > 2. Ricordiamo
n
1 1
0< 6“2{225 < %;ﬁ’
k=0

per n = 1 si ha e < 3; assumiamo per contraddizione che e sia un numero
razionale e = g con p, ¢ interi positivi primi tra loro e ¢ > 1. Allora

P =1 1
0<5—ZH<—

' )
=0 qq-
¢ q
p 1 1
0<q!(_zk, <L
7 N q
e otteniamo una contraddizione poiche il primo membro & un intero positivo
e il secondo membro & un numero minore di uno. (]
5. Convergenza assoluta
Consideriamo le due serie
“+o0o +oo
§ [ j{:|an‘
n=1 n=1
Si ha
[ ]
—+00 —+00
Z |an| converge — g a, converge
n=1 n=1

+o00o +00
E ap converge /= E |an| converge
n=1 n=1
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Per avere due serie differenti nel carattere, la serie Z:{i’i ay, dovra contenere
un numero infinito di cambi di segno. Una serie prototipo di questo tipo &
+oo

Z(_l)n—kl%.

n=1
Proposizione 16. La serie
—+00

Sy

n=1

e convergente.

Osservazione 7. Per questa serie

+oo 1 +o0o 1 +o0 1
Z(—l)"Jrlﬁ ma Z (—1)"*15 = Z = oo
n=1 n=1 n=1

DIMOSTRAZIONE. Infatti indicato con
n

1
8 = Z<_1)k+1%
k=1

si ha
2n-+2

1
Son+2 = Z (_1)k+1% =
k=1
2n

1 1 1
-1 k}-‘rli -1 2n—+1 -1 2n+2 _
;( ) k:+( ) 2n—|—1+( ) 2n+ 2

1 n 1
n+1 2n+2°

S2n

In forza di
1 1

— <0
2n+1+2n+2_ ’

si evince

Son > Son+2, VN € N.
Cio mostra che la ridotta di ordine pari ¢ monotona decrescente ed e infe-
riormente limitata da so = % Esiste il limite per n — +oo

lim Son — Sp

n—-4oo
Si ha
2n+1 1
Son+43 = Z (—1)k+1% =
k=1
2n+1
1 1 1
_1 k:'f‘li _1 2n+2 _1 2n+3 —
;( ) k+( ) 2n—|—2+< ) 2n+ 3
n 1 1
s — .
T on Y2 2n+3
In forza di

1 1
— >0
2n+2 2n+3
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si evince
Son41 < S2n43, Vn € N,
Inoltre )
Sn+1 = S$2n — o+ 1 < Sop < S2

Cio mostra che la ridotta di ordine dispari ¢ monotona crescente ed &
superiormente limitata da so = % Esiste il limite per n — +oo

lim sopy1 = Sy,
n—-+o0o

e risulta, passando al limite per n — 400
1
2n+1

Essendo S, il limite delle somme parziali pari, per la definizione di limite
Vedm (pari) tale che |s, — S| < € Vn > m, n pari. Essendo Sy il limite delle
somme parziali dispari, per la definizione di limite Ve 35 (dispari) tale che
|sp, —S4| < €Vn > j, n dispari. Sappiamo S, = Sy, percid prendendo
h = max{m, j} la disuguaglianza |s,, — S| < € vale per ogni per ogni n € N
tale che n > h, quindi

Sp = S4, perche 5,11 = sop

lim s,=5
TL—>+OO n bl

e la serie converge. O

Vale il Criterio di Leibniz

Teorema 5.1. Per ogni n € N, sia a, positivo, decrescente e infinitesimo.
Allora la serie Y25 (—1)"*a,, converge a S. In pit vale la stima

|Sn — S| < |ant1]
6. Esercizi

Esercizio 6.1. Fare la dimostrazione precedente nel caso pit generale, as-
sumendo a, positivo, decrescente e infinitesimo.

Esercizio 6.2. Data la serie Y > | ap.

(i) Definire la successione delle ridotte N -sime.
(ii) Dare la definizione di convergenza assoluta della serie.
(iii) Fare un esempio di serie convergente, ma non assolutamente con-
vergente






CAPITOLO 9

I numeri complessi

1. L’unita immaginaria: il numero ¢

Non tutte le equazioni ag+ a1z +asz?+- - -+a,z™ = 0 con ag, ai, . ..an €
Z hanno una soluzione nell’insieme dei numeri reali. Estendiamo i numeri
reali affinche equazioni polinomiali ag + a1z +asz?+- - - +a,z™ = 0 abbiamo
almeno una soluzione nell’estensione di R che indichiamo con C (chiusura
algebrica di R). In particolare I'equazione x? + 1 = 0 non ha soluzioni rin
R. Definiamo I'unita immaginaria i soluzione dell’equazione 2> +1 = 0. La
proprieta del numero ¢ & data dalla relazione

iZ=—1.

2. Forma algebrica dei numeri complessi

Un numero complesso z € C corrisponde ad una coppia ordinata di

numeri reali (z,y). Definiamo forma algebrica di un numero complesso z
z =+ 1y.
x e y sono rispettivamente la parte reale e il coefficiente dell’unita immagi-
naria immaginaria, e vengono scritti tramite la notazione
=Rz y =Sz

La forma algebrica si presta facilmente all’operazione di somma .
Dati due numeri complessi z =z + 1y e w = u + v

I'operazione di somma C x C — C si definisce al seguente modo

(z,w) = z+w=(r+u)+i(y +v)
Ricordiamo che
z2=0 < (z,y) = (0,0).

Nell’operazione di prodottoC x C — C si opera algebricamente sapendo che
2
¢ = —1.

z-w = (zu —yv) +i(yu + xv)
Molto spesso si omette il simbolo - usando piu praticamente zw.
L’opposto —z & dato da
—z=—x—1y,
mentre il reciproco
27l = inyQ —ixg —?T—yQ 2 #0 (z,y) # (0,0).

I numeri complessi si possono identificare con i punti del piano reale
ed e particolarmente importante la simmetria rispetto all’asse delle ascisse
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espressa dall’operazione di coniugio C' — C. Dato z = x + iy il conuigato di
z € il numero complesso
zZ=x—1y.

L’operazione di coniugio € una funzione complessa di variabile complessa
che vediamo. Studiamone le proprieta.

Dato z e w € C, z4+ w € un numero complesso, a cui possiamo applicare
loperazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo z e ne
facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato, e poi
sommiamo i due. In simboli

[}
ztw=z+w
Dato z e w € C zw ¢ un numero complesso, a cui possiamo applicare
I’'operazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo ze
ne facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato,
e poi moltiplichiamo i due. In simboli

Zw=2zZ -w
Inoltre se operiamo due volte I'operazione di coniugio otteniamo il
numero di partenza.

zZ==z
Ha interesse considerare il prodotto di z per il suo coniugatoz. Mentre

il prodotto di z con se stesso produce un nuovo numero complesso z2 il
prodotto di di z per il suo coniugatoz fornisce un numero reale.

(1) 2z = (z+iy)(z —iy) = 2% +y° = |

essendo

2] = Va2 + 42 = V/(R2)2 + (S2)2 modulo di 2.
Notiamo che |z| =0 <= 2z =0. Per z # 0 si ha
z z
z—s =1 er cui 7=
EE g 2P
da cui si ottiene la formula del reciproco.
Valgono le relazioni

zZ+z Sy — z2—Z
2 2

2.1. Forma trigonometrica dei numeri complessi. La rappresen-

tazione nel piano dei numeri complessi permette una rappresentazione me-

diante coordinate polari forma trigonometrica di z. La forma trigonometrica

& particolarmente utile nelle operazioni di prodotto e radice.

Rz =

= 0
* pC‘OS’ peER,p>0, 6€]0,2m)
y = psiné,
Dato z = z + iy si ha
z = p(cosf + isin @)

dove p=|z| = V22 + 42 = /(R2)2 + (S2)2 e 0 = arg 2.
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L’argomento # & individuato a meno di multipli interi di 27. Si ha quindi
un insieme 6 + 2km k € Z. Osserviamo che se p = 0 (cio¢ z = 0) arg z resta
indeterminato. Partendo dalla condizione z; — z9 = 0 si ha

21 = 29 < %Zl = §RZ2 %Zl = 322,
conseguentemente

21 = 29 <= |z1]| = |22| arg z1 = arg 2o + 2k7

3. Argomento principale

Pud essere conveniente fissare un argomento. L’ argomento principale, Arg
z, e fissato in modo che risulti

-1 < Argz<nm

(sign(y))3.  z=0,

arctan x > 0, ossia fec(-Z,=
Arg z = x (=3 2')
m + arctan x <0,y =0, ossia 0 e (5,
—7 + arctan ¥ x <0,y <0, ossia 6ec(—m—%)

Infatti Arg z =6: Arg z & I'unica soluzione in (7, 7] del sistema

X
x2+y2

sinf =
/xQ +y2

(1) Se x = 0 allora si ha il sistema

cosf =

i

<0<

cosf =0
sinf = ‘—sz' —nr<0<nm
la cui unica soluzione del sistema sopra descritto e

6 = (sign(y)) .

2
(2) Nel caso
x #0,
si ha il sistema
— T

cosf = T

. _ Yy _

sinf = T T<O<m
ossia 'unione dei tre sistemi
tanezg tan9:% tanHz%
z>0 x <0, y >0 x <0, y <0
-5 <0<3 s<0<m - <0< -5

Esercizio precedentemente risolto (vedi funzioni trigonometriche)..
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4. Prodotto
Prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica
z=r(cosf +isinf) r=|z| 0= argz
w=p(cosp+ising) p=lz| p= argw
z - w = rp|(cos B cosp — sinfsin ) + i(sin O cos ¢ + sin p cos §)]

= rplcos(f + ¢) + isin(0 + ¢)]
naturalmente

z-w = |z-w|[cos(arg (z - w)) + isin(arg (z - w))]
Per cui
|z - w| =z| - |w]| arg (z-w) = arg z + arg w.
Esercizio 4.1. Utilizzando il principio di induzione dimostrare

2" =|z|"(cosn arg z +isinn arg z), n € N

5. Forma esponenziale di un numero complesso

Notiamo che la funzione f(f) = cosf + isin@ verifica f(0) - f(p) =
f(0 + ¢) Tale proprieta ¢ tipica dell’esponenziale. Poniamo
i

e’ =cosf +isind
e la scrittura
z = |z|e"? ( esponenziale complessa).
Notiamo che |e?| = 1,infatti |e?| = cos?# + sin?@ = 1. Osserviamo che

poiché
arg (z-w) = arg z + arg w.
Definizione di esponenziale in C.

eF = "W = ¢%e" = e%(cosy + isiny)

le*| = e” arg e* =y + 2km kelZ
Osserviamo che moltiplicare z per ¢ equivale a far effettuare a z una
rotazione di (.

6. Formule di Eulero

0

eV =cosf +isinf
e = cosf —isind e~ = ¢
626' 4 6—10
cos) = ——
2
) 0 €7i9
sinf = .
21
Da cuisinz e cosz in C
. eZZ _ e—ZZ elZ _|_ e—ZZ
sing = ——— cosz = ————



7. RADICI n—SIME DI UN NUMERO COMPLESSO

Dalla formula

e = cosf +isind

abbiamo per 6 = 7 nota come l'identita di Eulero.

7. Radici n—sime di un numero complesso
Osservazione 8.
z=w <= RNz=RNRw, $Fz=Sw

oppure

z=w <<= |z|=|w| argz=argw+2kr, kel
Diciamo w radice n—sima di z se e solo se w"™ = z.
Supponiamo z # 0, allora
w = |w|e’? z = |z|e®
w" = ‘w|ne'm<p — |Z|6i0
quindi

|lw|" = |z| ne =042kt ossia

{rw|= VIl

en=2+E0n} kez

67

al variare di k le radici n—sime non sono infinite; vi sono solo n radici distinte

infatti
0 k
coincide (modulo 27) con ¢y,
0 0 2r 0 Ar
900:— 901:—_’_7 s02:f+7
n n n n n
g n-—1
Pn-1=— + (2)
n n

{217} n-radici n—sime di z:

. 0 + 2km
k| = VIl arg w = ——
k=0,1,2,...,n—1

z = |z|e'?

Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:

¢0:* (bl:*"" ) ¢2:7+ PR ¢n—1:*+

n n n n n n

6 6 21 0 4 6 <n—1

e poi i valori si ripetono.

n

> 2T,
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8. La formula del Binomio e la Formula di Eulero

La formula di Eulero: per x € R, i unita immaginaria i* = —1.
em 4 efix
COST = —————
2

Ricordiamo la
Formula di triplicazione

cos 3x + isin 3z = (&)

= cos® z — isin® z + 3i cos

Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

cos3x = cos® x — 3sin® z cosx

3 = (cosx +isinz)® =

2 rsinx — 3sin® z cos .

sin3z = —sin®z + 3cos’ rsinz
Pitt in generale si ha

Proposizione 17. Si ha

n
n n—k)r e
cosnmzZ( )cos()coskwsm” k$, n €N

= \k 2
DIMOSTRAZIONE.
wmnx —inx 1r\n —1T\Nn
cosma = (G ) = ()
(cosx + isinz)" + (cosx — isinz)"
5 =
n cos” z(isinz)" % 4 cos® z(—isinz)"F
() : :

2

n<n>62nk+(
k
0

z(n k)7r —i(n—k)m
J+(e 2 ) ko nk

n —I—(
cos” x sin T =
k 2
k=0

Z (n) cos M cosk xsin"* 1
k 2

k=0

n k _ —k
( > + ()" cosk xsinF gy =

717r

R k
cos” zsin” " x =

O

Esercizio 8.1. Dalla formula di Eulero, x € R, i unitd immaginaria i =
—1. ‘ A
) elr _ p—ix
sing = ———
20

ricavare che

n

. ny . (n—k)m . e

smna::E (k>sm(2)coskxsm” kg, n €N
k=0
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Esercizio 8.2. Dimostrare per induzione per 0 # 2k, keZ
etnt1)o ing/2sin(n +1)6/2
— = _—
el —1 sin6/2

DIMOSTRAZIONE. . Calcoliamo per n =1

e?f 1 _ )2 sin ¢
e —1 sin /2
e2i0 _ 1 "
= e’ +1
ew/?ﬂ =2¢"/2 cos0/2 = 2cos?0/2 + 2icos0/2sin /2 =
sin6/2
cos? /2 + sin? 0/2 + cos? §/2 — sin? 0/2 + 2icos §/2sin /2 = € + 1
Supponiamo ‘
em‘w -1 Jin—1)0/2 si%q nd/2
e —1 sin /2

e dimostriamo ‘
e ind/2 sin(n +1)6/2 _

e —1 sin 6/2
Calcoliamo
etn+1)6 _ 1 etn+1)0 _ 1 gint _ 1
61'971 = 6in971 ez’971 =
ei(n+1)9 —1 e_ig/zeine/z sin n9/2 _
et —1 sin 6/2
nb/2 _ —inb/2 —inb/2
sinnf/2 = c 2; = ¢ 5 (e —1)
Dal calcolo deduciamo che
. —in6/2 ind
el —q _ o—i0/2,in0/2 S (eM 1)
et — 1 sin 6/2
gind  o—i(n+1)6/2 8 _ 1y
snoz 2w )=
inf

m Sln(n + 1)9/2

O

Esercizio 8.3. Dimostrare per 0 # 2kw, k € Z e utilizzando ’esercizio

precedente che
n
Z 2 zeC
k=0

puo essere limitato con una costante che non dipende da n.

DIMOSTRAZIONE.
anzk _ | 1) ngpsintn £ 1DO/2) 1
— et —1 sin /2 ~ |sin6/2]
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9. Principio di identita dei polinomi
Dati i due polinomi
ni no
g apz® g by 2*
k=0 k=0
possiamo sempre scrivere i polinomi come

m m
E akzk Z bkzk,
k=0 k=0

con m maggiore o uguale al grado di entrambi i polinomi. Il polinomio nullo
dato dal polinomio che ha tutti i coefficienti nulli. Due polinomi di uguale

grado sono uguali se i coeflicienti sono uguali. Vale il teorema fondamentale
dell’algebra

Teorema 9.1. Ogni polinomio di grado > 0 ha almeno una radice in C.

Applicando ripetutamente questo teorema possiamo scomporre il poli-
nomio in fattori di primo grado. Dato

ni
P,(z) = Zakzk,
k=0
allora
P(z2)=an(z—21)(z — 22) ... (2 — ay)
10. Esercizi
Esercizio 10.1. Calcolare le radici n-sime dell’unita immaginaria

Esercizio 10.2. Calcolare le tre radici cubiche del numero complesso z = 4.

r. Calcoliamo il modulo e I’argomento:

p=4,
0 =0.
Risulta .
21 = 4§7
2 2 1 3
29 = 4%(COS§ +z’sin§) =-3 +i\2[,
| 1 V3
23 (C083+181n3) 5~
Esercizio 10.3. Dato z = 1 + i, calcolare z'°.
Esercizio 10.4. Dimostrare
N , 1 — e2miz(N+1)
Z erine — =~ k € Z, x reale e irrazionale
1— 627rz:):
n=0
DIMOSTRAZIONE.
N N ;
) ) 1 — e2miz(N+1)
Z e2ﬂ'znw — Z (eZTrzac)" — 16_ T
n=0 n=0
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Osserviamo che

e =1, VkeZ
quindi

ef — €z+27ri’
ossia la funzione e* & periodica di periodo 27i.
Osserviamo che per z € C
|2 # 2°

il primo & un numero reale dato da R(z)? + 3(z)?, mentre il secondo & un
numero complesso

(R(2) +i3(2))(R(2) +i3(2)) = R(2)? — F(2)2 + 2iR(2)3(2)






CAPITOLO 10
Limiti

1. Sulla definizione

e Limiti per x — +o0 di f(x) (dominio di f superiormente illimitato)

Ve>03k>0:Ve e X,z >k |f(z) =l <e <= liI_E flz)=1
T— 100
Esempio di funzione che ammette un asintoto orizzontale per x —
+o0 -
f(x) = arctanx lim arctanz = —
T——+00 2
La retta y = § per x — +oo e un asintoto orizzontale per la
funzione.
VM >03k>0:Ve e X,z >k flz) > M <= liI_’l_l f(z) =400
T—1T00

Esempio di funzione
lim ¥ = +o0 lim z" =400, n €N

T—+00 T—+00
VM >03k>0:Ve e X,z >k flz) < —M —= ligrl f(z) = —o0
T— 100
lim (—z)'/% = -0
T—+00
Ricordiamo
xn
lim — =400, neN
z—+oo Inx
ea:
lim — =+4o00, n €N
x—+oo g
e Limiti per x — —oo di f(x) (dominio di f inferiormente illimitato)
Ve>03k>0:Vre X,z < —k |f(z) =1 <e <~ lim f(z)=1
Tr——00
Esempio di asintoto orizzontale per x — —oco
. T
f(z) = arctan lim arctanz = ——
T——00 2

Esercizio 1.1. Disegnare il grafico

VM >03k>0:Vere X,z < —k f(@)>M < lim f(z)=+o0

Esercizio 1.2. Disegnare il grafico
Esempio di funzione

f@) =lal, lim_z| = +oo

Esercizio 1.3. Disegnare il grafico
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VM >03k>0:Ve e X,z < —k flz) < =M <= lim f(x)=—o0

T——00

f(z) =23 lim 3 = —o0.

Esercizio 1.4. Disegnare il grafico

Rispetto alle successioni, il concetto di limite per x — ¢ di f(z) & nuovo.
Per avvicinarci a zg da punti x dobbiamo assumere xy punto di accumula-
zione per il dominio di f (ossia che in un qualunque intorno di x cadano
infiniti punti del dominio di f da cui ci possiamo avvicinare)

e Si ha
Ve>030 >0:Vz e X, 0< |z —x9| <¢ |f(z) =l <e < lim f(z)=1
T—T0
i ST _
z—0 T
VM >0,36>0:Vz € X,0< |z — 20| <0 f(z) > M <= lim f(z)=+o0
Tr—XT0
VM >0,30>0:Vz e X,0< |z —x0| <0 f(z) < =M <= lim f(z) = —o0
T—x0

e Limite destro
Ve>030>0:Vze X, 0<ax—209 <9 |f(z) =1 <e lim+f(:n):l

IHCL‘O

VM >0,30>0:Ve e X,0<z—20< 9 flx) > M lim+f(3:):—|—oo

x*){L‘O

VM >0,36 >0:Vz e X,0 < z—29 < 9 flz) < —M lim+f(a:):—oo
x—>x0

e Limite sinistro
Ve>030>0:Vr e X, -0 <z—29 <0 |lf(z) =l <e < lim f(zx)=1

T—T)
VM >0,36 >0:Vz e X, =6 <x—29 <0 f() > M <= lim f(z)=+oc0
T—T(
VM >0,36 >0:Ve e X, =0 <z—29 <0 flz) <-M < lim f(z)= —o0
[L’*)(EO

Se la funzione ammette limite allora
lim+ f(z)= lim f(x)

fE—’IEO "E—KL'O
e viceversa. Per funzioni che non sono definite rispettivamente a sinistra o
a destra di xg si puo passare al limite solo da una direzione. Si distingue
talvolta il limite sinistro dal limite destro.

lim Inz = —o0
z—0t
Caso di non esistenza di limite per z — 0
. 1
lim — = —-00
rz—0" T
Non esistono i seguenti limiti
1 .1 . . .
lim —, lim ez, lim sinz, lim coszx.

x—0 X x—0 r— 100 T— 00



2. SIMBOLO DI LANDAU: O PICCOLO
2. Simbolo di Landau: o piccolo

Il simbolo o piccolo o(x) significa
lim olz) =0.

z—0 X

Valgono le seguenti proprieta

[
o(z") + o(z") = o(z")
Perche
n n n n
i 2@ o) . el@®) el
z—0 x" z—0 x" z—0 x"
[
o(z") —o(z") = o(x")
Perche
ny __ n n N n n n
i 2 0@ g 0@ o) 0@ g o)
z—0 xn z—0 x" z—0 " z—0 x" z—0 "
[
co(z") = o(ca™) = o(z"), c € R\ {0}
Perche .
clim &) _
z—0 x"
Perche
li o(cz") =0.
z—0 x"
[
o(z™)o(z™) = o(z"™)
Perche
n m n m
Lol o) o™
z—0 gntm z—0 I z—0 ™
[
o(o(z")) = o(z")
Perche
n n n
Lolola™) . oloe™) o)
z—0  x" z—0 o(xm) ™
2.1. Alcuni Limiti.
| sinz = x + o(x)
z—0 X
1-— 1 1
o8t cosz =1 — —a? + o(x?)

lim — % = =
2 2

T——+00
) Inx . xb
lim — = 0 b>0 lim —
T x—+oo e¥

T——+00

=0

x—0 IE2
1\" 1\"
lim <1—|—> =e lim (1+) =e
n z——00 n

b>0
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CAPITOLO 11

Continuita e Derivabilita

1. Continuita

Sia dato un punto x nell’insieme di definizione di una funzione f, con zg
punto di accumulazione per il dominio di f.

f si definisce continua in xg se il suo limite per — x( coincide con il suo
valore in f(xg), ovvero con f(zp). In simboli:

lim f(z) = f(zo)
T—xQ
cioe I’ operazione di limite in zy commuta con la funzione f

lim f(z) = f(xlirglo x).

T—x0

Con la notazione o piccolo, tenuto conto che posto h = x — xg
%in% f(zo+h) — f(zo) =0,

si ha
f(zo+h) = f(z0) + o(h)

Se xq e isolato nel dominio di f, allora f risulta continua in xg.

2. Minimo e massimo assoluti per funzioni continue

Data f : I = [a,b] — R il minimo m e il massimo (assoluti) M di f, se
esistono, sono valori del codominio di f, verificanti

flx) >m flx) < M, Vz € [a,b]

Teorema 2.1. Teorema di Weierstrass Una funzione continua su un insieme
chiuso e limitato assume il massimo e il minimo assoluti.

Il minimo e il massimo assoluti della funzione di una funzione continua
in un intervallo chiuso e limitato sono da cercare agli estremi dell’intervallo
a e b e all’interno dell’intervallo.

3. Teorema degli zeri

Una funzione continua su un insieme chiuso e limitato [a,
0 ammette almeno un punto interno xg a [a,b] in cui f(zo)

ltalef( a)f(b) <

4. Il teorema dei valori intermedi
Vale il teorema dei valori intermedi.

Teorema 4.1. Una funzione continua su un insieme chiuso e limitato as-
sume tutti i valori compresi tra il minimo m e il massimo assoluti M.

T
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DIMOSTRAZIONE. Sia p € [m.M], Se p vale m o M il teorema ¢ dimo-
strato. Prendiamo p € (m, M). Sia x,, e x)s tale che

flam)=m  flam) =M
Allora
F(z) = f(z) —p,

€ una funzione continua su un insieme chiuso e limitato, che vale

F(xm) = f(xm) —p <0,

F(zp) = flwnm) —p >0,
si ha che esiste (teorema degli zeri) un punto & per cui

F(§) =€) —-p=0,

ossia

f€=p
O

Si cercano massimi e minimi relativi in insiemi aperti. Data f : I =
(a,b) — R il minimo m e il massimo M relativo di f, se esistono, sono valori
del codominio di f, verificanti per r positivo e sufficientemente piccolo

f(x)zm Vl'E{‘CC—Q}()‘<T}ﬁ(a,b),f($0):m
f(x)SM Vare{\x—a;l\<r}ﬁ(a,b),f(ml):M
5. Rapporti incrementali.

Sia x € I(f), sia Az un incremento positivo, tale che x + Ax sia ancora
in I(f), consideriamo

Af _ fla+ Ax) — f(2)

Ax Azx
flx)=c i—i =0.

flx) ==z % =1

f(z) = 2? i—isz—l—Aaj.
f(z) =2? % = 32 + (Ax)? + 3zAx.
fay=an L=
(@ + AX; T (@ + ii — ) (z+Az) " pz(z+Az) 2+, 2" 2 (a4 Az)+(x)" L

. Af_ez(em”—l)

Af  log(z+ Azx) —logx 1 1
fla) =loge 3= Az og(l + ZAz)a
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Af  sin(z+ Az) —sinz  2cos(z + &%) sin 82

f(x) =sinx

Az Az A
[ ]
f(x) =cosz Af _ cos(z + Az) — cosx _ 2 sin(z + %) sin %

6. Derivabilita

6.1. Derivata. Data una funzione f definita in un intorno di zq, dicia-
mo I(f), f si dice derivabile nel punto x se esiste ed ¢ finito il limite

lim f(zo+h) — f(xo)‘

h—0 h

Seguendo la notazione di Lagrange il valore del limite si indica con f’(x¢) e
si chiama derivata prima della funzione in xy. Anche Sia z € I(f), sia Ax
un incremento positivo, tale che z + Ax sia ancora in I(f), consideriamo

Ax Ax

Se esiste ed ¢ finito il limite

p f@+ A7)~ f(@)

Ax—0 Ax

Af _ flz+Ax) — f(2)

f si dice derivabile in z e il valore del limite si indica con f'(zg).
Le due condizioni sono equivalenti.
Con la notazione o piccolo

f(@o +h) — f(zo) = f'(x0)h + o(h), h —0

Se la funzione f(z) ¢ derivabile in ogni punto di un dato intervallo (a,b),
allora si dice che essa derivabile in (a,b), e la funzione f’(z) che associa
ad ogni punto z la derivata di f in x e la funzione derivata di f. Possiamo
pensare la derivata come un operatore che associa, in ipotesi di esistenza,
ad una funzione la sua derivata.

Osserviamo che

[ ]
Af
fa)=c = Jim <5 =0
[
Af
f@y =z fm Ry =1
[ ]
Af
flz)==x Aligo Ag 2r + Az =2z
[}
Af

f(z) =2? Alimo Ag = 322 + (Az)? 4 3zAx = 322
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o . Af (:z:—i—Aa:)”—x”i
fla)=am lim Ry = Ay
. (I’ + Ar — l’) n—1 n—2 n—2 n—1 n—1
lim —— = (x+Az)" +x(z+Ax)" +. .. 2" (z+Ax)+ ()" =nzx
Ax—0 Az
[ ]
. ) f B ex(eAa: 1) .
flz) = Alylcgo Ax Alalcrgo Az - ¢

. Af log(z+ Ax) —logx
Az—0 Az N Az

1 1 1
— lim log(1+=Az)as = —
im log (14 Az)as = =

[
Af sin(z + Az) —sinz
o im 2 _
floy=sine - Jimg X = Jm, =
A s A
lim 2cos(z + 5¢) sin S° — cosa
Axz—0 Ax
[
cos(x + Ax) — cosx
f(:E) = COST Fx = AiIEO ( + A:L') =
: A s A
i —2sin(z + 5F) sin S Csina
Azxz—0 Az

La derivata vista come un operatore ¢ lineare, cio¢ la derivata di una
combinazione lineare di funzioni derivabili ¢ la combinazione lineare delle
derivate delle singole funzioni, e la derivata del prodotto di uno scalare per
una funzione il prodotto dello scalare per la derivata della funzione:

(f(@) +9(x)) = f'(z) + g (x)
(cf(x)) = cf'(x)

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo ’asserto per x = xzg. Infatti se f e g
sono derivabili in zg, per h — 0

Fao +h) = f(ao) = f'(x0)h +o(h)  glao +h) — g(x0) = ¢ (z0)h + o(h)
Dunque
f(@o +h) + g(zo+h) = (f(x0) + g(z0)) = f'(z0)h + g'(z0)h + o(h) + o(h) =
f'(o)h + g'(z0)h + o(h).
Da cui f + g ¢ derivabile in x( e vale ’asserto. Inoltre
cf(xo+ h) —cf(xo) = cf'(zo)h + co(h) = cf'(xp)h + o(h).
Da cui ¢f & derivabile in xg e vale ’asserto. U

Geometricamente la derivata di una funzione f in un punto z ¢ il valore
del coefficiente angolare, cioe la tangente trigonometrica dell’angolo formato
dalla retta tangente un punto della curva di equazione y = f(x) e il semiasse
positivo delle . Valgono le regole di derivazione

(f(2)9(2))" = f'()g(z) + ¢'(2) f(x)
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<1>’ W
f(@) fA(z)
(f(@)' _ [(@)g(z) — g'(z)f ()
g(x) 9*(x)

DIMOSTRAZIONE. Dimostrare per esercizio O

7. La derivata e la formula di Eulero

Ricordiamo la formula di Eulero p = A +1i0 X\,0 € R

e = M0 = e’\(cosﬁ—i—isine),
per x € R

€(A+i9)x — eA:p(

cos Bz + isin 933) ,
Calcoliamo la derivata rispetto a =
D(e* cosfx) = e (Acos Oz — @ sin bz)

e anche
D(e sinfx) = e (Asinfz + 0 cos Oz)
Mettendo insieme

D(eM0)ry = p (e’\x (cosbz +isinfz)) =
D(e’\m cos 91:) +1D (e’\z sin 91:) =
e (Acos Oz — @sin Gz + iXsin Gz + i6 cos Oz)
A+ i@)e/\x(cos Oz + isinfx) =
(A +i0)e e = (X + i)eP 0w,

La formula generalizza in C la notevole proprieta in R, e dimostra (verficare
per induzione) che

‘D"epx =pef” pE (C‘

suggerimento

Dn—}—lepx — D(Dnep:c) — D(pnep:c) _ an(ep:c) — pn—i-lepx

8. Minimi e massimi interni per funzioni derivabili:Teorema di
Fermat

Nello studio di funzione ha interesse definire i minimi e massimi relativi.
Sono punti di minimo e massimo in cui la diuguaglianza & verificata in un
intorno del punto e potrebbe non essere verificata in tutto l'intervallo Data
f I =la,b] — R il minimo relativo m e il massimo relativo M di f, se
esistono, sono valori del codominio di f, verificanti

Ir>0:f(x) >m f(z) < M, Vz € I.(z) C [a,b],
ove I.(x) € un intorno di x di ampiezza 2r.

Teorema 8.1. Teorema di Fermat Sia f una funzione derivabile in (a,b) e
sia xg € (a,b) punto di massimo o di minimo. Allora esiste x¢ € (a,b) tale
che f'(xzg) = 0.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che g sia un punto di massimo relativo
interno all’intervallo. Per h piccolo si ha

f(xo+h) = f(zo).
Pertanto per h piccolo

f(zo+h) — f(z0) f(zo +h) — f(z0)
h h

Per la derivabilita di f si avra f'(zg) = 0. O

>0 h >0, <0 h <0

9. Teorema di Rolle e Lagrange

Teorema 9.1. Teorema di Rolle Sia f una funzione continua in [a,b],
derivabile in (a,b) e sia f(a) = f(b). Allora esiste zy € (a,b) tale che
1 (x0) = 0.

DIiMOSTRAZIONE. Il punto in cui & assunto massimo e il punto in cui e
assunto il minimo potrebbero trovarsi negli estremi. Dall’ipotesi m = M
segue che la funzione & costante. Altrimenti almeno uno dei due & interno e
I’asserto segue dal teorema di Fermat.

O

Teorema 9.2. Teorema di Lagrange Sia f una funzione continua in [a,b],
derivabile in (a,b). Allora esiste xg € (a,b) tale che

f) = fla) = f'(z0)(b - a)

DIMOSTRAZIONE. Si introduce la funzione ausiliaria

B G

La funzione g ¢ una funzione continua in [a,b], e derivabile in (a,b).
Inoltre g(a) = g(b). Applicando il teorema di Rolle esistera un punto z tale
che

g'(x0) = f'(z0) — 1)~ Jla) _ 0,

da cui 'asserto

10. Monotonia: crescenza e descrescenza)

Data una funzione f : I — R diciamo che

o f & crescente < f(z1) < f(x2) 1 < x2, 1,22 € 1

e f¢& strettamente crescente <= f(z1) < f(z2) 1 < x2, 1,22 €

o f ¢ decrescente <= f(x1) > f(x2) z1 < xo, 1,29 € 1

o f ¢ strettamente decrescente <= f(x1) > f(z2) 21 < z2, x1,22 €
I

f(z) = |x| & crescente f(x) = = & strettamente crescente, f(z) = e
e strettamente crescente per ogni x reale, f(x) = e *é strettamente decre-
scente per ogni x reale, f(z) = x? & strettamente crescente per z > 0 &

strettamente decrescente z < 0; in = = 0 la funzione cambia la monotonia:
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x = 0 & un punto critico o stazionario, cambiando da descrescente per valori
pill piccoli a crescente per valori piu grande il punto ¢ di minimo relativo.
Sussiste il seguente teorema di monotonia

Teorema 10.1. Sia f : I — R derivabile in I con f'(x) > 0Vx € I allora
f € strettamente crescente. Se f é strettamente crescente e derivabile in I
allora f'(x) > 0,Vx € 1

DIMOSTRAZIONE.
f/(l‘): f(x_'_h}zl_f( )—I—O(h)
Dunque
fleth) =)
h

per h piccolo. Inoltre

Y >0 h >0,
f(x+h})l_f($)<o h<0

Ossia
h>0,z+h>x f(x+h)> f(z)
h<0,z+h<z, flx+h) < f(x),
la funzione ¢ strettamente crescente. Dimostare 'altra implicazione per

esercizio. Osserviamo che la funzione f(x) = 23 & strettamente crescente in
R ma in x = 0 la sua derivata prima vale 0. U

Analogo risultato per altri casi.

11. Concavita e Convessita

Definizione 11.1. Sia C aperto. C é convesso <= x,y € C implica
Az +(1—=NyeC con, XAel0,1].

Definizione 11.2. Sia C aperto e convesso. Una funzione f : C — R ¢
convessa se

2 M@E)+A=-Nfly) = fAz+1-Ny) Ya,yeC Ael0,1].
f:C — R éconcava se —f é convessa.

Proposizione 18. Sia C aperto e convesso f : C — R ¢é convessa (concava)
se e solo se

(3) f(z) =supgi(z),  (f(z) = inf g;(x))

ieN €N
con g;(x) funzioni affine.

Teorema 11.3. Disuguaglianza di Jensen . Sia f : C — R convessa in C
convessa, fé convessa

p p
= fOQ_Nw) <Y Nif (wi),
i=1 i=1

per ogni sottoinsieme {x1,...,xp} C C, dove \; >0,1<i<ped L X\ =
1.
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Proposizione 19. Sia C' C R convesso e f convessa in C. Allora ogni
punto di minimo relativo assoluto.

Teorema 11.4. Sia f € CY(C) convessa su C, con C aperto e convesso.
Dato un sottoinsieme K abbiamo
(4)

e K, f(z¥) = inf(f(x) seesolose z* € K, f'(z*)(z —2*) > 0,Vr € K
ze

Per funzioni C? vale la proprieta
f"(x) >0 in C = convessa in C
f"(x) <0 in C = concava in C.

12. Teorema di De I’"Hopital

La regola di de I'Hopital & un procedimento che permette di calcolare
limiti di quozienti di funzioni reali di variabile reale che danno luogo alle

forme indeterminate
0 00

0 o0
Ricordiamo le forme indeterminate riconducibile alle precedenti

lim f(z)=0 lim g(z) = +o0 wli_g:lo f(x)g(x)

T—To T—T0

lim f(2)g(z) = lim fl@) g

lim f(z)=1 lim g(z) = 400 lim f(z)9®
T—x0 70 s
In f(x)
lim f(z)?®) = lim e/s@
T—T0 T—x0
i = i =0l g(x)
mlLH;O f(z)=0 mILIgO g(x) Ozlggo f(x)
In f(x)
lim f(x)g(x) = lim el/s=
T—x0 T—70

Siano f e g : [a,b] — R continue in [a, b] e derivabili in (a,b), sia g(x), ¢'(x)
e diverse da 0 in ogni punto di tale intervallo, tranne al piu in xy € (a,b).
Sia inoltre

lim f(z)= lim g(x) =0

T—T0 T—T0
Se esiste
[@)

v=wo g'(x)

flx) _

ez g(z)

allora

. 10
lim xi-=.
aj—>1
10 10

lim 21—+ = lim e°8%' "
r—1 rx—1
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Possiamo allora calcolare il limite per z — 1

10
1—=x

log

Quindi applicando de I'Hopital, il valore del limite & e~19.

13. Lo sviluppo di Mac Laurin

Data f derivabile n volte, Il polinomio di Mac Laurin ¢ dato da

" rk
Py =327 k(!o)a:’“
k=0

Vale
f(@) = Py(z) + o(z™)

13.1. Sviluppo di ¢*. Dimostrare per induzione che

D" = e”*.
Osserviamo che
D"ex} =1
=0
Allora
T _ - n
e’ = ik + o(z")
k=0

13.2. Sviluppo di sinz. Dimostrare per induzione che

D"sinz = sin (x + ng)

Osserviamo che

_1 n—1 d .
D" sin a:] = sin (nﬁ) — {( ) n ISParl
0 n pari

Allora

. 1
sine =3 (D Gyt o)
k=0

13.3. Sviluppo di cosz. Dimostrare per induzione che

D™ cosx = cos (m + ng)

Osserviamo che

1 n—1 :
D" cos m] = cos (nz) = (=1) B p.arl .
=0 0 n dispari

Allora
n 1 "
cosx = Z(—l)k (2k)'x2k + oz
k=0 ’
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13.4. Sviluppo di In(1 + z). Dimostrare per induzione che

1

D"In(1+z) = (=1)" (n — D'

Si ha

n

In(1+z) =) (-)*! (k ;!1)! [ ! Lox’“ +o(z")

r (1+z)"
Allora
In(1+2z) = Z(—l)klixk + o(z")
Si osservi
_ _ _ _ n—k <
D — agy = = D =2e(n =k D@ —z0)™"  k<n
Si ha
D*Y i — o) = 3 i(i— 1)(i — 2)oee (i — k4 Dag(a — 20) "
i=0 i=k

14. La formula di Taylor

Data f derivabile n volte, fissato xg ci poniamo il problema dell’esistenza
di un polinomio di grado non superiore a n

P,(z) = Z ai(r — xo)i,
i=0

che abbia la proprieta

i 0
e (x — o)™
Lemma
lim (@) = Pal@) 0 «—

["(wo) — P(z0) = 0,

dim. Se vale )

f(x0) — Po(z0) =0,
f'(z0) — Py (w0) =0,

[ (wo) — Py(z0) = 0,
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Allora, applicando ripetutamente il teorema di De 1’Hopital, si ha

o f@) - Pale) @) =P o) - PR
z—zo  (z — x0)" z—wo n(x — xo)" ! n!
Supponiamo ora
i L@ = Pale) _

z—zo  (x — z0)"
e per assurdo
FH (o) = Py (w0) # 0,
per qualche k& < n. Allora, applicando ripetutamente il teorema di De
I’Hopital, si ha

iy 1) = Pul@) _ fMao) = Pi(wo)

T—XT0 (:Zj—xo)k N k! 7&0
. (z) = Pu(x) () = Po(2)
. fl@) = Palx) . fle) = Palx), ok
L T A e A

una contraddizione.
Per trovare il polinomio imponiamo

n

FFao) =Y (i = 1)(i = 2).(i — k4 Dai(z — 20) F =0k =0,.n
i=k
In = z¢ si annullano tutti i termini eccetto il termine corrispondente
ait==k

fk(x()) - k!ak =0k= 0, N

ossia

k
T
ar = / li!O)’ k=20,...,n
e
Paw) = 3 L) o s
— il
Vale
b L@ = Pa@)
z—zo  (x — z0)"
ossia

f(x) = Py(x) = o((x — x0)") perz — Tz
Il polinomio di Taylor risponde al problema di approssimare una funzione
con un polinomio.
Per le funzioni sinx e cosx

1
sinz =x — ng +o(z?), -0

1
cosx =1— 5%‘2 +o(z?), -0
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14.1. minimi e massimi. Per studiare i massimi e i minimi relativi
possiamo guardare il segno della derivata seconda. Infatti se f”(zg) > 0
ef'(xg) = 0, dalla formula

£(@) = flao) + £/ (o) (& — 70) + 3 " (o) & — w0)* + o{(& — w0)")

£() = f(z0) = 5 " @)z = 20)* + of(x — 7)) > 0,

per z sufficientemente vicino a zg e f(x) — f(zg) > 0 ossia f(x) > f(xo),
per x sufficientemente vicino a xg.

15. Serie di Taylor

In generale non e vale un risultato di convergenza della serie alla funzione
f, anche se la funzione & derivabile infinite volte. Ad esempio la funzione

B e_%, x #0,
ﬂm—{o T

¢ derivabile infinite volte in = 0, e la sua serie di Taylor in z = 0 (Serie di
Mac Laurin) ¢ la funzione identicamente nulla.
Si ha in R

+oo  n

n=0

Esercizio 15.1. Dopo aver disegnato il grafico,determinare la serie di Tay-
lor di

X —T
2
et — 7%
e & ¢
sin hx 5
Vale
f g2+l f 220
sinz =) (-1)"——+ cosz =Y (=1)" .
| |
= (2n +1)! = (2n)!
Per z € C, si ha
+oo
ef = Z—T:
= n!
Poiche z = x + iy si ha
+00 . o\p
z __ ,xt+iy . x iy T (Zy) _
e =e =e'eY =e¢ Z =
n=0
too y2n too y2n+1
ew<2(—1)”(2n)' —I—iZ(—l)"(zn " 1)'> = e”(cosy +isiny).
n=0 ’ n=0 )

Osserviamo che le potenze dell’unita immaginaria ¢ si ripetono periodi-
camente (sono cicliche con periodo 4):

=1l =ii?=-13=—i
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Per |z| < 1, vale

—+00

In(1 + ) = Z(—l)'f*%xk.

k=1
La convergenza si puo estendere al caso z = 1 (teorema di Abel) e vale

—+00

1
In2=>» (1)
n2= Y1t
k=1
Si osservi che In2 puo essere ottenuto per x = —%, dallo sviluppo
1 = 1
_ __ k-1 k
(1 - ) =-In2== > (=D)F (1) S
k=1
e quindi
+00 1

16. Formula di Stirling

James Stirling (Scotland, 1692-1770)
Vale la seguente formula di approssimazione (appare sia e che )

n
nl~ 27m(ﬁ) ,

e
ossia
n!
lm — =1
n—o0 \/2mn(n/e)" ’
oppure

‘ n
lim e =27

n—+oo n\/n

Daremo una dimostrazione di un risultato piu debole, esattamente

) nlem
lim

=C, conC > 1.
n—+00 n”\/ﬁ ’ -

Dallo sviluppo di In(1 + z), valido per |z| < 1,

400
In(l+z) = Z(—1)k+1‘i,
k=1
otteniamo
In(l+2z)—In(l —z) = f[(—n’fﬂ + 1]x—k = 2§ G
k=1 k k=0 2k + I

1

m y allora

Ora fissiamo x =

1 .
1+2j+1 :j+1

T
L= 57 J

)
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e di conseguenza

j+ 1 +oo 1
In(l+z)—In(l—2z)=1In <> =2 , .
J ; (2k +1)(25 + 1)2k+1
Quindi posto
nle™
an = ———;
n"\/n
e
11
an nrilf/g _onle” (n+1)"Mn+1
T (ntDlentl T ogn 1)len+1
ant1 AT ny/n  (n+1)le
_ l(n + 1)n+1/2
T e'n
In forza di
1\ "2 1 2n+1 2 X 1
In nt :(n—i-l/2)lnn+ _ant Z .
n n 2 2414 (2k +1)(2n + 1)2k
Poiche
*i) 1 1 X1 11 I
= (2k+1)(2n+1)% T34 (2n+1)% 3 (20 +1)21 (zn}H)Q
n+1 n+1/2 1 1
1<l <l4+-———-
n< n ) +?>4(n2—l—n)
n+1\"/? 1 1 11
1<l <1l4 — < —— iy =— —
n< n > +12n(n+ ) nn+1) n n+l
Per cui
1/n+1\""/? en
1 —_
& < n > en-ll»l
e si deduce

e a, descrescente:
Qp > Apit1

_1
® ane n crescente:
_1 _ 1
ape n < ap41e ntl

Dalla decrescenza della successione a,, poiche a, ¢ inferiormente limitata
da 0, si deduce dal teorema fondamentale sulle successioni monotone che a,,
¢ convergente a C' > 0. Non possiamo escludere da questo ragionamento

. R . _1 .
che C sia nullo, pero dalla crescenza della successione a,e™ » deduciamo
_1 N
ape” n > aje = 1. Poiche

_1 . . _1 . .
lim ape » = lim a, lim e » = lim a, lim =C,
n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-+00

risulta C > 1.
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17. Esercizi

Esercizio 17.1. Data f : I C R — R, I non vuoto, xg punto di accumu-
lazione per I.
(i) Dare la definizione dilimg_.4, f(z) =1 € R
(ii) Dare la definizione di limg_4, f(z) = +o00.
(iii) Fare un esempio di una funzione f tale che lim,_,1 f(x) non esiste.
Sia limy_, 4o f(z) = 0. Allora

[a] hIJP sin(f(z)) =0 @ lirf f(sin(x)) =0
liril f(z) =inf{f(x): z € R}
Esercizio 17.2. (i) Dare la definizione di derivabilita per f : R — R
m o
(ii) Scrivere lequazione della retta tangente al grafico di f(x) = z? in
o = 1.

(iii) Dare la definizione di derivabilita parziale rispetto alla variabile x
per f: R xR — R in (9, o)

(iv) Calcolare la derivabilita parziale rispetto alla variabile z di f(x,y) =
arctan xy

r. f:R — R & derivabile in zq se esiste finito
i %0+ 1) — f(ao)
h—0 h
y—1=2(x—1) y=2x—1
f :R — R & derivabile parzialmente in (z, yo) se esiste finito
i 4 (0 + 1y y0) — f(z0,90)
h—0 h
_ Y
1+ 22y2
Esercizio 17.3. Se f : R — R ¢ derivabile allora
[a] f potrebbe non essere continua @ f? € derivabile |f| € derivabile

r. (a) Se f: R — R é derivabile allora f & continua. (b) f? é derivabile
(prodotto di due funzioni derivabili) (c) z, |z| (non derivabile in z = 0). La
risposta e b.

Esercizio 17.4. Data

fla)=1-a>

il punto di minimo di f
[a] non esiste @ Tmin = 1/€
Tmin = €; Timin = 1

Esercizio 17.5. Data la funzione
1

fz)=lnzx+In(xz-1) - -
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11. CONTINUITA E DERIVABILITA

(i) Determinare l’insieme di definizione
(ii) Studiare i limiti agli estremi dell’insieme di definizione
(ii) Calcolare la derivata prima.



CAPITOLO 12

Integrale

1. Calcolo dell’area

Calcoliamo ’area A del segmento di parabola
f(ar:)::U2 a<z<b.
Calcoliamo un’approssimazione per eccesso dell’area A.

N
SN = Z Mn(l‘n - l‘nfl), M, = f(xn) = Sup f(l’)
n=1

(Tn—1,Tn)

Poiche

si ottiene

SN = EN: <a+ (b ;Va)”)%b&a),

n=1
N

2
Sy — (bNa) Z:la2+2a(bNa)n N ((ba)) 7

Sviluppando i quadrati

Sy = (l)_]\[a)<a2N+2a(bJ_Va)§:n+ <(b_Na)>2

n=1

2
Sy — (b;[a) (agNJFQG(b—CL)2 N(N+1)+((b—a)) N(N+1)(2N+1)>

N 2 N 6
N  (b—a®NN+1) [((b—a)\’ NN +1)2N +1)
2
SN:(b—a)CL N‘i‘a N2 + N 6
Per N — 40,
b— 3
S(x)—>(b—a)a2—|—a(b—a)2+(;b)=
¥ dd b ad
2 3 2, 3 2 2 2
— -9 - _ — - _
a“b—a” +ab”+a ab—|—3 3—|—ab ab 3 3

Sviluppare per esercizio ’approssimazione per difetto, tenendo conto che

mp = f(zn-1) = inf(,,_, ) f(z) dimostrare che per N — +o0, vale
v¥ooa?
Vo gy
In forza di

93
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sy <A< Sy,
per n — 400 si ottiene
B ad
A= —— —
3 3

La partizione che abbiamo scelto dell’intervallo [a, b] & fornita da un in-
sieme di N + 1 punti equispaziati la cui unione disgiunta fornisce [a,b], e
lampiezza dell’intervallo [z;_1,x;) & b_T“. In realtd possiamo pensare par-
tizioni dell’intervallo pitt complicate, osserviamo pero che non & detto che
aumentando i punti otteniamo un’ approssimazione migliore. Ad esempio
nel caso in cui i punti in pitt vengono aggiunti in una zona dove la fun-
zione e piatta: non aggiungiamo termini che danno luogo a una migliore
approssimazione.

2. Definizione di integrale

Occorre calcolare le somme inferiori e superiori su partizioni diverse. Per
confrontare due qualsiasi partizioni si usa 'unione delle due partizioni e le
seguenti proprieta: Se A e B sono due intervalli vale

[ ]

ir)‘ff(x) > i%ff(ac), seAC B

sup f(z) <sup f(z), seACB
A B

Si dimostra che data una funzione limitata in un intervallo, date due parti-
zioni qualunque Py = {&1,...,én} e Po = {x1,...,zp} le somme inferiori
sono minori o uguali delle somme superiori, ossia

Teorema 2.1.

N M
5= b fOE &) 30 s f(@)@n = wn-1) =S
n=1 >""bsm

n=1 (mnflyfnn)
La dimostrazione del teorema & conseguenza del seguente lemma

Lemma 2.2. Si considerino due partizioni P1 e Po e la loro unione Ps.

Allora
s(P1) < s(P3) < S(P3) < S(P2)

DIMOSTRAZIONE. Sia P; # Ps. Allora confrontiamo le partizioni P; =
{z1,....,2z5} e P3. La partizione Ps conterra almeno un punto in piu (in caso
di pi‘u punti il ragionamento si itera il ragionamento): ¢ e ¢ € (xp_1, k),
per qualche k. Allora

N
s(P) =) . inf )f(x)(xn — Tp_1) =
n=0 \Fn—1:In

k—1
inf  f(x)(@py1 — xn)+

n=1 (fEnfl:xn)
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inf f( )(xk — T— 1 + Z inf )(xn+1 - xn) =

(xk—lyxk) n=k+1 (-Tn 17xn)

k—1

Y inf f@)(@ns — )+

— (Tn—1,Zn)

N
inf z)(z—xp_1)+ Inf ) (xp—2)+ inf 2N XTpa1—Tn) =
o Sy B St 3 f(a) @)
In forza di
inf  f(z)(zr —xp—1) < inf  f(z)(z — zk_1)
(Tp—1,2k) (Tk—1,2)
inf  f(z)(@xk — zp-1) < inf f(2)(zr — 2).
(Tp—1,2k) (z,mk)
Quindi
k—1
s(P) <Y o F@)@n =)+
n—1 Tn—1,Tn
inf f(x)(z — zp_1) + + Z inf  f(2)(ng1 — zn) = 5(P3)
($k,1,z) n=k+1 xn 17xn
Quindi
s(Pr1) < s(Ps).

Dimostrare per esercizio la rimanente parte. U

Se sup s = inf S, al variare comunque della partizione, si definisce integrale
di Riemann di una funzione limitata in un intervallo tale valore e si indica
con il simbolo

b
/ f(z)dx = sups = inf S.

Non tutte le funzioni limitate in un intervallo sono integrabili secondo Rie-
mann. Ad esempio, la funzione di Dirichlet non & integrale secondo Riemann

in [0,1]
o 17 .CCGQ,
f(‘r)_{o, z R\ Q.

Sfruttando la densit‘a di Q e di R\ Q in R, si verifica che s(x) = 0 per ogni
partizione e S(x) = 1 per ogni partizione.

3. Proprieta dell’integrale

Valgono le seguenti proprieta

1) )
/a f(z)dz =

/abf(x)dac = —/baf(ac)dx

(2)
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(3)
b b b
/ c1f(x) 4 cag(z)de = cl/ f(z)dx + 62/ g(x)dz

/abf(a:)da; - /acf(x)da:+/cbf(x)dx

(5) L’integrale di una funzione dispari in un intervallo simmetrico ri-
spetto all’origine vale 0

" f(e)de =

(6) L’integrale di una funzione pari in un intervallo simmetrico rispetto

all’origine vale
f(z)dx = 2/ f(x)dx
—a 0

Una classe di funzioni integrabili secondo Riemann in un intervallo [a,b] &
la classe delle funzioni continue in [a, b].

(4)

4. Primitive

Definizione 4.1. Una funzione F ¢ una primitativa di una funzione f
continua in [a,b] se F & derivabile F'(x) = f(z) in [a,b].

La caratterizzazione delle funzioni primitive assume allora un ruolo fon-
damentale. Data una funzione primitiva di f ne esistono altre che non siano
un’addizione di F' con una qualisiasi constante? Osserviamo che mentre dire
che se F' & primitiva di f, allora F'+ ¢ & ancora primitiva € una conseguenza
banale del fatto che la derivata di una constante & zero, non & banale dire
che tutte le funzioni primitive sono fatte cosi’.

Teorema 4.2. Se F' ¢ G sono due primitive di f in [a,b] allora F = G+ c.
La dimostrazione si basa su una conseguenza del teorema di Lagrange
Teorema 4.3. Se f ha derivata nulla in (a,b) allora f é una costante.

Se (F—G)(xz)=F'(z)—G'(z) = f(z) — f(z) = 0 allora (F — G)(z) =
eF=G+ec.
Per le funzioni in continue in [a, b] vale il teorema della media integrale.

Teorema 4.4. Sia [ continua in [ . Allora esiste xo in [a,b] tale che

[z

DiMOSTRAZIONE. Dalle stime sulle somme inferiori e superiori si ha la
stima

b
m(b—a) < / f(z)dz < M(b—a),

dove

m = I[E“zf]lf() M = Iﬁéﬁcf()
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b
bia/ f(z)dx

¢ un valore compreso, tra il minimo e il massimo. Il risultato segue allora
dal teorema dei valori intermedi per funzioni f continue in [a, b]. O

Qiondi

Vale il teorema fondamentale del calcolo integrale

Teorema 4.5. Sia [ continua in [a,b]. Indichiamo con

0= [ s
allora F' ¢ una primitiva della funzione f.

DIMOSTRAZIONE. Si considera il rapporto incrementale

F(‘Hh;_F(m) = 2[/0$+hf(t)dt—/0xf(t)dt] -

per il teorema della media integrale. Vale
li h) = li h)) = f(li h)) =
lim o(h) =2, Jim f(a(h) = f(Jim 2(h)) = /(2)

Quindi esiste finito

F(z+h) — F(x)
h—0 h
e vale f(z). O

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue la formula fonda-
mentale del calcolo integrale (il problema dell’integrazione ¢ ricondotto al
calcolo di funzioni primitive).

b
/f@ﬁ=F@—F@

DIMOSTRAZIONE. Si ha

Teorema 4.6.

sostituendo r = a

ossia
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4.1. Calcolo di Area. Se
0 < f(z) < g(z),
allora )
| (ota) = p(a)do

rappresenta l’area compresa tra i grafici delle due funzioni x = a ex = b.

5. Integrale Indefinito

Si puo associare alla funzionef l'insieme delle sue primitive, ossia 1’
)
integrale indefinito. Si indica con il simbolo

/f(x)da: +c,

ove ¢ € una costante arbitraria. A differenza dell’integrale definito (che &
un numero) 'integrale indefinito ¢ un insieme di funzioni, e se fissiamo la
costante ¢ (= 0) otteniamo una funzione.

6. Integrazione per sostituzione

Supponiamo che f sia una funzione integrabile, e ¢(¢) una funzione
derivabile definita sull’intervallo [a, b] con

¢la,b] C domf.
Si ha
@ (b) b
/ fmmz/fwmwwt
o(a) a

7. Integrazione per parti

Supponiamo che f, g funzioni derivabili,

d

T (f(@)g() = f@)g(w) + f2)g (@)

f@g(@) = [ @@z = [ F@g@is+ [ f@) @)

/fmwmm—fmmm—/ﬂmﬂmm

8. Resto Integrale e di Lagrange

Definizione 8.1. Se f ¢ derivabile n + 1 wvolte, il resto dato dalla formula
di Taylor

r(zo,n) = fz) =) TG w0)"

k=0

— [ (x0)

Se f e derivabile n + 1 volte, il resto

Tz rn+1
rn(xo)z/ / (t)(x—t)"dt

|
0 n.
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Teorema 8.2. Se f ¢ derivabile n + 1 volte, il resto

rateo) = [T O ipar

|
o n:

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione del risultato segue il principio di
induzione. Per n = 0 il risultato segue da

/ " Pt = f(x) — flao)

Assunto vera 'affermazione al passo n — 1

n—1 . .
Tn—l(HTO) — f(.’L') _ Z f ( 0) (w N xo)k _

k!
k=0
A S A I N Ot K
/xo =) dt_/zo (n—l)![ — ]dt_
] st
= St )+ [0
In conclusione i
n—1 . T T — 10)" x T —t)"
r(xo,n—1) = f(x)— ! lilo)(w—xo)k = (n,o)fn(l’o)‘i‘/ an(t)(n,t)dt,
k=0 ' o '
e quindi
ol ko T —x0)"
o) = 60 = | X 0 e+ E )| =
/x fn+1(t) (JJ ;‘t)ndt.
X0 D

Dalla formula del resto integrale si deduce la formula del resto di Lagrange.

Teorema 8.3.

_ e+l (x_xo)n+1
T’n(ﬂﬁo =f + (f)W,
DIMOSTRAZIONE.
ruteo) = [ o

Assumiamo z > z¢. In [z, 2] applichiamo il teorema della media integrale
m < fPTHt) < M,

essendo
m = min f(t) M = max f(t).

['7“0 7'7‘,} [CC() 755]
Abbiamo
n+1

(z — o)™ T (x =) (z — o)
m (n+01)! S/mfﬂ(t) S M
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Ossia

Dal teorema dei valori intermedi applicato a f™*1, si ha che esiste & per cui

7 — 1o\l -1 rz A

da cul la tesi. 0
9. Trascendenza di e

Ricordiamo il seguente risultato di Hermite sulla trascendenze e.

Teorema 9.1. Il numero e ¢ trascendente, cioé non soddisfa una equazione
algebrica a coefficienti interi

DIMOSTRAZIONE. Sia f un polinomio di grado n. Abbiamo f(z) = 0.
Integrando per parti

/0 f@)e™ do+ [ f (@))% + /0 F@)e=rdz = 0

Ripetendo questa procedura otteniamo

| @ do+ [ 0@ + £@) o+ £O@)] =0
Per semplicita di scrittura poniamo
F(z) = f(x)+ f'(x) + -+ [ (x)

Ne segue, moltiplicando per e®
a
e?F(0) = F(a) + e“/ f(z)e ™ dx
0

per ogni a € R. Applichiamo lidentita per a = 1,...,m, e moltiplichiamo
ciascuna equazione per ¢;

1
ceF(0) = F(1)+ clel/ f(x)e ™ dz
0

2
2’ F(0) = e F(2) + 6262/ f(x)e ™™ dz
0
eme€™F(0) = ¢y F(m) + cmem/ f(x)e ™ dz
0
Sommiamo
c1eF(0) + 0262F(0) + -+ ene™F(0) =
ClF(l) + C2F(2) —+ o+ cmF(m)+

1 2 m
—i—clel/ f(x)e™ dx + 6262/ f(x)e ™ dx +. ..cmem/ flx)e ™ dx
0 0 0

Assumiamo per contraddizione che per alcuni interi cg, . . ., ¢, tali che ¢y #
0.
cot+ciet+--+epe™m=0
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Deduciamo la seguente identita
m i
0=coF(0)+c1F(1)+ -+ cnF(m)+ Z ciel/ f(z)e™® dx.
i=0 0

Arriveremo a una contraddizione se troviamo un polinomio f tale che
lcoF(0) + 1 F(1) 4+ -+ e F(m)| > 1

mentre
m i
‘Zciez/ f(z)e ™ dz| < 1.
=0 0

Fissiamo un numero p primo e sufficientemente grande, soddisfacente p > m
e p > |cpl|, e consideriamo il polinomio
1
f(z) = 2P Ha — 1)P(z —2)P... (x —m)P.
(p—1)!

Osserviamo

o f, f'...., f* Vsi annullano tutti in 1, 2,..., m.
e Derivando f otteniamo che f®), fPt1)  sono polinomi i cui coef-
ficienti sono multipli interi di p.

Allora dalla definizione di F' segue
(5) F(1), F(2),...,F(m) sono multipli di p.

Inoltre osserviamo che

p)(o) f(p+1 (0), . .. sono multipli di p.

e Inoltre fP=1)(0) = (—1)"P(m!)? & un intero, non & un multiplo di
p percheé p > m. Poiche 0 < |cg| < p, segue

F(0) & un intero, non & un multiplo di p.
Allora
lcoF(0) + a1 F(1)+ -+ cemF(m)| > 1

Per la dimostrazione

‘Zciei/ f(z)e™* dz| < 1.
=0 0

osserviamo
mpt+p—1 )
Quindi
mwptp—1
ch /f *xdx’<<Zcz )
m (merl)p*l

= (Z cieimm> T

=0



102 12. INTEGRALE

Poiche T'ultimo termine tende a 0 per p — +o0, per p grande si
ottiene la disuguaglianza.

O
9.1. Funzione I' di Eulero. Per z > 0

+oo
I'(x) :/ t*le~tar.
0
L’integrale ¢ ben definito e vale
ra) =1,
M(z+1)=al'(x)Vz >0
I'(n+1)=n!VneN.
Dimostrare per esercizio.
9.2. Trasformata di Fourier. Data f definiamo (ove ha senso) la

trasformata di Fourier di f
+oo

fa) = / e f (1),

—00

calcolare la trasformata di f(z) = cosz, f(z) =sinzx.

10. Esercizi

Esercizio 10.1. Calcolare

/logxdac /:Uexdx,

utilizzando la formula di integrazione per parti.

Esercizio 10.2. Per m > 2 dimostare tramite integrazione per parti che
vale la formula

/2 -1 w/2
/ sin™z dg = sin™ 2z de.
0 mJo
Segue allora iterando la formula

™/2 — 1!
/ sin? 2 dr = @n—in

/24 n
/ Sin2n+l x dr = ﬂ

B ((2n)11)2 ST i 2 da.

™
2 (2n+ DR — DI /2 2ot

T dx.
Ora

/2 . 2n /2 . 9n
sin“" x dzx. 2 1 sin“" x dzx. 1
fO . n 4+ f() <1 +

2 . - 2 . _ — ’
foﬁ/ sin?"t ¢ dx 2n foﬂ/ sin?" 1z dx. 2n

1<

e quindi

lim foﬂ/Q sin®™ x dz. _1,

n—+oo fﬂ/z sin?"t x dz
0
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112
T _ lim ((2n)M)
2 n—-+00 (2n+1)!!(2n—1)!!
11)2 2,42 .. _9)\2. 2
T _ lim ((2n)!) ~ lim 2¢.4%..(2n —2)* - (2n)
2 n—too (2n+ D20 — D! n—>+032-.52-.(2n —1)2- (2n+ 1)
e
) 2:4--(2n—-2)-(2n) . 2-4--(2n—-2)-(V2n)
T=v2 lim =2 lim
v n—to03.5..2n—1)-/(2n+ 1) n—-+oo 3-5--(2n—-1)
22.42..(2n —2)2 - (2n)? 221 (n!)?
=2 lim = lim ——=
Ricapitolando
22n(n!)2
= lim ———
Vr= lim

Esercizio 10.3. Calcolare l'integrale

2w
/ |x—z|sinaz dx.
0 2

27 z 2
r./ ]az—z\sinx dx:/Z(—x—i-W)sin:c dw+/ (x—z)sinx dx.
) 2 . 2 . 2

2

Integrando per parti 'integrale contenente x sin = si ottiene
2m
T
/ |x — —|sinx doe = -2 — 7.
0 2
Esercizio 10.4. Calcolare l'integrale

3
/ |z + 2|+ |z — 1| dz.
3

r. Abbiamo

-2 -2
/_3 (—x—2)—|—(—fc+1)dx:/_3 —2r — ldx = —2% — x| 73 = 4,

1 1
/ (x+2)+(x+1)d1::/ 3dx = 3z|;? =9,
2 —2

3 3
/(:r+2)+(x—1))dx:/ 22 + ldz = 2* + =)} = 10.
1 1
Da cui

3
/ o+ 2 + o — 1)dz = 23.
-3

Esercizio 10.5. Determinare a € (—1,1) tale che

a
d
/ v =In2.
0 1—.'1}2
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r. Abbiamo
/“ dx 1. 1+4+a
—— =—1In
o 1—22 2 1-—a
Da cui
1.1
—1In +a:ln2,
2 1-—a
1
ta_y
l1—a
Quindi
3
a=—.
5

Esercizio 10.6. Calcolare l'integrale

/xm.
2+zr+1

r. L’integrale si pud scrivere:
1 2 1 1 —1
/“”‘m+/mz
2) 22+x+1 2) 22+x+1
1 2 1 1 -1
/Hdaz—k/daz:
222 +x+1 2) 24+x+1
11(2+ +1) - L aret < - )
—log(z* 4+ x arctan| —x + —
9 \[ \[ \[

tenuto conto che
?+r+l=(z+ E 2 + 3
N 2 4

Esercizio 10.7. Calcolare gli integrali

2
1

/(m’”(logaz+1))d:c,
19

Jus

4
/ | cos? z — sin® z|dz.
0

r. Calcoliamo il primo integrale. Abbiamo

2 2 _ 11
1 2¢ -1
/ —(z*(logz + 1))dx = =1.
13 3
Calcoliamo il secondo integrale:

I I 1 (3 1
/ | cos? & — sin? |dx = / | cos 2z |dx = / costdt = —.
0 0 2 Jo 2

Esercizio 10.8. Calcolare I’ integrale

G 1
/m.
o cos(m—x)
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6 1 501
R el At I
o cos(m —x) 0 COSXT

+ z,

r. Risulta

posto

s
y=75
2
procediamo per sostituzione

i 1 3 1
—/ —dy = _/ mdy-
g simy g COS§S1H§

Moltiplicando numeratore e denominatore per
1
2y
cos® 5

i 12y
_/3 cos Zd(g)
= tang "2

2

Da cui otteniamo il calcolo dell’integrale

troviamo

—y _ _ indi
ove z = § calcolato tra z = 7 e z = §. Quindi

r. Abbiamo

s us
2 |sinz — 1 2 ]1—sinx
s sin® x =~  sin“x
3 3
us s
2 1 2 1
— dx — ——dx =
r sin“z z sinz

log | tan(%)| + cotg =log V3 +

1
/dm
5—3cosx

x = arctant

Esercizio 10.10. Calcolare

r. Poniamo

0ssta
t = tan =
X
Da cui
1—t2
CcCoST = .
142
Inoltre 5
dx dt,

12

105
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1
/dx:/2dt:/1dt:
5—3cosz 8t2 4 2 442 + 1

z =2t

1 1 1
5 T_Hdz = 5 arctan z.

Poniamo

Sostituendo z si ha

1 1 x
—————dx = — arctan (2 tan —).
5—3cosx 2 2

Esercizio 10.11. Calcolare lVintegrale, al variare 0 < A < 1,

™

/ ’ | sin Az | sin Axdz.
0

r. Essendo 0 <A <1, 0 < Az < §, quindi

/2 | sin Az | sin Azdx = /Q(Sin)\az)Qdaz.
0 0

Sostituendo Az = t, Adx = dt, da cui dx = %dt Da cui l'integrale indefinito
si risolve per sostituzione ed integrazione per parti (oppure fecendo uso di

formule trigonometriche). Si ottiene
T 1 . A7 AT
— — —sin — cos —.

4 2A 2 2

Esercizio 10.12. Calcolare l'integrale
8y
/ | sin x| cos |x|| cos x|dx.
0

r. Nell'insieme [0, 27] la funzione sinz & non negativa, quindi
|sinz| = sinx

e anche x, quindi |z| = x, mentre cos z cambia segno e quindi

3m ud 3m

1 2 4
/ | sin x| cos |x|| cos z|dx :/ sinx(cosa:)Qda:—/ sin z(cos z)?dz,
0 0 z

2
quindi

V2
2

4 1
/ |sinz| cos |z|dr = = (1 — (==-)?).
0 3

Esercizio 10.13. Calcolare l’integrale

261
/ ogx d
e x

Esercizio 10.14. Dimostrare, utilizzando risultati di teoria, che

1
o 43
dt > —.
/0 c 30
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r.Abbiamo
4

e’ = 1+t2+%+04(t)
con
O4(t) >0

in (0,1]. Quindi
2 2 t4
et21+t+5

1 1 4
g , 1 1 43
dt> | Q+2+9)dtm1+ -4 — = =2
Ae .A(+ +3) T30 30

Esercizio 10.15. Calcolare lo sviluppo di MacLaurin di Ffino al secondo
ordine, con il resto di Lagrange, ove

f(z) = /01‘ e~ dt.

rApplichiamo il teorema fondamentale del calcolo
x
f) = [ e
0

fla)=e .

Abbiamo
f(x) = e,

f”’(l‘) _ 726—332 + 4$2€—12’
e calcolato in &

7€) = —2e7¢ agte €,

1
flz)=z+ 5(—26_52 + 4526_52)x3,

ove ¢ ein (0,x).

Esercizio 10.16. Calcolare il limite

fox e tsin Vtdt

lim -
z—0+ sinx
r Il limite e nella forma %. Applicando de I'Hopital, e utilizzando il

teorema fondamentale del calcolo per il numeratore si ha che il limite e 0.

Esercizio 10.17. Calcolare ’area del triangolo che ha come estremi (0,0),

(E,0) e (%F, f(45)) con
f(z) = tanz? + e 1.

Specificare (motivando la risposta) se tale area costituisce un’approssi-
mazione per eccesso o per difetto dell’area della regione piana limitata indi-

viduata dall’asse x, dalle rette x = 0, x = VT ¢ dal grafico della funzione

2
1.
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r L’area del triangolo si ottiene:
_1vm =
2 2
Inoltre tale area costituisce un’approssimazione per difetto, essendo la
funzione convessa e dunque il suo grafico al di sotto della retta congiungente

(VT e Vi) e (0,0)
NG

2 -z
—tana? te @ 1< ——eT g, € (0, Y2,
f(x) =tanz” +e _ﬁe x x € ( 2)

Da cui il risultato segue per integrazione.

Esercizio 10.18. Valutiamo
1
/sinx cos zdr = /sin zd(sinz) = 5 sin? z 4 ¢

Ma vale anche

1
/sinazcos xdr = — /COS xd(cosx) = D) cos’x + ¢

Trovare la spiegazione

11. Integrazione per parti, formula di Wallis, e calcolo della
costante nella formula di Stirling

Sia m > 2; dimostrare, tramite la formula di integrazione per parti, che
vale la formula

/2 m—1 w/2
/ sin™x de = —— sin™ 2z da.
0 m-Jo
Segue allora iterando la formula

/2 on — 1)
/ Sin? ¢ dr = (ni)ﬁ
0

2n)!! 2
/W/Qi sin?" ™z da = _@n)t
0 (2n + 1)!'
e
T ((2n)!M)? 07r/2 sin?" x dx.
2 (2n+ D20 — 1! foﬂ/Q sin2"+ o do.
Ora
1 < fOW/Q sin?" z dz. _2n+1 foﬁ/2 sin?" z dz. <14 1
fOW/Q sin?" 1z dx 2n foﬂ/2 sin? 1z de. 2n’
e quindi
i foﬂ/Z sin®" x dr. .
nil}#loo /2 s 2n+1 -
Jo /" sin x dx
e

112
T (e
2 n—too (2n+ 1N(2n — 1!
12 2.42.. —9)2. 2
T lim ((2n)!) — lim 2¢.4%..(2n —2)* - (2n)
2 n—too 2n+ D20 — 1N o400 3252 (2n—1)2- (2n+ 1)
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Inoltre segue
22.42..(2n — 2)% - (2n)?

= e s an o1 @it 1)
Sia
nle”
Cn = i
Vogliamo far vedere che il suo limite vale
C =+2m.

i (n|)4 .24n+1
3, (@ n

L 2e4e-@n)t 2 (2422 2
C(1-2--(2n)2 n (1-3---(2n—1))2 n
22 4-4 2n - 2n dn + 2
13 3.5 (2n—-1)-(2n+1) n
Quindi, (abbiamo gia dimostrato ¢, > 1)
k2.2 4.4 2n - 2n 4n + 2
n—toocy 1-3 3-5 (2n—1)-(2n+1) n
lim ¢, = V27
n—-+00

12. /n






CAPITOLO 13

Studio di funzioni

1. Studio di funzioni

) Insieme di definizione.
) Insieme dei punti singolari interni all’insieme di definizione..
) Studio del segno
) Comportamento asintotico di f.
) Insieme di derivabilita di f e calcolo della f'(z).
) Studio dell’insieme ove la funzione f non & derivabile (punti ango-
losi, cuspidi).
(7) Intervalli di monotonia.
(8) Insieme ove la funzione & derivabile due volte e ivi calcolo della
/().
(9) Convessita e di concavita.
(10) I punti di massimo, minimo relativo e i flessi.
(11) Estremo superiore ed inferiore dei valori assunti dalla f, specifican-
do se si tratta di massimo o minimo
(12) tracciare il grafico

(1
(2
(3
(4
(5
(6

2. Grafici di funzioni elementari

FIGURA 1. Grafico di f(z) =sinz f(z) =sin2z f(z) =sin(32)

M8 - 2 24 118/ -ol8 o 16 2ja 3k 934

FIGURA 2. Grafico di f(z) = sinz, grafico di f(x) = cosz

Calcolare
27
/ | cosx — sin x|dx.
0

111
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FiauraA 3. Grafico di f(z) = |cosz —sinx
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3. La funzione esponenziale

flz) =e”

-als B g2 |24 —T6 o8 ojg 1l6 24 3 48

FIGURA 4. Grafico di f(z) = €”.

(1) Insieme di definizione. R.

(2) Insieme dei punti singolari. {0}

(3) Studio del segno. Sempre positiva

(4) Comportamento asintotico di f. lim,_, o €* = +00 limg__oo €¥ =
0

(5) Insieme di derivabilita di f e calcolo della f/(z). R, f'(z) =€
(6) Studio dell’insieme ove la funzione f non ¢ derivabile (punti ango-
losi, cuspidi). {0}
(7) Intervalli di monotonia. f/(x) > 0 in R da cui si evince che la
funzione & crescente.
(8) Insieme ove la funzione e derivabile due volte e ivi calcolo della
P@). R, )=
(9) f"(z) > 01in R, da cui si evince che I'intervallo di convessita ¢ R
(10) T punti di massimo, minimo relativo e i flessi. {0}
(11) Estremo superiore ed inferiore dei valori assunti dalla f, specifican-
do se si tratta di massimi o minimi. infg f(x) =0, supg f(z) =
+00.
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4. La Funzione logaritmo

f(z)=Inzx

-48 B 32 24 -16 08 o 1l6 2l 32 48,

1 ]
£ =

F1GURA 5. Grafico di f(z) =Inx.

(1) Insieme di definizione. (0, +00).
(2) Studio del segno. Positiva per z > 1
(3) Comportamento asintotico di f.

Iim Inx = -
z—0t

(4)

lim Inz =400
r——+00

(5) Insieme di derivabilita di f e calcolo della f/(z) R f'(z) =1

(6) Studio dell’insieme ove la funzione f non ¢ derivabile (punti ango-
losi, cuspidi). {0}

(7) Intervalli di monotonia. f/(z) > 0 in R da cui si evince che la
funzione ¢ sempre crescente.

(8) Insieme ove la funzione ¢ derivabile due volte e ivi calcolo della
(). (0,00),  f'x)= -k

(9) I punti di massimo, minimo relativo e i flessi. {0}

(10) Convessita e di concavita. f”(z) < 0in (0,00), da cui si evince che

'intervallo di concavita ¢ (0, 00)

(11)
inf f(x) = —o0, sup f(x) = +o0.

5. La funzione seno cardinale

La funzione sinc normalizzata ¢ cosi definita

sinc(x) =

in(rz)
Sll’lﬂ—xm T % O7
1 z =0,
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la funzione sinc non-normalizzata,
sin(x)
—= x #0,

T

(7) sinc(x) = ) 0

La funzione sinc non-normalizzata assume il valore zero per multipli, non

FIGURA 6. Grafico di f(z) = sincz normalizzata

nulli, di 7; quella normalizzata per valori interi, sempre diversi da zero. Ci
occupiamo d’ora in poi della funzione sinc non normalizzata La funzione

sinc ¢ continua e )
d sinz  cosx

£S1nc(x) = .

d
—sinc(z) =0 <= tanz ==z

Grafico di f(x) =tanz e f(z) =z La funzione sinc non ¢ elementarmente

integrabile. Tuttavia si puo dimostrare

A5 - 05 U3
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+o0 ] T
sinczdxr = —,
0 2

+00
/ |sincz|dzr = 400
0

(n+1)m (n+1)m (n+1)m \sinx\
an —/ |sincx]da:—/ x—/ dx
nm nm nm T
t=x—nw

Ponendo
(n+1)m T | T |
/ ]smx! dr — / |sin(t + nw)]dx _ / |sin ¢| d
o 0 t+nm o t+nmw

t+ nmw — 7r+n7r

sinx

x

Poiche

N-1

N N-1 2
sincx|dx = ap > —_—
Jo i = o2 3

che mostra la divergenza

6. Esercizi
Esercizio 6.1. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(z) = In(z? — 2|z| — 3).

r. Occorre risolvere i problemi

x>0, 22 —2x—-3>0
€
z <0, 2?2 — 42z —3>0.
Da cui
x>0, 2 —2-3=(z-3)(z+1)>0
€

r<0, 2*42r—-3=(x+3)(z—1)>0.
Quindi si ha
>3

T < —=3.

Insieme di definizione:
(=00 —3) U (3,400).

Intersezioni con gli assi nei punti x =145 e x = —1 — /5.
Inoltre abbiamo
lim f(z) = —oo,

z—3+
lim f(x)= —o0,
r——3"
mentre

)

lim f(z) =

T——+00

+00
lim f(z) = +oo0.
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Inoltre per x > 3

f’(x) _ 22:(;—2

xz* —2x — 3

117

e positiva nell’insieme di definizione per x > 3, pertanto in tale intervallo

la funzione é crescente. Inoltre la derivata seconda

IL'2 — Zr — T — 2

(22 +2x—3)2 (22 —2x —3)2
e negativa, pertanto la funzione é concava.
Analogamente per x < —3
2z 42
/ = -
fz) 2?2 4+ 2x —3

e positiva nell’insieme di definizione, per x < —3, pertanto in tale intervallo

la funzione é crescente.

(2) 2(x? + 27 — 3) (22 + 2)2
x) = —
(@2 +2x—3)2  (22+2x —3)?
e negativa, pertanto la funzione é concava.
Da cui il grafico

=10

FIGURA 7. Grafico di f(z) = In(2? — 2|z| — 3)

Esercizio 6.2. Studiare e disegnare il grafico della funzione

1+ 1In(x —e)?
flz) = 1+n(z—e)”
Tr—e
r. Insieme di definizione:
T #e
asintoto verticale.
Abbiamo
1+In(z—e)?
1 = —oq,
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1+ In(z —e)?
i LHIRE—e”
r—e xr— e
Inoltre )
lim 1+In(z—e) o,
T——+00 r—e
1+ In(z —e)?
lim 1tm@—e) n(z —e¢) =0.
z——00 T—e

Da cui y =0 é un asintoto orizzontale.
Si assuma x > e. Calcolando la derivata si ha
x =+/e+ e éun punto di massimo relativo.
Si assuma x < e allora x = —y/e + e é un punto di minimo relativo. Si
ha un flesso per x = 2e e per x = 0.
Disegnare il grafico.
Esercizio 6.3. Studiare e disegnare il grafico della funzione
flx) =a%e".
r. La funzione é definita per x > 0. Inoltre
xli>r(r)lJr f(l’) =1
lim f(z)= +oc.
r—+00
Studiamo la derivata prima.
f(&i‘) — exlnxe—x — ewlnx—x.
Da cui
f'(x)=2"¢"(xlnz — 1) =2 “(Inz +1—1).
Dunque la derivata prima si annulla per x = 1. In tal punto la funzione
vale e, Calcoliamo la derivata seconda:
1
f'(@) = 2% (Inz)? + ~).
x

Pertanto la funzione non presenta flessi e risulta convessa nel suo insieme
di definizione. Quindi x = 1 risulta essere un punto di minimo.
Da cui il grafico della funzione.

-48 B 32 24 -16 08 o 1l6 2l 32 458,

FIGURA 8. Grafico di f(x) = z%e™*
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Esercizio 6.4. Studiare e disegnare il grafico della funzione

flz) = Vl]a? —2[ -2

r.Basta studiare la funzione per x > 0, essendo una funzione pari. La
funzione é definita per x > 2. In © = 2 wale zero, é sempre crescente e
concava.

Da cui il grafico della funzione.

F1GURA 9. Grafico di f(z) = +/|z? — 2| —2

Esercizio 6.5. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(z) =In(zxnx).
r. La funzione é definita in I = (1,400) e wi di classe C™.
Abbiamo
lim f(x)=+o0
T— 00
li = —o0.
Jim f(z) = —oo
Poiche f ¢é derivabile in I, si ha per x > 1

f(z) = xlix(lnx +1)

Quindi f & crescente in (1,400) e non ha punti di massimo o minimo in tale
intervallo.
Per x > 1 calcoliamo la derivata seconda che risulta megativa pertanto
la funzione € concava:
1

1
" _ 2
M (x) = ) (:Eaclnx —(1+Inz) )
Quindi f € concava in I. Da cui il grafico della funzione

Esercizio 6.6. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(x) = |z|In|z].

(Si richiede di studiare in particolare la regolarita della funzione in x =0).
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F1curaA 10. Grafico di f(z) = In(zlnz)

r.La funzione é definita in R\ {0}, continua e pari. Si ha
lim f(x)=0.
z—0
Il punto x = 0 é una singolarita eliminabile.
Studiamo la funzione per x > 0. Si ha

lim f(z)= +oc.
T——+00

Calcoliamo la derivata prima:

1
f(z) = z +Inz=1+Inz.
Abbiamo
fi(x)=0
se e solo se
1
= —.
e

1l valore della funzione in x = % e dato da —%.
Inoltre

) =

e sempre positiva per x positivo, pertanto la funzione é convessa e il punto
T = % e un punto di minimo. La funzione risulta prolungabile con continuita
m x =0, mentre
. /

i ) =
mentre

lim f'(z) = +oo0.

z—0~
Pertanto il punto x = 0 & un punto di cuspide. Dalla parita seque il grafico
della funzione
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FIGURA 11. Grafico di f(z) = |z|In|z|.

Esercizio 6.7. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(@) = (2% + z)e 2,
In particolare esaminare la continuita e la derivabilita nel punto x = 0.

r. La funzione é definita in R, si annulle in ¢ = 0, e x = —1.
Supponiamo x > 0. Allora

fla) = (@ + ).
Inoltre
leHolo f(z)=0.
La derivata prima della funzione é
fl(x) = 2z +1)e* —2(2? + 2)e 2%,
fl(x) = 2z +1 —22% — 2z)e™ %",
fl(z) = (1 —22%)e 2",

Quindi la derivata prima, nell’intervallo considerato, si annulla in x =

s 5

Dallo studio del segno della derivata seque che la funzione ha in x =

Sl

punto di massimo relativo.
La derivata seconda vale

f//(ﬂf) = (—433)6_2”3 —2(1 - 2332)6—235’
f”(x) = (4{1}2 — 4 — 2)6—230‘

La derivata seconda si annulla, nell’intervallo considerato, per

2+2V3
l‘:T.

Per <z < %ﬁ la derivata seconda é negativa, pertanto la funzione

e concava, mentre € positiva per x > %g) pertanto la funzione é convessa

i tale intervallo.
Per x <0 si ha

f(x) = (2% + z)e*.
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Inoltre
lim f(x)=0.

T——00
La derivata prima della funzione é
fl(z) = (22 +1)e*® + 2(a? + x)e**,
fl(x) = 2z + 14 22% 4 2x)e*®,
fl(x) = (22 + 4z + 1)e*®.

Quindi la derivata prima, nell’intervallo considerato, si annulla in r =
AN Gy g = =AE2V2
1 =1

Dallo studio del segno della derivata segue che la funzione ha in x =

*4*42\/5 un punto di massimo relativo, mentre in x = —7422\6

manimo relativo. La derivata seconda vale
f"(z) = 2(22% 4 62 + 3)e®.
La derivata seconda si annulla per

—6—2V3
r=—",

un punto di

4
—6+2V3
r=—
4
Per % < x < 0 la derivata seconda € positiva, pertanto la funzione é

convessa, tra le due radici la funzione é concava, mentre per x < —%
la funzione é convessa. La funzione é continua e derivabile in x = 0, mentre
non esiste la derivata seconda in x = 0.

FIGURA 12. Grafico di f(z) = (2% + z)e 2.

Esercizio 6.8. Studiare e disegnare il grafico della funzione
Inx
f(z) = Nk

r. La funzione ¢ definita per x > 0 e i continua e derivabile. Abbiamo

lim f(z) = —oo
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f(1) =0,
lim f(z) =0,

T——+00

1 1
Pla) = (1 - Lma).
x?2 2
Da cui, risolvendo f'(x) =0, troviamo

2=Inz,

Abbiamo L3
(@) = (5 In(z) - 2),

z2 4
f"(€%) <0,
dunque il punto € di un punto di massimo relativo. Inoltre
8

T =e3
e un punto di flesso.
Inoltre f ¢ crescente per in (0,e?), decrescente in (e?,+00), concava per
8 8
(0,e3), convessa per x > e3.
Da cui il grafico della funzione.

=4

oy
~
o
=
G

F1Gura 13. Grafico di f(x) = th;

Esercizio 6.9. Studiare e disegnare il grafico della funzione

f(@) = /lz® = 1].
r. La funzione & definita per ogni x reale, € continua, € inoltre derivabile
in ogni punto x # 1.
f(z)=0 se x=1.
Inoltre

lim f(x)= +o0,
r—+00
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lim f(x)= +o0.

T——00
St ha
2 —-1>0 se r>1

Assumiamo x > 1. Calcoliamo la derivata

rooN 372
T =Syt

La funzione é crescente in (1,400). Inoltre
lim f'(z) = +oo.
i, f'(a)

La deriwata seconda € data da

”aj:;—ﬁ :Ca:3—
J'@) = g T et - ),
//x :;$4_ T
J'@) = @t~ )

" 3 .CC$3—

J'@) = e =)

f(z) =0 se x =43 = 1.5874.

Per x> 43 = 1.5874 la funzione é convessa, mentre per 1 < x < 1.5874, la
funzione é concava.
Assumiamo © < 1. )
—3x
!
T) = ——.

La funzione é decrescente in (—oo,1). Si ha
f(z)=0 se x=0.

Inoltre
linlai f'(z) = —oo0.
La derivata seconda ¢ data da
@) = > (~3a* — da(1 — o)),
4(1 — x3)2
3
(@) = ——— (=" — 4x)),
4(1 - 333)%
(@) = ———a(a® — 1))
4(z3 = 1)2

Nell’intervallo di interesse
f"(x)=0 x=0.
Per x > 0 e x < 1 la funzione ¢ concava, mentre per —oo < x < 0, la
funzione € convessa. Pertanto la funzione ha due punti di flesso x =0 con
1

f(0)=1, ex =45 =1.5874 con f(1.5874) = 0.766421.

Il punto x =1 € un punto di cuspide.

Inoltre f(1) < f(x), per ogni x in R, quindi x =1 é un punto di minimo
assoluto.
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Da cui il grafico della funzione.

FIGURA 14. Grafico di f(z) = /|23 — 1].

Esercizio 6.10. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(z) = Vsinz — cosz.

r. La funzione é periodica pertando verra studita in [0,27]. Insieme di
definizione:
sinz > cosx
Limitandoci a [0, 27], abbiamo

T
4~ — 4
Inx=7% ein %.
Inoltre la derivata prima vale

1 cosx +sinx
fl(z) = s/ ha :
2\/sinx — cosx

Quindi

per r = %’/T. Inoltre

La derivata seconda vale
1

1
+(—(—cosz +sinz)? — ~(cosz + sinx)?).
2(sinz — cos x)2 2

Essendo negativa, il punto é di massimo e la funzione concava.
Da cui il grafico.

Esercizio 6.11. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(z) =Inlz* —1].

r.. La funzione é pari, la studiamo quindi in [0,+00). Restringendoci a
tale intervallo la funzione € ovunque definita eccetto x = 1.

lim In|z* — 1| = —oo,
z—1t
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FI1GURA 15. Grafico di f(z) = v/sinx — cosx

lim In|z? — 1| = —oo0,
z—1—

lim In|z* — 1] = +oo,

r——+00
f(0) = 0.
Inoltre, se x > 1, z* —1 >0, si ha
f(z) =In|z* — 1] = In(z* — 1),
423
"(x) = >0
per x > 1. Poiché f'(x) > 0 in (1,+00) la funzione é crescente.

Abbiamo

12222t — 1) —162°  —4a® — 1227

1 — < 0

quindi la funzione é concava.

Per 0 <z <1 la funzione vale

fx)=Inz* =1 =In1 —2*,
—4q3
! — < 0

per 0 < x < 1, essendo 0 se x = 0. Per cui la funzione é decrescente in
(0,1).

Abbiamo

—1222(1 — 2%) — 162°  —42% — 1222
() = x?( :L‘4) A ! z° 0,
(1—=%)? (1—a%)?
quindi la funzione é concava.
1l punto x = 0 € un punto di massimo relativo.

Per simmetria si ottiene il grafico della funzione.

Esercizio 6.12. Studiare e disegnare il grafico della funzione
f(z) =tanaz? + e

nell’intervallo (—/%, /%)
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FIGURA 16. Grafico di f(z) = In|z* — 1]

r. Si ha che la funzione é pari, pertanto bastera studiarla in (0, \/g)
Si ha
f0)=1
Inoltre
lim f(z)=+o0
T——+00

Calcoliamo la derivata prima della funzione:

, 1 22

Calcoliamo la derivata seconda:

1 2 2sin 22 2
" o — 2 _
f(x) _2<—0082x2 —e " ) + 4z <—cos3x2 +e® )

In (0, \/g) la derivata prima é positiva, pertanto la funzione é crescente.
Per studiare la convessita possiamo operare in due modi.

a) Ricordare che:

Siano f, g due funzioni positive definite in un intervallo di R. E semplice

far vedere che se f e g risultano crescenti (non decrescenti) anche la funzione
prodotto

hz) = f(x) - g(x)

risulta crescente (mon decrescente).

b) Calcolare la derivata seconda .

Applicando uno dei due punti al nostro caso si ha
a) in (0, \/77?) la funzione f(x) = 2x ¢ positiva, anche
1
g(2) = —5— —e "

cos? z2
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e positiva, inoltre le funzioni in tale intervallo risultano crescenti. Pertanto
la convessita seque dalla proprieta di monotonia della derivata.

NG

b) Osservando che la derivata seconda in (0,%5~) ¢ positiva.

1l punto x = 0 risulta un punto di minimo assoluto. Disegnare il grafico

7. Derivate parziali prime e seconde

Data una funzione f definita in un intorno di (xo,y0) € R?, f si dice
derivabile parzialmente rispetto a x nel punto (xg,yo) se esiste ed ¢ finito il
limite

i 4 (@0 + 1 y0) — f(z0,90)

h—0 h
11 valore del limite si indica con f, (g, yo) e si chiama derivata parziale prima
rispetto a x della funzione in (zg, yo).
f si dice derivabile parzialmente rispetto a y nel punto (zg,yo) se esiste ed
¢ finito il limite

lim f(xo,y0+ k) — f(l‘o,yo)‘
k—0 k

I valore del limite si indica con fy(zo,yo) e si chiama derivata parziale prima
rispetto a y della funzione in (xg,yo).
f si dice derivabile parzialmente rispetto a x o rispetto a y in un aperto A
se & derivabile parzialmente in ogni punto di A.

Le derivate parziali definiscono allora funzioni su cui possiamo eventual-
mente ripetere 'operazione

f:ca: f:cy fyx fyy'

7.1. Forme quadratiche in R? e la matrice Hessiana. Una matrice
Q si dice non negativa (rispettivamente, non positiva ) se la forma 2TQz
(z = (z,y) is semidefinita positiva (rispettivamente negativa) cioé se

2
TQz= " qijwiy; >0
ij=1
(rispettivamente, 27 Qz < 0,) V(z,y) € R2

Una matrice @ si dice positiva (rispettivamente, negativa) se la forma 27 Qz
¢ positiva (rispettivamente, negativa)

2
Q2= qijuiy; 0 (27Qz < 0)V(x,y) € R?, 2,y # 0.
ij=1

Esempio 7.1. Un esempio di matrice positiva é data da

- (20)

poiche 2% + - +y?> > 0. Un esempio di matrice non negativa ¢ data da

) o=(70)
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mentre una matrice indefinita € data da

(10) Q=<é _02>

Se restringiamo ’analisi alle matrici 2 x 2 allora abbiamo il seguente

Teorema 7.2. Sia

" o= (m o)

421 422

una matrice simmetrica.

Q| = detQ = 11922 — (q12)*.

Allora
Q>0 equ>0,—= Q>0

Q>0 eq1<0,= Q<0
Se det@Q < 0, allora Q é indefinita.

DIMOSTRAZIONE. Data la forma quadratica
ax?y + 2bx 29 + a3,

essa puo essere equivalentemente scritta
2
b ac—b* ,
alry+-—x2 | + 5,
a a

da questa formula si evince chiaramente il risultato. O

8. Massimi e minimi interni per funzioni C?

Diciamo che (zg,y0) € un punto interno a 2 se esiste § > 0 tale che
B(zo,40),0) C Q. Siha il Teorema di Fermat

Teorema 8.1 (Fermat). Sia Q C R? e (z0,yo € 2 un punto di minimo di f
in Q. Se f ammette derivate parziali in (xo,yo) (To,yo) € un punto interno
a ), allora

D f(zo,y0) = (fz(x0,v0), fy(z0,y0)) = 0.

Sef ammette derivate parziali seconde in 2, possiamo associare a f la
sua matrice Hessiana

21y O°f (o
(12) D fay) = G0 gty

e il determinante della matrice Hessiana, assumendo
P a,9) = 2 (o)
Oxdy Y= OyOx Y

e dato da
=510 2Ly
© 0z2 0y? 0xdy
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Teorema 8.2 (Condizioni sufficienti del secondo ordine). Sia @ C RV e
f€C%Q). Se (xo,y0) €N ein e

D f(xo,y0) =0

D? f(z0,0) > 0, (rispettivamente D*f(z0,10) < 0)

allora (xg,y0)é un punto di minimo locale (rispettivamente di massimo lo-
cale) di f in Q.

9. Esercizi

Esercizio 9.1. Trovare eventuali punti in cui si annullano le derivate prime
di f(z,y) = e®(z + 1) + 33/,



CAPITOLO 14

Cenni sulle equazioni differenziali ordinarie

1. Introduzione

Consideriamo il problema seguente che coinvolge sia la funzione y sia la sua
derivata prima 7/.
Supponiamo p € R e proponiamoci di risolvere

y'(z) = py(=).
Si dice soluzione dell’equazione differenziale una funzione y derivabile che

soddisfi la relazione definita dall’equazione.
Una soluzione ¢ data da

y(x) =™
Esercizio 1.1. Verificare che y(x) = e’ & una soluzione di y'(x) = py(x).
Esercizio 1.2. Se p € C, x € R mostrare che ancora y(x) = eP* & soluzione
y'(z) = py().

Soluzione. Dalla forma algebrica di un numero complesso p = A + i6 con
A, 0 € R e della formula di Eulero

ef = M0 = e)‘(cost9+isinc9),
SexeR

e()\+i9)ac — e/\:):(

cos Bz + isin Ox) ,
D(e* cos fz) = M (Acosfz — @ sin bz)
D(e sinfz) = e (Asinfz + 0 cos Ox)

D(e()\-f—i@)x) _
D(e)‘x ( cos fx + isin Hac)) = A+ iH)e)‘x ( cos Oz + sin 93:) =

(A +i0)eMei?™ = (X + Z'G)e(’\”e)m.

La formula generalizza in C la notevole proprieta in R, e dimostra che
y(z) = e’\w(cos fx + isin 93:), p = X\ + 16 verifica

Y'(z) = py(x)

131
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2. Equazioni del primo ordine omogenee: formula risolutiva

Pit generalmente

3. Equazioni del primo ordine : formula risolutiva

Y (2) = a(x)y(z) + b(x)
y(z) = 6fa(if)clt |:C+ /b(S)e_fa(T)deS],

Esercizio 3.1. Verificare che y(x) = el o)t {c+ fb(s)e‘fa(T)des], é, al
variare di ¢ € R, una famiglia di soluzioni di y'(z) = a(z)y(x) + b(x)

La soluzione dell’equazione differenziale si ottiene sommando alla fami-
glia di soluzioni dell’equazione omogenea una soluzione particolare. Nel caso
in esame la soluzione particolare ¢ data da

y(z) = efa(t)dt/b(s)e—fa(ﬂ-)drds

3.1. Problema di Cauchy.

{y'm = a(z)y(z) + b(z)
y(zo) = o

y(m)—emo a(t)d [yo+/b (r)dr Tds|,
4. Equazioni del secondo ordine omogenee a coefficienti costanti

y'(x) +ay'(x) + by(z) =0,  a,bER
Si considera il polinomio P(\) detto polinomio caratteristico
PO\ =X +ar+b<

di cui si determinano le radici

—a++va?—4b

2
Si ha
>0 y(x) = crem2(-a—VA)e +026 3(-atvVA)
A=a?>—4b{=0 y(r) = cre” 397 4 cype 2
<0 y(zr) = cre —zor “sin(3 VAZ) + coe” 30 * cos(3VAz)
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5. Equazioni del secondo ordine non omogenee a coefficienti
costanti:alcuni casi

o'(2) + g/ (&) + by(z) = 9(a)
Ci occuperemo del metodo di somiglianza, ossia dato g(x), cercare una
soluzione particolare y,(x) del tipo g.

e g(x) = Qn(x), Qn polinomio di grado n, allora
Gr(x)se Anon e soluzionedi P(\) =0
xGp(z)se X esoluzione semplice di P(\)
272Gy (x)se X ‘esoluzione doppiadi P())

Yp(z) = 0
0

dove G,e un polinomio di grado n,
o g(x) =Ce*®
Ke** se anon ésoluzione di P(a) = 0
yp(x) = < Kze™ se v & soluzione semplice di P(a) = 0
Kx?e% se a & soluzione doppiadi P(a) = 0

dove K e una costante reale opportuna.
e g(x) = Acos(fBx) + Bsin(fz)
(2) K cos(fz) + H sin(fx) seiff non e soluzione di P(a)) = 0
€Tr) =
Yp x(K cos(fz) + H sin(fx))seifd, ésoluzionedi P(a) =0
dove K, H costanti reale opportune.

5.1. Problema di Cauchy.
y'(7) + ay'(x) + by(x) = g(x)
y’(xg) =
y(zo) = Yo
y(a:) = Yomogenea + Yp,

con le condizioni y(zo) = yo ¥'(z0) = 11






CAPITOLO 15

Esercizi di Ricapitolazione

0.2. Esempio di esercizi da risolvere con soluzioni.

Esercizio 1

(i) Verificare che x = 0 & un punto stazionario della funzione

1
f(x) = m;

(f'(0) = 0).

(ii) Verificare che x = 0 € un punto di massimo relativo.

Esercizio 2

Calcolare, se esiste, il limite
1 n
lim 2n<1 + >
2n

n—-+o00

Esercizio 3

4
/ le? — 7| dt
0

li fox e dt

z—0+ et —1

(i) Calcolare

(ii) Calcolare

Esercizio 4

Calcolare la soluzione della seguente equazione differenziale ordinaria

y'(x) + y(z) = 2°

Domanda 1

(i) Dare la definizione di derivabilita per f : R — R in
i) Dare la definizione di derivabilita parziale rispetto alla variabile y
per f: R xR — Rin (x9,y0)
(ii) Calcolare la derivata parziale rispetto alla variabile = e la derivata
parziale rispetto alla variabile y di f(z,y) = sin(z2y3)
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Domanda 2

Se f: R — R é continua allora

[a] f é derivabile E |f| é continua |f| é derivabile

n
Sia > ~>7 (@) una serie tale che lim,, .,y a, =1ea, >0Vn € N.
Allora

[a] La serie converge E La serie diverge
Nessuna delle precedenti

0.3. Soluzioni. Soluzione

1
_ 1 B 1 _ _—zln(l+z)
f(x) — 61n(1+$)z - ea:ln(1+$) =€ '

f/(l') _ _€7IIH(1+$) (11](1 + x) + 1ix> _
efxln(ler)

71—1—71'((1 +z)In(1 + z) + z).

Si ottiene allora

f(0)=0

2
" _ ,—xIn(l+x) x
ff(x)=e <ln(1+x)—|—1+x> +

1 1
_ _—zIn(1+z) _
‘ <1+:1:+(1+a;)2>

e—xln(l—i—x) 1
- 1+
1+ 1+2

f’(0)=-2<0

Soluzione.
1 n
lim 2n<1 + > =
n—+o0o 2n
1\" 1\"
i i (1eg ) = i (g ) = ve

Soluzione.

le?t — 7| = e? — 7, se ¥ — 7 > 0.

Sihae? >71 < t>Iln/7.

4 In/7
/ e — w|dt = / (1 — ) dt+
0 0
4

/ (2 — m)dt =
In/7
min /T —4m 4+ 1/2 4+ 1/2¢5.

Soluzione.
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y'(2) +y(z) = 2”
y(x) = crcosx + casinx + yp(x)
yp(2) = ax® + bz + ¢

Yy (2) = 2a,

20+ ar’ +br+c =12

Soluzione D1
f(x,y) = sin(a?y?)
fula,y) = 2xy° cos(2”y?)
fy(@,y) = 3% cos(a®y?)
Soluzione D2
La risposta esatta e b.
Soluzione D3
La risposta esatta e (criterio della radice).

1. Esercizi teorici

Esercizio 1.1. Dato p > 1, p € R 4l coniugato di p ¢ il numero reale q tale
che

-+ -=1.

P q
Teorema 1.2. Disuguaglianza di Young (esponenti reali): dati due numeri
reali positivi x ey, e dati p, ¢ numert reali coniugati, sthaxy < %p =+ %

DIMOSTRAZIONE.

1 1
In(zy) =lnz+Ilny = ’ In(z? + gln(mq).

Elevando a esponenziale

Ty = eln(xy) _ e%ln(zp)+% In(z9)

Dalla convessita della funzione esponenziale

e%ln(w”)-&-%ln(z‘?) < leln(xp) + leln(ﬂcq) — lxp 4 lxlI_

p q p
Segue il risultato O






CAPITOLO 16

Conclusione

Dimostriamo la disuguaglianza di cui abbiamo parlato nell’ introduzione,
e’ > m°.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione
1 1
f(;p) =z = e;lnx
1
—2)
1

f(z)=0 < z=c¢ f(e)=e-

Si osserva che il punto z = e & punto di massimo stretto assoluto per la fun-

zione nel suo insieme di definizione (0, +00), poiche’ la funzione & derivabile
in (0, +00) e

1
f(z) = e%h””(——2 Inx +
x

1 1 : 1
lim 2z = lim ez "% = Mot 202 —
z—0t z—0t
1 1 : 1
lim 2z = lim ez % = elMe—vtoo plnz
T——+400 T—+00
Dunque
1 1
ee >,
e il risultato segue elevando alla me ambo i membri. O
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