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Ricordiamo

X

x x" .

e _g py per ogni x € R

n=0

_1 x> x* x5 . R
COS X = _§+E_§+ perognlxe

i x> x> X7 .
sSinXx=X— -+ ——--+--- perognixelR



La formula di Eulero & una formula nel campo dell’analisi
complessa che connette le funzioni trigonometriche e la funzione
esponenziale complessa. Per z € C

22 73
=14z —|— AT ‘|‘ ? + -
Sia e la base dei logaritmi naturali, i I'unitd immaginaria e seno e

coseno le funzioni trigonometriche.

e = cosx + isinx



Sostituendo z con ix si ottiene, riordinando la serie (giustificato
per la convergenza assoluta):

(xP (0, (%)* (° (%), ()7, (3)°

x __ .
T TR TR S R R TR Y

14 X2 x3 x* X x5 ixT X8 _
I T TR TR TR TR TR TR

X2 X4 X6 X8 X3 X5 X7
:<1—2!+4!—6!+8!+"'>+I<X—.+—.+"‘



La formula di Eulero fornisce I'identita di Eulero, che mette in
relazione tra loro e, i, m, 1 e 0:

e™+1=0.
Valgono
X —IX
cosx = % = cosh(ix),
ix _ efix 1
sinx = ————— = —sinh(ix) = —isinh(ix).
2i i
Ricordiamo
eX —X eX + e*X



Osserviamo le diversita tra la funzione esponenziale ad esponente
reale x e la funzione esponenziale ad esponente immaginario ix

» |a funzione e~ assume valori reali, & strettamente crescente e
quindi iniettiva, infinitesima per x — —o0 e tende a +o00 per
X — +00.

» l|a funzione e assume valori complessi, & limitata, &
periodica, dunque non & iniettiva.



Richiami sui numeri complessi

La forma algebrica di un numero complesso z consiste
nell'espressione

z=x+iy i=+-1 (?=-1)

| numeri reali x e y sono detti rispettivamente parte reale e
coefficiente dell'immaginario di z

x= Rez y=Imz
Se w & un altro numero complesso cioe
wW=u-+iv
le operazioni di somma e prodotto fra z e w si definiscono come
z4+w=(x+u)+i(y+v)

z-w=(xu—yv)+i(yu+xv) .



Nella somma si sommano separatamente parte reale e coefficienti
dell'immaginario mentre nel prodotto si opera simbolicamente
tenendo conto che

i?=-1

In particolare I'opposto —z ed il reciproco z~! (z # 0) di un
numero complesso sono

. . -1 _ X . y
—Z = —X=1y, z _X2+y2_’X2+y2’z7£0(x7y)7é(050)




| numeri complessi si possono identificare con i punti del piano
reale ed & particolarmente importante la simmetria rispetto all'asse
delle ascisse

Z=x+iy—=>Z=x—1y

che prende il nome di coniugio.



Il coniugio & una funzione complessa di variabile complessa e se
applicato due volte consecutive, torna al valore z di partenza cioe

Vale

Consideriamo il seguente prodotto
2z =(x+iy)(x—iy) =x* +y* = |z (1)
essendo

|z| = VX2 +y2 = \/ Re 2)2 + (Im z)2 modulo di z

la distanza nel piano xy del punto (x, y) da 0.
Notiamo che

se e solo se

|z =07 <= Tz=0
Ora per z # 0 si ha dalla (1)
z 1

. _ z
ZW =1 per cul z :W



| numeri complessi, diversamente da quelli reali, non sono un
campo ordinabile e conseguentemente non hanno significato le
diseguaglianze fra essi.

Ha invece senso parlare di diseguaglianze fra i moduli ed in
particolare si ha

a) |z-w|=|z[ - |w]

b) |z+ w| < |z| + |w| diseguaglianza triangolare



La dimostrazione di a) & immediata, infatti:

|z w|=|z| - |w| & |z w|* =|z]” - [w]?

‘Z'W’2:Z~W Z - WZZW?W:Z?WW:‘Z’2|W’2
b)

alla dimostrazione di b) premettiamo la diseguaglianza

|IRe z| < |z



Dimostrare le proprieta
a) |z-w|=|z[-|w]|

b) |z+ w| < |z| + |w/| diseguaglianza triangolare



z=Xx+Iy w=u+iv
z-w=(xu—yv)+i(yu+xv).
wZz = (xu+ yv) + i(—yu + xv)
zw = (xu + yv) + i(yu — xv)
WZ 4 zw = 2(xu + yv) = 2Re (wZ)

Calcoliamo
z+wP=(z+w)(ztw)=(z+w)(Z+W) =

— |22 + 2Re (w2) + |wf? < |2 +2|wz| + [P =
= 2P + 2wl |z] + [P = (|z] + |wl)?



Ricordiamo per t reale
e =cost+isint

Abbiamo .
e = &Y = eX(cosy + isiny)
1. Esercizio. Calcolare il modulo di f(z) = e*.
le?| = |e*(cosy + isiny)| = |e*||cosy + isiny| = &*
2. Esercizio. Calcolare il modulo di f(z) = e®".
’eez’ _ ’eeX(cosy-i-isiny)‘ _ ’eex cosyeiex siny| —

ex cosy’eiex siny‘ e cosy

e =€



z € C, I'esponenziale e pud essere definito come il limite della
successione:

z . Z\"
e = Iim (1 + 7> .
n——+00 n

Per z = x + iy risulta:

x+iy\"
lim <1+ ) = e*(cosy +isiny).
n

n—-+o0o



La successione in forma trigonometrica si ottiene ponendo:

(o5 ) =03+
n n n

R e I'argomento ¢ del termine tra parentesi quadre:

R=y () ()

Y
n y
D — arctan

14+ n

n

@ = arctan

Utilizzando la formula di de Moivre scriviamo:

(02 = [(3)+ (&) fon (e 2

= R"[cos (ng) + isin (ny)] .

>+isin (n-a
X



Per calcolare il limite del modulo e dell’argomento per n — +oc,
risulta:

Inoltre:



ed essendo:

con

risulta:

lim —Y =
n——+o00 2(n+x)

lim R" = é€*.
n—-4o00




Per il calcolo del limite dell’argomento:

lim np = lim (n-arctan Y )—y
n—-+o00 n—-+o00 n-+ x

Dai risultati ottenuti risulta

. z\n - , ,
lim <1 + 7) = e*(cosy + isiny) = e¥e¥ = &V = 7,
n——+o00 n



Per quanto concerne il prodotto di numeri complessi risulta utile
ricordare la rappresentazione

z = r(cosf + isinf) = re',
ove r = |z| e 0 é I'argomento di z.
ove
r=vx2+y?
arctan £, x>0,

arctanf 47,  x <0.



Con questa rappresentazione il prodotto di due numeri complessi

zZ1 = rleiel, Zy = r2e"92
assume la forma
2120 = ne® . re® = i pelt1102)
In particolare se
z=re",
allora z" assume la forma
n n _inf



Nulla cambia se a 6 si sostituisce 8 + 2km k € Z: vuol dire che
I'argomento di z &€ determinato a meno di un multiplo intero
qualsiasi di 2. Due numeri complessi espressi in forma
trigonometrica sono uguali se e solo se hanno moduli uguali e
argomenti uguali, a meno di un multiplo intero qualsiasi di 27.
L’argomento principale si ottiene prendendo 6 € (—m, 7]



Esercizio. Verificare I'argomento principale

> Arg(1) =0,

> Arg(1+i)=17%
> Arg(i) =73

> Arg(—1) =,
> Arg(—i)=—5



1. Esercizio.
Calcolare (1 + i)2. Il numero complesso 1 + i ha modulo v/2 e
argomento 6 = 7

|2° = |2° = 16
g T
argz® = 28—|—2k7r =27 + 2km

(1+1)® =16



1. Esercizio. Determinare la forma algebrica del numero
complesso Z*!

z—i

z+i:x+i(y—|—1) :x+i(y—|—1)x—i(y—1)
z—i x+ily—-1) x+ily—-1)x—i(y—1)

24+ (y2—1)—ix(y — 1) +ix(y + 1)
X2+ (y — 1)
x> +y2—1 L 2x
= i
-1 ey oy




Radici
w radice n—-sima di z se e solo se w" = z supponiamo z # 0

w = |wl|e'? z = |z|e"

w' = |W’nein<p — ‘Z’eiO

quindi
lw|" = |z|
np =0+ 2krw
ossia
lw| = Vlz|



Al variare di k le radici n—sime non sono infinite; abbiamo solo n
radici distinte

_8 _o _0 LA
<P0—n 901—n n sﬁz—n -
0 n—1
Yn-1=— + (27)
n n

{z}/"} n-radici n-sime di z:

) 0 + 2km
Wil = V2| arg wi =

n
k=0,1,2,....,n—1

z = |z]e™



Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:

0 0 27 0 4r 9 n—1
(bO:i’ ¢1:7+77 ¢2:7+77"'7 ¢n—1:+< )27'(
n nn n-n n n

Geometricamente: le radici n—esime di un numero complesso si

. . , 0 . . .
dispongono, a partire dall’angolo , sulla circonferenza di raggio
{/|z| e centro I'origine ai vertici di un poligono regolare di n lati
inserito nella circonferenza. Dopo n passi si ritorna nella posizione
di partenza.



Esercizio In C per ogni intero positivo n esistono esattamente n
radici n-esime dell'unita e sono nella forma

re = cos% + isin ﬁ — g2mik/n
n n
con0< k<n-1.
Esse si dispongono nel piano complesso lungo la circonferenza
unitaria, ai vertici di un poligono regolare con n lati che ha un

vertice in (1, 0).



Calcoliamo le radici quarte di 4 :

4 — 40 — 42k

_ 2k 01,23

SOk—T

wo, Wi, Wz, w3 |wi| =

argwo =0, argw; =

arg wp = T arg w3 =

ooy <s
Mol @ N

S



Formula di triplicazione. Per x € R

cos 3x + isin3x = (e™)3 = (cos x + isinx)3 =

= cos® x — isind x + 3/ cos? x sin x — 3sin? x cos x.
Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

3 2

cos(3x) = cos® x — 3sin“ x cos x

sin(3x) = — sin® x + 3 cos? x sin x



La formula del Binomio e la Formula di Eulero.
Pili in generale per x € R
Si ha

n
—k
cos(nx) = Z (n) cos (n=kjm cosk x sin" ¥ x, neN

Ricordiamo

cos(nx) = ( 5



Proof.

cos(nx) = (cosx + isinx)" ;L (cosx — isinx)" _

Z <n> cosk x(i sin x)"~k + cosk x(—isin x)"k
k

2
k=0
n \n—k \n—k
Z ”) ()" + (=) ko oion—k
COS X SIn X =
> ()75
k=0

n i i
(Z>(e - )4—2(e . )coskxsin”_kx:

n
— k
(n) cos (r72)7r cosk xsin" K x



Per z € C definiamo

eIZ + e*IZ
cosz =
2
. iz e—iz
sinz = -
2i
eZ + e—Z
cos hz =
2
. e —e?
sin hz =



Esercizio. Dimostriamo

1. ,
|sinz|? = 1 le? — e7#|? dove sinz =

e? = XY = e7Y(cos x + isin x)
e 'z = e7**Y = e¥(cos x — isinx)
e? —e 7= (e —e)cosx +i(e™Y +e&)sinx =

—2sinh y cos x + 2/ cosh y sin x

leZ—e"Z|2 = 4 [ sinh? y cos? x + cosh? y sin? x | = 4(sin? x+sinh? y)
~——
14sinh? y

quindi

|sin z|? = sin® x + sinh? y



Definizione. Uno zero di una funzione f(z) & un numero complesso
7y tale che f(z) = 0.
Esercizio. Determinare z tale che sinz =0

x=kmw, y=0, keZ



Una funzione di variabile complessa definita in C a valori in C:

z=x+1y

f(z) scrivere I'espressione della funzione complessa nella forma

f(z) = u(x,y) + iv(x,y),

ove le funzioni di due variabili reali u e v sono, rispettivamente, la
parte reale e la parte immaginaria della funzione complessa

1 . .
cosz = i(e’z +e %)

1 . ; 1
cosz = E(e’xe_y—ke_’xey) = E((cosx+isin x)e Y +(cos x—isin x)e¥)

cos z = cos x cosh y — isin xsinh y



Verificare
| cos z|? = cos? x + sinh? y
| cos z|2 = (cos x cosh y)? + (sin x sinh y)? =
cos? x cosh? y + sin? x sinh? y
= cos? x cosh? y + (1 — cos® x) sinh? y = cos? x + sinh? y

Determinare z tale che cosz =0

z:g—i-kﬁ, ke

Esercizio. Verificare

2

sinz+cos’z=1

Osserviamo che questo NON implica che cos z and sin z hanno
modulo minore o uguale a 1.

| cos z|? = cos® x + sinh? y



Dato z € C {0}, esiste unico 6 con § € (—m, 7] tale che z = |z|e.
La scrittura di z prende il nome di forma polare, € viene detto
argomento principale e si indica con Arg(z).

La funzione esponenziale nel piano complesso risulta periodica di
periodo 27i.

e? — Xty — ex+l(y+27r) — ez+27r/

Non € iniettiva. Vedremo che ogni numero complesso non nullo ha
infiniti logaritmi



Logaritmo complesso. Possiamo dare la definizione di logaritmo di
un numero complesso z = r(cosf + isind). Sia z # 0. Inz sono
quei numeri w = x + iy tali e¥ = z.

Si ricava

e*(cosy+isiny) = r(cosf+isinf) <= x=Inr y=0+4+2kn, keZ
Pertanto ogni numero complesso non nullo ha infiniti logaritmi
Inz = In|z| + i(arg z + 2km)
Ini=Ini + i(g + 2kr) = i(g + 2k)
Logaritmo principale

argz € (—m, ], k=0



esempio

In(=2) = In(v2) + im,

(inteso come argomento principale).
Possiamo ora definire z* con « reale o complesso.

74 — ealnz

esempio:
i — eini _ gi(i(argi+2km)) —Z —2kn

I =€ =€

Tutti i valori sono numeri reali.



Una funzione multivoca & una legge per cui a ogni elemento del
dominio & associato due o piu distinti valori. Le funzioni
multivoche sono usate soprattutto in analisi complessa.

Oltre il logaritmo complesso (gia descritto) un esempio di funzione
multivoca ¢ la radice ennesima di una variabile complessa

V/z, n € Z, intesa come inversa della funzione z". Infatti tramite
rappresentazione polare

f f \/W_f<19+!2kﬂ)’ nggn—l

y/p risulta ben definito, I'argomento tuttavia della funzione radice
ennesima:

arg(\"ﬁ):w, 0<k<n-1
non & chiaramente determinato. Osserviamo che anche se z" é
univocamente determinato, la sua inversa non & univocamente
determinata



Caso particolare: la radice quadrata di un numero complesso di

modulo pari a 1
/2 _ oib/2+mik g _ 0,1

Si pud operare una scelta per rendere la funzione a valore singolo



Esercizio Calcolare (valore principale)

1+i) =

(i + 1),' — ol In(i+1) _ gi(ini+1|+i(arg(i+1)) _ eiln\@f% _ ef%eiln\ﬁ

Esercizio
sin(2z) = 2cos zsin z

[a] Vero E Falso

Esercizio
e27’l’l —1=0

[a] Vero E Falso



Esercizio. Esprimere come un numero razionale 0.17
R.&

.45 . . . . . . . .
Esercizio. Scrivere lo sviluppo in serie di Taylor della funzione
In(1 — x) con xreale -1 < x <1



Consideriamo serie geometrica di ragione x € R

o0
1+X+X2+-~-+X"_1—|—~--:ZXk
k=0

Ridotta n-sima

Sp=14+x+x2+- 4 x"1

Se x=1si ha
Sp=14+1+--+1=n.

Sia x # 1. Si ha

1_ n
14 x+x2+ o px =

1—x



Se |x| < 1 allora lim,_,00 x” = 0 e pertanto

. . 1—x" 1
lim s, = lim = .
n—o00 n—oo 1 — x 1—x
Se x > 1, poicheé lim,_ o x" = +00 si ha
. .ox"—1 1 : n :
lim s, = lim = - lim x" — lim
n—o00 n—oo X — 1 x—1 nooo n—oo X —




Siaora x = —1,

_1—(—1)”{ 0, n=2p

o 2 11, n=2p+1

Pertanto la successione (s,)y non & regolare.

Sia infine x < —1. Possiamo scrivere x = —|x|, e quindi
B ) e e V
14 x 14|
1—|x|?
E o
_ 1+ |XJ
1+ |x|?P~1 5p 1
—_— n— —
1+ x| P

Ne segue che s, — —00 € 5551 — +00 e pertanto Alim,_ . Sp
Allora

- 1

> XK= lim s, = x € (~1,1)
n—oo

k=0



La Serie geometrica costituisce un caso particolare di serie di
potenze

o
Z an(x — x0)"
n=0

quando a, =1 n=0,1,...... e xgp = 0.

In generale i coefficienti a, costituiscono una successione di numeri
reali.

Con una traslazione y = x — xp possiamo ricondurci al caso
centrato in 0.

Infatti supponiamo di dover studiare I'insieme di convergenza della

serie
o0

D (x—1)"

n=0
Si pone y = x — 1 e si studia

(e.)
>y
n=0

che sappiamo essere convergente per |y| < 1.



Concentriamo la nostra analisi sul ruolo dei coefficienti a,.
Osserviamo di aver incontrato le serie di potenze con nello studio
delle serie numeriche (oltre le serie geometriche). Facciamo alcuni
esempi

1
> X
n

n=1
Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
(assolutamente) per |x| < 1. Il caso |x| = 1 deve essere studiato
separatamente per x = 1 la serie diverge (serie armonica), per
x = —1 la serie converge (Criterio di Leibniz) pertanto |'insieme
dove la serie converge dato da (—1,1) U {—1}.



Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
(assolutamente) per |x| < 1. |x| = 1 deve essere studiato
separatamente per x = 1 |la serie converge, per x = —1 la serie
converge (Criterio di Leibniz) pertanto I'insieme dove la serie
converge dato da (—1,1) U {—1,1}.



oo
1 n
g —x".
n!
n=1
Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
(assolutamente) per ogni x reale.

oo
E n"x".
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
solo per x = 0.

oo
> e
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
(assolutamente) per |x| < 1. [x| = % deve essere studiato
separatamente per x = % la serie diverge, per x = —% la serie
risulta indeterminata.



Vediamo negli esempi che I'insieme di convergenza risulta un
intervallo, I'analisi nei punti di estremo dell’'intervallo varia da caso
a caso. Sia xp € R.

S:R—R

la serie di potenze

+oo
S(x) =) ak(x — x0)"
k=1

E l'insieme di convergenza puntuale della serie, ossia
E :={x € R: 5(x) converge }

E+0

r:=sup{|x — x| : x € E},

In caso di serie centrata nell’origine, | E I'insieme dei punti x in cui
la serie converge e

r=supkE



Dimostriamo ora che I'intuizione maturata sulla struttura
dell'insieme di convergenza corrisponde a un risultato matematico.
Proposizione. Se la serie

(o]
E anpx"
n=0

converge in un punto x; allora converge (assolutamente) in ogni
punto x tale che |x| < |x1].



Dimostrazione
Sappiamo che la serie Z;’io apx{ converge. Assumiamo x; # 0.

Dalla condizione necessaria di convergenza

lim a,xy =0
n—-+oo n~1 ’

ne segue che esiste N € N tale che per n > N
lanx{| < 1.

Allora per n > N

x" n
|anx"| = |anx{| Tl = lanxT| | —

1
Quindi tenuto conto che |apx{| < 1

o0 o0

Dl < )

n=N+1 n=N+1

n
X

X1

L'ultima serie converge se |x| < |x1].



Criterio di Cauchy
Se esiste il limite (anche +00)

lim +/|an| = ¢,

n——+00

allora

Criterio di D’Alembert
Sia a, # 0, per ogni n. Se esiste il limite (anche +00)

. dn+1
lim |22 = ¢,
n——+o00 an
allora
1
r=-—.
4

Se ¢/ = +oo allora r =0, se £ =0 allora r = 400



Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

>n(3)"

n=0
Risulta
So(3) =2(3)
nl=1] = nl =] x
n=0 3 n=0 3
Calcoliamo
n+1
1)( L
nt1| _ "t )<3> Lo
ap | n 3 n

Nesegueﬁz%er:3



Ricapitolando: data la serie di potenze, > 77 ; anx” determiniamo il
raggio di convergenza r (i criteri non fanno intervenire x). Allora la
serie converge assolutamente per |x| < r, non converge per

|x| > r, in generale non possiamo dire nulla per |x| = r.
Ricapitolando

Data la serie di potenze si verifica sempre uno dei seguenti casi

> |a serie converge per x =0
P |a serie converge per ogni x reale

» la serie converge per |x| < r e non converge per |x| > r



Osservazione sulla convergenza semplice

Riordino (operazione non ammessa perché non abbiamo
convergenza assoluta)

blocchi




Sommiamo i primi due blocchi

1 1 1

2k—1 2(2k—1)  2(2k—1)
1 1.1 1 1 1



Esercizi di Analisi Matematica |l
- Tutoraggio a cura di Antonio Agresti a.a. 2020-21 per
Elettronica Comunicazioni docente Paola Loreti



Esercizio 1

Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

o o n

x" e
Z(_l)nj’ (S ﬁxn.

n=1 n=1



Determinazione del raggio di convergenze r di una serie di

potenze
Data la serie di potenze:

o0
g anx".
n=1

» Criterio di Cauchy (o della radice):

Se
lim v/|an| =¢,  (anche + c0)
n—oo
1

allora r = 5. Nel caso ¢ =o00,si har=0.

» Criterio di D’Alambert (o del rapporto):
Se a, # 0 per ogni n e

an+1
ap

=/, (anche 4 )

lim
n—o0

allora r = %. Nel caso ¢ = oo, si ha r = 0.



Svolgimento Esercizio 1

Consideriamo la prima serie di termine generale

ap = (-1)"

S|

Possiamo applicare uno dei due criteri:

» Criterio della radice;

» Criterio del rapporto.



Svolgimento Esercizio 1

Consideriamo la prima serie di termine generale

ap = (-1)"

S|

Possiamo applicare uno dei due criteri:

» Criterio della radice;

» Criterio del rapporto.

Svolgimento:
-1 nt+1 1
o= tim |2 P = lim (-1
n—o0 (_]_)n n—o00 n+1
= lim —— = lim ——— =1

- 1
n—oon-+1 n—o0 n(l + ;)

Dunque il raggio di convergenza & r = % =1



Svolgimento Esercizio 1

Consideriamo la prima serie di termine generale

el‘l

anzﬁ.

Possiamo applicare uno dei due criteri:

» Criterio della radice;

» Criterio del rapporto.



Svolgimento Esercizio 1

Consideriamo la prima serie di termine generale

el‘l

anzﬁ.

Possiamo applicare uno dei due criteri:
» Criterio della radice;

» Criterio del rapporto.

Svolgimento:

. en . e
¢ = lim — = |lim —=0.
n—oo nn n—oo N

n

Dunque il raggio di convergenza & r = % = 00.



Esercizio 2

Considerata la serie
o0
o1 n
Z sin (;) (1—x)
n=1

quali delle seguenti affermazioni & esatta?
a) Converge in 0 < x < 2;
b) Converge in —1 < x < 1;
c) Converge in 2 < x < 4.



La risposta giusta & a).



La risposta giusta € a). La serie pud essere studiata con i seguenti
step:
1. Ponendo y = 1 — x si ottiene la serie di potenze

isin (%)y”. (2)
n=1

2. Ricordando il limite notevole
. osint
lim — =1,
t—0 t

possiamo studiare il raggio di convergenza della serie (2) con
il criterio del rapporto:

. 1 1
Sin
= lim (7n—1”) = lim (n—fl) = lim =
n—o00 5'”(}) n—00 ;) n—oon-+1
Quindi r = 1.

3. Dallo step 2 abbiamo che (2) converge per |y| < 1. Quindi la
serie originale converge per

l1-x/<1 & —-1<1l-x<1
& —2<-x<0



Esercizio 3

Considerata la serie

(o9}
1y n(n+1)
Z (1 i 7) 2N
n
n=1
quali delle seguenti affermazioni & esatta?
a) Converge in —e < x < e;
b) Converge in —e? < x < €?;
c) Converge in —ﬁ <x < ﬁ;
d) Converge in —y/e < x < +/e.



La risposta giusta & c).



La risposta giusta e c). La serie pud essere studiata con i seguenti

step:

1. Ponendo y = x?

si ottiene la serie di potenze
o0
1y n(n+1)
Z (1 + 7> y".
n
n=1

2. Ricordando il limite notevole

1\n
lim (1 + 7) = e,
n—o00 n

(3)

possiamo studiare il raggio di convergenza della serie (3) con

il criterio della radice:

/= lim ¢ (1+%)n(n+1): im <1+%)n+1

n—o0 n—o0

- m (14 1)

1
14 =
n

) =e.

Quindi r = 1. Dallo step 2 abbiamo che (3) converge per

1 . . . « .
ly| < <. Quindi la serie originale converge per
1

1 1
|X2\:X2<E & ——=<x< —=.

e /e



Esercizio 4

Determinare i coefficienti dei primi 3 termini dello sviluppo in serie
di Taylor intorno al punto O della funzione

f(x) =sin(In(1 + 2x)).

a) | coefficienti sono 0, 1 e 1;
b) | coefficienti sono 0, 2 e 2;

c) | coefficienti sono 0, 2 e —2.

Ricorda che lo sviluppo di Taylor di una funzione f intorno ad un
punto xp = 0 & dato da:

> f(niﬁx‘)) (x = x0)" = F(0) + F(O)x + D2y .

n=0 2




La risposta giusta & c).



La risposta giusta € c). Poiche f(0) = 0. Resta solamente
determinare la derivata prima e seconda e poi calcolarle in x = 0.

1. Dalla regola di derivazione delle funzioni composte si ha

f'(x) = cos(In(1 + 2x)) (0) = 2.

14 2x

2. Dalla regola di Leibnitz (ovvero (fg)’ = f'g + fg’) abbiamo

7109 = =snin(1429) (17 53) +eosn(429) (~ (75 5

Dunque
f(0) = —4.



Esercizio 5

Considerata la serie

i (1 — cos (%))(x2 +2)"

quali delle seguenti affermazioni & esatta?
a) Non converge mai;
b) Converge in —1 < x < 1;
c) Converge in 1 < x < 3.



La risposta giusta & a).



La risposta giusta & a).
1. Ponendo y = x? + 2 si ottiene la serie di potenze

= 1
1-cos () )y". 4
Z ( cos(5-))y (4)
n=1
2. Ricordando il limite notevole
. 1l—cosx 1
lim ———— = -,
x—0 X2 2
possiamo studiare il raggio di convergenza della serie (4) con
il criterio del rapporto:

£=Jim, e <2(}1)>) = Jim 5
(1~ cos (3)) (3a)

Quindi r = 1. Dallo step 2 abbiamo che (4) converge se
|x2 + 2| < 1. Poiche x? 42 > 2 la precedente disuguaglianza
non & mai verificata.



Serie di Potenze ed equazione di Bessel di ordine zero.

» lllustriamo il Metodo di Frobenius per illustrare come
determinare la soluzione dell’'equazione di Bessel di ordine 0.



» Equazioni differenziali ordinarie del second’ordine lineari
omogenee
xy" (x) + y'(x) + xy(x) = 0, x>0
Ricordiamo le equazioni di Bessel di ordine n

X%y (x) + xy'(x) + (x* = n®)y(x) = 0, x>0



Aggiungiamo la condizione in x =0, y(0) = 1,

Y'(x)=—x"(x) = xy(x),  y'(0)=0

Ricapitolando vogliamo risolvere

Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

o0
y(x) = Z anx".
n=0



Dalla condizione y(0) =1 si ricava ag = 1. Dunque

o0
Y(X):Za,,x”:1+alx+azx2+agx3+---—|—---:
n=0

(o] o0
1+ E apx" =1+ Z amy1x™t
n=1 m=0

Calcoliamo i singoli termini

o0
xy(x) = Z apx"t1
n=0

(o)
Y (x)=a1+> (n+2)anox"""
n=0

(e 9]

Y'(x) =D (n+2)(n+1)ani2x"  xy"(x) = (n+2)(n+1)an2x"
n=0 n=0



Sostituendo

[e.9]

n=0 n=0 n=0

Riordinando

ay + Z <a,, n+2) a,,+2> x"1 = 0.

Ricaviamo ag =1, a; =0.

(e 9] o0
Z(n+2)(n+1)an+2x”+1—|—al —|—Z(n—|—2)a,,+2x"+1+z apx™!

=0



1
S e

Per n dispari a, = 0, per n pari allora n =2k k€ N

an+ (n+2)%a,420=0

1
W(k+1) = —mazk

1 1
32:—?30:—?
11 111 11
U= pR = pyy T pw
11 1111 1 1



Otteniamo

[e.9]

1

Y6) = 31 g o

n=0

n=0
funzione di Bessel di ordine 0.




Esercizio
{y"(x) +y(x) =0,
y(0)=1, y'(0)=0

(y(x) = cos x).
Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

o0
y(x) = Z apx".
n=0



oo
Y(X):Zaan:30—1—31X—|—32x2—|—a3x3+..._|_...:

n=0
o0
Y'(x) =3 (n+2)(n+ 1api2x"
n=0
o0

> (0 4200+ Daniz 420 )" =0

n=0



30:1, a=0

Per n dispari i coefficienti sono nulli per n pari

1
T T )+ )
= n 1 2n
Y(X) = ;}(_1) (2n)|X
2 4 6

X X X . R
Cosx = —§+E—a+-'- per ogni x €



» Derivazione termine a termine.

. 0o . L
Teorema. Sia )~ a,x" una serie di potenze con raggio di
convergenza r > 0 e con somma

Fx) =Y anx" x| <r.
n=0

La serie derivata
o0
E na,x"*
n=1

. . 00 n
ha lo stesso raggio di convergenza della serie ) .° ; a,x” la somma
f(x) risulta derivabile e vale

f'(x) = Z nax"t x| <r.



Vediamo un'applicazione del risultato.

1 +§
1—x =

1 f
=S (-1)"x" x| <1
14 x =
1 =
T = 20w M <1
X

n=1



P Integrazione termine a termine.

: 0o n L o
Teorema. Sia ), anx" una serie di potenze con raggio di
convergenza r > 0 e con somma

f(x)= Z apx" x| < r.
n=0

Si ha

x| < r

X +oo Xn+1
f(s)ds = an
/0 ( ) nz_% n+1



» Utilizziamo questo risultato.

1 +oo
i D (=1 x| < L
n=0
Integrando
—+o0 1

arctan x = z:(—l)"ixm”rl x| <1
= 2n+1



Ix| <1

per |x| <1



Possiamo utilizzare il risultato per integrare per serie alcune
funzioni non integrabili elementarmente. Per a > 0 calcoliamo

+oo
smx a 1 on
d
/ / 2n+1)!X x

_Z 1 22n+1
2n+1)|2n+1 '

Introduciamo la funzione degli errori introdotta da Gauss

“+o00
x 1
erf(x / / E —1)" = 2" dx =
\F 0 n:O( ) n!

Z _ )n 2n+1'
2n—i— 1)




Serie di potenze Sea € Re |x| <1

(1+x)*= io <O.[>xj

Jj=0

o\ [1 j=0
j - a(afl)(ozfg)...(afjJrl) jeN

J!

ove

Raggio di convergenza (criterio del rapporto)

[0 .
i |(j-io—{1)’: im 2=l _
j—too |(J)| j—=too |j+ 1

Osserviamo f/(x) = a(a —1)(a —2)...(a —j + 1)(1 + x)*

F0)=a(a—1)(a—2)...(a —j+1)



1 j=0
a(a—1)(a=2)...(a—j+1) jeN

J!

Osserviamo per a = 1/2

<1> = (—1Y~ 1M:(_1)j—11'3'..:(2j—3) _
J!

2]
oy 13-...2/-3)
Y @i 0)ei-2). 2
L yaale3.(2i-3) (2 -3
=0 =Y g

ove n!! indica
se n dispari il prodotto di tutti i dispari tra 1 e n,
se n pari il prodotto di tutti i pari tra 2 e n.






(14x)" z—1+§;< 5)

—+o0 .
1+ Z(—w(zf(z;)'ll)”xf x| < 1
Jj=1 o

sostituiamo —x? al posto di x
—+o00

2—1 ;
Z o <1

N\»—l

(1-x3)"

Integrando per serie

3 @D
. 2541
arcsin x = X+j:1 2)(2) 1 1)X x| <1



Somme di serie

+oo

1
arct = —1)"——_x2ntl 1
an x nz_:( ) 1 x| <
400
1
x=1 2= (-1)
4 2n+1

n=0



Data una funzione f € C®(xg — r,xp + r) la serie

+00 £ v
> Fba) 0)(X —xo)"

n!
n=0

si dice serie di Taylor di f relativa al punto xg.
Se vale

f(x)—%fn(xo)(xx)” |x —xo| < r
= nl 0 0 )
n=0

la funzione f si dice sviluppabile in serie di Taylor per
X |x—x| <r.



Il seguente esempio mostra che che esistono funzioni
f € C*°(—r,r) che non sono uguali alla serie di Taylor.

Esempio
1
T2
F(x) = e x#0
0 x=0
La funzione presenta derivate tutte nulle in xg = 0 Per x # 0
2

_ 1
e 2
x3

D™ = (D(~ 5))e # =

la serie di Taylor ad essa relativa vale 0 e non coincide con la
funzione.



La funzione & estremamente piatta attorno all’origine, e cio perche
tutte le sue derivate sono nulle in 0. Cid non vuol dire che f sia
costante vicino a 0, come segue dalla sua definizione.



Ricordiamo

OOXn
e":z:—I per ogni x € R
n!
n=0
., X2 Xt X6 _ R
COS X = —j—kﬂ—a—ku- per ogni x €
. x3 x> X7 ) R
smx—x—i—i—a—ﬂ—i—--- per ogni x €

» La serie di Taylor di una funzione pari contiene solo potenze
pari.
» La serie di Taylor di una funzione dispari contiene solo
potenze dispari.
f dispari 0 € domf allora f(0) =0



Ci occupiamo di condizioni di sviluppabilita di una funzione in serie
di Taylor.

Definizione. Sia f derivabile n + 1 volte, il resto dato dalla formula
di Taylor & definito come

L R (x
r(xo, n,x) = rp(xo, x) = f(x) — Z IE!O)(X — xo)¥
k=0
Sappiamo (resto di Peano) che
r(xo0, n,x) = o((x — x0)") X = Xp.

Ci occupiamo di condizioni per cui

r(xo,n,x) — 0 n— 400



Resto Integrale e di Lagrange.
Deduciamo ora altre espressioni del resto
Teorema. Se f & derivabile n 4 1 volte, il resto si puo esprimere

rn(X0, x) = /X Ll(t)(x —t)"dt

|
o n!

La dimostrazione del risultato segue il principio di induzione. Per
n = 0 il risultato segue da

f(x) — f(x0) = /X f'(t)dt.

Assumiamo vera |'affermazione al passo n — 1. Il resto al passo
n — 1 si esprime

rn—1(x0,x) = f(x) —



Si ha

X (¢ n— * (e x—t)"]’
rn—1(x0,x) = : (n—(l))!(x_t) 1dt_/ (n—(1))|[_( - ) ] dt =

O Y O =

nl n!

_ = Xo)nf”(xo) + /X f”“(t)wdt

|
nl . n!

X0




In conclusione

n—1
r(xo,n —1,x) = f(x) — fklif“)(x — %)k
k=0 '
(X _,7!X0)nf-n(XO)+/X f-n+1(t)(x ;!t)n
e quindi
T R (x
00 = 1) -3 00) (4 - 1)
2 R (x x—x)"
o) = 30 TU0) (o gy - 0 gy
k=0




Dalla formula del resto integrale si deduce la formula del resto di
Lagrange. Teorema. Se f & derivabile n+ 1 volte in un intervallo /
e X, xg sono punti di /, esiste un punto & compreso tra x e xp tale

che
(x — Xo)”+1

a0, x) = £



Dimostrazione.
(x—t
(X0, X / f"Jr1 ) ~ L dt =

Assumiamo x > xp. In [xo, x| applichiamo il teorema della media

integrale
m < f"(t) < M,

essendo

m = min f™1(t) M = max f"1(¢).
[X07X] [X07X]



Abbiamo

n+1

x — xn)" 1 X Y L
m((”+01))!§/x0 fn+1(t)( n!t) dtSMw

Ossia

"= [()1;;(01))’71]1/: f"+1(t)(X;!t)ndtS M

Dal teorema dei valori intermedi applicato a f™*1, si ha che esiste
& per cui

fn+1(§) — {(X ;_')_(01”+1] / f,,+1 ) dt,

da cui la tesi.



Se la funzione f & derivabile infinite volte in un intervallo (a, b) e
se esistono due numeri reali L e M tali che

1F(x)| < ML"  Vx € (a,b) Vn,

allora per ogni xo € (a, b) la funzione & sviluppabile in serie di
Taylor centrata in xp.
Esempio.

f(x) =sinx f(x) = cosx

FM(x) <1  VxeR Vn



Se | & un intervallo aperto. Allora f : | — Rsi dice analitica in | se
per ogni xp € | 3R > 0 tale che

(a) (Xo — R, xo + R) c I,

(b) f & somma di una serie di potenze in (xo — R, x0 + R)

Tutti i polinomi sono funzioni analitiche. Per un polinomio,
I'espansione in serie di potenze contiene solo un numero finito di
termini non nulli.

Una funzione & analitica se e solo se, preso comunque un punto
appartenente al dominio della funzione, esiste un suo intorno in cui
la funzione coincide col suo sviluppo in serie di Taylor.

Esempi: €%, sin x, cos x.

L'insieme di tutte le funzioni analitiche in / si indica C*(/).

Si definiscono le funzioni analitiche reali e le funzioni analitiche
complesse: risultano simili in alcuni aspetti e differenti in altri.

feC()=feC®I) sef:1CR—R.

La situazione & diversa nel caso delle funzioni analitiche complesse.



Sia z € C. Ripartendo dalla serie geometrica e ricordando che

|z| =1/ (R2)? + (S2)?

il modulo di z. Abbiamo che la serie
> 7"
n=0

converge se |z| < 1. Nel piano complesso (Rz, 3z) I'insieme

(Rz)? + (Sz)? < 1 individua il cerchio di centro 0 e raggio 1
privato della circonferenza. Il raggio di convergenza (in questo caso
si ha perfetta corrispondenza con I'immagine grafica) risulta 1.



Successioni.

Successione ¢,, n € N di numeri complessi: applicazione di N in
C. La successione {cp}, n € N ha limite ¢ € C se per ogni € > 0
esiste un numero n. € N tale che per ogni n > n, si ha

len — | < e

Si scrive

lim ¢c,=c¢
n—-4-00



Vale (a)

lim cp=c < lim |c,—c|=0
n—-+00 n—-+o00

(b)
lim,— 400 R(cn) = R(c)

lim ¢, =c <— )
n—-+00 limp— 400 S(cn) = ()

(b) Per le proprieta della norma su C:
abbiamo

max{[3(en —c)l, [R(en = c)[} < len—c| < [I(en—c)[+[R(cn—c)];

passando al limite si ottiene la tesi.



Esercizio. Studiare il comportamento della successione geometrica
cn = 2z", per |z| < 1. Sia |z| < 1.

lim z"=0 <= Ilm |2"-0/=0 < lim |z|"=0
n—-+o0o n—-+o00o n—-+o0o

Studiare il comportamento della successione

1

Ch = 75—
(T+4)n



Studiare il comportamento della successione

(=1)"n
2n -+ i

Ch =

c (-1)"n (=1)"n(2n—i) 2(-1)"n*> (=1)"n
e = = —
T 2n+i 4n2 +1 4n2 +1 4n2 +1




Una serie di potenze

Z an(z—2¢c)"
n=0

converge per alcuni valori della variabile z (almeno per z=c¢) e
non convergere per altri. Esiste un numero nei reali estesi positivo
R con 0 < R < 400 tale che la serie converge quando |z — ¢| < R
e non converge quando |z — ¢| > R.

R =

|

(= lim 121l
k—4oo |ak|

(se esiste il limite) Esercizio: Determinare il raggio di convergenza
della serie

0
> (iz)"
n=0

Rfl — lim |an+1| —

n—00 |a"’



Si ha
oo Zn
ezzzﬁ per ogni z € C
n=0

22 2

cosz:l—i—kﬂ—a—ku- per ogni z € C
0 Z2n
cosz = Z (—1)"(2n)| per ogni z € C
n=0
. _ 2 D . C
smz—z—a—ka—ﬁ—k--- per ogni z €
oo Z2n+1

sinz = nz_;) (—1)”m per ogni z € C



Esercizio Sia |z| < 1. Dare la scrittura in serie di potenze della
funzione

1
f(z) =
(2)=1—;
1
f(z) =—
(2)=--—
Osserva
1 11
z—-2 21-3



Polinomi trigonometrici.
Funzioni periodiche.
Una funzione f : R — R si dice periodica di periodo T > 0 se

f(x+T)=1f(x) VxeR

I piti piccolo numero T (se esiste) si dice periodo minimo.

Un polinomio trigonometrico & una combinazione lineare finita di
funzioni sin(nx) e cos(nx) . E' una funzione periodica di periodo
2.

sn(x) = ap/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1



Dimostrazione

/3+Tf( )dx_/oa+Tf(x)dx—/oa F(x)dx =

h%

Ne consegue



Ortonormalita
Pern=1,2,...; m=1,2,... risulta

/7r sin(mx) sin(nx)dx = {O m#

—T T m=n

0 m%n

/7r cos(mx) cos(nx)dx = {W m=n#0

—T

/7r cos(mx) sin(nx)dx = 0

1 (7 1 /7

= / sin(mx)sin(nx)dx = 6m pn;  — / cos(mx) cos(nx)dx = 0m.n
7y - Py -

Om,n il simbolo di Kronecker

5m7n:{0 m%#n

1 m=n



Identita di Werner per n,m € N

sin(mx) sin(nx) = = ((cos((n — m)x) — cos((n + m)x))

—_ Nl

sin(nx) cos(mx) = 3 ((sin((n — m)x) + sin((n + m)x))
cos(nx) cos(mx) = 5((cos((n — m)x) + cos((n + m)x))
sin?(nx) =

(1 — cos(2nx))

cos?(nx) =

N = N =

(1 + cos(2nx))



Pern#meN

/7; sin(mx) sin(nx)dx =
;(/_T;(COS((H — m)x)dx — /_: cos((n + m)x) dx) —
;(n —1 o Sin((n = m)x|Z = ni —sin((n + m)x|7_f7r> =0



Pern#meN

/7; sin(nx) cos(mx)dx = ;/1 ((Sin((n—m)X)+Sin((n+m)x))dX> _

;(/_:(sin((n — m)x)dx + /_7; sin((n + m)x)dx) =

1 1 ,r 1 T\ _
2<— — mcos((n— m)x|™  — s mcos((n+ m)X|7r> =0




vVvYyyvyy

vy

la somma di due funzioni pari: pari ?

la somma di due funzioni dispari: dispari?

il prodotto di due funzioni pari: pari?

il prodotto di due funzioni dispari: pari?

il prodotto di una funzione pari e di una funzione dispari:
dispari?

la derivata di una funzione derivabile pari: dispari 7

la derivata di una funzione derivabile dispari: pari?



Serie di Fourier. Supponiamo che la successione di somme parziali
sn(x) converga per ogni x € R. Otteniamo la serie trigonometrica
di coefficienti ag, ax, bk.

o
ap/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1
Data una funzione f periodica di periodo 27 ci chiediamo se essa
sia sviluppabile in una serie trigonometrica ossia se si possono
determinare i coefficienti ag ax bx in modo che la serie converga ed
abbia come somma f(x).



Assumiamo

f(x)=ap/2+ Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1

Moltiplicando f(x) per cos(mx) e integrando tra —m, 7 si ottiene

am = 1 f(x) cos(mx)dx

—Tr
Moltiplicando f(x) per sin(mx) e integrando tra —m, 7 si ottiene

™

bm = / f(x) sin(mx)dx

™ J_x

Le costanti sopra definite si chiamano coefficienti di Fourier di
f(x).

La serie, una volta specificati i coefficienti, si chiama Serie di
Fourier di f(x). Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 marzo
1768 -Parigi, 16 maggio 1830)



Esempio. Onda quadra: un segnale composto da un’'alternanza
regolare di due valori

— <
F(x) = 0 T<x<0
1 O<x<m

prolungata in modo periodico in R.
| coefficienti di Fourier sono

ao:].
ak:O
1—(=1)k

La serie di Fourier risulta

2 < sin((2k + 1)x)
+7T;) 2k +1

N~



2 ™
by =0 ay = / f(x) cos(kx)dx
0

™

by = ;/_ﬂ f(x)sin(kx)dx

f(x)sin(kx) = F(x) dispari

/_T;F(X)dxz/_iF(x)dx+/OFF(X)dXZ

_/: F(—x)dx—l—/oﬂ F(x)dx:/: F(x)dx+/07r F(x)dx



Funzioni dispari:

2 ™
ax=0 by = 7r/ f(x) sin(kx)dx
0
]_ T
i = 71'/ f(X) COS(kX)dX

F(x) cos(ke) = F(x) dispar

/_T;F(X)dXZ/_iF(x)dx+/07r,:(X)dXZ

_/: F(—x)dX—I—/OTr F(x)dx:/: F(x)dx+/07r F(x)dx



Sviluppo in serie di Fourier di f(x) = sin3 x + sin? x + cos x
(polinomio trigonometrico)

f(x) = %(1 — cos(2x)) sin x + %(1 — cos(2x)) + cos x

1 1 1
5 sin x — > cos(2x) sin x + > (1 — cos(2x)) + cosx =
1 1 1 1
5 sinx + 2 sinx — n sin(3x) + 573 cos(2x) + cos x =

3 1 1
5 + 2 sinx — 5 cos(2x) — 7 sin(3x) + cos x



Sia data

f(x) =

O = O
X
m
|
ISIE]
ISIE]

ripetuta in modo periodico in R. Calcolare il coefficiente ag, b3, a3
e aigo della serie di Fourier.



La funzione risulta pari: b3 =0,

/’5

1 (21 1sin(k%
ag = /2 — cos(kx)dx = sin(k3)

N~
N

1
ag = —
T

[NIE]

T ) 2 T k
2
1 sin(%ﬂ) 1
33 = — = ——
T 3 3w
1 sin(507
a0 = — (50) =0

m 100



Esercizio. Data la funzione

0 —mT<x<0
f(x)=4 .
sin x O<x<m

prolungata in modo periodico in R, calcolare la serie di Fourier

ap = —

1 /™. 1
sinxdx = ——cosx|g = —
7 Jo T T

((sin((1 = k)x) + sin((1 + k)x))

N

sin(x) cos(kx) =

((cos((k — 1)x) — cos((1 + k)x))

N~

sin(x) sin(kx) =



1 T
ag = / cos(kx) sin xdx =7
0

™
1 ™

=5 ((sin((1 = k)x) + sin((1 + k)x))dx =
0



1 [cos((1—k)x) cos((1+ k)x)
_27r< 1—k 11k >

_i (_1)k—1 B 1 N (_1)k+1 B 1
2r\ 1—k 1—k k+1 k+1

1<(_1)k+ 1 +(—1)k 1 )

\1-k "1k ksl k+1

i (_]_)k L_FL + L‘FL _

27 1—k k+1 1—k k+1)

1 2(_1)k+ 2 C1(-1)F+1
1—-k2) 7 1—k2




0 k=1
12 —

™ 1—4m? k=2m

0 k=2m+1

1 ™
by = / sin x sin(kx)dx
0

= % i ((cos((k — 1)x) — cos((k + 1)x))dx =
0
k=1
k#1

O NI



Serie di Fourier

101 2 X 1
;-i— 2smx+TFmZ::l(1_4mz)cos(2mx)



» Esercizio. Data la funzione
f(x) = x|x|,

per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare
le serie di Fourier.

La funzione & dispari, pertanto ag =0, ax = 0,Vk € N.

by = 1 [/O —x? sin(kx)dx + /Oﬁx2 sin(kx)dx] =

™ -7

= 1[—/: —x?sin k(—x)dx—k/(;rx2 sin(kX)dX] =

s

_1 [/ x> sin(kx)dx+/ x? sin kxdx} _2 [/ x? sin(kx)dx] :
s 0 0 g 0



Risulta: 1
/x2 sin kxdx = — /xzk(cos(kx))’dx =

1 2
_;x2(cos(kx)) + p /xcos(kx)dx =

/ x?sin kxdx = — = x?(cos kx)|T 4+ = / x cos(kx)dx =
0 k k Jo

1 2 [T /
= (1) /{2/0 x(sin(kx))' dx —
1 2 2
= —;Wz(—l)k + (ﬁ(—l)k -3



Quindi indicata con S la serie di Fourier relativa a f, si ha

400
S= %Z <— %WQ(—I)I‘ + %(—1)/‘ — k23> sin(kx).
k=1



Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

0, - mt<x<0
f(X)_{ =3x, 0<x<7m °

Determinare la serie di Fourier di f .
La serie di Fourier & data da

+o00o
a4 Z [akcos(kx) + bxsen(kx)] ,

2
k=1
dove: L
== f(x)d
= [ e,

1 s

ag = / f(x)cos(kx)dx, k = 1,2, ...
™ —T
1 T

bk = / f(x)sen(kx)dx, k = 1,2, ...
™ —T

Calcoliamo i coefficienti di Fourier della f.



™

o= > /Oﬂ xeos(kx)dx = —> [(13;1} ;

b = —3/ xsin(kx)dx = 3 —1)kF = §(_1)k‘
0

s

la serie di Fourier richiesta é:

0§ eos(2k £ x gy ()il

T (0k+1)2
7rk0 2k+1)



Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

f(x) =max{2,2—x}, xe€(-m,7].
Determinare la serie di Fourier di f.

La serie di Fourier & data da

+oo
40 .
>t Z [akcos(kx) + bysin(kx)],
k=1
dove: 1
ag=— f(x)dx,

™ J—x

1 ™
ay = / f(x)cos(kx)dx, k =1,2,...

—T

1 ™
by = / f(x)sin(kx)dx, k = 1,2, ...



Osserviamo :

f(x):{ 2—x, xe¢€(-m0) .

2, xe€[0,7]
Dunque:
1 [0 1"
30:/ (2x)dx+/ 2dx = = + 4.

I - T Jo 2

1[0 1 [

ag = — (2 — x)cos(kx)dx + — [ 2cos(kx)dx =
™ J)_x ™ Jo

1 0 1 s 1 0
= / 2cos(kx)dx + / 2cos(kx)dx — / xcos(kx)dx =
™ Jo ™

—T —T

2 [T 11 1 0
= / cos(kx)dx — —Exsin(kx)i,r +— sin(kx)dx

T J)_r 7 Tk J_»

= LD -1



1/ 1 ("
by = / (2 — x)sin(kx)dx + / 2sin(kx)dx =
m T Jo

—T

2 [T 1 [°
sin(kx)dx — = Xbln( kx)dx =
T

—Tr

%XCOS kx) —/ cos(kx)dx
1
1)* = —(—-1)".
= Lr(cnf= L1

La serie di Fourier richiesta é:

( +4)+Z[ k2[ )k — 1] cos(kx) +

1 .
E(—l)ksm(kx) :



Serie di Fourier per funzioni periodiche di periodo T.
Sia f periodica di periodo T.
La serie di Fourier di f risulta

- 2k .2k
ap/2 + Z ak cos(?ﬂx) + by sm(%x)
k=1

i cui coefficienti sono



Per funzioni pari compaiono solo i coseni:

4 (T2
ap = _,_/0 f(x)dx

4 [T/2 27
ag = _,_/0 f(x) cos <Tkx> dx
by =0

mentre per funzioni dispari compaiono solo i seni:

aozakzo

4 (T2 2
by = T/o f(x)sin <_,7_rkx> dx



Esercizio

f(x) = | sin x|. Quanto vale il coefficiente ap?

a)

SRS
SHES

3
b) —
S =

1 s
ao:/ | sin x| dx
™ —T
2 ™
:/ sin x dx
T Jo

2
= Z(~cosx)ff

SEENE

4
(—cosm + cos0) = —.
m



e T [

/0 & f(x) dx

T/2 o
/0 f(x) cos (Tkx

4 /2
ap = / sin x dx
T Jo

4
= %(— cos x)

7r/2_4
o =

) o



4 (72 2w
a] = / sin x cos <x> dx
Vs 0 T

4 (/2 4
== [ 2x)dx = ——
a W/o sin x cos(2x) dx 3
La serie di Fourier di f risulta
o0
ao/2+ Z ay cos(2kx)
k=1

[l primo coefficiente nella somma & quello di cos(2x)



Torniamo a (—m, 7] e calcoliamo

™

ay = / sin x cos(kx) dx.
0

Come posso riscrivere sin x cos(kx)? Per integrare & meglio avere
somme invece che prodotti....

Formula di Werner:

sina cos 8 = %[sin(a + B) + sin(a — B)].



Esercizio

Dalle formule di Werner :

ag = 2 /07T sin x cos(kx) dx = 1 /OTr sin(x(1 4 k)) + sin(x(1 — k)) dx.

s ™

1. Caso k =1:
dy = 0.

2. Caso k > 1: Utilizzando cos(mm) = (—1)"

o — 1 [cos(X(l + k))  cos(x(1— k))}x:ﬂ
oal 1tk 1k

1 [(—1)1+k -1 (=1t k— 1}

Y

x=0




Esercizio

dg.

se k e dispari

se k & pari



Calcolo di somme di serie. (Fourier)
>
0 — <0
Flx) = T<x<
1 O0<x<m

prolungata in modo periodico in R.
La serie di Fourier risulta

1 2 sin((2k +1)x)
§+%Z 2k +1
k=0
In x=0risulta S = >
Inx:gsi ottiene
T 1 2 (-1
(Q=1=5+ 23 5
k=0
e
4 = 2k+1



Forma esponenziale della serie di Fourier

oo o0
ap/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx) = Z e
k=1 k=—00
[e.@] [e.9]
Z e = o+ Z (’Yk cos(kx) + ik sin(kx)
k=—o00 k=1

+vy_k cos(—kx) + iv_k sin(—kx)) =

Yo + Z('yk + v_k) cos(kx) + i(vk — y—«) sin(kx)
k=1

Yo = ao/2
Yk +V—k = Ak
i(Yk — v—k) = bk

Yk +V—k = Ak
Vi — V—k = —iby



Sommando )

T = 5(ak — ib)
Sottraendo )

Y=k = E(ak + ibg)
E' utile scrivere la serie di Fourier nella forma

oo
Z Vkelkx

k=—00

Risulta per n # m

i T einxe—imxdx _ i /71' ei(n—m)de _ ii
2t J_, T J s 27
In conclusione
1 T :
7 emxe—lmxdx — 5n,m
T J—x
1 T —inx
Yn = — f(x)e dX

2T

—T



Calcolo di alcuni termini non nulli della serie di Fourier della
funzione f(x) = x in [—m, 7) ripetuta per periodicitd in R.
1 s

= — xe "™ dx
2 J_,

Yn

Y% =0



1 4 . 1 1 . .
=5 xe "dx = > (_I_xe_'x|7i7T +e ™™ 7_r7r)
—TT
1 . —im . iT —iT i . .
:% e +ime’” + e —e€ =/COSTT = —I
1T 1 /1 1,
= eXdx = — [ Zxe™|T  — —eX|7T
T ) 27r<iX > —”>
1 . . .
=5 ( — e '™ — jme '™ + e’”e"”) = —jcosm =i
T

S=ije X —je™+ ...

S =2sinx-+.....



Trovare i successivi:

. . 1. 5 1, .,
S = e X _je — Zje2x 4 el

2 2
S =2sinx — 1sin(2x) + ......

TV v N YV VI Sy
S = je= X _ jeix _ Elef2lx+7le2lx+7lef3lx_ -

2 3

S =2sinx — 1sin(2x) + %sin(3x) + ..

3

'e3IX )



Definizione.

Data una funzione f : [a, b] — R diciamo che f & regolare a tratti
in [a, b] se esistono un numero finito di punti x;, i =0,1,2,..., N
conag=xpg =x1 < xy <xp--+-<xy = b tali che f & derivabile
con derivata continua in ogni intervallo (x;, xj1+1), € la restrizione di
" a (xj, xj+1) & prolungabile con continuita in [x;, xj11].

Se la funzione f & definita su R, f & regolare a tratti in R se &
regolare a tratti in ogni intervallo [a,b] contenuto in R.

f : R — R regolare a tratti, periodica di periodo T = 27.



Disuguaglianza di Bessel. Consideriamo

+o0o
a
50 + kz_; [akcos(kx) + bysen(kx)],

ap = 1/ f(x)dx,

Tr—ﬂ'

dove:

1 m
ay = / f(x)cos(kx)dx, k = 1,2, ...
m

—T

bk = 1/ f(x)sin(kx)dx, k = 1,2, ...

™ -7



sn(x) ridotta n-esima serie di Fourier di f, con f limitata e
integrabile in [—7, 7]
Consideriamo il seguente integrale:

/ " IF() — sn(x)[? dx =

—T

/7r [f(x)2 + s,,(x)2 — 2f(x)sn(x)] dx

—T



(2243 [awcos(ho) + busin(loc)) o =
- k=1

T 2 n
(213 [0 () + Bisin® (k)] cict
k=1

—T

™
/ altri prodottidx (con contributo nullo)

—Tr

2 n n
ag Z 2 E: 2
- 42W+k—1ak7r+kflbkﬂ:

2 n
%W—i—ﬂzai—i-bi
k=1



—2/7r F(x)
—ao/:; X—ZZak/ x)cos(kx) dx—
2 Z by / x)sin(kx) dx =
—air—2 Z ar(agm) — 2 Z b (bim) =

k=1 k=1

n
— agm — 2w E a; + b}
k=1

50 + Z [akcos(kx) + bksm(kx)]] dx =



Vale la disuguaglianza:

/ F2(x) dx — 77—772 (a7 + b7) >

/_ : F2(x)dx

2 +o00

a
243 () <

3=

Dalla disuguaglianza di Bessel segue

lim a, =0, lim b, =0,
k—r+o00 k—+00
ossia
li f k =1 f k =0.
LJim /_7r (x)cos(kx)dx Jm /_7r (x)sen(kx)dx =0



Nucleo di Dirichlet

Si ha

dim. Dalla formula
) 1 ) 1 . X
sin((k + §)x) —sin((k — E)x) = 2sm(§) cos(kx)

sommiamodalan

n

S (sin((k + 2)x) — sin((k — 2)x) = sin((n + 2)x) —sin( %) =

k=1

2sin(= Zcos (kx)



Inoltre

I I 1
/0 d,,(t)dt:/ d,,(t)dt:E.

™ —T

Segue da d,(t) = 1 + S _; cos(kt) ed effettuando I'integrazione.
Esercizio: disegnare d, per diversi valori di n.



Formula di Dirichlet

Teorema.

Sia f periodica di periodo 27 integrabile in [—7, 7]. La somma
parziale s,(x) della serie di Fourier di f si pud esprimere in termini
del nucleo di Dirichlet (integrale di convoluzione)

sn(x) = % i f(x + t)dn(t)dt,

—T

in((n+ $))
sini(n 5 )X
KA ETE



La dimostrazione si basa sul seguente calcolo. Per definizione di
sn(x)

() = / i f(y)[%+2(cos(kx)cos(ky)—l—sin(kx) sin(ky))dy] =
k=1

71r/ fy [—i—Zcos (x —y))]ldy =

% / f(x+ t)[% + Z(cos(kt)]dt =

k=1

L[ gt 20,
-7 2



Teorema di Convergenza Puntuale

Convergenza Puntuale Per ogni x reale la successione s,(x)
converge a f(x), ovvero per ogni x € R e per ogni € > 0 esiste un
indice N(x,¢€) tale che

Isn(x) — f(x)| <e VN> N(x,e¢)

Teorema Sia f una funzione periodica regolare a tratti su R. Per
ogni x reale la serie di Fourier converge alla media aritmetica tra il
limite destro e il limite sinistro:

3| foe + 70,

e a f(x) nei punti di continuita



Dobbiamo considerare

sal)3 | Fe)+10)| = 2| [ (e

s

0 sin(n+ 1)t
/_W(f(x-i- t) — f(x-)) 25in(§2) dt],

Ricordiamo L
sn(x) = 7T/ f(x + t)dn(t)dt
1 (" 1/ 1
= | dy(t)dt = = s ==
R G

sin(n + 3)t




Poniamo




Ne segue dalle ipotesi su f che esiste il limite per t — 0" e per
t — 0~ di F. Infatti

lim F(t) = f(x) lim F(t) = ' (x)

t—0F t—0—

F & continua a tratti in [—m, 7], dunque integrabile e limitata.
Inoltre

sn(x) — % {f(xg + f(x)] ! /7r F(t)sin((n+ %)t)dt.

L —"



Del resto

1 /ﬂ F()sin((n + %)t)dt -

T™J -z

1

m s

—T —T

Dalla disuguaglianza di Bessel si deduce che

T t
/ F(t)sin 5 cos(nt)dt — 0

—T
per n — +00.
T t
/ F(t) cosisin(nt)dt —0

—T
per n — +00.
In conclusione

/7r F(t)sin((n+ %)t)dt — 0,

—T

per n — +0o0.

T I t
/ F(t)cos;sin(nt)dt—i—/ F(t)sinicos(nt)dt



f(x) = x|x],
per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare
le serie di Fourier.

+oo

S— %Z < L R G /i) sin(kx).

k=1

x=0ex=m7?



F(x) = Ix,

per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare
le serie di Fourier.

r 4R 1
S=T_2N _°  cos(2k + 1)x.
2 W;)Qk—i-l)z cos(2k + 1)x

T 4+oo 1
f(0)=0=—- — — P E—
0) 2 ﬂkz:%(2k+l)2

2 +oo 1

?ZZ(zkH)?

k=0



Derivate 1-d
» Regola della somma (linearita):

Dlaf(x) + Bg(x)] = af'(x) + Bg'(x),  a,BER.
» Regola del prodotto (o di Leibniz):

D[f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)-
P> Regola del quoziente:

D[f(X)} f'(x) - 8(x) = f(x) - g'(x)

g(x) g(x)? '
» Regola della funzione reciproca:
1 f'(x)
D =— .
{f (X)} F(x)?

P> Regola della catena:

D[f (g(x))] = f' (g(x)) - &'(%)-



Derivate 1-d

D(Inf(x)) = ':((j)) D(ef™) = &) . f/(x)
>
D(sin f(x)) = f'(x)cos f(x) D(cosf(x)) = —F'(x)sin f(x)

" 0

D(tanf(x)) = 0% F(x)
" . )

D(arcsin f(x)) = m

i (%)

D(arccos f(x)) =

V1=



Derivate 1-d

>
f'(x)

D(arctan f(x)) = T FOOR

D(f(x)8X)) = F(x)8X) . | g'(x) - In f(x) + g(x) -

D(x*) = x*-[Inx + 1]

f(x)



Derivate parziali

Come si estende il concetto di derivata a funzioni f di pilu variabili?

Usiamo il rapporto incrementale in cui si fa variare un'incognita e
si “fissano” le restanti. Sia A C R? un insieme aperto (ovvero per
ogni (x,y) € A esiste un intorno circolare

B/(x,y) = {(x,y) € R? : x> +y? < r?} di raggio r tale che
B.(x,y) C A).



Una funzione f : A — R si dice derivabile parzialmente in x nel
punto (x,y) € A se esiste finito il limite h — 0 del rapporto

incrementale
f(x+h,y)—f(xy)

p .
Se f & derivabile parzialmente in x nel punto (x, y) € A allora si
pone

. fx+hy)—fFf(x,y
) i TP =)

» Similmente si puo definire f,(x, y) (se il limite esiste finito):

. fx,y+k)—f(x,y
fxy) = fim (00X TR Z100Y)

» In dimensione > 2 la definizione si estende: si incrementa una
variabile per volta.



Calcolo delle derivate parziali

Per calcolare le derivate parziali valgono le regole di calcolo note

Per calcolare la derivata parziale di f rispetto a x nel punto (x, y)
bisogna pensare di fissare y e di poter variare solo x...

Calcolare la derivata parziale in x della funzione f(x,y) = xsiny
nel punto (x, y).

» Dalla definizione: calcoliamo il limite del rapporto
incrementale
. f(x+hy)—f(x,y) (x+ h)siny — xsiny
lim = lim
h—0 h h—0 h

=siny.



» Utilizziamo le regole di derivazione. La funzione siny &
constante rispetto a x quindi puo essere portato fuori dal
simbolo di derivata:

(xsiny)x =siny (x)x =siny.



Calcolare la derivata parziale rispetto a y di f(x,y) = xsiny.

» Dalla definizione, calcoliamo il limite del rapporto
incrementale: Usando la formula di addizione del seno
sin(a + 8) = sina.cos 3 + cos asin 3 si ha

lim fx,y + k) = f(x,y) = lim xsin(y + k) — xsiny

k—0 k k—0 k

i xsiny cos k + xcosysink — xsiny
=1

k—0 k

. xsiny(cosk — 1) + x cos y sin k
= lim

k—0 k

.. (cosk—1) sin k

=xsiny lim ——=

+ X cos I|m —_
k—0 k Y —0

Poiché lim_,g <K=L =

k —1siha

(xsiny), = xcosy.



» Osserva: poiché x & constante rispetto a y,

(xsiny), = x(siny), = xcos y.



Osservazioni

>

| 2

E sempre preferibile usare le regole di derivazione per calcolare
le derivate parziali;

Usare il rapporto incrementale solo se esplicitamente richiesto
nell'esercizio;

Ricordare sempre che le variabili su cui non bisogna calcolare
le derivate parziali sono costanti;

Le derivate parziali si possono denotare anche con altri
simboli:

of of
87(X7y)7 @(va)

Per non appesantire la notazione, molto spessi il punto (x, y)
in cui si calcolano le derivate non si scrive esplicitamente. In
tal caso per le derivate parziali scriviamo semplicemente:

or of
ox’ Oy



1

Dy(In(xy)) = —
y(In(xy)) )

X X ].
Dy(ey)=c¢ev .- —
x(er) "

x 1 5
D,(evy) = —x—e
v(er) %

Dy(sinxy) = y cos(xy) Dy (sinxy) = x cos(xy)

Dy(x*) =x*-[Inx+1] D,(x*)=0



Derivate di ordine successive

Come sopra A C R? denota un insieme aperto.

Le derivate del secondo ordine di f : A — R nel punto (x,y) sono
date da

&X:(&)X(th)? ny:(fX)y(Xa)’)v
e = (fy)x(x, ), fiy = (£ )y (x, y)-

» Similmente si possono definire le derivate di ordine superiore;

» In generale f, (x,y) # fx(x,y). Nel caso in cui fi,(x,y) e
fyx(x,y) sono continue in (x,y) allora vale

fxy(X7Y) = fyX(Xa)/)'

Tale risultato si chiama teorema di inversione di Schwarz.



Esercizi

Esercizio 1
Calcolare le derivate parziali prime rispetto a x e rispetto a y delle
seguenti funzioni:

1. f(x,y) = e+ ¢;

2. f(x,y) = x10 +2x*y2 — 4xy* + 2y2;
3. f(x,y) = e cosy

4. f(x,y) =sin(x 4+ 2y);

5. f(x,y)=e >

6. f(x,y) = arctan(x? + y?).



Esercizio 2
Determinare il dominio e le derivate parziali rispetto a x e rispetto
a y delle seguenti funzioni:

1. f(x,y) = arccos(xy);
2. f(x,y) = arcsin(x? + y?).



Esercizio 1

Esercizio 1(1): La funzione & una somma di due funzioni che
dipendono ciascuna da una variabile. Quindi

i=("+e&)x=()x+(e¥)x=€"+0=¢€".
Similmente f, = e”.
Esercizio 1(2): Ricordando che %x” = nx""1, si ha
(10 + 2x%y? — axy® 4 2y = (x1%)x + 237y ?)x — (4xy*)x + (20°)x
= (x")x + 2y (x")x — 4y*(x)x + 0

= 10x° + 2y?(4x3) — 4y*
= 10x° + 8y2x3 — 4y*.

Analogamente f, = 4x*y — 16xy3 + 4y.



Esercizio 1 - Il

Esercizio 1(3):

2

f, = (" cosy) = (" )xcosy = eXQ(xz)X cosy = 2xe*’ cos y,
f, = (e* cosy) = exz(cosy)y = —esiny.
Esercizio 1(4):

fy =cos(x+2y), e f,=2cos(x+ 2y).

Esercizio 1(5): Poiche f = e e’ ragionando come nel caso (3)
abbiamo

h
Il

)

e ), = e Xe ¥ (=2y) = —2ye X
y

2

(e _X) eV = e Xe V' = eV
e

fy



Esercizio 1 -IlI

Esercizio 1(6): Ricordando che

d 1
a(arctan x) = 1.2
si ha
f. = t 2+ 2 _ 1 2+ 2
x = (arc an(X y ))x = W(X y )X
2x

I (R yRR

Similmente



Esercizio 2 - |

Esercizio 2(1): Si ricorda che la funzione arccos t é ben definita
solo se t € [—1,1]. Quindi il dominio di f é dato dai punti (x, y)
che verificano —1 < xy < 1. Pil precisamente

Dom(f) = {(x,y) € R? : =1 < xy < 1}.

Per calcolare la derivata di f, ricordiamo che

i(arccosx) S T
dx VI X2
Dunque
1 y
fx =— 2(XY)X = - 5
1—(xy) 1—(xy)
1 X
fy=— (xy)y =—



Esercizio 2 - Il

Esercizio 2(2): Come nel punto precendente arccos t é ben definita
solo se t € [—1,1]. Quindi il dominio di f é dato dai punti (x, y)
che verificano —1 < x% + y? < 1. Poiché x?> + y2 > 0, la prima
condizione é sempre verificata e il dominio é dato

Dom(f) = {(x,y) € R? : x* +y* <1}.

Per calcolare la derivata di f, ricordiamo che

1
a(arcsinx) = \/ﬁ
Dunque
1 2x
f. = X2—|— 2y
x 1— (x2 +y2)2( Y )x 1— (x2 + y?)2
1 2y
fy = (o +y%)y =



Definizione della derivata parziale prima di f in X

(X1, ., Xi+h .. Xn) — F(X1,- oy Xiy -

(%) = |
/(x) i![>n0 h

se tale limite esiste finito.

of

— £
ox; '

D,.f

Dy, ||x]? = D (X2 + x2 4 ... x2) = 2x;

n

Definizione del gradiente di f.

Df(x) = (fa (%), (%), -+ £ (X))



Data una funzione f definita in un intorno di (xo, o) € R?, f si
dice derivabile parzialmente rispetto a x nel punto (xp, yo) se esiste
ed & finito il limite

f(xo + h,y0) — f(x0, ¥0)

lim .
h—0 h

I valore del limite si indica con f(xo, yo) e si chiama derivata
parziale prima rispetto a x della funzione in (xo, ¥o).
f si dice derivabile parzialmente rispetto a y nel punto (xo, yo) se
esiste ed & finito il limite

’ f(x0, o + k) — f(x0, y0)

im .

k—0 k

[ valore del limite si indica con f,(xo, yo) e si chiama derivata
parziale prima rispetto a y della funzione in (xo, yo).

f si dice derivabile parzialmente rispetto a x o rispetto a y in un
aperto A se € derivabile parzialmente in ogni punto di A.



1
qu.y = - ﬂ(:* fy=——
(x,5) , e
flx.y) = Va2 +y2 = (x* +y%)2
1 2x 1 2y
fX:§ 1 fy:§ 1
(x> +y2)? (x*+y?)2

f(x,y) =sin(xy) fix=ycos(xy) f, =xcos(xy)



fxy) = VAT 72
£ 1 2x £ 1 2y
T2eety)t T 2242
Ammette derivate parziali in ogni punto # (0,0): non risulta
derivabile in (0,0). Infatti

f(xo+ h,y0) — f(x0,50) _ f(h,0)—£(0,0) |hl

h h h




fx,y)=Ix=yl(x+y)

(1,1)
F(1+h1)—f(1,1) _ |h|

(2 + h)???

(0,0)
~ h

—777
h




Norma euclidea

Il = 3+ 4o+ 22
Intorno di centro xg e raggio 6.

{x eR": ||x — xo|| <&}

A aperto
Un insieme aperto A dello spazio euclideo: Vx € A esiste un
intorno di raggio & > 0 centrata in x interamente contenuto in A.



X Insieme di definizione
> f(x,y) =In(2—x%—y?) f(x,y)=/4x2+9y2 36
> f(x,y) = In(x* + y?)
> f(x,y) = In(1—x?) +In(1 — y?)
> f(x,y) = m
Esercizio: disegnare I'insieme di definizione f : X C R" - R
Xg punto di accumulazione per X.

Per ogni numero reale ¢ > 0 esiste un numero reale § > 0 tale che:
|f(x) —£] < € per ogni x € X con 0 < ||x — xpl| <9

= lim f(x)

X—>X0



Se esiste il limite £, il limite & unico per il teorema di unicita del
limite
» Mostrare che un limite per una funzione di due o piu’ variabili
non esiste: basta trovare due cammini lungo i quali la
funzione tende a due valori distinti.

» Metodo non utilizzabile per mostrare che il limite esiste: non
basta mostrare che la funzione tende allo stesso valore
percorrendo un certo numero di curve per dire che essa
ammette limite: potrebbero esistere altre curve lungo le quali
la funzione si comporta diversamente.



» Esempio di funzione che non ammette limite per
(x,y) —(0,0) .,
X =y
f =7
(y) =3 v
. 1-m?> 1-m?
lim =
(x,y=mx)—(0,0) 1 + m? 1+ m?
» Esempio di funzione che non ammette limite per
(x,y) — (0,0) anche se lim(, ,)_,(0,0) f(x, mx) = 0

xy?
f(x,y) = X2+ )4
>t x(mx)? m2x
Flox mx) = x2 4+ (mx)* 1+ m*x2’
quindi
lim f(x,mx) =0.
(x,y=mx)—(0,0)
Mentre

4 4
y y 1
f 2 = = — = =
(v, y) i v il




Non esiste il lim(, ,)(0,0) di

24,2
f(x,y) = ﬂ???

y
2 2
1
yomx AT (0,0)7777
mx
, X2Ha’xt XP(1+a?x?) 1 s 2

e = = —(1
y=ox ax? ax? a( a7



Verifica del limite.
» Esercizio 1. Verificare

2
. Yy
lim —_— =
(x.)=(0,0) \/x2 + y?2
2 2., .2
y Xty /
[ A—— < — = X2 +y2
|\/>ﬁy2 VX2 +y?

Per ogni numero reale € > 0 esiste un numero reale § > 0 tale
che per ogni x € X 0 < ||x — x| < d vale |[f(x) — 1] < e

0

0 =c¢

Per ogni numero reale € > 0 § = € tale che per ogni x € X
2
con 0 < [[x — xp|| < 0 vale | —2%2— — 0| < e
X2+y2




» Esercizio 2. Verificare

lim
(x,y)—(0,0)
3x3 4+ 5x2 + 5y?
x2 + y?

PPl g XX

3x3 4+ 5x2 + 5y?

x2 +y2

x2+y? 2+

5 < 3[x| =3Vx2 < 3/x2 + y2

0= ¢



» Esercizio. Non esiste il lim per lim(, ,y_,(0,0) di

Xy

f(X>Y): m

Consideriamo

2L () #(0.0)
0 (x.¥) = (0.0)

La funzione non risulta continua in (0, 0)

f(va) =

» la funzione ammette derivate parziali prime in (0,0) 7777
Ammette derivate parziali prime in (0,0) e valgono 0.

Analisi Matematica una variabile: osserviamo il differente
comportamento. Non tutte le caratteristiche che si
evidenziano nello studio di funzioni di una variabile potranno
essere trasferite al caso di funzioni di due variabili a valori
reali. Non possiamo parlare di crescenza o decrescenza,
mentre potremo considerare i massimi e i minimi, una volta
definiti gli intorni in R.



Continuita.
Sia f : X = R e xp € X di accumulazione per X
Le due proprieta seguenti sono equivalenti

(a) Ve >0 3 > 0 tale che se x € X e ||x — x0|| < 0, allora
If(x) — f(x0)| <€

(b) (xn) xn € X e x, — xo, allora f(x,) = f(xo).

lim M =777
(xy)—=(m1) 1l —y —cosx



In due variabili R?:

= lim f(x,
(x,y)—=(x0,%0) (ey)

Sia X C R?, (xp,y0) € X punto di accumulazione per X.
f continua in (xp, ¥o) se

lim f(x,y) = f(xo,
) oy | oY) = F0:30)

Ve > 030 >0:V(x,y) € X tale che /(x —x0)2 + (y — y0)2 < §
risulta

[f(x,y) — f(x0,y0)| < €



Sia:

f(x,y) = xe¥ + y3x?

Entrambe le derivate parziali prime sono continue. Risulta
rispettivamente :

fo=¢e +2xy° £, =e +6xy°
f, = xe¥ +3y’x* fx = e’ + bxy?

Vediamo ora un esempio di funzione con derivate parziali miste
diverse

Come vedremo, l'ipotesi di continuita delle derivate parziali
seconde miste & sufficiente per la loro uguaglianza. Un esempio di
funzione con derivate seconde parziali miste differenti deve avere
tali derivate non continue.



Data la funzione

_x5s Yix,y) e R\ (0,0)
) ‘{ 0 () =(0.0)
> £.(0,0) =0:
i F(10) = £(0,0) _
h—0 h
> £,(0,0) = 0:




x 2x(x*+y?)—2x(x*~y?)
yX2+y2 + Xy (2 1y?)?
0
Y 2y (P 4y?)—2y(y?—x?)
XX2+y - Xy (2 1y2)2

0

Y(x,y) € R\
(x,y) = (0,



x2 X2y
&(X,y) = yx2+y2 + y(x2+y2)2 V(X Y) R2\ (07 0)
0 (x,y) = (0,0)
2_,2 4 )
fy(x,y) = Xy T (x2y+y) V(x,y) € R®\ (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

Le derivate seconde miste in (0,0) sono diverse, infatti:

£(0, k) — £.(0,0)

X —_— | — _1

fy(0,0) = lim p
. fy(h,0) — £,(0,0)

fx(0,0) = lim . — 11

f,x(0,0) # £4,(0,0).



Teorema di Schwarz.
fFACR? SR

una funzione in due variabili, definita su un aperto A di R2. Se f
ammette derivate seconde miste continue (f € C?(A)) allora vale
in A

fxy = fyx



(x0,¥0) €A

Si scelgono due reali ¢ § >0

(xo —&,x0+¢€) X (yo—d,y0 +9) C A (A aperto).

FeG

(—g,e) CR—=R

F
G:(-6,0))cR—-R
in modo che:

F(t)=f(xo+t,yo+s)—f(xo+ t,y)

=f
G(s) =f(xo+t,yo+s) — f(x0,y0 +5)

Vs € (—9,9)
Vt € (—¢,¢)



F(t) — F(0) = G(s) — G(0).

Inoltre, applicando due volte il teorema di Lagrange:

F(t) = F(0) = tF'(&) = t[f(x0 + &1, 50 + 5) — flxo + &1, 30)] =

ts [fy (x0 + &1, y0 + 01)]
G(s) = G(0) = st [fix(x0 + &2, 0 + 02)]

¢ e (0, t) e o € (O,S)
Il teorema segue facendo tendere t e s a 0 tenuto conto che le
derivate seconde miste sono continue.



f:ACR" >R
» Differenziale di f in x. f differenziabile in x se esiste p € R”
tale che

im f(x+ h) —f(x) —ph
Pl Al

» p = Df(x). Infatti h=te; = (0,...,0,0,¢,0...,0)

=0,

f(x + tej) — f(x) — tp;

lim =0
t—0 |t|
Abbiamo . .
o flc ) = )~
t—0 t
¢ f f
jim (X ) = F0)
t—0 t

Quindi f ammette derivate parziali e

pi = fx,-



of (xo, Of (x
f(@())(yo)( ( oyo)(

X — xp) — )

f(x,y) — f(x0,¥0) —
V(x—x0)% + (y — y0)?

—0

Per

\/(X—Xo)2+()/—}/o)2—>0

f(x,y) — f(x0, %0
Of (xo, yo)

) =
I (X—Xo)+8f(;o’y0 +0<\/X—Xo (v — yO)2>

lim f(x f(xo,
ey T O0¥) = F0:0)



La differenziabilita di f & legata all’esistenza del piano tangente.
Una funzione differenziabile in un punto risulta una funzione
approssimabile, a meno di un resto infinitesimo, da una funzione
affine in un intorno abbastanza piccolo di quel punto. La funzione
affine

af(XO;YO)

8f(X07 YO)
Ox (x

z = f(x0, y0) + (v — yo)

rappresenta I'equazione del piano tangente al grafico della funzione

nel punto (xo, yo)-
Esercizio. Determinare il piano tangente

fx,y) =x3+y*>+2x+2
nel punto (—1,2,f(-1,2)). £(-1,2) =5 f,(-1,2)=4

z=5(x+1)+4(y—2)+3



f(x,y) — f(x0, %0) =

o) 20 oo (fox ) + (0~ 0)?)

Of (x0, Y0)
Ox (x

per

\/(X—Xo)2+(y—)/0)2—>0

lim  f(x,y) = f(x0, 0)
(x,y)—=(x0,y0)

continuita lim(, ) (xo,y0) f (X, ¥) = f(x0, y0)



Teorema del differenziale
Sia f dotata di derivate parziali prime in un aperto A di R?. Se le

derivate parziali prime sono continue in A allora f & differenziabile
in A.

Ricordiamo Sia A un aperto di R e sia f : A — R
f & differenziabile in (x, y)

> f ammette derivate parziali prime

> vale

i f(x+hy+k)—f(x,y)—f(x,y)h—f,(x,y)k
(h,k)—(0,0) N

=0



Occorre dimostrare
f(x+hy+k)—f(x,y) — fi(x,y)h— f,(x,y)k = o(/ h? + k?)

per
(h, k) — (0,0).

Consideriamo
f(x+h, y+k)—f(x,y+k)+f(x, y+k)—f(x,y)—f(x, y)h—F,(x, y)k

Applicando il teorema di Lagrange ad entrambe le derivate parziali
prime
f(x +hy+k)—f(x,y + k) = f(x1,y + k)h

f(x,y +k)—f(x,y)=f,(x,y1)k

con x1 — x ,y1 =y per (h,k) — (0,0).



Otteniamo

1 1
W’fx(xl,}/+k)—fx(xa}’)||h|+ﬁ|ﬂ/(xah)—fy(x7)/)||k| =
L xy + K) = ) (0 1) — 6,y
\/m X 17.y X X7y \/m y X?.yl y X7y

h k
B,k

—_— < —<1
1/h2_'_k2 1//72_*_k2



Ne segue

< b,y 4 k) = KOy )|+ [ (% 1) = £ (%, y))

Per I'ipotesi di continuita delle derivate parziali si ha che tende a
zero per (h, k) — (0,0), dimostrando cosi la differenziabilita
Notazione f € CX(A): f dotata di derivate parziali prime continue;
CO(A) funzioni continue in A.

f e CKA) = fecl(a)



Il teorema fornisce una condizione sufficiente per la differenziabilita
della funzione: la continuita delle derivate parziali prime. Questa
condizione non & necessaria per la differenziabilita: ci sono funzioni
differenziabili con derivate parziali non continue



f(x,y) = x¥y,

» f ammette le derivate parziali prime in (0,0) 777

fX(Xv.y):\3/)7
£(0.0) = lim f(O,k);f(0,0) o

» le derivate parziali prime non sono entrambe continue in (0,0)
Infatti

v x,y) # (0,0
ey it 00
0 (x,y) = (0,0)
_ 32 x _1
y=x B TRETEI TR



f(h, k) — £(0,0) — £(0,0)h — £,(0,0)k

lim = 0777
(h,k)—(0,0) vV h? + k2
Vh? + k? Vh+ k2

Esercizio
f(x,y) =(x+a)(y +b)

con a e b reali. La funzione risulta differenziabile in (0,0)?



Esercizio.

Fx.y) = x?sin L 42 Sln (x,y) # (0,0)
o) {o (x.9) = (0,0)

& dotata di derivate parziali prime non continue in (0,0). La

funzione & differenziabile in (0,0)7



Matrice Hessiana
fe C3(Q)
Hf (x) = (fox(X))iji=1,n

Hf (x0) = (fox;(x0))ij=1,n

Matrice Hessiana simmetrica: caso n = 2

f(x,y) = e (%)



Matrice Hessiana

Calcoliamo
fXX = —2e_(X2+y2) + 4X2e_(X2+y2)



Matrice Hessiana

_2e—(x2+y2) +4x e_(X2+y2) 4xye_(x2+y2)
4xye=(C+y?) —2e=(+y?) | 4y 2=(+y?)

Calcolo in (0,0)



una matrice simmetrica.
|Q| = detQ = ac — b2
Allora

Q>0 ea>0, = Q>0

Q>0 ea<0, = Q<0



Q >0 <= ah? +2bhhy + ch3 >0,

per ogni h = (h1, h2) non nullo.
Data la forma quadratica

ah? + 2bhy hy + ch3,

essa puo essere equivalentemente scritta
2 2
b ac—b
a<h1+ah2 +Th§,

da questa formula si evince:
Q: matrice Hessiana

_{ fx(x0,¥0) £y (X0, ¥0)
Hf =
foy(x0,¥0)  fyy (X0, Y0)

f ? fu f — f, 2
fxx(Xo,yo)<h1+ y(X07)/0)h2> n (%0, Y0) £,y (X0, Y0) — fy (X0, Y0) 2,
fxx(XOa}/O) fxx(XOa)/O)



Derivate direzionali

Per direzione si intende un vettore di modulo unitario.

In R" la derivata direzionale rispetto a una direzione X si definisce
come (x = (x1,Xx2,...,%n))

Of . f(x+t\) - f(x)
a0 = fim, t
In R? X = (a, B) (x,y) € R
of f —f
o (x.y) = lim (x+ta,y +ttﬁ) (x,¥)

Teorema. Assumiamo f differenziabile in x € A C R". Allora f
ammette derivata direzionale in x rispetto a ogni direzione A e vale

ﬁ(x) = Df(x)- A



Esercizio Data f(x,y) = x> — y? calcolare la derivata direzionale
nel punto (1,1) lungo la direzione (1/v/2,(1/+/2).

£ (1,1) = 2, f,(1,1) = -2

of
(LD = 2/V2-2/V2=0



2

Y (xy) £ (0,0)
f(x,y) =Xty
0oy) {o (x,y) = (0,0)

Punto (0,0) A = («, )

of f(ta, tB) — £(0,0) t3a2p 2B

6)\(0 0)= t—)O t T B2+ ) a2+

£(0,0) =0 £,(0,0) = 0: la formula non vale.
Studio della differenziabilita in (0,0) di f

f(h k) —£(0,0) h?k
Vh? 4+ k2 (h? + k2)v/h2 + k2

ah?h ah3

k == ah =
(h? + a?h?)Vh? + a?h?>  h?(1+ a?)|h|V1+ a?




Insiemi connessi in R?

Un insieme aperto A si dice connesso se non esistono due aperti
disgiunti non vuoti di R? la cui unione sia A.

Teorema Sia A un insieme aperto connesso e sia f dotata di
derivate parziali nulle in A. Allora f & costante in A.
Esempio A= {(x,y) € R2:x >0y > 0}

f(x,y) = arctan X 4 arctan?
y X

__ Y y

fX(X’y)_x2+y2 _X2+y2 -
X X

MoN) =~ T ey =

™

flxy) = f(L1) = 7



| intervallo C R, A aperto C R”
x:ICR—R"
x(t) = (x1(t),...,xn(t)) € AVt el
f:A—=-R
F(t) = f(x(t))
Teorema di derivazione delle funzioni composte
> x(t) = (x1(t),...,xn(t)) derivabile

» f differenziabile in x(t) € A
Allora F risulta derivabile in t € |

F'(t) = Df(x(t)) - x'(t)



Sia t € I, I intervallo. A aperto C R2. Consideriamo |'applicazione
t — (x(t),y(t)). Sia (x(t),y(t)) e Af:A—=R.

F(t) = f(x(t), ¥(1)),

y(t) derivabili in t € /. Sia f

Teorema Assumiamo x(t),
t)) € A. Allora F risulta derivabile in t e

differenziabile in (x(t), y(

F(t) = flx(t), y(£))x'(£) + £, (x(2), y (£))y' (1)



Se xg € A C R” & un punto stazionario (Df(xg) = 0), la formula di
Taylor fornisce (da dimostrare (D?f matrice hessiana))

1
f(xo 4+ h) = f(x0) + ED2f(x0)h -h+o(||h*), h—0
Se D?f(xg)h - h > 0 allora localmente (in un intorno di xo)
f(x) > f(xo).

Allora xp € un punto di minimo locale.
Se D?f(xp)h - h < 0 allora localmente (in un intorno di xo)

f(x) < f(xo)-

Allora xg € un punto di massimo locale.



Teorema di Taylor (con la formula del resto di Lagrange)
Teorema. Assumiamo f € C?(A). x, x+h € A, x + thin A con
t € [0,1], h sufficientemente piccolo. Esiste 6 € (0, 1) tale che

f(x+ h) = f(x Z x)hi+ 5 ZfX,XJX—FHh)hh
ij=1

Da x(t) = x4+ thcon h€ R" t € [0,1] e h piccolo tale che
x+ the A



Poniamo
F(t) = f(x + th).
Applichiamo la regola di derivazione delle funzioni composte con

x(t) = x + th, otteniamo

n

F'(t) =) f(x + th)h;,

i=1

F'(£) = fux(x + th)hih;.
ij=1

Applicando la formula di Taylor nel caso unidimensionale
1
F(1) = F(0)+ F'(0) + 5F”(e)

con 6 € (0,1).
Da F(t) = f(x + th) otteniamo






Teorema di Taylor (con il resto di Peano)
La norma di Frobenius di una matrice A definita da

Proposizione Assumiamo A matrice n x ne hin R”. Allora

[AR[| < [|A]l {|Al

ail 812 313 eeeee ain
A=|an an an ... ain

Gt A2 Ay aon

aiihy + aiohy + aizhs + ... + ainh,
Ah =
anih + amhy + apzhz + ... + anpnhn



La norma di Ah

”Ah” = J Z(a,-lhl + ajphy + ajzhz + ... + a;,,h,,)2
i=1

[[Ah] <

ZZa 1]l = |lAll ||A]

i=1 j=1

Ricordiamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
2

(a,-1 hi+ajpho+...... —i—a,-,,h,,)z = Z a,-jhj < Z hJ2 Z a,gj

Allora
|Ah - h| < || A [|A]| < [IA]|[|A]?
Da dimostrare

n

1
F(x+h) = F(x Z 5 D fax (hih+o(|]?) h—0

i,j:l



Da dimostrare

n n

3" g O+ Ok = 37 f (<) ity + o(|[A]2) h— 0
ij=1 ij=1

n

D (s (x4 08) = Fi () ity = o(1P)

Grazie alla precedente disuguaglianza (con
A = D?f(x + 0h) — D?f(x)))

Z?,j:l(fxixj(x +0h) — inXj(X))hihj‘
Ih]?

< ||D*f(x + 6h) — D*f(x)|

Da f € C?(A) si ottiene

lim ||D?f(x + 6h) — D*f(x)|| =0
h—0



Abbiamo dimostrato

Teorema. Assumiamo f € C?(A). x, x+h € A x+ thin A con
t € [0,1], h sufficientemente piccolo allora

n

: 1
Fx+h)=F)+) i (x)hi+ 5 > fux () hibj+o(|[Al*) h—0
i=1 ij=1



Minimi e Massimi
Tratteremo due casi:
» Punti di massimo e/o minimo di f appartenenti a un insieme
aperto £2; si parla allora di calcolo degli estremi liberi ossia si
vogliano individuare punti di estremi interni al dominio.

» Punti di massimo e/o minimo di f appartenenti a un insieme
chiuso e limitato K in cui considerare il fatto che possano
appartenere alla frontiera dell'insieme.



Punti critici di una funzione in due variabili

» A C R? & un insieme aperto;

Punti critici

Sia f derivabile (dotata di derivate parziali prime) in A (aperto).
Un punto (xp, o) € A si dice un punto critico o stazionario per f
in A se

f(x0,¥0) =0, e f,(x0,%)=0.

» | punti critici sono i candidati per essere punti di massimo o
minimo per la funzione f in A;

» Nel caso di funzioni di una variabile i punti critici sono i valori
in cui la derivata si annulla.



Carattere dei punti critici in due dimensione

Una volta trovati gli eventuali punti critici di una funzione
vogliamo anche studiarne la loro natura, ovvero se (xg, yo) &:

» punto di minimo locale;
» punto di massimo locale;

» punto di sella.

Si ricorda che un punto (xg, yo) € A si dice di minimo locale per f
se esiste un intorno B,(x0,¥0) = {(x —x0)? + (y —w)?> < r’} C A
tale che

f(xo0,¥0) < f(x,y) perogni(x,y) € B/(xo0,Y0)-
Per i punti di massimo locale si richiede

f(X07y0) > f(Xa.y) per ogni (Xay) € Br(XO’yO)'



Test per le derivate seconde

Sia f € C?(A). Sia (x0,y0) € A un punto critico per f. Per
determinare la natura dei punti critici si puo ragionare come segue.

» Calcolare la matrice Hessiana Hr(xp, yo) nei punti critici:

fXX(X07.y0) ﬂ(y(X07y0) .

H = ’
f(X07y0) ﬁ(}/(XO?yO) f;/y(X()?yo)

» Calcolare il suo determinante

det He (x0, ¥0) = fix (%0, ¥0) Fyy (X0, ¥0) — (fiy (x0, ¥0))?;



» Capire se ci troviamo in uno dei seguenti casi

det Hf(Xo,yo) >0
» Se fix(x0,y0) > 0 allora (xo, ¥0) € un punto di minimo locale;
> Se fix(x0,¥0) < 0 allora (xo, o) & un punto di massimo locale.
det Hr(x0, ¥0) < 0 = (x0, o) & un punto di sella.

Si noti che det Hf(xo, yo) = 0 non & incluso nei casi precedenti.



Esercizio 1

Esercizio 1
Determinare gli eventuali punti critici delle seguenti funzioni e la
loro natura.

1. f(x,y) = x* +y? — 2x + 4y;

2 F(x,y) = s

x2+y2+1



Svolgimento esercizio 1 - |
Determiniamo i punti critici di . Dunque calcoliamo le derivate
parziali:
fk=2x-2, f,=2y+4

| punti critici si ottengono ponendo uguale a zero le derivate
parziali. Dunque i punti critici (x, y) soddisfano:

2x—2=0 x=1
=
2y +4=0 y=-2
L'unico punto critico & dato da (1, —2). Le derivate seconde sono:

fxx:27 fxy:fyxzoa fyy:2

Dunque la matrice Hessiana & data da

He(x,y) = [g g] :

Poiché
det Hf = 4, e fix(1,-2)=2>0

allora (1,—2) & un punto di minimo locale.



Svolgimento esercizio 1 - |l
(??): Determiniamo i punti critici di f. Calcoliamo le derivate
parziali:

:x2+y2+1—(x—y)(2x) —x2—y?—1—(x—y)(2y)

fi

L f=

(x2+y?+1)? (x24+y2+1)2

| punti critici soddisfano:
2 2 2 2
— 14+2xy =0 = =+
x2 + y2 + 14+ 2xy - X y - X y1
—Xx“+y —=1-2xy =0 14+2xy=0 Xy =—3

dove abbiamo sommato e sottratto le due equazioni. Se x =y

allora la seconda ci fornisce x? = —%, che & impossibile. Mentre
per x = —y la seconda ci da:
2L 42
X< == X=+——
2 V2



Dunque i punti critici sono:

(-



Svolgimento esercizio 1 - |lI

Calcolando le derivate seconde si ottiene che:

1
~L 0
He(P1) = [ 2o ] = detHf(P1) > 0.
V2
Poiché £ (P1) = —% < 0, allora P; & un punto di massimo

locale.

Analogamente

0
. ] = detH¢(Py) > 0.

o8k

2

Poiché £ (P1) = 5> 0, allora P; & un punto di minimo locale.



Esercizio 2

Esercizio 2
Delle seguenti funzioni determinare il dominio, gli eventuali punti
critici e la loro natura.

L. f(x,y) = ylog(x + y);
2. f(x,y) = xylog(xy*) + x°y.



Svolgimento esercizio 2 - |
(1): Poiché il logaritmo & definito solo per numeri positivi si ha che
dom(f) = {(x,y) € R? : x +y > 0}.
Calcolo derivate prime:

y
x4y’

Y

fi= .
X X+y

fy = log(x +y) +
Per calcolare i punti critici, si ricorda che se (x,y) € dom(f) allora
x+y >0,
y =
g y _o < 0 _
log(x+y)+ ——=0 logx =0 x =1
xX+y

Dunque I'unico punto critico &: P = (1,0). Poiché

Hf(P) = [(1) ﬂ = det He(P) < 0.

Dunque P & un punto di sella.



Svolgimento esercizio 2 - |l
(2): Poiché il logaritmo & definito solo per numeri positivi si ha che

dom(f) = {(x,y) € R? : xy> >0} = {(x,y) €R? : x> 0ey #0}.
Calcolo derivate prime:
f = ylog(xy®) +y + 2xy, f, =x log(xy?) + 2x + x2.

Per calcolare i punti critici, si ricorda che se (x,y) € dom(f) allora
x>0ey#0,

ylog(xy?) +y +2xy =0 log(xy?)+1+2x=0
{xlog(xy2)+2x—i-x2 =0 = {Iog(xy2)+2+X:0
Sottraendo le due equazioni otteniamo
1+42x—2—x=0 & x=1.

Sostituendo nella seconda otteniamo

log(y®) +3=0 & y?=e73 & y=te 2.

| punti critici sono P; = (1, efg) e P, = (1,—e7%).



Svolgimento esercizio 2 - |lI

Calcolando le derivate seconde si ottiene che:

3e7% 2

) ) 3] = detHf(Pl):2>0.
e2

He(P1) = [

Poiché £ (P1) = 3e73 > 0, allora P; & un punto di minimo locale.

Analogamente

_3
Hf('DZ) = [_36 ’ 2 3] = det Hf(P]_) =2>0.
2 —2e2
Poiché £ (P1) = 3673 < 0, allora P; & un punto di massimo

locale.



Esercizio 3

Esercizio 3
Delle seguenti funzioni determinare gli eventuali punti critici e la
loro natura.

1. f(x,y) =y — 2sin(xy);
2. f(x,y) = arctan(xy).



Svolgimento esercizio 3 - |
(1): Determiniamo i punti critici di f. Dunque calcoliamo le
derivate parziali:

fx = —2y cos(xy), f, =1 — 2x cos(xy).

| punti critici (x, y) soddisfano:

—2ycos(xy) =0 Y A 0 oppure cos(xy) =0
1 —2xcos(xy) =0 1 —2xcos(xy) =0

y=0

1-2x=0
L'unico punto critico & dato da P = (4,0). Calcolando le derivate
seconde abbiamo

Hf(P):[_Oz ‘02] —  detH(P)<0.

Dunque P & un punto di sella.



Svolgimento esercizio 3 - |l

(2): Determiniamo i punti critici di f. Dunque calcoliamo le
derivate parziali:

_ Y _ X
CTER YO =TT )

Dunque I'unico punto critico & dato da P = (0,0). Calcolando le
derivate seconde abbiamo

He(P) = [(1) (1)} ~  detHg(P) < 0.

Dunque P & un punto di sella.






Minimi e Massimi locali

» Sia Aunaperto CR"ef: A— R, xp € A. Assumiamo che
esista r > 0 tale che per ogni x € AN B,(xp) abbiamo
f(x) > f(xp), allora xp &€ un punto di minimo locale e f(xp) &
il minimo locale.

» Sia Aunaperto CR"ef: A— R, xp € A. Assumiamo che
esista r > 0 tale che per ogni x € AN By(xp) abbiamo
f(x) < f(xp), allora xp & un punto di massimo locale e f(xp) &
il massimo locale.



Punti di sella.

flx,y)=x*—y

(0,0) Punto stazionario
Classificare



fy(x,y) = —2ye” Y9
Calcoliamo
fXX — _2e_(X2+y2) + 4X2e_(X2+y2)
f,, = —2e~ () | 4y 26— (4

ﬁ(y = fyX = 4X)/e_(X2+y2)



Matrice Hessiana

_2e—(x2+y2) +4x e_(X2+y2) 4xye_(x2+y2)
4xye=(C+y?) —2e=(+y?) | 4y 2=(+y?)

Calcolo in (0,0)



Determinante (= 4) primo elemento negativo (= —2).
(0,0) punto di massimo relativo ~ (0,0) = 1.



Classificare gli eventuali punti stazionari della funzione definita in
R? da

f(x,y) =cosx +siny
| punti stazionari della funzione sono dati dal sistema
I f(x,y)=0 —sinx =0 x =k keZ
(%X ( 7y) ﬂ—ﬂ- ) .
a—yf(x,y):O cosy =0 y=75+jm jEeZ

Si hanno dunque infiniti punti stazionari, ciascuno di coordinate
(km, 5 4 jm), al variare di k € Z, j € Z.



La matrice hessiana in un generico punto (x,y)

H(x,y):<_cgsx 0 >

—siny

Calcolandola in un generico punto stazionario diventa

Ty (=)t 0
H(kﬂ', > -l—jTr) = ( 0 (_1)j+1)



Il determinante della matrice Hessiana in un generico punto
stazionario risulta (—1)/*%. Dunque, se k e j sono entrambi pari o
entrambi dispari, il determinante risulta pari a 1 e dunque positivo;
si trattera di punti di max o min relativo a seconda del segni di
(—1)<*t1: se k & pari si tratta di un punto di max relativo, se k &
dispari si tratta di un minimo relativo. Ripetendo se k e j sono
entrambi pari si tratta di un massimo relativo. Se invece k e j sono
entrambi dispari si tratta di un minimo relativo. Se infine k & pari
e j & dispari (o viceversa), abbiamo un punto di sella poiche il
valore del determinante & —1.



Esercizio. La funzione
f(x,y) = cosx +siny
ha

[a] un unico punto di massimo

@ un unico punto di minimo
infiniti punti di sella



Determinare i punti critici (o stazionari) e classificarli.

fx,y,z) = (x* = 1)(y*+ 22— 1)

fo=2x(y*+2°-1)=0 f, =2y(x*~1)=0 £, =2z(x*~1) =0

(0,0,0)U(£1,y,2):y*> +2° =1

2 0 0
H(0,0,0)=[ 0 -2 o0
0 0 -2

Il punto (0,0,0) risulta di massimo locale.



H(-1,y,z) =

H(l,y,z) =

—4z

0

4y
4z

4y 4z
0 O
0 O



Calcolo degli autovalori

-\ 4y 4z
H(l,y,z) =X =4y —-X 0
4z 0 =X

M =0, o =4y?+22 \3=—4\/y?+ 22

Analogo calcolo per I'altra matrice hessiana calcolata in (—1,y, z).
Punti di sella.



Le condizioni necessarie.

» CONDIZIONE NECESSARIA DEL PRIMO ORDINE: Sia
f:A—R" — R Se f & derivabile in un punto xg di massimo
(minimo) locale interno a A, allora Df(xp) = 0. Punti critici o
stazionari.

» CONDIZIONE NECESSARIA DEL SECONDO ORDINE: Sia
f:A—R" = R. Se fe C?in un intorno del punto punto xg
di massimo o minimo locale interno a A, allora D?f(xp) &
semidefinita negativa (positiva).



Minimi e massimi relativi con determinante hessiano nullo.
flx,y)=(x+y) 1 - (x+y)*)=(x+y)— (x+y)?

F(x,y) =1=3(x+y)>=0 fix =—6(x+y)
f(x,y)=1-3(x+y)?>=0, f,=—6(x+y)
foy = fx = —6(x +y)

5 1

(x+y) =3



Minimi e massimi relativi con determinante hessiano nullo.
Fare esempio per esercizio

f(x,y) = (ax + by)(1 — (ax + by)?)

f(x.y) = (x + )L~ (x +¥)?)

X+y=t
1
f()=t(l—t)=t—¢ fl(t)=1-3t2=0 — t=+——
(t) = t( ) (t) 3
2y <o -ty so
V3 V3



K chiuso: Un insieme K & chiuso se |'insieme complementare in R"

& aperto
K limitato: Un insieme K & limitato se esiste una costante L tale

che ||x|| < L per ogni x € K.



f:K—=R

Se f(xo0,¥0) > f(x,y) per ogni (x,y) € K allora (xo, o) € un
punto di massimo globale o assoluto;

Se f(x0,¥0) < f(x,y) per ogni (x,y) € K allora (xo, o) € un
punto di minimo globale o assoluto.

Teorema di Weierstrass. Una funzione continua in un insieme
chiuso e limitato K di R” ammette minimo e massimo assoluto.



Minimo e Massimo in insiemi chiusi e limitati: ricerca di minimi e
massimi assoluti.
Assumiamo f € C(R?) e K un sottoinsieme chiuso e limitato di
R2. Sull'insieme K, f assume il minimo e il massimo assoluto.
» Trovare i punti in cui si annulla il gradiente di f all'interno di
K (int (K)).
» Trovare i punti in cui si annulla il gradiente di f in K sulla
frontiera dell’'insieme K.
» Valutare la funzione in tutti questi punti per trovare il minimo
e il massimo



Trovare il minimo e il massimo della funzione

f(x,y) =14 x> —y?in K, dove K & il trapezio deliminato dai
punti (1,2),(-1,2),(1/4,1/2),(—1/4,1/2), con il bordo incluso.
Disegnare |'insieme:



Nell’ interno di K
f(x,y) =2x  fi(x,y) =2y

Df(x,y) =0 <= x =0,y =0. Il punto (0,0) non
appartiene all'interno di K per tale motivo non lo
consideriamo. Studiamo la funzione sul bordo

Calcolare la funzione nei punti
(1’ 2)a (_17 2)7 (1/47 1/2)7 (_1/4a 1/2)
f(1,2) =f(-1,2)=-2
3 13

F(1/4,1/2) = F(-1/4,1/2) =1 - = = £¢



Calcoliamo la funzione sui segmenti del bordo

>
2 1 2 3
f(x,1/2):x—1+1:x +t2 —1/4<x<1/4

>

f(x,2x) = —3x* +1  1/4<x<1
>

f(x,2) =x>—3 -1<x<1
>

f(x,—2x) = —3x> + 1 —1<x<-1/4

» ponendo =0 le derivate troviamo i punti (0,1/2) e (0,2)

£(0,1/2) =3/4  £(0,2) = —3



Come conseguenza dobbiamo confrontare

£(0,1/2) =3/4 £(0,2) = -3 f£(1,2) = f(~1,2) = —2

F(1/8,1/2) = £(—1/4,1/2) = %
Quindi

xm=1(0,2) m=-3  xu=(1/4,1/2) xy = (-1/4,1/2) M:%g



Sia f una funzione differenziabile in un aperto A di R".
AN =1.

of
=Df -\
o\

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
< ||Df
o5l < llofl
ove vale il segno di uguaglianza se e solo se Df e A sono paralleli.
Assumendo Df # 0, e tenuto conto

of
—[IDfl] < 25 < DAl

Df af
= o1 = |[Df]]
~ [1Df]

derivata direzionale massima

Df N 8f
~[IDf|
derivata direzionale minima.

—||Df|]



Esercizio. Siano dati n > 2 punti distinti. Trovare la retta che
minimizza |'errore

n

F(ao, al) = Z(alXj + ap — )/1)2
j=1
n

D (a1 + a0 — y)* =

j=1

n n n n n
afz:xj2 + nag +Zyj2 +230alzxj — 2aOZyj — 231Z><j)/j
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1



3—5—221 (aixi+a0—y)=0
SE =250 (a1 +a—y) =0
30”4‘91(21’7 1’9)_fo1)0

30(2 )+31(ZJ 1 12)22}7:1’9')’1'

n

_ n 21X —n - «2) — )2
_'E}'_lxj Zj'lzlsz ’_ (;J) (Jz; )

In generale si pud dimostrare det(D) # 0. Dimostrare nel caso di
campionamento x; = j.

Z] n(1+ n)(2n+1)

5 1
" (14—n)(2n+1)—4 n?(n+1)* = " n?(1+n)(2(2n+1)—3(1+n))



‘ j 1Y _] lxjé ’
n
Z_j 1 %Y _/ 1 j

n
ZJ 1% Zj:lxj
’ Zf:lyj ‘
n
ZJ 1% Zj:lxjyj
n
ZJ 1% Zj:lxj

Matrice hessiana

2n 2370 X
— j=17"J
H(a0. 21) <2 Zj:lxj 22}7:1 Xj2> .

det(D) > 0. 2n > 0 punto di minimo locale.



Esercizio Massimizzare f(x,y) = 4xy soggetto ai vincoli

X2 y2
Stm=1 a>0b>0
x >0, y=>0

Osserviamo x =0 o y = 0 allora f(x,y) = 0.

Stiamo considerando un problema di massimizzazione soggetto a
vincoli: consideriamo x > 0 and y > 0.

Equazioni parametriche della curva quando t € (0,7/2).

{x(t) = acos(t) t € (0,7/2)
y(t) = bsin(t)

F(t) = 4abcos(t)sin(t) = 2absin(2t) t € [0,7/2]
Puy:0¢:chﬂ:02t:g+mrm:%
xo = x(t) = av2/2  yo = y(to) = bV/'2/2



Minimi e massimi per funzioni non derivabili: valutare la funzione
ove non & derivabile. Trovare il minimo della funzione

Fixy) = Ix[ + Iyl;

in K chiuso e limitato. Per il teorema di Weierstrass abbiamo
esistenza di minimi e massimi globali.

Occorre valutare la funzione nei punti in cui non esistono le
derivate parziali prime.

[l punto (0,0) & di minimo globale.



Fx,y) = x|+ Iyl;
K={(x,y)eR?: x>+ y?>=1}
£(1,0) = f(~1,0) = £(0,1) = £(0, ~1) = 1
Utilizzo di coordinate polari

» x>0,y >0 F(#) =cos(f) +sin(h) 6 € (0,7/2)
> x <0,y >0 F(#) =—cos(f) +sin(0) 6 € (r/2,7).
> x <0,y <0 F() = —cos(d) —sin(0) 6 € (m, 3m)
> x>0,y <0 F(0) = cos(d) —sin(0) 6 € (3, 2n)



> x>0,y >0. F/(9) = —sin(G) + cos(f) =0,
> x <0,y >0 F'() =sin(8) + cos(f) =0,
> x <0,y <0 F'() =sin(d) — cos(f) =0,
> x>0,y <0 F'(0) = —sm(9)—cos(0):0.

Esercizio: Determinare il minimo e il massimo assoluti.



Funzioni armoniche.
Sia Q C R” un insieme aperto regolare di R”. Sia f € C?(2) una
funzione a valori reali. La funzione si dice armonica se soddisfa

I'equazione di Laplace
Af =0,

ove
n

Af =) i

i=1

Af(x,y) = f + £,y
f(x,y) = e cosy



Esercizio.
A(af + bg) = aAf + bAg

[a] Vero @ Falso

Esercizio.

A(fg) = (Af)g +2(Df) - (Dg) + f(Ag)

[a] Vero [b] Falso

Esercizio.f(x, y) = x?> — y? soddisfa in R? I'equazione alle derivate
parziali Af = 0.

[a] Vero @ Falso

Esercizio. In R le soluzioni di Af =0 sono date da f(x) = cx+d
con ¢, d costanti reali arbitrarie.

[a] Vero @ Falso



flx.y)=x*—y?
nella chiusura di B1((0,0)). Ricerca del massimo.
» Punti interni (0,0) in cui la funzione vale 0
» Punti sulla frontiera 6 € [0, 27].

f(0) = cos? # — sin® § = cos(26)
F1(0) = —2sin(20) =0 <= 20 = kn, ke Z
0=kn/2, kel
01 =0, b =7/2, 03 =m,04 =37/2, 05 =2m....
f(01=0)="f(6s=2m)=1, () =—1, f(03)=1,f(0s) = —1.
m=-1, M=1



Principio del massimo per le funzioni armoniche. Sia Q un
sottoinsieme regolare aperto e limitato di R”. Sia

M = max{f(x,y), (x,y) € 0Q}

m = min{f(x,y), (x,y) € 02},

e f una funzione armonica. Allora

m<f(x,y) <M (x,y)eQ.



Dimostremo B
fx,y) <M (x,y) €

La dimostrazione si basa sullo studio della funzione

g(x,y) =f(x,y) +e(x* +y*) (x,y) € Q,

con € > 0. B
g(x,y) € C3(Q) N C(Q),

Age(x,y) = Af(x,y) +4e>0



Allora non ci sono punti di massimo locali interni per g, infatti in
tali punti (xe, ye) risulterebbe

Age(xeaye) <0

Nota:

Hg(xa)/e) = gXX(Xev)/E)gyy(Xev)/E) - ggy(XaYe) >0

gxx(Xﬂ)/e) <0 = gyy(Xea}/e) <0,
quindi
Agﬁ(xe>}/e) <0



Allora se (x,y) € Q si ha
g(x,y) < max{f(x,y) +e(x* +y?), (x,y) € 99}

Ricordando che Q & limitato per ipotesi, si ha che esiste un numero
reale positivo L tale che

VX2+y2 <L (x,y)€Q.

Se (x,y) € Q
g(x,y) < max{f(x,y) +€el? (x,y) € 0} = M + €L,

ossia
F(x,y) +e(® +y?) < M +€l?,

Il risultato segue per € — 0.



r>0, 6 €[0,27). Ipotesi C? su f.

X = rcosb;
y =rsinf.
Ox Ox
ar 90 cosf —rsinf
Je(r,0) = dy dy _[sine rcos@]
ar 90
8r(rcos@,rsin@):g)’:g); g?;:c059g+sinﬂg;
of Ox  Of Oy _

f f
—rsin 98— + rcos—

9y cost, rsing) = 219X 0T Oy
(reosf, rsin) = 5=56 ~ o, 96 O dy

00



&—c 92g+ inf—— =
a2~ 7arax T ° ordy

(2 (F\Ox 0 (0F\ oy
B Ox\0x ) Or Oy \0x) Or

ox\0y)or Oy\dy)or)

O%f 2f D% f
2 . .2
cos 9—8)(2 + 2 cos 0 sin eaxay + sin 9—8y2




ae(rcose rsinf) = gigg+g;gg——r sin 92}i+rcos€ay
& = —rsmﬁﬁg—rc s@g—rsmeg—krcosﬂég
062 00 Ox Ox dy 00 oy
of
—r cos&a — rsin 9@

rsing o (of 6x+ 0 (0f\ 0y
ox \ 0x ) 90 dy \ dx ) 80

+rcosd 0 (of 8X+ 9 (9f\oy) _
Ox 8y 00 oy\oy ) oo )



f f
—r(cos «98— +sin Ha—)

ox dy
2 2
—rsmﬁ(a Z( rsinf) + aiayrcose)
82f 2
+rcos€(8xay(—rsin 0) + a—yzrcose) =
2 2
—r(cosHZi%—sin H;C)+r2(sin2 02}(2—2 cos f'sin Hai;y
Dividiamo per r? ottenendo
2 2¢ 2
LOf 18f Ga——2c0595m98f

2962 _;8r Ox2 8X8y

20—

520

82
dy?

82
52



Mettendo insieme

1 0°f 1(9f 0°f 0*f 5 O*f
ﬁw——;ar Ga——ZCOSHSmHaXay—Fcos Qa—yz
(’92f 02 O%f O%f . O%f
8r2 = 0W+2c0595|n96xay + sin 987)/2

O*f | 1O 10f O O
a2 2902 T ror 0x2 ' 9y?



Esercizio Sia ¢ € R, e p € (0,1) calcolare

>

Soluzione
| 2

o0

> preos(ko)

k=0

> plsin(ke)

k=0
— _ 1—pcos(e)
;p cos(kg) = 1 —2pcos(¢) + p?

psin(¢)
1 —2pcos(p) + p?

i plsin(kg) =
k=0



La formula di Poisson nel cerchio.
Consideriamo I'equazione di Laplace nel cerchio x? + y? < R?, e
assegnamo una funzione al bordo del cerchio x? + y? = R?.

foc(X,¥) + fy(x,y) =0 X2+ y* < R?,
f(x,y)=g(x,y) x? +y? = R2.

Abbiamo cosi formulato il problema di Dirichlet per I'equazione di
Laplace nel cerchio.



Motivati dalla geometria cerchiamo la soluzione in coordinate
polari F(r,0) = f(rcos@,rsinf)
In coordinate polari il problema si scrive
1 1
Fr(r,0) + ;Fr(r,H) + r—ngg(r, 0) =0,

0<r<RO<Z6HL2m

F(R,0) = G(0) = g(Rcosf, Rsin6)

0<8<2r



Assumiamo che la soluzione possa essere ottenuta come prodotto
di due funzioni

F(r,0) = H(r)K(0)

di cui K & limitata e 27 periodica, e H ¢ limitata.



HY (K (8) + T H (K (8) + 5 H(DK"(6) = 0

L "(r #1 "(r
1 1 noon
A 2O =0

L,Q /’r r 1 /r i " _
) H"(r) + H(r)H()+K(9)K(0) 0

K"(6) + m*K(6) =0




erHH(r) + err) H’(r) — K;g) //(0)

H(r)
1r2 "(r rilr:m2
AT g O
_LK”(Q) = m?

K(6)
K"(6) + m*K(0) =0



Perche m?? K & 2rperiodica

K"(0) + AK(8) = 0

>
A<0 = K=Ae VM 1 geVN
K & 27 periodica : questa funzione non & 27 periodica a meno
che A=B=0
>

A=0 = K=A0+B
dove A e B sono costanti. Questo non & possibile a meno che
A=0.
» Quindi A = m?
K"(0) + m*K(8) =0
K(0) = am cos(mé) + by, sin(m0)



K(0) = am cos(mB) + bp, sin(mb)

r’H"(r) + rH'(r) — m*H(r) =0



r2H”(r) +rH'(r) = m*H(r) =0

Assumiamo la soluzione della forma r® e cerchiamo «
>
ala —1)r* + ar® — m*r* =0



a®—m*=0

Affinché H sia ben definita al centro del cerchio, consideriamo la
soluzione determinata dalla scelta a = m >0

Fm(r,0) = r™(am cos(mé) + by, sin(md)),

e, per linearita, la soluzione generale si ottiene tramite la serie

+o0
F(r,0) = ao + Z r™(am cos(mé) + by, sin(m6))

m=1



Tornando al dato sul bordo

P espansione di Fourier expansion di G

+oo
G(0) = %ozo + Z(am cos(ml) + Bmsin(mé))

am e Bm sono i coefficienti di Fourier della funzione G

om=2 [ 6(¢)cos(ms)do
T Jo
1 27

b= [ G(¢)sin(mo)do

™ Jo



Osserviamo che F(R,6) = G(6). Quindi
>

ag = 5040 am=R "oy, bn=R "Bm



Sostituiamo nell'espressione della F

Fro -2 [ 6oL +Z< ) costmto — 0)lao,

0



Osserviamo

Abbiamo
1 R
1— Leil®=0) — R—rcos(¢—0)— irsin(¢ —0)




Allora

R(R — rcos(¢ —6) + irsin(¢ —0))
(R—rcos(¢p—0)—irsin(¢—6))(R—rcos(¢p—0)+ irsin(p—0))

R? — rRcos (¢ — 0) + iRrsin (¢ — 0))
(R2 —2Rrcos (¢ — 0)) + r?

Osserviamo che
(R—rcos (¢ — 0)—irsin (¢ — 0))(R—rcos (¢ — 0)+irsin(¢p —0)) =

(R — rcos (¢ —0))? + r?sin? (¢ — 0) = R — 2Rr cos(¢p — 0) + r?



Prendendo la parte reale del precedente calcolo

2w

_ R? — rR cos (¢ — 0) 1
F(r,0) = A G(¢)<R2—2chos(¢—9)+r2 —2>d¢

Tenendo conto che

R? — rRcos (¢ — 0) 1

R2 —2Rrcos(¢p—0)+r2 2

2R? —2rRcos (¢ — 0) — R? + 2Rrcos (¢ — 0) — r?
2(R2 — 2Rrcos (¢ — 0) + r?)
1 27 R2 _ r2

Flr6)= 27 /0 R? — 2Rrcos (¢ — 0) + r? G(¢)do

Questa & la formula di Poisson per il problema di Dirichlet
dell’equazione di Laplace nel cerchio.




Funzioni complesse. Funzioni derivabili in senso complesso.
Condizioni di Cauchy-Riemann Dal punto di vista formale la
definizione di derivabilita in un punto zy presenta analogie alla
definizione di derivabilita per funzioni reali di variabile reale,
occorre sottolineare che i due concetti sono profondamente diversi
e la condizione di derivabilia complessa & estremamente forte.



Dato zyp € C e f : C — C se esiste finito il limite del rapporto
incrementale (inteso come quoziente di numeri complessi)
f(zo + Az) — f(z)

li =f
Ain—lo Az (20)

dove il rapporto si puo scrivere:

f(z0 + Az) — f(20) _ u(xo+ Ax, 50+ Ay) — U(><07yo)Jr
Az Ax + iAy

V0 + Bx, 0 + By) = v(x0, 0)
Ax + iAy




Assumiamo ora che la f(z) = u(x, y) + iw(x, y) sia derivabile in C.
Sia z5 € C.
(Ax,0) = (0,0)  (0,Ay) = (0,0)

im 400 +AX ) — ulxo.y0) | v(x0 + Ax, ) — v(x0,50) _
m —+ 1 =
Ax—0 Ax Ax

UX(XO,YO) + iVx(XOa)/O)

im u(xo, Yo + Ay) — u(xo, yo) N I.V(Xo,)/o +Ay) —v(x0, %) _
Ay—0 iAy iAy

M + vy (X0, ¥0)

Uguagliando i limiti, deduciamo le Condizioni di Cauchy- Riemann

ux(x0, ¥0) = vy(x0, y0)
uy (X0, ¥0) = —Vx(x0, y0)



» La funzione f(z) = Z non verifica le condizioni di
Cauchy-Riemann in C.

» La funzione f(z) = e* verifica le condizioni di
Cauchy-Riemann in C.

» La funzione f(z) = cos z verifica le condizioni di
Cauchy-Riemann in C.



» La funzione f(z) = Z non verifica le condizioni di
Cauchy-Riemann in C.

[a] Vero [b] Falso



ux(x0, ¥0) = vy(x0, ¥0)
uy (%0, ¥0) = —vx(x0, y0)

u(x,y) =x, v(x,y)=—y

dunque
uy=1 v, =-1



» La funzione f(z) = e* verifica le condizioni di
Cauchy-Riemann in C.

[a] Vero @ Falso
e = u(x,y) + iv(x, y)
u(x,y) = e*cosy
v(x,y) = € siny
ugy =e*cosy =v,
u, = —e*siny = —vy

VERO: La funzione e verifica le condizioni di Cauchy -Riemann in
C.



ux(x0, Yo) = vy (x0, ¥0)
uy (X0, ¥0) = —Vx(x0, Y0)

€os z = cos x cosh y — isin xsinh y
u(x,y) =cosxcoshy v(x,y)= —sinxsinhy
ux(x,y) = —sinxcoshy v,(x,y) = —sinxcoshy

uy(x,y) = cosxsinhy vy(x,y) = —cosxsinhy



f(z) = |z|? verifica le Condizioni di Cauchy Riemann SOLTANTO
nel punto zg =0

[a] Vero @ Falso



f(z) = |z|? verifica le Condizioni di Cauchy Riemann solo nel
punto zg = 0 Infatti: u(x,y) = x>+ y? e v(x, y) = 0 dunque

vx = v, = 0 mentre uy = 2x e u, = 2y pertanto il solo punto dove
sono soddisfatte le Condizioni di Cauchy Riemann & (0,0)



. eiz_efiz 1 3 o )
sinz=——-—= ?((e Y —e)cosx +i(e” +€&¥)sinx) =
i i

cosh y sin x + isinh y cos x

Ricorda
e? — e = (e’ — &) cosx +i(e™ + € )sinx

Condizioni di Cauchy Riemann



f(z) = f(x+iy) = u(x,y) + iv(x, y).
Si pud dimostrare

» Siano u(x,y) e v(x,y) due funzioni differenziabili e
soddisfacenti le condizioni di Cauchy Riemann in un insieme
aperto A allora f & olomorfa in A.

Ricordiamo Sia A un aperto di R esia f : A— R
f & differenziabile in (x, y)

» f ammette derivate parziali prime

> vale

im f(x+hy+k)—f(x,y)— f(x,y)h—f,(x,y)k

(h,k)—(0,0) VA2 + k2 =0




Esempio di funzione olomorfa in C: f(z) = €%, f(z) = cosz,
f(z) =sinz, f(z) =2"

D(e*) = €*

D(cosz) = —sinz, D(sinz) = cosz



» Da
'(z0) = ux(x0, ¥0) + iv(X0, Y0),

ricavare la derivata complessa

D(e*) = e



Se f & olomorfa in C allora f si dice una funzione intera
Si puod dimostrare

» La derivata complessa di una funzione olomorfa & continua.

» Se f e olomorfa in A allora f & dotata in A di derivate
complesse di ordine comunque elevato



Commento:

» Questa proprieta mette in luce la profonda differenza tra le
funzioni di una variabile reale e le funzioni di variabile
complessa. In R una funzione pud ammettere derivata di
ordine n ma non n+ 1 e anche se derivabile la sua derivata
potrebbe non essere continua.

> f(x) = x|x]
» Esistono funzioni derivabili in tutti i punti di un intervallo, con
derivata non continua.

F(x) = xzsini x#0
0 x=0



Dalla definizione

f(zo + Az) — f(z)

li =f
Aén—lo Az (20)
f(z)—f
lim 7(2) (20) = f'(z0)
zZ—2Zy Z— 20
D(z%) , ,
lim 220 — |im 22+ 28 + zz0 = 323
z—2z0 Z — 20 Z—Zp

D(z") = nz""', neN,



Una funzione analitica & una funzione localmente espressa da una
serie di potenze convergente.

Una funzione derivabile in senso complesso in un aperto A & detta
analitica, nei complessi |'esistenza della derivata prima implica
quella delle derivate di ordine superiore e si puo dimostrare che
tutte le funzioni olomorfe su un insieme aperto sono analitiche. Di
conseguenza, in analisi complessa, il termine funzione analitica &
un sinonimo di funzione olomorfa.



Funzioni armoniche coniugate
La parte reale e la parte immaginaria di una funzione olomorfa
sono funzioni armoniche

Uxx + Uy, =0

Vix + Vyy =0

Verifica
cos z = cos x cosh y — isin xsinh y

u(x,y) =cosxcoshy v(x,y)= —sinxsinhy



Infatti delle equazioni di Cauchy-Riemann

Ux = Vy, uy = —Vx,
si ha:
Usx = Vyx
Uxy = Vyy
Uyx = —Vxx

Uyy = —Vxy.



Sommando la prima e 'ultima e la seconda e la terza e utilizzando
il teorema di Schwarz sull’ invertibilita delle derivate parziali:

Uxx + Uy, =0

Vax 1+ Vyy = 0.

u e v si dicono armoniche coniugate



Esempio di come calcolare I'armonica coniugata di una funzione
armonica u(x,y)
_ .3 2
u(x,y) =y’ =3x°y + x+y

Questa funzione & armonica perché:

Uy = —bxy + 1, Uy = —6y
uy:3y2—3x2+1 uy, = by

Dunque
Uxx + Uy, = —6y + 6y = 0.



Volendo trovare I'armonica coniugata v(x, y), utilizzando le
condizioni di Cauchy-Riemann
ux = vy si ha:

ux = —bxy +1=v,.



Integriamo v, mantenendo fissata la variabile x

v(x,y) = / —6xy dy +y = —3xy* +y + ¢(x),

@(x) & una funzione arbitraria dipendente da x da determinare. Per
utilizzare I'altra condizione di Cauchy-Riemann u, = —v;,
deriviamo v

v = =3y’ + Px(x),



Calcoliamo u,

Uy :?)y2 —3x°+1.

Uguagliando ricaviamo ¢

3y2 —3x2 +1 =3y — $,(x)

dalla quale per integrazione:
p(x) = x> —x+c,
dove c ¢ la costante di integrazione.

vix,y) = -3xy> + x> —x+y+c



Esercizio. Descrivere 7 in termini complessi.

Applicare la definizione di logaritmo complesso principale al

numero —1:
In(—-1)=In|—1]+iarg(-1)=Inl+ir=0+in=in

e si ricava

In(—1)

i

= T.

i

Esercizio. Calcolare tutti i possibili valori di (—1)~' al variare

dell’argomento.

(_1)—i _ eln(—l)_i _ e—iln(—l) —

e—i(i(7r+2k7r)) _ e7r+2k7r
Esercizio. (Valore principale)

In(—=2) =In|—2|+iarg(—-2)=In2+ir=In2+im



Esercizio
Sia f una funzione olomorfa su un aperto AC C. Se f = u+ v,
(con u,v funzioni a valori reali, e z = x + iy), dimostrare

Uy Uy
Det = |f'(2)[?
Vx Yy



Per funzioni a valori complessi non possiamo parlare del massimo
della funzione perché i numeri complessi non sono ordinati.
Possiamo considerare

()]



Insiemi connessi in R?
Un insieme aperto A si dice connesso se non esistono due aperti
disgiunti non vuoti di R? la cui unione sia A.
Ricordiamo il Principio del massimo per funzioni reali. Sia Q un
sottoinsieme regolare aperto e limitato di R?, f una funzione
armonica. Allora

max f = maxf

Q Q
Inoltre (Principio del massimo forte) se Q & connesso ed esiste un
punto (xo, yo) € 2 tale che f(xo, yo) = max_r allora f é costante
in Q.



Il teorema del massimo modulo

» Se f(z) e una funzione analitica non costante in aperto e
connesso limitato D e continua sul bordo 9D allora il valore
massimo di |f(z)| sulla chiusura di D viene raggiunto su 9D.

Esercizio. Dimostrare che esiste z € C tale che |z| =1,
|cos(z)| > 1



Soluzione: cos(z) analitica in C. Consideriamo | cos(z)| nella
regione |z| < 1. Il massimo viene assunto sul bordo |z| = 1. I
punto z = 0 interno verifica | cos(z)| = 1.



Teorema fondamentale dell’algebra.

Sia f(z) = agp+ a1z + - -+ a,z" un polinomio non costante a
coefficienti complessi. Allora f possiede almeno una radice, ciog
esiste zj tale che f(z) = 0.



Dimostrazione Possiamo assumere a, # 0. Per assurdo assumiamo
f(z) # 0 per ogni z € C. Scriviamo allora

1
Im — = Ilm —— = |lim
lz|o+00 F(2) (=0 f(%) ¢—0 a"?ln et 81% + ag

Moltiplicando numeratore e denominatore per (" si ha
1

Im ——=0
|z| =400 F(2)



Pertanto, fissato ¢ € C, esiste un numero reale positivo R tale che

per ogni z tale |z| > R. Possiamo prendere |c| < R Sia K il disco
chiuso di centro 0 e raggio R. |f( 1 e continua in K, (chiuso e
limitato), essa possiede un massimo in un punto w € K. Ora il
punto w non puo appartenere alla frontiera di K. Quindi w &
interno a K. Dal principio del massimo modulo si deduce che ﬁ
& costante, e quindi che f(z) & costante: una contraddizione.



Per le funzioni armoniche:R” — R di variabile reale vale il teorema
di Liouville

Sia f : R” — R armonica e limitata. Allora f & costante.

Ossia: Non esistono funzioni armoniche limitate e non banali in
tutto R”".

Ritornando alle funzioni di variabile complessa:

Se f & olomorfa in C allora f si dice una funzione intera. Una
funzione f & limitata se la sua immagine & un sottoinsieme limitato
del piano complesso.

» |l teorema di Liouville afferma che una funzione intera limitata
€ una costante.
La dimostrazione & basata su f = u + iv con u e v armoniche
e limitate.
e"Z7 = e~*e¥ = e¥(cos x — isin x) la funzione & olomorfa in C per
il teorema di Liouville & illimitata.



Le regole per il calcolo di limiti di funzioni complesse seguono le
regole note per funzioni reali

| 2
Jim A(z) =4 Jim £(z2) =6
Allora
lim f(z) + f(z) =01+ {2 lim A(2)f(z) = (142
z—2Zp zZ—2Zp
>
lim ()] = |
»
Jlim 2" =

» Data f(z) = u(x,y) + iv(x,y), lim,, f(z) =1 <
20=x0+iyo €= ug+ ivy

lim u=u lim V=
(X,y)—)(Xo,yo) (X,Y)—>(Xo,)/0)



Calcolare
| 2

lim 2|z| +iz® —i
z—14i

lim ze®
z—7i



Esempio di funzione olomorfa in C: polinomio di ordine n
f(z) =ap+aiz+---apz"

Esempio di funzione olomorfa in C\ {£/}

B 1
2241

f(2)

Definizione. Siano A un insieme aperto e f una funzione olomorfa
in A\ {z0}. Si dice che zy & una singolarita isolata per f se esiste
un intorno / di zg contenuto in A in cui la f risulta olomorfa in

I\ {2}

Esempi f(z) = 2211, S"Z% el/z.




Funzioni che non sono analitiche in qualche punto non ammettono
sviluppi in serie di Taylor nell” intorno di tali punti. Tuttavia risulta
ancora possibile una rappresentazione in serie di potenze, in un
intorno del punto di non analiticitd zy, contenenti potenze sia
positive sia negative di z — z.



+0o0
f(z)= Z an(z — z9)" Zb(z—zo 4+

n=—oo

“+o0

Z cn(z — 20)"

n=0



In un intorno del punto di non analiticita zy:

B(zo,R)\{zo} ={z:0< |z — 2| < R}
Serie di Laurent per una funzione complessa f(z) in un punto z:

—+00

f2)= ) anlz—2)",

n=—oo

dove a, sono termini costanti, definiti tramite un integrale di linea

. 1 f(z)dz
"2mi (2 — z)tt

Il percorso di integrazione ~y si intende in verso antiorario intorno a
una curva chiusa semplice che circonda il punto zy all'interno di
una corona circolare in cui f(z) risulta olomorfa (riprenderemo
questo argomento).



A questa formula che utilizza I'integrale complesso nella pratica si
preferisce la costruisce la serie di Laurent a partire da combinazioni

di sviluppi noti.
1 1
f(z)=—-+

z 1-—=z

7o = 0 Osserviamo % serie di Laurent in zg = 0 con a_1 = 1 l'unico

coefficiente non nullo (z # 0). Ora partendo della serie geometrica

possiamo esprimere
“+o0o
1 n
D I
-z
n=0

convergente per |z| < 1. Dunque
1 2
f(z) = ;+1+z+z +...,

valido per 0 < |z| < 1.



f(z) = _
(2) z—1 z-2
+oo
1 -1 ;
z—1 1—2__227
n=0
con |z| < 1. Vale anche
1 1 1 1+§ L, X1
= — = — Z = _
_ 1 ’
z-1 Z(l—;) Zn:O n=1 z"

valido per |z| > 1.



-2 5

con |z/2| < 1, that is |z| < 2 Vale anche

1 11 18X /2\" & o
= (3) =X

z—2 2(1—5) z4i=\z —~

valido per |2/z| < 1, that is |z| > 2.



Concludendo

3SR+ EYE(R)" |2 <1,
n

f(z) = ﬁ°‘i§n+2 () 1<z <2,
L j;’ngﬁ, z| > 2.

+0o0

=11 )
27 EZ Zn].<|Z|<2
=1

o



Esempio Sia
V4

Per trovare lo sviluppo in per z vicino a 0, utilizziamo lo sviluppo

in serie di Taylor di €

+ook

e Z2Zk| =Zk!=k§2(k+z)!

z2



Esempio Trovare la serie di Laurent in potenze z — / per z vicino a
i della funzione

1
241
Osserviamo
I 1
224+1  (z—=i)(z+i)
1 1 i 1

z+i 2i+(z—i) 21— i(z—i)

L'ultima frazione viene ora sviluppata in serie geometrica per z
vicino a i/, :



Sostituiamo questo sviluppo nell’espressione di 1/(z + i) e
dividiamo per z — i/ entrambi i membri: otteniamo infine

e Q- e Qe

La parte con indici negativi della serie di Laurent viene detta parte
principale della serie, mentre quella con indici positivi o nullo, parte
regolare.




Classificazioni delle singolarita isolate.
> Singolarita eliminabile
La singolarita isolata zp si dice eliminabile se esiste il limite
in_)rr;O f(z)y=LeC.
Condizione equivalente:
» | termini a_j della serie di Laurent sono tutti nulli per k > 1.

Esempio: la funzione f(z) = 5'"(2)

eliminabile in z =0

presenta una singolarita

2 S 7 :
smz—z—ﬁ—i———ﬁ—i—--- per ogni z € C
o0 Z2n+1
sinz = e e
;)( ) (2n+1)!

sinz _ i(—l)”zz"&n +1)!



» Polo

La singolarita isolata zp si dice un polo se esiste un numero intero
positivo n tale che esista il limite

lim (z —z)" - f(z) =¢ € C,

zZ—2)
con £ # 0. 1l numero n si dice ordine o molteplicita del polo. Un
polo di ordine 1 si dice semplice.
Condizione equivalente:
» Esiste solo un numero finito (diverso da zero) di termini a_
non nulli della serie di Laurent.



» Polo del primo ordine in zg = —1 per f(z) = 747 perche

z_1+
z+1  z+1

f(z) = 1

» Ricordiamo: sia zy una singolarita isolata per f. zy é un polo
di ordine n se e solo se esiste non nullo il limite

lim f(z)(z—2)" =¢ € C\ {0}

Z—Z)

Polo del primo ordine in zy = i per f(z) = Z%H perche

lim(z — /) !

1
z—3i z2+1_i+iec\{0}'



Una funzione razionale complessa
f(z) = P&
q(2)

dovep e g sono polinomi senza radici comuni. La funzione &
definita su

C\{z,...,zn},

dove zi,...,z, sono le radici di g. z; € un polo, il cui ordine & pari
alla molteplicita della radice.

)=

ha un polo di ordine 1 in 0 e un polo di ordine 2 in 1.



Esercizio. Classificare le singolarita isolate

(= 1)
z(z4+1)3

f(z) =



> Singolarita essenziale

Una singolarita essenziale &€ una singolarita isolata che non rientra
nei casi precedenti, cioe che non sia né una singolarita eliminabile
né un polo.
Condizione equivalente:

» Esiste un numero infinito di termini a_, non nulli della serie di

Laurent.
flz)y=e

N =

o0

1 1
ez — E
nlz"

n=0




Definizione. Una funzione definita in un aperto A C C olomorfa
tranne in eventuali singolarita isolate si dice meromorfa se le
singolarita non sono essenziali.

» Ogni funzione razionale & meromorfa in C.



Classificare le singolarita

g 1
— C0Ss z
zp=0
Z2
> .
Sin z
Z0 = +7



Classificare le singolarita

g 1
— Ccosz
z0=0
0 22
> -
sin z
Z()—:i:ﬂ' 22771_2
> z
e —1
zo=0




Classificare le singolarita
>

z0=0 -
zsinz

. Zp = 0 polo di ordine 2 7

[a] Vero @ Falso



1
20:0 e 22

» Se f e g hanno una singolarita essenziale in z = zg posso dire
che fg ha una singolarita essenziale in z = z,?

[a] Vero [b] Falso



—1/22
F(z) = {e z# 0
0 z=0

Sull’asse reale

—1/x?
F(x) = {e x#£ 0
0 x=0

risulta C°°(R), mentre nel piano complesso f(z) non & olomorfa in
0.
Infatti preso z = iy

1

_1 . a
lime 22 = lim e¥? = +00
z—0 y—0



Descrivere le singolarita di

Soluzione. Gli zeri del denominatore sono le radici quarte di 1,
owvero 1, i, —1, —i e sono semplici. || numeratore si annulla per
e?™Z = 1, il che equivale a z € Z; ne segue che +1 sono singolarita

eliminabili. Continuare I'esercizio...



n = 2 Curva: un'applicazione continua da un intervallo / in R2.
prtel—p(t)=(x(t),y(t) € R?
» Segmento di estremi (xo, yo) € (x1,¥1)-
x =xp+ tlx1 — xp) te0,1]
y =yo+tly1—yo)

» Circonferenza di centro (xg, yo) € raggio r.

X =X+ rcost t € [0,27]
y=yo+rsint



Distinguere la curva dal sostegno della curva: ecco due curve
distinte con lo stesso sostegno

X = cost t € [0,27]
y =sint

X = cost t € [0, 67]
y =sint

Il sostegno della curva ¢ dunque € I'immagine dell'intervallo /
tramite la curva ¢: (/).



I = [a, b]

>

Definizione di curva semplice: una curva si dice semplice se
per t1 # t» di cui almeno un punto interno a / si ha

p(t1) # o(t2)

Definizione di curva chiusa: una curva si dice chiusa se
p(a) = ¢(b)

Definizione di curva regolare: Sia ¢ € CL. La curva si dice

regolare se
X' (t)? +y/(t)> > 0 Vt € (a, b)



Disegnare (a) una curva chiusa, (b) una curva semplice, (c) una
curva non semplice.



Sia ¢ : [a, b] — R? la curva. Per definire la poligonale bisogna
scegliere i punti sulla curva. Sia quindi p una partizione
dell'intervallo [a, b]

p={ti€labl:a=tp<ti<...<t,=b}

La lunghezza della poligonale

V(x(t) = x(20)2 + (1) — y(t0))?
oo () = x(tr1)2 + (v (tn) = ¥ (tn-1))? =
S x(8) = x(t-1))2 + (r(8) — y(ti-1)?
i=1

La lunghezza della curva: estremo superiore di questa quantita al
variare della partizione. Se tale valore risulta finito, la curva si dice
rettificabile.

L(p) = sup Y \/(x(t) — x(ti-))? + (v (8) — y(ti-1))?
Pzt



Scelto un numero finito di punti lungo la curva e connettendo ogni
punto al successivo con un segmento, sommiamo le lunghezze dei
segmenti e otteniamo la lunghezza del cammino tramite poligonali.
Per il singolo segmento utilizziamo la distanza euclidea tra i due
estremi. La lunghezza della curva € I'estremo superiore della
lunghezza del cammino della poligonale, al variare delle poligonali.
Teorema di rettificabilita delle curve C!. Sia ¢ : [a, b] — R?
una curva di classe C!. Allora & rettificabile e vale

b
L) = [\ + (e



Esempio di curva non rettificabile t € [0, 1]

x(t)=t
y(t)=tsing. t#0; y(t)=0pert=0

Suddivisione
1 1

[0 11
"2n+1'2n—1"""""5"3

Punti

Pi= (o (-1Y
(0,0). 7 (2+1A a+1)
ove j > 1. Pj_y = (g3, (=1) '5t7). Valutiamo

\/(XPj - Xijl)z + (ypj - ij71)

2 2 4 1
\/(4j2— 1) + (4j2 _ 1) 2 j

Il risultato segue passando alla somma su j.




La seguente curva & chiusa? E’ regolare?

{x(t) =te ! t e [0,4]

Y= 12—t

Soluzione:

Per t = 0, otteniamo il punto (0,0), mentre per t = 4 otteniamo
(4e=*,4). Poiché le posizioni iniziale e finale non coincidono, la
curva non e chiusa.

La curva data & di classe C!

X'(t)=eH1-1t)
() =t-1
Tuttavia, poicheé al tempo t = 1 (interno all'intervallo [0, 4]), si ha

(x'(1),y’(1)) = (0,0), deduciamo che la curva & non regolare in
[0, 4] (si pud tuttavia dire che & regolare a tratti).



Circonferenza

X = rcost t € [0,27]
y=rsint

2m
= / \/(—rsin t)2 + (rcost)?dt = 27r
0

Esercizio Data la curva

x(t) = v/2cos t t € [0,7/4]
y(t) = V2sint

allora vale

/ Joe "())2dt = /2

[a] Vero @ Falso



Esercizio
x = e'cos(t) tecl0,7]
y = efsin(t)

™

Calcolare la lunghezza (L = v/2(e+ — 1))



Arco di Ellisse a>0, b>0cona> b

x = acos(0) 6el0,5
y = bsin(0)

w/2 w/2
L= / /X(0)2 + y'(0)2dO = / Va2 sin2 60 + b2 cos? Odf
0 0



sin>f = 1 — cos? § e la sostituzione t = 7 — 0 si ottiene un
integrale ellittico che andremo a risolvere per serie.

w/2 w/2
/ \/321—c0529 —I—b2c0529d9—/ \/1—

a’—h?
2

cos2 0do

Poniamo k2 =

w/2
a/ V1 — k2sin?6d6
0

Ricordiamose a € Re |x]| < 1

(1+x)* = 5 (i‘)xk



<a> )1 k=0
k] a(a—l)(a—i!).“(a—k-l-l) ke N

(1— K2sin?6)2 = f(—lﬁ( ) k% sin% 9 =

Jj=0

Si ottiene

—. N

~. NI~

1 LA . .
1- §k2 sin% 0 + z;(—l)f ( ) k% sin% g
j:



Osserviamo

(J) = (- 1)j 1%;?/.22_3:(_1)‘/—11'3'...“(21'_3) _

21
Sy 1:3-...(2/-3)
Y - 120 -2)...2
11-3-...(2/ -3 (2 —3)!
= (- (21)(!!J Doyt j(2j)!!)

ove n!l indica
n dispari il prodotto di tutti i dispari tra 1 e n,
n pari il prodotto di tutti i pari tra 2 e n.

/2 IO (oi 3y . r7/2 .
a/ V1= k2sin?0do = a<”—z (21,3)%21/ sin% 0d9>
0 2 3 (2 0



Dimostriamo

/W/Z sin? 6d6 = EM
0 2 (2

Per j = 1 risulta verificata (scrivere in dettaglio).
Assumendo 1
4 ; 2j — 1)
/ sin? 0do = Eu
dimostreremo

(2j + 1)1

w/2
in20+1) ggp = T\ T 1)
/0 >N 2 (2j +2)l



Infatti
w/2 ) w/2 )
/ sin? 1 g sin0dh = / sin?*1 (- cosh) db
0 0
, T2 .
= sin¥ 1 9(— cos )|/ + (2j + 1)/ sin¥ 0 cos® df

0

w/2 )
= (2j + 1)/ sin¥ (1 — sin® 0)df =
0
2

w/2 ) T/ )
(2j + 1)/ sin¥ 0d6 — (2j + 1)/ sin? ™2 0do
0 0

/2 ) /2 )
(2j +2) / sin?20do = (2j + 1) / sin% 0df
0 0



Utilizzando I'ipotesi induttiva

/W/zsinzj+2 APNCIESY (2j + 1)
0

m(2j—1) o«
(2/+2)2 )~ 2(2j+2)!

In conclusione

L_a/ V1 - K2sin2 0d6 = a~ ( +22J_1<2J—1) k)2>

2_/ I




Moltiplicando per 4

resnfo- £ g ()

Jj=1

1\? 5, [(1-3\?k* [1-3-5\?KO

Approssimazione per ellissi con eccentricita piccola




b
Lw»=/’ 1+ (y/(2))2dt

Asteroide: a > 0 ,
3

X%—|—y = as.

winy

Data la simmetria consideriamo x, y positivi

x(t)=t y(t)=1~(t) te€]a b

y=(a: —x3)? xe[0,4]
y:z@§_£ﬁ<_§x%>:






Asteroide a = 1. La figura richiama I'immagine di una stella che

brilla.
Equazioni equazioni parametriche

x=cos’t, y=sin3t, te[0,2n]
e regolare a tratti. Possiamo calcolarne la lunghezza.

X'(t) = —3cos®tsint y/(t) = 3sin*tcost

il cui modulo risulta
5. 2 3, .
3V cos? tsin“t = 5]5|n(2t)\

. m, %w, 27 ossia la curva non & regolare nei

Vale 0 per t =0, 3,
punti corrispondenti ai valori del parametro precedentemente

calcolati, che sono i punti (+1,0),(0, £1).

%
=4
0

sin(2t)dt = —3cos(2t)|¢ = 6

N W



Arco di parabola

1
y:§x2 x €0, a]

L(g) = / T 14y (<P
L(p) = /03 V' 1+ x2dx

In questo caso

Occorre ricordare

eX —e X e+ e *

sinh(x) = 5 cosh(x) =

(sinh(x))" = cosh(x)  (cosh(x))" = sinh(x)
(cosh (x))? = (sinh (x))? = 1



1
/ V14 x%dx = i(settsinhx +xV1+x2)+c

settsinh x = In(x + /1 + x2).

Si pone x = sinh t Si ottiene

1
/cosh2 tdt = E(sinh tcosht+t)+c

Si procede alla sostituzione t = sett sinh x

a
1
/ V14 x2dx = E(a\/ 1+ a% + settsinh a)
0



Curve nello spazio

Definizione
Sia I C R un intervallo e d la dimensione dello spazio (di solito
d =20 d=3). Una curva & un’applicazione ¢ : | — R" continua.
Una curva & un'applicazione e I'immagine di tale applicazione cioé
I'insieme

{p(t) : tel}
definisce il suo sostegno (il corrispondente disegno sul piano o
nello spazio).



esempio
» forma cartesiana: equazione costituita da tutti i punti
P = (x, y) le cui coordinate soddisfano un’ equazione.

(x=12+y*=1
» forma cartesiana:

X2—|—y2:1



{x = p(0) cos b
y = p(f)siné
0 e [90,01]

» forma polare
(x—12+y*=1

p = p(0)
p=2cosf
m™ T
gecl—— =
» forma polare



RS [90, 91]

x = p(0) cosd x'(0) = p' cos@ — psinf
y = p(#)sind y'(0) = p'sinf + pcosd

(p' cos® — psin0)? + (o' sinf + pcosh)? =

(') + (p)°

= [ NN

Lunghezza della curva in forma polare



Cardiode
Il suo nome esprime la sua forma di un cuore.

p=a(l+cos(f)) 6 €[0,2r] a>0

L= /991 /P07 + (0)2d0 =

27 2
/ \/32(1 + cos(0))? + a?sin? 0dH = V2ay/1 + cos(0)d6 =
0

0

(dalla formula di bisezione)

27 0
/ 2a| cos (£ )|df = 8a
0 2



Spirale: curva che si avvolge attorno a un determinato punto
centrale avvicinandosi o allontanandosi progressivamente, a
seconda di come si percorre la curva.

Spirale Logaritmica

p=e 9cl0,2kn] keN, b>0

2km 2
V1+b
L= V=260 p2e=2b0dp = 72_ (1 — e=2mkby
0
per k — +o00 otteniamo
V14 b2
b

(lunghezza dell'intera spirale)



Spirale di Archimede

p=a-+bl 6c0,2kn], ke N,a=0,b>0
2k 2k

L= V b? + b26%2d6 = b V1+62d6 =
0

0

g (In(2k7r +V1+4k272) + 2kmy/1 + 4k271'2>



» Una curva si dice regolare a tratti se | = [a, b] si pud
suddividere nell’'unione di un numero finito di intervalli su
ciascuno dei quali la curva risulta regolare.

» Curve equivalenti
Parametrizzazioni equivalenti: esempio

¢ = (cost,sint), t € [0,27], (s) = (cos(2s),sin(2s)),s € [0, 7]

sono due parametrizzazioni diverse della circonferenza di
centro l'origine e raggio unitario percorse nello stesso verso
(curve equivalenti).

Definizione. Due curve @ e i definite rispettivamente in

| =[a,b] e I' = [a, 8] a valori in R? si dicono equivalenti se
esiste un’applicazione

g :[ab] = [o, 4],

di classe C! tale che g/(t) #0, Vt € [a, b]
esempio o(t) = ¥(g(t)) = ¥(3)



Cammini orientati

Disegnare il sostegno della curva orientata nel verso indotto dal
parametro.

71(t) = (t,V/3t), t €[0,1]
Ya(t) = (1 — t,V/3), t e [0,1]
v3(t) = (0,V3(1 - t)), te0,1].
(t,\/3t) t €[0,1]
V(t) =4 (2—1t,V3), t€[1,2]

(0,v/3(3 — t)), t €[2,3].



Cammini orientati
Disegnare la curva data dai lati del triangolo di vertici (0,0),(1,0) e
(0,1), percorsa in senso antiorario.

(1—t,¢t) t€[0,1]
y(t) = ¢ (0,2 —t), tell,2]
(t—2,0), tel2,3]



» Integrale curvilineo. La funzione f e’ definita sul sostegno
della curva ed €' ivi continua.

b
[ Fas= [ A0y (<7 + ()

L'integrale curvilineo & invariante per parametrizzazioni
equivalenti ed anche per cambiamento di orientazione sulla
curva



Esercizio 1
Sia f(x,y) = xy verificare che

/fds:/fds
¥ 0

~v(t) = (cos t,2sint), te [0,

dove

—

AN

0(t) = (cos2t,2sin 2t), te [0,



Svolgimento Esercizio 1
Per semplicita svolgeremo solo il calcolo del primo integrale. Il
secondo € analogo. Dalla definizione si ha

/ fds = /2 2cos tsint\/sin? t + 4 cos? tdt
o7 0
= /2 2 cos tsin tv/1 4+ 3 cos? tdt.

0

Con la sostituzione u = cost si ha (ricorda du = — sin tdt,
u(0) =1e u(r/2) =0)

™ 0
/2 2cos tsinty/1+ 3cos? tdt = — 2u\/ 1+ 3u2du
0

1

1 1
= 3/ 6uy/ 1+ 3u?du
0

120 ey’

?3i6 2 14
-3(5-3) =%



Esercizio 2
Calcolare

fds

S~

nei seguenti casi.
1 f(x,y)=vV1—x2%e
v(t) = (cos t,sint), t € [0,2n].

X
1+ y2

2. f(x,y) = e

~v(t) = (cost,sint), t¢€ [0, q.

2
3. f(x,y)=Vx?>+y?e

~(t) = (2(cos t+tsint),2(sint — tcos t))7 t € [0,27).



Svolgimento Esercizio 2 - |

(1): Calcoliamo f su vy

f(x(t),y(t)) = V1 —cos?t =|sint|.

Poiche (x'(t))? + (y'(t))? = 1 abbiamo

27 T
/fds: / | sin t|dt:2/ sin tdt = 2[— cos t]g = 4.
vy 0 0

(2): Calcoliamo f su

cost
1+sint

F(x(t), ¥(t)) =

Poiche (x'(t))? + (y'(t))? = 1 abbiamo

/fds—/ cost
l—i—sm t



Svolgimento Esercizio 2 - |l
(2): (continua) Con la sostituzione u = sin t si ha

z 1
2 cost 1
/ ————dt = / ———>du = arctan uly = T
o l+sin“t o 1+u 4

(3): Calcoliamo f su
f(x(t),y(t)) =2v1+ t2.
Inoltre ~/(t) = (2t cos t, 2t sin t) percio:
(X'(0)* + (v (1))* = 4¢°.

Dunque

/fds:2/ 2t\/1+t2dt—2[ (1+t2)3 K
Y

0

= g[(l +47%)2 —1].



Se v & una curva del piano e I il suo sostegno e f una funzione
continua a valori > 0 l'integrale curvilineo della f si puo pensare
come |'area della superficie costituita dai punti dello spazio
compresi tra [ e il grafico di f suT.



Esempio di integrale curvilineo: calcolo del baricentro. ¢ curva

semplice regolare a tratti.

b
0= g3 [ X0 0p - pora

b
S | oo+ ppa

Yo =
L(e

Asteroide in [0, 3], a=1, la lunghezza vale 3

J(O2 +(/(0)7 = 3 sin(21)

1 % / / J—
0= g0 [ X0 0r + (o) -

2 (2 2
/2 3cos(1) cos(1) sin(t)t = 2 cos’(1)|§ = 2
0

Calcolare yp



Teorema di Guldino:
(Area della superficie generata da rotazioni)
L'area della superficie generata dalla rotazione di un angolo « di
una curva regolare ¢ e data dalla lunghezza della curva
moltiplicata per la lunghezza dell’arco di circonferenza descritto
nella rotazione dal baricentro.

> o =27

P ruotiamo rispetto all'asse x; coordinata y del baricentro

b
=107 | YOV OP + 0y
» lunghezza dell'arco di circonferenza:2myy
»
b
A= 2m 5 Ue) [y (0 + (e =

b
2n [0\ (07 + (0



Uno sferoide & una superficie tridimensionale ottenuta per
rotazione di un arco di ellisse attorno ad uno dei suoi assi principali.
Esistono tre tipi di sferoide:

» se |'arco superiore dell'ellisse & ruotato attorno al suo asse
maggiore, si ottiene uno sferoide prolato.

» se |'arco superiore dell’ellisse & ruotato attorno al suo asse
minore, si ottiene uno sferoide oblato

P se |'arco superiore & una semicirconferenza, la superficie
ottenuta € una sfera.



La superficie di un ellissoide ottenuta per rotazione: la parte
superiore dell’ellisse viene ruotata rispetto all'asse x: assumiamo

a>b
Ricordiamo |'equazioni parametriche dell'arco di ellisse

x(t) =acost, te]0,n]
y(t) = bsint.

A= [0\ + ()

\/(x’(t))2 + (y'(t))? = \/(a2 sin2t + b2cos? t =
2 _p2
\/32—(32—b2)c052t:a\/1— 2 5— Ccos? t
a




A= 27rb/ sin t\/ a2sin? t) + (b2 cos? t)dt =

s 2
27rab/ sint\/l— 2
0
s 2
27rab/ sint\/l d
0

s
orab [ sint\/1— k2 cos? tdt =

0

K
27rkab/ 12 2du
—k

cos? tdt

cos? tdt =




2mab

2mwab
ko

2
/\/32—x2dx—82arcsinx—i—)2<\/‘92—x2 +C
a

1
/\/1x2dx:23rcsinx+;\/1x2 +C

k
2mab (1
/ V1—uldu= Wka <2arcsinx+)2(\/1—x2|’jk>:
—k

(arcsmk—i—kvl — k2> = 2ma b(arcznk +1/1— k2> =

27rab<arcj(in Ky b) = 27rabarcj(in K onp?

a



La sfera pud essere pensata come una rotazione ottenuta ruotando
attorno all’asse x il grafico della funzione

f(x) = V'R? — x? che rappresenta una semicirconferenza di raggio
R . Pertanto, per il teorema di Guldino, I'area della superficie
sferica risulta:

A= 271'/_:? F(x)\/1+ [ (x)]?dx =

+R 5 5 R +R
27 VR — x——n——dx =27 Rdx =
“R VR? — x2 /—R

27R(R 4 R) = 47R?,



Area della superficie conica (laterale). retta (0,0) (h,r)

f(x)z%x 0<x<h

h h
A—27r/ £(x) 1+(f’(x))2dx—27r/ (%x) l—i—(%)de:
0
2mr h2 + r 2! X \0 mrvV h? 4+ r2 =nra

h2



Lunghezza di una curva

Sia p(t) = (x(t),y(t),z(t)) con t € | = [a, b] una curva di classe
C! (ovvero x, y, z sono derivabili con derivata continua). Allora la
lunghezza della curva ¢ & data da

b
Lo = [ 0 + /0 + @@pe

Esercizio - Lunghezza di un’elica
L'elica di equazioni parametriche date da

o(t) = (cost,sint,t), t € [0,27).

Calcolare la lunghezza di ¢.



Svolgimento Esercizio

Nota che
¢'(t) = (—sint,cost,1), t € (0,2m).

Poiché cos? t +sin®t = 1 si ha

L(p) = 7 V2dt =27v/2.

0



Forma differenziale lineare C1(A) (coefficienti C*(A)), A aperto
w=a1(x1,...,xn)dx1 + ...+ an(x1,...,xn)dxs

La forma differenziale
w=a1(x1,...,xn)dx1 + ...+ an(x1,...,xn)dxs

& chiusa se e solo se vale 'uguaglianza

03 _ Oai

8x;_8><j
perognii,j=1,...,n

n=2

w = a(x, y)dx + b(x, y)dy
0a _ b
dy  Ox

ay = by



Una forma differenziale lineare definita su A C R" aperto, continua
(aj continuo). Si dice che w & esatta in A se esiste una funzione
F : A — R differenziabile detta primitiva tale che

oF
ox =
Consideriamo la forma differenziale

w = ydx + xdy (x,y) € R?
Cerchiamo primitive F attraverso la soluzione di

Fx=y F, =x

Da F; = y per integrazione rispetto a x otteniamo
F(x,y) = xy + G(y) deve risultare G(y) = ¢

F(x,y)=xy+c



Un insieme A C R? si dice connesso per archi se per ogni coppia di
punti P e Q di A esiste una curva che li collega.
Esiste una funzione continua ¢ : [a, b] — R? tale che

p(a) =P ¢(b) = @

Teorema.

Sia A un aperto connesso. Se la forma differenziale w(x, y) & esatta
in A allora ammette infinite funzioni primitive, se G & una primitiva
tutte le altre primitive possono essere calcolate in questo modo

F(x,y)=G(x,y)+ k., keR

dim. Si pone
H(va) = F(Xv)/) - G(va)

Hx = H, =0 in A un aperto connesso. H costante



A C R? A aperto
> Se w € CY(A) ¢ esatta allora & chiusa. Infatti

Fr=a F,=b.
Da cui otteniamo
Fy =a, Fyx= by
Uguagliando le derivate miste:
ay, = by.

In generale non vale il viceversa.

» Tuttavia: se w € C(R?) risulta chiusa allora & esatta (da
dimostrare)



w = ydx + xdy (x,y) € R?
& esatta in R? (perche individuiamo facilmente una primitiva
F(x,y) = xy) e quindi chiusa in R?.
>
w = ydx + xdy (x,y) € R?

& esatta perche w € C1(R?) e risulta chiusa.



La forma differenziale seguente

y X
W= +y2dx+ 22 +yzdy

definita nell'aperto del piano A =R?\ {(0,0)}

e chiusa: verificare

X y? —x?

(——2—5)y = (

Y. ) _|_y2)X: (x2 + y2)2



Esercizio. In R? consideriamo la forma differenziale

1 4xy
=|—s5 - |dx— | —==5 — € |dy.
o= (e =)o (wimap <)o

Stabilire se la forma risulta esatta in R? e in tal caso determinare
una primitiva.



Esercizio

Calcolare una primitiva della seguente forma differenziale.

> w(x,y) = ycos(xy)dx + (X cos(xy) +y2>dy su R?;



Svolgimento Esercizio |
Dalla definizione abbiamo che, se F & una primitiva allora

ycos(xy) = Fx  xcos(xy) +y?=F,. (%)

Integriamo la prima rispetto a x:

F=g(y)+ /ycos(xy)dx = g(y) +sin(xy).

dove g € una funzione arbitraria che dipende solo da y. Derivando
la precedente

Fy, = g'(y) + x cos(xy).
Da (%) e la precedente abbiamo

)3
= g(}/)zg‘FC

gy)=y

Dove c € R. Una primitiva di w & data da

%
F(x,y) =sin(xy) + 3



Forme differenziali in R3

w = a(vavz)dX+ b(X7y7Z)dy+ C(X7y7Z)dZ

Condizione di forma chiusa

Esercizio. La forma w = xzdx + xyzdy + 3z%dz risulta chiusa in R3

[a] vero E falso



> n— 3
a(x,y,z)dx + b(x,y, z)dy + c(x, y, z)dz
di classe C1(R3) ed esatta in R3.
Determinare le condizioni analoghe a a, = b, nel piano.
> Data
w(x,y) = 2xydx + x*dy

la forma risulta chiusa? La forma risulta esatta? In caso
affermativo calcolare una primitiva della forma differenziale.

F(x,y) = x°y



Data la forma differenziale

)dx—i—(1

1
2x2 + yz)dy + (Ey2 + arctan x)dz

w—(xy+1+ 5

> stabilire se la forma risulta esatta in R3.
w = a(x,y,z)dx + b(x,y, z)dy + c(x, y, z)dz
» |a forma risulta chiusa

ay=bx a;=c¢c by=¢

1 1

Gy =xb=x a=rs 6T

L'insieme: R3

» In caso affermativo, calcolare una primitiva



FX(Xayaz) :Xy+ 1—‘f><2
Fy(Xa}/az) = %X2 —|—yZ
F.(x,y,z) = 3y? + arctan x

F(x,y, z) = /Xy+

V4

et ey, z)

Ne segue

1
F(x,y,z) = §x2y + zarctan x + ¢(y, z)

Sostituendo nella seconda e nella terza

1 1 1
Fy(x,y,2) = §X2 + oy, z) = §X2 +yz; oy, z) = §y22 +(z)

1 1
F,(x,y,z) = arctan x + §y2 +'(z) = §y2 + arctan x

1 1
F(x,y,2z) = §X2)/+ zarctanx + §y2z



w = a(x, y)dx + b(x, y)dy

L'integrale curvilineo di una forma differenziale si calcola nel modo
seguente:

b
/ o= / [a(x(£), y(£))X'(£) + b(x(2). y(1))y'(£)]dt
© a

ove © & una curva regolare a tratti contenuta in A in cui sia fissato
un orientamento e una rappresentazione parametrica (x(t), y(t))
con t € [a, b] il cui verso di percorrenza coincida con
I'orientamento assegnato su .



Ricordiamo che a ogni curva possiamo associare un verso di
percorrenza o orientamento, indotto dalla rappresentazione
parametrica. Si dice che il punto P = ¢(tp) precede il punto
Q = ¢(tg) nel verso indotto dal parametro t se

tp < tg

A differenza dell’integrale curvilineo di funzione, I'integrale di una
forma differenziale dipende dall’orientamento della curva e si deve
sempre specificare. Se —p & una curva equivalente a ¢ ma
orientata nel verso opposto w=—| w

pposto | s

P> w esatta: possiamo calcolare I'integrale lungo una qualsiasi
curva congiungente i suoi estremi (non chiusa) stessi punti
iniziali e finali.

P> w esatta: l'integrale lungo una qualsiasi curva chiusa vale 0



Se & una curva regolare a tratti possiamo decomporre ¢ definita
in [a, b] suddividendo a =ty < t; < ...ty = b mediante curve
regolari ¢1, w2,...,oy con ;= in [ti_1,t;] i=1,...N

/w:/ w—i—---/ w
® %1 PN



Sia A un aperto connesso. Per ogni coppia di punti P e Q di R?
indichiamo con ¢(P, Q) I'insieme non vuoto di tutte le curve
regolari a tratti con sostegno contenuto in A e aventi e come
estremi i punti P e Q e lo stesso verso di percorrenza.

Teorema Sia A un aperto connesso e sia w € C(A). Allora w ¢
esatta se e solo se per ogni coppia di punti P e @ di R? e per ogni
coppia di curve 1 e @2 € ¢(P, Q) (stessi punti iniziali e finali)

risulta
/ /
Y1 2

TeoremaSia A un aperto connesso e sia w € C(A). Allora w &
esatta se e solo se per ogni curva chiusa regolare a tratti (o con
sostegno contenuto in A risulta

/sz
©



La forma seguente

y X
w = —X2+y2dX+ X2—|—y2dy
definita nell’aperto del piano A =RR?\ {(0,0)}
e chiusa:

2

e
X2 4 y27 T N2 2T (2 4 y2)2
ma la forma w non & esatta in A.
Curva chiusa: circonferenza di centro I'origine e raggio 1.

b
/ [a(x(2), y (£))X(2) + b(x(t), y(£))y'(t)ldt =

27
/ [sin*t 4 cos? t]dt = 2r
0



Calcolare I'integrale di

_ Y X
wf—x2+y2dx+x2+y2dy

lungo I'arco di circonferenza di centro (0, 0) raggio 2 e estremi
(2,0) (v/3,1), orientata in senso antiorario. Osserviamo che la
rappresentazione parametrica della circonferenza con verso
antiorario €

(2 cos(t),2sin(t))

[l punto (2,0) corrisponde al valore del parametro t = 0 Il punto
(v/3,1) corrisponde al valore del parametro t = 5

/ [a(x )X () + b(x(t), y(1))y'(t)]dt =

/ [sin® t + cos? t]dt =
0



Consideriamo ['integrale curvilineo della forma
w = ydx + xdy (x,y) € R?

lungo tre curve diverse o1, p2, 3 per raggiungere da P = (0,0) e
Q = (1,1), con orientamento indotto dalla parametrizzazione.

(1) =t x(t)=t
(Pl{y('-“)Zf2 te[0,1] SO2{y(t):t t €[0,1]

x(t)=0 x(t)=t
P2l =t teo U \y)=1 telo1]
01 / [a(x X'(t)+b(x(t), (t))y’(t)]dt:/ol t242t%dt = 1
1
o /[a X(6)+ Bx() /() (Olde = [ e+ e=1

©3 - /a [a(X(t),y(t))X’(t) + b(X(t)aY(t))y/(t)]dt 1



Teorema. Sia w di classe C! esatta in A aperto e connesso di R?
e sia ( una curva regolare a tratti il cui sostegno & interamente
contenuto in A congiungente due punti P = (xp, yp) €

Q = (xq@,yqQ) di A nel verso che vada P a Q . Allora

/ w = F(xg:¥q) — F(xp,yp)

con F qualsiasi primitiva di w
Esempio
w = ydx + xdy (x,y) € R
Funzione primitiva (esercizio precedente di calcolo dell'integrale
della forma)
F(va) =Xy

F(x(1),y(1)) = F(x(0),y(0)) =1



[o= [ steidcs sty =

/Fxxydx—i-F (x,y)dy =
P



Insiemi semplicemente connessi

D dominio: chiusura di un insieme aperto di R?

Insiemi semplicemente connessi in R2: a livello intuitivo, essi
coincidono con gli insiemi privi di buchi.

Definizione Un insieme aperto connesso A C R? si dice
semplicemente connesso se, data una qualsiasi curva ¢ semplice e
chiusa regolare a tratti con sostegno contenuto in A, & la frontiera
di un dominio limitato D interamente contenuto in A (I'interno di
¢ & contenuto in A) .

In R? sono insiemi semplicemente connessi i seguenti insiemi:

> tutti gli aperti convessi (In R? un insieme convesso & un
insieme nel quale, per ogni coppia di punti, il segmento che li
congiunge & interamente contenuto nell'insieme.)
In A semplicemente connesso una forma differenziale di classe C?!
chiusa & esatta.



Non sono invece semplicemente connessi in R? gli insiemi:
> tutti gli aperti privati di un punto (in particolare,R?\ {(0,0)});

» |e corone circolari.



In A semplicemente connesso una forma differenziale di classe C*
chiusa ¢ esatta.
Data la forma differenziale

w = [1 4 sin(x + y)]dx + sin(x + y)dy.

i) stabilire se & chiusa in R?,

i) stabilire se & esatta in R2.

iii) calcolare una primitiva (F(x,y) = x — cos(x + y))

iv) Data la curva curva x = cos®t,y = sin®t con t € [0, 71
calcolare I'integrale curvilineo della forma sulla curva con
I'orientamento dato dalla parametrizzazione.

x(3) = cos’(3) = 0,y(5) = sin(3) = 1

x(0) = cos3(0) = 1, y(0) = sin3(0) = 0

(
(
(
(

F(X(g),y( )) = F(x(0),y(0)) = F(0,1) — F(1,0) =

i
2
—cos(1) —1+cos(1) = —1



In A semplicemente connesso una forma differenziale chiusa di
classe C! & esatta.
Esercizio: calcolo di primitiva

A={(x,y) eR?:y > x?}

3y — 2x2
(y —x2) 2¢/(y — x?)

+ 2)dy



Sia w una forma differenziale esatta in R?2
w = a(x, y)dx + b(x, y)dy

Per il calcolo della primitiva procediamo in questo modo
>

Fe=a F(x,y)= /a(xyy)dXJrg(y)

Imponendo la seconda condizione F, = b determiniamo per
integrazione rispetto a y la funzione g e quindi la funzione F



A={(x,y) eR?:y > x*}

_ _ 2
w= SN + ( 3y = 2
(y —x2) 2¢/(y — x?)

La forma differenziale & esatta: calcolo della primitiva

I A TR0

+ 2)dy

2y —2x° 4y 3y — 2x2
Yy —=x2)+gy)y = 7= +&'(y) =

2¢/(y = x?) 2 (y—XZ)Jr2

gy)=2 gly)=2y



La forma differenziale
w = (3x%y — y?)dx + (x> — 2xy + 1)dy
€ esatta: calcolare una primitiva

F(x,y) = x>y —xy* +y



Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
w = xydy

su @ ove o & 'arco di circonferenza x? + y2 = 1 percorso in senso
orario situato nel quadrante positivo degli assi.

/2 1
/w:/ cos’tsintdt = .... = ——
¥ 0 3



Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
w = (2x + 3y)dx

su @ ove o ¢ il bordo dell'insieme limitato definito dalla parabola

y = x? e y = /3x percorso in senso antiorario.

V3
01 :/ (2t + 3t%)dt =3+ 3V3
0
V3 9
(V2o 3 —/ (2t+3\/§t)dt =-3- 5\/§
0

[o--3
@



» Esercizio 1 Data la forma differenziale
w = xdx + 2ydy

calcolare I'integrale esteso all'arco di circonferenza di
equazioni parametriche
. 7r
x(t) =cost, y(t)=sint, 0<t< >
orientata nel verso indotto dal parametro.
» Esercizio 2 Data la funzione
x3 3

f(XJ):?*‘?—X—y

Calcolare eventuali punti stazionari e classificare tali punti
(min, max, sella).



» Esercizio 3

Sia data
0 0e [—77,—%)
f(X) = % X € [_%7 %)
0 x € [5,m)

ripetuta in modo periodico in R.Calcolare il coefficiente ag,
bs, a3 e aigo della serie di Fourier di f
(S =2 + 3425 ak cos(kx) + by sin(kx))

» Esercizio 4 Selezione la risposta giusta motivando la risposta.
La serie di potenze

— 2n

s n isul
Z (62)7’7“"1)( risulta

n=1

[a] convergente per ogni x reale |b] sempre divergente
nessuna delle precedenti



Data la forma differenziale
w = xdx + 2ydy

calcolare I'integrale esteso all'arco di circonferenza di equazioni
parametriche

x(t) =cost, y(t)=sint, 0<t< %

orientata nel verso indotto dal parametro.

w/2 /2 w/2
—/ cos tsin tdt+/ 2sin t cos tdt:/ cos tsin tdt =
0 0 0

—5 cos tly =3



Data la funzione

fx,y) = +%5 —x—y

WX,

y?
3

Calcolare eventuali punti stazionari e classificare tali punti (min,
max, sella).

f(x,y)=x"—1 f(x,y)=y*—1

P =(1,1) Po=(-1,1) P3=(1,-1) Ps=(-1,-1)
fo(X,y) =2x fy(xy) =2y fylxy) = fxlxy) =0
P1 (1,1) punto di minimo relativo f(1,1) =% -2 = —3
(=1,1) punto di sella f(—1,1)=0
= (1,—1) punto di sella (1, —1) =0
( 1, —1) punto di massimo relativo
T SR



Sia data

0 0c[-m—3)
f(x) = % x € [~ 2a2)
0 x € [5,m)

ripetuta in modo periodico in R. Calcolare il coefficiente ag, b3, a3
e aigo della serie di Fourier.
La funzione risulta pari: b3 =0,

1 (21 1sin(k3
ag = /2 — cos(kx)dx = sin(k3)

Tz 2 T k
1 sm(% ) 1
a3z = = ——
T 3 3w
1 sin(507)
= =2 g
100 = 77100



Selezione la risposta giusta motivando la risposta.
La serie di potenze

(o]
7.[.2n ; ul
E WX risulta
n=1

[a] convergente per ogni x reale @ sempre divergente nessuna d

S-S5
2 X =2 2
n=1 e ! € n=1 (e )n

Per il criterio della radice convenge per [x| < £; e dunque la
risposta risulta (c).



Esercizio Classificare la seguente curva:

] x(t)=sint t € [0,3n]
T {y(t) = cost

A) chiusa e semplice B) chiusa ma non semplice
C) semplice ma non chiusa D) né semplice né chiusa



Esercizio Siano date le due curve

{x(t) =cos>t tecl0,3
T . 3
y(t) =sin’t

{x(t) =cost tel0,%
Y2 - .
y(t) =sint

Possiamo dire che

A) Sono entrambe regolari  B) Nessuna delle due é regolare
C) Soltanto 1 é regolare D) Soltanto v, é regolare



Esercizio Sia data la forma differenziale definita in tutto R2
ye?¥dx + xe™¥dy

Calcolare I'integrale curvilineo di tale forma differenziale lungo la
curva orientata nel verso indotto dal parametro

{x(t):1+cost t € [0,3]
y(t) =sint

A)e—1 B)l-e
C)2r D) -2r«
E) nessuna delle precedenti risposte é corretta



Esercizio Sia data la forma differenziale definita in R?

14+ (x+y)2dx + 1+ (x+y)2dy

Tale forma é esatta in R2?
A) Si
B) No



Esercizio Sia data la forma differenziale definita in R?

Y1+ (x+y)de+ /14 (x+y)?dy

Tale forma é esatta in R2?
A) Si
B) No



Esercizio Detta 7 la curva (cost,sint), t € [0, 7], calcolare

I'integrale curvilineo
/yexds
~

A) % —e B)e-— % C)2 D)-2 E) nessuna delle
precedenti risposte é corretta



Esercizio Il valore del parametro reale e positivo a per cui la
cardiode

p=a(l+ cosb) 6 € [0,2n]

ha lunghezza 5 vale

= olo
oo

nessuna delle precedenti risposte é corretta

[b]
[d]

0] [¢]



Esercizio
Sia (x,y) € R?. Allora

Fxy) = (x—1)2 +

é derivabile (parzialmente) in (0, 0).

[a] Vero

(y —1)?

@ Falso



Esercizio Sia x € R. Allora

00 Xk
cosh x = Z m
k=0

[a] Vero @ Falso



Esercizio. Trovare i coefficienti della serie di Fourier di una
funzione f definita
in [—7, ) ripetuta per periodicita in R. Sia

0 x¢&l[-m—F]
=43 xc(-53)
0 xecl[3,m)

in [—m, ) ripetuta per periodicita in R.
Calcolare il coefficiente a1g



Esercizio.

Calcolare il coefficiente a1g

s

a 11/2 cos(10x) d
= —= x) dx =
05 )

. M(sin(log) —sin(—log)) =0



Esercizio.
Data la funzione

(i) Determinare il gradiente di f
(ii) Determinare la matrice hessiana di f

(iii) Classificare eventuali punti in cui si annulla il gradiente.



Df(x,y) = (—4xe*X2, —1Oye*y2)

2

8x2e X" _ 4e=x 0 ]

D*f =
() 0 20y2e¥* — 106

) 4 0
D lon = | o 3o

Il gradiente di annulla nel punto (0,0). La matrice hessiana ha
determinante positivo e primo elemento negativo. |l punto (0,0) &
di massimo relativo: f(0,0) = 7.



Esercizio.
f(x,y) = xy e differenziabile in (0,0) 7

[a] si @no



Esercizio. Calcolare le derivate parziali prime della funzione
f(x,y) = arctan(xy).
y X

f =Y f =



Esercizi.
Data la forma differenziale

e*siny dx + e” cos x dy

stabilire se la forma & chiusa.
Calcolare I'integrale

/ e*siny dx + e” cos x dy,
.

con ~y data dalla curva

orientata nel verso indotto dal parametro, da t =

us
4

at

N



Esercizio. Data la forma differenziale
e*siny dx + e” cos x dy

stabilire se la forma € chiusa.
Calcolare I'integrale

/ e*siny dx + e’ cos x dy,
gl

con ~y data dalla curva

x(t) = 2t,
y(t) =2t

orientata nel verso indotto dal parametro, da t =

jus
4

at

INTE



La forma differenziale non & chiusa.

/ e“siny dx + e’ cosx dy = /2 (2e* sin(2t) + 2e** cos(2t)) dt
.

™

4

T =2t

/{ﬂ(eT sin(7) + e” cos(7)) dT
[ & sin(r)dr = esin(r) — [ & cos(r)dir —
/eT sin(7) dr —|—/eT cos(7) dr = e’ sin(T)

/exsinydx—i— e’ cosxdy = —ez
gl



Esercizio. Determinare il raggio di convergenza della serie di

potenze
+o0o Iy

3%n

n=1



Esercizio. Classificare la seguente curva:

x(t)=sin®t  t € [0,4n]
v 3
y(t) =cos’ t
[a] chiusa e semplice E né semplice né chiusa

semplice ma non chiusa E chiusa ma non semplice



Esercizio Siano date le due curve di equazioni polari

yip=e"? 6 € [0, 2n]
v2 i p = (14 cosf) 0 € [0,27]

Possiamo dire che

[a] Sono entrambe regolari @ Nessuna delle due é regolare

Soltanto =1 é regolare @ Soltanto 7, é regolare



Sia
0 x € [-m, —7]
f(x) =11 x€(=%:7%)
-1 xel[7,m)

in [—7, ) ripetuta per periodicita in R.
Calcolare il coefficiente a; della serie di Fourier

ax = 1 /7T f(x) cos(kx)dx

L —"



i1
7 cos(7x)dx — /

cos(?x)dx)

@

V2 V2
28m 14w



P Per la stessa funzione del punto precedente calcolare la serie
di Fourier nel punto di salto x = 7/4 della funzione (utilizzare
il teorema di convergenza puntuale.)

x=m/4 5:—2



Data la funzione
f(x,y) = ax® — y* + x%y?,

con a > 0 parametro reale.
» Determinare il gradiente di f
» Determinare la matrice hessiana di f

» Classificare eventuali punti in cui si annulla il gradiente.



Df = (2ax + 2xy?, =2y + 2x2y).
2ax +2xy° =0 = x =0,

ricordando che a > 0 e y?> = —a non fornisce radici in R. Dalla
seconda
2y 42X’y =0 = y=0

infatti sostituendo nella prima x = £1 non risulta accettabile. Il
gradiente di annulla nel punto (0, 0)

2a + 2y? 4xy

2 _

Df(x,y) = [ 4xy —2 4+ 2x2

Il gradiente di annulla nel punto (0,0). La matrice hessiana

D2f(x, y) = [203 _02}

ha determinante —4a < 0. Il punto (0,0) & di sella.



1 ex+y

ety 41 X eX+y+1dy

La forma esatta in R2.

[a] vero [b] falso

Calcolare una primitiva

ety
F(x,y) = —/exﬂﬂdy—i‘ﬂx)

F(x,y) = —In(e*"Y + 1) + ¢(x)
et , 1
IGE TR

() =1 ¢x)=x
F(x,y) = x — In(e*™ + 1)

Fx(x,y) =



Determinare l'intervallo di convergenza della serie

Posto

si ottiene

f(\xgz\y

n=0

y =|x—2|,
+o0o n
>(5)
n=0 5

Il raggio di convergenza risulta uguale a 5. Quindi

Ix —2| <5, —-3<x<7

» Studiare il comportamento agli estremi dell’intervallo



La curva di equazioni parametriche

x=t
y=tint

t € [1,2] & regolare.

[a] vero

@ falso



Calcolare I'integrale esteso alla curva ¢ di equazioni parametriche

)=t y(t)=2f te[0 Vil

della funzione
Xy COS y

= e



Soluzione.

1
x(t) =t y(t):§t2 t €[0,/7]
Xy COS y
ﬁltﬂ 1#)@&-
5 cos(2 Newwrs
0 +t
1
S:§t2 ds = tdt

T ™

= /2 scos(s)ds = ssin(s)]g/2 — /2 sin(s)ds = g -1
0 0



Insiemi semplicemente connessi Il sostegno di una curva piana,
semplice e chiusa divide il piano in due aperti connessi, di cui uno &
limitato e si dice interno della curva, I'altro & illimitato e viene
detto esterno della curva.

Definizione degli insiemi semplicemente connessi in R2. A livello
intuitivo, essi coincidono con gli insiemi privi di buchi.

Un insieme aperto connesso A di R? si dice semplicemente
connesso se, data una qualsiasi curva v semplice e chiusa con
sostegno contenuto in A, allora anche | interno di v & contenuto in
A. Esempi nel piano di insiemi semplicemente connessi (i) gli
aperti convessi; (ii) tutti gli aperti limitati con frontiera costituita
da un'unica curva



Circonferenza: Una circonferenza C il cui centro ha coordinate
(x0, ¥0) € raggio R ha la seguente forma parametrica:

X = xp + R cos(t)
C: t € [0;27]
y =y + R sin(t)
Nel piano complesso una circonferenza di centro I'origine e raggio
R

z(t) = Re'

con t € [0, 2m].
Segue dalla formula di Eulero.



Funzioni di variabili complessa: proprieta integrali

Sia f(z) € C°(A) A aperto connesso di C, consideriamo un arco di
curva regolare di estremi zy e z; che indicheremo con C(zy, z1) di
equazione z = z(t) dove

z(t) = x(t) + iy (t)

Vi & una corrispondenza biunivoca fra il punto P € C e il
parametro t € (to, t1) potendo essere z(ty) = z(t1) se e solo se la
curva @ chiusa. Inoltre, z(t) € Cl ed &

|Z/(t)]? = (X'(t))? + (y'(t))? > 0 V t (esistenza della tangente in
ogni punto). Definiremo

def [© N S
/C(zo,zl) f(z)dz _/t f(z(t)) 2 (t)dt



Se C & la circonferenza di centro I'origine e raggio R di equazione
z = Re' 0<8<2r

essendo dz = iRe'?df avremo

f(z)dz < i / F(Re')e™ Rd6
+C

dove con +C si indica il verso antiorario di percorrenza.



Le regole per il calcolo di un integrale di una funzione di variabile
complessa su una curva (generalmente) regolare del piano
complesso sono le seguenti:

» Scrivere la curva C in forma parametrica z = x(t) + iy(t)
ovvero nel caso di una circonferenza z = zy + re'?
Cr(zo) ={z:|z—2z0| =1}



» Calcolare mediante composizione la funzione integranda sulla curva
f(z(t)) owero f(zg + re®)
> Calcolare il differenziale
dz = (X'(t) + iy'(t))dt  ovvero nel caso di una circonferenza
dz = ire'df

P Integrare fra gli estremi la funzione di variabile reale cosi ottenuta

t
/ f(z(t))(X'(t)+iy'(t))dt  ovvero nel caso di una circonferenza
t

0

27 . .
/ f(zo + re'®)ire®do
0



Consideriamo ora l'integrale di f(z) = (z — z9)™ lungo (t)
definito dalla circonferenza di centro zy e raggio 1

Y(t)=z0+e® 0<t<2r

27r
/(z —20)"dz = / ’t Mieltdt =
¥ 0

I_/2 ’(m+1)tdt 27TI 1
0 0 altrimenti



Caso particolare: L'integrale di contorno di % vale 27/, dove il
contorno scelto € la circonferenza unitaria percorsa percorso in

senso antiorario.
1
— dz.
c y4

Nel calcolare I'integrale, usiamo come contorno la circonferenza
unitaria, |z| = 1, parametrizzato da

z(t)=e" te[0,27]; % = je't

1 27 1 . 27 o
fdz:/ .tie’tdt:i/ ldt:[t} i = (27 — 0)i = 2.
c? o € 0 0



Esempio. Consideriamo la curva C data dal segmento [0, 2 + /]

/ Z°dz
C

Scelto t come parametro

it
z(t):t+'E 0<t<2

dz = (1+i/2)dt

e quindi

Z2Z_ 2 2 i 2 i _§ i 3 _
/c d _/0 P+ i/2P(1+i/2)de = 2 (1+i/2)} =

8 8 i 3 i 2 11
(142 =(1—--—->43)=+4+—2
Ui/ =30 -g -y +335) =3+ 75



Consideriamo ora I'integrale della stessa funzione lungo la spezzata
y=0 0<x<L2 x=2 0<y<1

z(t)=1t, 0<t<2

IN

z(t)=2+1it, 0<t<1
2 1 .
8 I 2 11
2 2 . 2y - . .
= t Atdit—t2)idt = > 44i—2—L = Z 12
/chZ /Otd+/0(—|—l )i 3—|—/ 3 3—1—31

Vedremo in seguito in generale che per le funzioni olomorfe si ha
I'indipendenza del cammino di integrazione negli aperti
semplicemente connessi.



La disuguaglianza di Darboux & una disuguaglianza relativa all’
integrazione sul piano complesso: essa afferma che il modulo dell’
integrale di una funzione, lungo una curva del piano complesso, &
sempre minore o uguale del massimo valore del modulo della
funzione, moltiplicato per la lunghezza della curva.

Lf(z) dz

dove M é il massimo valore assunto dal modulo dalla funzione, e L
e la lunghezza della curva.

< [IF@lidl < m-L
i

dz] = /(<'(1))2 + ('(1))2t



Dimostrazione.
Poniamo

I:/f(z)dz

1l =\/f(z)dzr = |1l
Y

| = fe—i = /tl e (2(8) Z(t)dt, 2(to) = 20 2(t1) = 2

to

Poniamo .
e “f (z(t)) Z(t) = u(t) + iv(t)



Poiche |/| & reale

t1
/ v(t)dt =0
to

/ttl u(t)|dt < /t:l J2() + v2(¢)dt =

/ " F((0)]12(8)|de = / 7 (2) |l

Quindi



Esercizio. Sia C la curva congiungente z =1 e z = /. Stimare |l
modulo dell'integrale

L=+2
1 1
M = max — =
MPZ8] ~ min |28
min |z8| =

min{(2x* +1-2x)* 0<x<1} = >4

M =16



Gli integrali nel campo complesso si possono intendere come
integrali di forme differenziali di due variabili reali (secondo la
convenzione f(z) = f(x,y)) dz = dx + idy

/ f(z)dz = / f(x,y)dx + if(x,y)dy
C C
essendo con le notazioni usuali

/C f(z)dz = /C f(x,y)dx + if(x,y)dy =

/C (u(x, y) + iv(x, y))dx + (iu(x, ¥) — v(x, y))dy



Notiamo che: In termini di forme differenziali abbiamo che Ila
forma differenziale:

f(z)dz = (u(x,y) + iv(x,y))dx + (iu(x,y) = v(x, y))dy

& una forma differenziale chiusa se valgono le condizioni di
Cauchy-Riemann ed esatta se il dominio & semplicemente connesso.

ux(x0, ¥0) = vy (x0, Y0)
uy (%0, ¥0) = —vx(x0, y0)



Primitive Ogni funzione olomorfa in un aperto A semplicemente
connesso ¢ ivi dotata di primitiva olomorfa.
Dimostrazione

w = f(x,y)dx + if(x,y)dy

f, =i, =(if)x Vz€ A

da cui deduciamo w & chiusa. Essendo A semplicemente connesso
w & esatta ammette quindi primitiva F. Per definizione di primitiva
iFx = if = F, che mostra |I" olomorfia di F.



Il teorema integrale di Cauchy afferma che data una funzione
olomorfa f : A — C, definita su un dominio A semplicemente
connesso, per ogni curva chiusa e regolare a tratti contenuta in A
vale

?{ f(z)dz = 0.

In termini di forme differenziali abbiamo che la forma differenziale
& una forma differenziale chiusa se valgono le condizioni di
Cauchy-Riemann ed esatta se il dominio & semplicemente connesso.



Inoltre: sia f una funzione continua f : A — C, definita su un
dominio A semplicemente connesso. Se per ogni curva chiusa e
regolare a tratti contenuta in A risulta

f f(z)dz =0,

allora f & olomorfa in A.



Curve con gli stessi estremi

Sia f : A — C una funzione olomorfa definita su un dominio A
semplicemente connesso. Se 71,72 sono due curve regolari a tratti
in A che congiungono due punti P e Q, allora:

/ﬁ f(z)dz:/wf(z)dz.

In altre parole, I'integrale su una curva dipende solo dagli estremi.



Dimostrazione
Sia v la curva chiusa ottenuta concatenando ;1 € 72, ove V2
percorsa in senso inverso. Per il teorema di Cauchy:

A f(z)dz:/wf(z)dz.



Sia f(z) una funzione olomorfa definita su un insieme A aperto del
piano complesso C. Sia v una curva semplice chiusa contenuta in
A e S la regione racchiusa da =y percorsa in senso antiorario e sia z
un punto qualsiasi interno ad S dove la funzione & definita, che
non sia sulla curva +, allora vale la formula integrale di Cauchy:

f(z) = % j’{ ;(g)zdf.

La formula di Cauchy esprime quindi il valore di una funzione in

ogni punto del dominio S mediante i valori che essa assume sul
contorno di tale dominio, tramite un integrale di linea.




Consideriamo una circonferenza C. centrato in z di raggio ¢
interamente contenuto in S. Per il teorema integrale di Cauchy
sono uguali i due integrali

1 (), 1 f(§)
% ~ —ng_Tﬂ'l Csé.—Zdé.'

Valutiamo ora

1 f(§)

% Cg{—z

dé.



che calcoliamo con la sostituzione £ — z = el

1 f 2n
1O 1
2mi Je. §—z 2m Jo

f (z + 5ei9> dé.

Ora per il teorema integrale di Cauchy l'integrale sulla
circonferenza & indipendente dal raggio, pertanto possiamo
calcolarlo per qualunque ¢, facendo tendere € a 0 per la continuita
di f(z) si ottiene

1 27 . f 27
im— [ f (z + Ee’9> 49 = (Z)/ o = f(2),
2w Jo

e—0 27 0 7'['

iGN
i f e

da cui




Sia A un aperto del piano complesso C, e zy un punto di A. Sia

f:A\{z} —C,
una funzione olomorfa che in zy ha una singolarita isolata e quindi

un unico sviluppo locale in serie di Laurent

o0

f(z)= Y an(z—2)".

n—=—oo



Il residuo di f in zp & dato dall’integrale di f lungo la circonferenza
vr ={z: |z — zo| = r} diviso per 27i:

1
Res(f, zp) = 27{ f(z)dz
Yr

T

dove il raggio r & sufficientemente piccolo da non contenere altre
singolarita isolate.

Equivalentemente il residuo di f in zy & il coefficiente a_; della
serie di Laurent, e viene indicato con

Res,, f(z) = a_1.



Caso particolare: L'integrale di contorno di % vale 27/, dove il
contorno scelto & la circonferenza unitaria percorso in senso

antiorario.
1
f — dz.
c y4

Nel calcolare I'integrale, usiamo come contorno la circonferenza
unitaria, |z| = 1, parametrizzato da

z(t)=e" te[0,27]; % = je't

1 27 1 . 27 o
fdz:/ .tie’tdt:i/ ldt:[t} i = (27 — 0)i = 2.
c? o € 0 0



Il calcolo del residuo di una funzione f(z) in un punto zy risulta
particolarmente semplice nel caso in cui la singolarita isolata sia un
polo. In particolare, se zy é un polo semplice allora il residuo é:

a_1 = lim[(z—z)- f(2)].
zZ—2Z)
mentre se zy € un polo di ordine k il residuo é:

IR T [(z — )k f(2)
(k — 1) 2=z dzk—1

Esempio
1

(2 +1)(z3 - 64)’

calcolare il residuo di f per zp = —1.

f(z) =




Sia A un aperto del piano complesso C, e zy un punto di A. Sia

f:A\{z} —C,
una funzione olomorfa che in zy ha una singolarita isolata e quindi

un unico sviluppo locale in serie di Laurent

o0

f(z)= Y an(z—2)".

n—=—oo



Il residuo di f in zp & dato dall’integrale di f lungo la circonferenza
vr ={z: |z — zo| = r} diviso per 27i:

1
Res(f, zp) = 27{ f(z)dz
Yr

T

dove il raggio r & sufficientemente piccolo da non contenere altre
singolarita isolate.

Equivalentemente il residuo di f in zy & il coefficiente a_; della
serie di Laurent, e viene indicato con

Res,, f(z) = a_1.



Calcoliamo )

/z+1—1 (23 +1)(z> - 64)
Per calcolare I' integrale utilizziamo il teorema dei residui applicato

al disco unitario di centro (—1,0). Le singolarita della f sono gli
zeri del denominatore

dz



z=¢"'

w3

i

W[y

P24+1=0+ z=-1 z=c¢
B -64=0 = z=4 z:4e"2?ﬂ z:lle_"%r

L'unica singolarita interna al cerchio che ha come frontiera la

circonferenza |z + 1| = 1 & data da

zp=—1

pertanto
2 .
——Ti.

dz = 2miResy—_1f(z) = 15

1
/|z+1|:1 (23 +1)(z3 - 64)



o



Esercizio. Calcolare

2w 1
/ do,
o p?—2pcos(f)+1

p € (0,1). Trasformiamo l'integrale definito di funzione reale in un
integrale curvilineo nella variabile complessa z = e/ dalla formula

di Eulero per il coseno
ei9 ein
cos(f) = %

pzz—pz2—p+z
z

p2 —2pcos(f) +1= p2 _ pei9 _ pe—ie 1=

1 1 1
do = - d
p? —2pcos(f) + 1 ip2zfp227p+z z

27 1 1
/ / dz
o 2 N\ I 1 2 2




La funzione presenta due singolarita che sono poli del primo ordine.
Poiché 0 < p < 1, I'unica singolarita interna a |z| < 1 & il punto
z = p. Risulta

1

Res,—, f(z) = T,

2w 1 2
/ . do = ==
o p?>—2pcos(f)+1 1—p2

Esercizio Calcolare per p = %. Risultato %ﬂ'



Domini normali
» Dominio normale rispetto a x; «, 8 funzioni continue.

D={(xy) €la bl xR:a(x) <y < B(x)}

» D dominio normale (rispetto a x) si dice regolare se « e
sono funzioni di classe C! e a(x) < B(x) Vx € (a, b)
Esempio:

D ={(x,y) €[0,7] xR:cosxgygcosg}




Domini normali

» Dominio normale rispetto a y; 4, funzioni continue.

D={(x,y) eRx[c,d]: d(y) < x <~(y)}

» D dominio normale (rispetto a y) si dice regolare se e ~y
sono funzioni di classe C! e 6(y) < y(y) Vy € (c,d)

Esempio:

D={(x,y) eER?:0<y<1l:y<x<1}






Puo accadere che un dominio risulti normale sia rispetto all’asse x
che all'asse y. Ad esempio il triangolo T determinato da
(0,0),(1,0) e (1,1).

T={(xy)€0,1]]xR:0<y<x}

T={(x,y) eRx[0,1] : y <x <1}

Generalizzare
T={(x,y)€la,b] xR:a<y<x}

T={(x,y) e Rx[ab]:y <x<b}



Puo accadere che un dominio non risulti normale rispetto all'asse x
e non risulti normale rispetto all'asse y.

Esempio: corona circolare.

Un dominio regolare D & I'unione di un numero finito di domini
normali regolari a due a due privi di punti in comune: la sua
frontiera € unione finita di curve regolare a tratti.



Curve orientate.

Una curva orientata positivamente: curva piana semplice e chiusa
tale che muovendosi sulla curva abbiamo l'interno alla nostra
sinistra. Se scambiamo la sinistra con la destra otteniamo una
curva orientata negativamente.



Calcolo dell’area di domini piani regolari con le formule di Gauss
Green

area(A):/ xdy

ot

area(A):/ —ydx
ot

1
area(A) = / —ydx + xdy
(’9+

N |

Area dell’ellisse

27

1 1
area(A) = 5 /+ —ydx+xdy = 5 (absin® 4-abcos® #)df = mwab
© 0



Area dell’asteroide a =1

1 1 2
area(A) = = / —ydx+xdy = 5 / 3sin* 6 cos® O+3 sin? f cos* df =
ot 0

2

1 2w
2/ 3sin? 6 cos? f(sin” O + cos? ) df =
0

() -

0
4n
0
3

u—sinucosu)|§" =

3 2 5 3
he 2 -2
8/0 sin“(20)d0 16/

31
.2 . 1
sin udu——162(
1

3
ey P
162 " 8"

Generalizzare (acos® t, asin® t) con a > 0.



Formula dell’area di un settore piano utilizzando le formule di
Gauss Green.

Settore individuato da 6 € [, 5] 0 < p < p(8) p(#) funzione
positiva e continua in [«, 3]

x = p(0) cos b
y = p(#)sind
con 6 € [a, 3], osserviamo che al crescere di 6 € [, 5] la curva

percorsa in senso antiorario (orientamento positivo della curva).
ia a tratti, allora
Sia p € C! a tratti, all

xdy — ydx =
[(p(#) cos 0)(p' () sin O+p(0) cos §)—psin O(p'(0) cos 6—p(0) sin 0)]dO =

p2(6)do

Formula dell'area (Gauss Green)

Mm:/ﬁww:;if@w



Esercizio. Calcolo dell’area della cardioide a =1

1 2w ) 3
m(D) = 2 ) (14 cos#)°do = 5T



Se la funzione f & non negativa al variare di (x,y) € D l'integrale
doppio fornisce il volume del solido di R3 delimitato dall'insieme D
del piano (x, y), dal grafico della funzione f (sostegno di una
superficie e dai segmenti paralleli all’asse z passanti per i punti
della frontiera di D.



Nel caso di due variabili, I'integrale di f continua in D su un
dominio normale rispetto all'asse x, definito dalle funzioni a(x) e
B(x) anch'esse continue con a(x) < (x), x tra a e b risulta

B(x)
// (x,y)dxdy = /dx/ f(x,y)dy,

mentre, nel caso di dominio normale rispetto all'asse y, con &,
funzioni continue, con §(y) < y(y) y trace d si ha

d 7(y)
// f(X,y)dxdyZ/ dy/
D c a(y)



D = {(x,y) € [0, 7] xR:cosxgygcosg} f(x,y)=y

JERCE S /dx/ F(x, y)dy

COS*
/ dx/ ydy = / (cos2 ~ —cos®x)dx =0
cos X 0 2

1
/cos2 xdx = E(X + cosxsinx) + ¢



b B(x)
// f(x,y)dxdy:/ dx/ f(x,y)dy
D a a(x)
d ¥(y)
// f(x,y)dxdy:/ dy/ f(x,y)dx.
D c 3(y)

Formula di inversione di Dirichlet
D={(x,y)€[ab]xR:a<y<x}

D={(x,y)eRx[a,b]:y <x<b}

| | foxpaxay = | " ax / " Flxy)dy = / " ay /y " Flx ).



Verifica.
D={(xy) €01 xR:0<y<x)

D={(x,y) e Rx[0,1] : y <x <1}

Calcolare I'integrale doppio esteso a D nelle due formulazioni della
funzione f(x,y) = x2y

1 X
// f(x,y)dxdy:/ X2dX/ ydy =
D 0 0
1
1/ x4dx:i
2 Jo 10
//fxydxdy /ydy/ x?dx =
1
5)’

1 1
3/0 y(1—y )dyzg(*

1, 5\|1 _



Dato I'insieme
D={(x,y)eR*>: 0<x<1, 0<y<+x}

calcolare I'integrale doppio

/ / 2xye” ’ dxdy
D



2 1 \/; 2
// 2xye” dxdy:/ de/ 2ye¥ dy =
D 0 0
1

1
1
/xey2|ta/;dxz/ x(eX—l)dx:xeX—eX|(1)—§x2|(1):
0 0



Esercizio

Calcolare
// dxdy
x2 +y?)
D:{ij)€R21§x§\@,0§y§X2}

Svolgimento:

dxd V34
// x X2X+yy —/ ;arctanxdx—
D 1

1 \[ 1l = \/§1
—farctanx| / T)@)d = —\/§3+4+/1 ;—m
17 1
— ey gt P SR =
T N \f—i—fln( )—lm( = LT T V3t
V33 4 V33 4 2 '

X

dx -



Proprieta
» linearita: per ogni o, 5 € R e per f, g integrabili in D

//D af (x,y) + Beg(x, y)dxdy =

o / /D F(x, y)dxdy + B / /D 2(x, y)dxdy

» monotonia: per f, g integrabili in D

f(x,y) < g(x,y) V(x,y) € D =

// xydxdy<// (x, y)dxdy

Se {D1,D;y,...,D,} costituiscono una partizione di D in
domini normali (D; a due a due privi di punti interni in
comune)vale la formula

//D f(x,y)dxdy = ,-Z:n;//D,- f(x,y)dxdy



Dato il triangolo T del piano di vertici (0,0),(1,0),(1,1)
T={(x,y)€[0,]] xR:0<y <x}

T={(xy)eRx[0,1]:y <x<1}

calcolare I'integrale doppio

// eXdedy
-

Considerazione sulla scelta della rappresentazione del dominio.
Se consideriamo T normale rispetto all’asse x I'integrale si svolge
nel seguente modo

1 X 1
// eX2dxdy:/ eXde/ dy:/ xe* dx
T 0 0 0

1 [t 2 2
/ (2x)e* dx =
2 0

1
S(e—1)

e Io

N =



Dato il dominio D

D ={(x,y) €[0,1] x [3,4]}

1
_~ _dxd
///3(X+y)2 4
1 1 41 1 1
dxdy:/ dx/ dy:/ (—) 4dx =

//D(X+Y)2 0 3 (x+y)? 0 X+y 5

1

1

/ 1
— dx =
0 X+3 x+4

INn4 —In5—-In3+In4=1In16—-1In1b5

calcolare




Dato il dominio D

D:{(X,y)€R20§x§1,O§y§x2}

//D(x—ky)dxdy

calcolare

r:7/20



[ [ s vyasay = /01 ax /jmy)dy:

1
1 2
| b+ 5705 e -



Teorema di Gauss Green

Sia D un dominio regolare di R2. Sia 91D la frontiera di D
orientata positivamente. f : D — R, f € C}(D). Valgono le
seguenti formule

[ [ sty [t
//D f,(x,y)dxdy = — /a+D f(x,y)dx



Dimostriamo

//Dfx(x,y)zfamfdy

nel caso particolare D dominio normale rispetto all’asse y.

D={(x,y) €Rx[c,d]: d(y) < x <(y)}

d 7(y)
// fx(xvy)dxdy—/ dy/ f(x, y)dx =
D c a(y)

d
| 001 = F60) )y

Nel piano la frontiera di D & costituita da quattro curve di cui due
segmenti orientati paralleli all'asse x in cui y = costante. Su tale
segmenti l'integrale curvilineo della forma differenziale fornisce un
contributo nullo. Dobbiamo calcolare I'integrale curvilineo della
forma differenziale lungo v e ¢

d d
/f(v(t),t)dt—/ f(o(t), t)dt



Formula di integrazione per parti
Siano f e g funzioni di classe C! in D dominio regolare di R?.

Allora
// fagdxdy:/ fgdy—// ggdxdy
D Ox o+tD Dax
// fagdxdy:—/ fgdx—// ggdxdy
p Oy otD p Oy

dim: Dalle formule di Gauss Green con fg al posto di f



Esercizio. Sia D la corona circolare di cento I'origine e raggi 2 e 1.
Determinare I'orientamento positivo del bordo. Calcolare tramite la

formula di Gauss Green
// x?dxdy =
D

Applicando la formula di Gauss Green

x3 1
//X2dxdy://()xdxdy:/ x3dy =
D p 3 3 Jotp
1 27 1 27
</ 16 cos* tdt> — (/ cos* tdt>
3\Jo 3\Jo

1 21 16 2 27
(/ 16 cos* tdt> = — (/ cos® tdt—/ cos® tsin’ tdt> =
3\ Jo 3 0 0

Calcoliamo



16 27 ) 27 ) .
— cos” tdt — cos” tsin“ tdt | =
3 0 0
27 1 2
/ cos? tsin? tdt = / (sin2t)%dt =
0 4 Jo

4 1 T
u=2t 8/0 (sin u)?du = 1—6(u —sinucosu)|§" = n

2 1
/ cos® tdt = §(t+cos tsint)]3" =7
0

2
3
/ costtdt = X
0 4

In conclusione vale

Quindi

1 27 1 27 1 1 1
/ 16 cos* tdt | — = / cos* tdt | = —63—7T — —3—7T = ST
3\Jo 3\ Jo 3 4 34 4



Teorema della divergenza. Formula di Stokes.
Consideriamo la frontiera del dominio D e assumiamo che sia
costituita da una curva regolare a tratti. Sia

x =x(t),y = y(t) te€]a,b

la rappresentazione parametrica della curva e assumiamo che il
verso di percorrenza indotto dalla rappresentazione coincida con
I'orientamento positivo della frontiera 0D



curva regolare: tangente e normale alla curva

» Tangente a una curva regolare in un punto P = (x(t9), y(to))-

T =

( x'(to) y'(to) )
VX (1) + (v'(2))? " /(¥ (20))? + (v/(10))?

» Normale a una curva in un punto P = (x(to), y(t0))-

" ( y'(to) B x'(to) >
V()2 +((0)F V(¥ (0)?+ (v (1))?

Nel caso della circonferenza n = (cos t, sin t) ed orientato
all'esterno del cerchio di centro (0,0) e raggio 1 di cui la
circonferenza costituisce la frontiera.




Considerando uno spazio euclideo a tre dimensioni, i je k relativi
agli assi x, y e z, la divergenza di un campo vettoriale C?

F = Fi+ Rj+ Fk

la funzione scalare:

oF1  0F, OF
_oh O 3

WF= o Ty Tz
n=2 OF  OF
VF— 2°1 92
leF_8x+8y
! !
Fone F, y(t) . X(t)

VE@OEFVOR V0P ()P



Calcoliamo l'integrale curvilineo della funzione F - n

b b
/ F'nds:/ F-ny/xX(t)?+ y/'(t)%dt =
a a

b Fiy'(t) B Fox'(t) P s
/a (\/><’(t‘-)2+(y’(t‘)2 V(2 +y t)2) GAEyE + y' (e =
/b <F1y’(t) - F2X/(t)> dt = Fidy — Fadx
a +0D



D’altra parte dalle formule di Gauss Green

F
// (8F1 0 2>dxdy / —Fydx + Fidy
+8D

Abbiamo cosi dimostrato nel caso di frontiera costituita da una
curva regolare regolare a tratti

Teorema della divergenza Sia D un dominio regolare del piano e
F = (F1, F,) di classe C1(D). Si ha

//div(F)dxdy:/ F - nds
D oD



Ancora dalle formule di Gauss Green

Fi  OF
// (a 1, 9 2>dxdy / —Fodx + Fidy  (F)
+0D

dimostriamo la Formula di Stokes

F, OF
// <82—al>dxdy:/ Fidx + Fady
+0D

dim. Si applica la formula (F) con (—F2, F1)

//( ok 8F1>dd _/ —Fidx — Fody
+0D



Cambiamento di variabili in un integrale doppio.

Consideriamo
// f(x,y)dxdy
D

con D dominio regolare di R? e f funzione continua in D, a valori
reali. Sia T un dominio regolare di R?; sia ¢ : T — R? costituita
da una coppia (¢1, ¢2) di funzioni a valori in R. Supponiamo
#(T) = D, le funzioni ¢1, ¢ di classe C1(T) e ¢ invertibile.



Sia¢p: T CR” — R™ . La matrice jacobiana della funzione ¢ in

u=(u1,...,un) la matrice delle derivate parziali prime della
funzione calcolate in u.
081 0o
0 0
PR 1y _ 99iw)
¢ = : " : ) ( ¢>)U =~ ou
Opm Obm !
duq ou,

Se m = n allora la matrice jacobiana una matrice quadrata. Si
puo’ in tal caso calcolare il suo determinante, noto come jacobiano.
n = 2: indichiamo ora con u, v le variabili indipendenti di ¢. La
matrice jacobiana di ¢ la matrice quadrata di ordine 2 avente come
righe i gradienti delle componenti ¢; e ¢».



» coordinate polari.
x = pcos 6
y = psinf

¢(p,0) = (pcost, psin )

Osserviamo che nel passaggio a coordinate polari nel piano ¢
risulta non iniettiva in quanto tutti i punti dell’asse @ si
trasformano in (0, 0).

p>0 0<6O<2r

g = cosf —psind
¢~ Isind pcosh |’

il cui determinante vale p.



Vale la seguente formula

// f(x,y)dxdy:// f(pcos@, psinB)pdpdd
D ¢~1(D)

D={(x,y) €R?: x>+ y*> < 4,x >0}
Nel piano p, # otteniamo, cambiando in coordinate polare,

m™ T

T={(p0):pe.2 02, 0])

/ / x2dxdy
D

/ 3dp/ cos® fdfh = 4= (0+cos€sm9)é
g

Calcoliamo

[NJE]



// Vv x2 + y2dxdy,
D

D={(x,y) eR?:4<x*>+y*<9,y >0}
T={(p0):2<p<3,0<0<7}

Ne segue

// \/x2+y2dxdy://p2dpd9:
D T

s 3 T
1 1
/ d9/ pde:/ *P3B=*97T
0 2 0 3 3



Calcolare

//D(x2+y2)dxdy

D={(x,y) eR?>:x€[0,1] —x <y < x}

0
1 1
2
/0 2x3 + §x3dx = 2/0 x3dx =
1

T={(p0):0=p=

[ | 6+ yranay - /

(

»\:\
Q
I
S—L
O
ZL
00
Q
<
Il
e
\
[

=
—

= tan x+tanx|4 )
3 B



Coordinate polari L'integrale da calcolare ¢

+oo 2
I—/ e 2dx.
—0o0
Il suo quadrato si puo scrivere come
+oo 2 +o0o 2
12:</ e_2dx></ _2dy) // 2e 2dxdy—
—00 o0 R2
// dxdy
R2
27 +o0o p2
= / d9/ pe 2dp
0 0

che puo essere integrato ottenendo

27 2 p=-+0o0 27
1? = —/ do [—e_2] = / do = 2r
0 p:O 0

—+00 ><2
/ e 2dx = V2.

—00



Integrali per sostituzione
(n=2, n=13) Si puo’ usare la sostituzione quando si integra
funzioni in piu variabili.
(X1y. vy xn) = (U1, ..., up)
deve essere C! invertibile con determinante jacobiano

O(x1, X2y -+ - Xn)
8(u1, u, ..., u,,)

£0

dxq -+ -dx, = |det(D ¢)(u1, ..., up)|duy - - - du,

Teorema di cambiamento di variabili negli integrali doppi
Siano T, D due domini regolari di R? e ¢ : T — D un’applicazione
invertibile di classe C! con con determinante jacobiano # 0 in T.
Allora per ogni funzione continua f : D = ¢(T) — R vale

| | ity = [ [ rxtm.pte v))detggz:i;wudv




Calcolare

// idxdy
DY

ove D il dominio racchiuso dalle rette y = x, y =3x, y =
y=1-—x.

Disegnare il dominio.

Cambiamento di variabili

1—x
3 ’




Dau=7%, v= 1% siottiene

1—x
v
ux = Vil—x)=y — (u+v)x=v — x =
yvi-x) =y = () —_
v uv
X = =
u-+v y u-+v
v __ v 41 __v __ u
(u+v)? (u+v)? utv (utv)?2  (utv)? uv

v u o uwv a v2 2 | (utv)3
utv  (utv)? utv  (utv)? (u+v)? (u+v)?



Jloo [ b f bkt
— s du = —— 3 )|jvav =
A N TEAE L 2wt vt

! — — 1 [t d 3 4
_1/ (v—|—3 3_v—|—1 1)dv:—/ v +3/ v n
2. \ErvE e v 2y Brv) 2, GHvp

+1/1 dv 1/’1 dv
2 (1+v) 2 %(1+v)2_
31 1 11
——— I 1 Zn(1 1 - 1:
TR I vl S SR Sl
1
—(~1+10In>)



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) =xy,
calcolare I'integrale doppio esteso a D

D:{(X,y)ERz:XZ—l—yz—ngo’ y >0}

(x—12+y?<1 y>0

corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con
y > 0.
Disegnare D



Scriviamo l'insieme come insieme normale rispetto all'asse x

{(x,y) eER?:0<x <2, Ogygm}

2 V2x—x2
/ / xydxdy = / xdx / ydy =
D 0 0
L 2

/2 (2 %)d 1/2(2x2 x3)dx 1(2x3 1x4\2)
— | x(2x — x%)dx = = — = (=x3 - = - =
2 Jo 2 Jo '3 4> 10 3



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) = xy,
calcolare I'integrale doppio esteso all'insieme
{(x,y) ER?: x> +y* —2x <0, y >0}
{(,y) €ER?: (x —1)2 +y?> <1, y >0}

Cerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con y > 0: trasformiamo
in coordinate polari

:]

5§0< 0<p<2cosb

Nel caso in esame (semicerchio)

N |

{OSQSE’ 0 < p<2cosb}

T 2cosf
/ / xydxdy = / * sin 0 cos Od0 /0 Pdp =

1 s 2
Z | sm9cos59d0— 46cos69\02 =3



Esercizio. Data la funzione
f(x,y) = xy,
calcolare I'integrale doppio esteso all'insieme
{(y) eR?: (x =1 +y* <1y >0}

corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con

y=>0

Cambiamento di coordinate
x =1+ pcost
y = psinf

0<O<m 0<p<1

™ 1
// xydxdy :/ sin 0d9/ (1+ pcosh)p®dp =
D 0 0

1
1 1

/ (14 pcos@)p®dp = = + = cosf
0 3 4

i 1 1 1 11 2
/0 sin 9(§ + Zcos@)d& =3 cosf|g + e sin? |7 = 3



Disegnare |'insieme
D={(xy) eR*:x*+y? =2y <0,y > x}

Calcolare I'integrale doppio

/ / xdxdy
D



Cambio in coordinate polari

2sinx ™
//xdxdy / cos@/ 2dpd0—§/ sin3 6 cos 0dH =
T

81 . 4.m 81/v2\* 814 1
—=sin" 0|7 = —== =
34 4 34



Calcolare I'integrale doppio della funzione

f(x,y) = Vx2 +y?,

alla regione di piano D limitata da x> + y?> =4 e x* + y> = 0.
Disegnare D

2w 3
1
//\/X2+y2dxdy:/ d9/ pzdp:27rfp3\§’:38—7r
D 0 2 3

3
» Calcolare I'integrale doppio della funzione
fx,y) = x>+ 2,

alla regione di piano D limitata da x?2 +y2 =4 e x? +y2 =9



Descrivere la regione di piano D limitata da x> +y?> =1 e
x?> 4+ y?2 =4 con y > 0 come dominio normale rispetto a x. Per
fare cio dobbiamo avere

D={(xy) €R?:a<x<b alx) <y < Bx)}

Ora scegliamo —2 < x < 2 e aggiustiamo la variabilita di y
scrivendo

() = VI—xX2  xe[-1,1]
Y0 x€[-2,2]\ (~1,1)

Bx) = Va2



Risolvere

y
//D 2t )2 dxdy



Esercizio.Sia (xo, yo) € R? e p > 0. Data la funzione

1

o) = o+ o =0y

valutare per quali p l'integrale della funzione nel cerchio di centro
(x0,y0) e raggio R risulta finito.

Trasformiamo in coordinate polari e consideriamo 0 < r < R
(faremo poi tendere r a 0™)

2w
/ d0/ 2ppdp—27r/ p~2Ptldp =

TW_FQ(R—szrz ro2r+2) = ] i p(R 2(p-1) _ r—2(P—1))

per 2p+1#—-1p#1 Sep=1

27 R
/ d9/ ptdp=27(InR —Inr)
0 r

r.p<l



Domini normale rispetto all’asse x

Dominio normale rispetto all'asse x

Un insieme D C R? si dice normale rispetto all’asse x se esistono
a < b e funzioni continue f, g : [a, b] — R tali che

D={(x,y) €R?: a<x<h gx)<y<f(x)}

In modo informale, D C R? & un dominio normale rispetto all’asse
x se ogni retta parallela all'asse y incontra la frontiera di A in due
punti.



Domini normale rispetto all’asse y

Dominio normale rispetto all’asse y

Un insieme D C R? si dice normale rispetto all'asse y se esistono
¢ < d e funzioni continue h, ¢ : [c,d] — R tali che

D={(x,y) eR*: c<y<d, h(y) <x<y)}

In modo informale, D C R? & un dominio normale rispetto all’asse
y se ogni retta parallela all’asse x incontra la frontiera di A in due
punti.



Formule di riduzione integrali doppi su domini normali

Sia F una funzione continua su A.
> Se D={(x,y) €R? : a<x< b, g(x) <y<F(x)} allora

/ /D F(x, y)dxdy = /a b( /g ::) F(x, y)dy)dx.

> Se D={(x,y) €R?: c <y <d, h(y) <x<{(y)} allora

/ /D F(x, y)dxdy = /C d( /h fi:) F(x, y)dx)dy.



Esercizio. Calcolare I'integrale doppio

/ / xydxdy
D

D={(x,y) €R? : 0<x<2 0<y<2x—x°}

ove



Quindi

2

//nydxdy = /02 (/02X—X xydy) dx.

Risolviamo I'integrale

R
/0 ey _X{?}o - 2 '

Dunque

—4
// xydxdy = / x40 —dx

1[4 16_4 32+64 8
2L 4 5 6. 15



Esercizio
Calcolare I'integrale doppio

// xdxdy
D
dove D ¢ dato da

D={(x,y) €R?: 0<x<1,—V/1-x2<y<+1-x2}.



Dalla definizione abbiamo
Quindi



Calcolare I'integrale doppio

/ / x2dxdy
D

D={(x,y)eR?: 0<y<1,1-y?><x<1}.

dove A & dato da



Svolgimento esercizio

Dunque

31547 -1



Baricentro di un dominio normale D

xozm(lD)//Dxdxdy

yo:m(lD)//Dydxdy

Esercizio.Calcolo del baricentro della porzione di cerchio di centro
(0,0) e raggio 1 del primo quadrante.

T
pDy="
m(D) =7
4 1 VI=x2 4 1
xoz/ xdx/ dy:/ xV'1— x2dx =
T Jo 0 ™ Jo



Teorema di Guldino sui solidi di rotazione. Sia S il solido
generato dalla rotazione di un angolo « di un dominio normale D
del piano intorno a un asse r non intersecante D. Il volume di S &
dato dal prodotto dell'area di D per la lunghezza dell’arco di
circonferenza decritto nella rotazione del baricentro



Rotazione rispetto all'asse x di 2:

27T//ydxdy
D

D={(x,y) eR?:a<x<b0<y<f(x)}

b f(x) b
27r/ dx/ ydy:W/ F2(x)dx
a 0 a

D descritto da



Esercizio. Volume della sfera ottenuto come rotazione del
semicerchio con y > 0 della funzione

f(x)=Vr?—x?

r 4
V:T(/( r2—x2)2dx:§7rr3

Esercizio. Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando di 2w
rispetto all'asse x. la porzione di piano del primo quadrante
delimitata dall’asteroide (con a = 1) e dagli assi

—r

2.3
2

y=([1-x3)

1
V:ﬂ'/0 (1—X%)3dx:ﬁ

1
1
V:7r/ (1-3x3+3x3 —x?)dx == m(x— g 23414 “xstl 3)\1 =
0

Lor
105



In tre dimensioni. Coordinate sferiche

X = psin¢cosf
y = psingsin6
Z = pcos¢

dove 6 variatra O e 2w, ¢ variatraOenw ; p >0
Lo jacobiano della trasformazione

singcosf —psingsind pcospcosb
singsind  psingcosf  pcospsinf| = —p?sin g
cos ¢ 0 —psin¢

singpcosf —psingsinf
singsinf  psin¢cosh

—psingsinf  pcos ¢ cos b

= cosg psingcos  pcospsind

—psin¢

= cos? ¢sin ¢(—p? sin® O — p? cos? 0) — psin® ¢(p cos? O+ psin? §) =
—p?cos? psind — p?sin ¢ = —p?sin @



Il sistema di coordinate cilindriche un sistema di coordinate che
estende il sistema bidimensionale polare aggiungendo una terza
coordinata, che misura |'altezza di un punto dal piano base.

Le tre coordinate cilindriche possono essere convertite in
coordinate cartesiane con le formule

X = pcosf
y = psinf
z=z.

Il determinante jacobiano vale p:

cosf —psinf 0O
sinf  pcos 0| = p(cosh)? + p(sin B)? = p.
0 0 1



Integrale triplo.
D dominio del piano xy. L'insieme T dei punti dello spazio
definito dalle condizioni

(X,y)GD O‘(X>y)§z§B(XaY)

Dominio normale rispetto al piano xy

/// f(x,y,z dxdydz—/// f(x,y,z)dxdydz
a(x,y)

» Ipotesi di continuita delle funzioni



Sia T il dominio definito dalle limitazioni
(x,y)eD 0<z<1l—x-—y
con D triangolo del piano (x, y)

D={x>0,y>0, x+y <1},

Vol(T ///dxdydz
1—x l-x—y
///dxdydz:/ dx/ dy/ dz
0
X 1 2\|1—x
dx (1—x—y)dy = ( y=xy =3y Mo “dx =

/(1 x—x(1- x)—f(l X) )dx_/ (1- 2X—|—x2—%x2+x—%)dx:

0 0

11 1, . 1

calcolare



Integrando la funzione f(x,y,z) =1 su un cubo di spigolo unitario

si ottiene
111

J[[rexayez =1

000

Se abbiamo una funzione scalare f : R3 —» R
fx,y,z) =x+y+z

si puo’ calcolare

11
// x+y+2z) dxdydz-//< +y+z> dy dz =
00

1

/(1+z) dz:g

0



L'integrale di volume della funzione costante 1, fornisce il volume
della regione T C R3:

VoI(T)_///dedydz

Regione dello spazio racchiusa dalla sfera di centro |'origine e
raggio R.
In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio R

/5// p’sinddpdb de

2w T R
Volume:/ d@/ sin¢d¢/ P2 dp
0 0 0

R3 [T 2 T 4
- 27r3/0 sing dp = §WR3[— cosqﬁ}o = TR



Volume dell’ellissoide
Volume della regione di spazio racchiuso da
22
y
=1
+ 2 +
X

u =

m\><

z
vV = w = —
Cc

b
xX=au y=vb z=cw
Volume regione spazio contenuto nella sfera

{(u,v,w): v® +v? +w? =1}

Volume = abc /// du dv dw
T

In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio 1

Vqume—abc///p sm<;5dpd6d¢—abc/2ﬂd9/ smqﬁdqﬁ/ p? d

= abc27r3 /0 sing d¢ = fabcvr[ — cos (b} gwabc



Esercizio.Sia

f:C\{xi} —»C,
1 1
2241 (z+i)(z—)

f(2)

z—i 1 1
Res(f(2),i) = li = i =
es(f(2). 1) N2l ANz 2




o



Esercizio
Determinare 'insieme di definizione, punti stazionari e la loro
classificazione della seguente funzione

f(x,y) = x.



Svolgimento Esercizio

Poiche f(x,y) = €”'°6* allora il dominio di f & data da
D(f) = {(x,y) € R? : x > 0}.
Per trovare i punti stazionari calcoliamo le derivate prime:
£, = (eylogX)X _ eylogxz’
X

f;, — (eylogX)y — eyIOgX|OgX.

| punti critici sono dati da



Svolgimento Esercizio

Per la matrice Hessiana calcoliamo le derivate seconde:

f;<x — (eylogxz> — y(y — ]')eylogx7

X x2
e¥ log x
fo = (€”'°8%log x), = (vlogx+1),
X

fy = (eylogx log x), = eylogx(logx)2.

Dunque
mo = (500 2o =0 o)

Percié det H(1,0) = —1 < 0 e (1,0) & un punto di sella.



Trovare i coefficienti della serie di Fourier di una funzione f definita
in [—7, ) ripetuta per periodicita in R. Sia

x € [-m,—7]

X € (‘%%)
x € [5,7)

f(x) =

O e O

in [—m, ) ripetuta per periodicita in R.
Calcolare il coefficiente a1g



Calcolare il coefficiente a1g



Data la funzione ,
fx,y)=(1+xy)e™

calcolare

m eventuali punti in cui Df =0

@ la matrice Hessiana Hf(x, y)

la matrice Hessiana nei punti in cui Df =0
Classificare i punti in cui Df =0



Calcolare

ove

//sinzydxdy
D

D={(xy)eR?*:0<x<

N

IN

IN



fx,y) = (1+xy)e ™
D.f = =2x(1+ xy)e*X2 +ye ™ = (—2x — 2x%y + y)e*X2
D,f = xe
x=0 y=0
Dy f = (—dxy — 2 — 2xy + 4x3(1 + xy))efx2
D, f =0

2 2
Dyf = e —2x%e™™



Esercizio Scrivere come polinomio trigonometrico la funzione

f(x) = sin® x + cos x

//sinzydxdy
D

D:{(X.y)€R2:0§X§g

Calcolare

ove
0<y<x}



Esercizio. Calcolare I'integrale doppio

//Dx(2+y)dxdy

D={(x,y):0<x<1, x*<y<x}



Data la forma differenziale
w = 2xydx + x>dy

calcolare I'integrale lungo la curva individuata dalla circonferenza
{(x,y) €R2:x2 4 y2 =1}



Data la funzione

/ 1
f(X’y): 2+Ev

calcolare I'insieme di definizione e le derivate parziali prime.



Data la serie di potenze

+oo<1>n .
Z 10 X
n=1

determinare I'intervallo di convergenza.



Data

£(x) 0 -1 < x <0,
X) =
sinx 0<x<m,

e ripetuta in modo periodico in R, determinare i coefficienti ag e
bo della serie di Fourier



Funzioni di variabile complessa: data f(z) = z* scrivere come
u(x,y) + iv(x,y), verificare che risulta derivabile in senso
complesso tramite le condizioni di Cauchy-Riemann.

Ux = Vy, Uy = —Vx



Calcolare I'integrale doppio

//D(x+y)dxdy

D={(x,y):x+y<1, x>0, y>0}



(a) Fornire la definizione di integrale curvilineo di una forma
differenziale.
(b) Data la forma differenziale

w = (2xsiny + x)dx + x? cos ydy

calcolare I'integrale lungo la curva individuata dall’arco di
circonferenza {(x,y) € R? : x>+ y2 =1, x>0 y > 0} nel verso
che vada P, =(1,0) a P, =(0,1)



Data la funzione
2 2
flx,y)=e """,
con a parametro reale non nullo, calcolare eventuali punti
stazionari e classificare tali punti (min, max, sella) al variare del

parametro a non nullo.



Selezionare la risposta giusta. La serie di potenze

oo

N
g nx" risulta
n=1

[a] convergente per ogni x reale

@ sempre divergente
nessuna delle precedenti



Data
2

f(x) =1+ sinx — 2sin“ x,
scrivere nella forma di polinomio trigonometrico determinando i
coefficienti
ap/2 + EnN:1 ap cos(nx) + bpsin(nx) .



Funzioni di variabile complessa: data f(z) = z3 + cos z scrivere
come u(x,y) + iv(x,y), verificare che risulta derivabile in senso
complesso tramite le condizioni di Cauchy-Riemann.

Ux = Vy, Uy = —Vx



Calcolare I'integrale doppio

/ / xdxdy
D

D={(xy):0<x<2, 0<y<x}

ove

tenendo conto che D & un dominio normale e verificare il risultato
applicando le formule di Gauss Green.



Soluzione.

2 2 8
/ Vxxdx = 2252 = 24/
0 5 5

m: x=t, y=0,te][0,2],
Yo x=2,y=t te[0,V2] —q3: x=t, y=+t te]0,2]

Con la formula di Gauss-Green

2 V2 V2
// (xy)ydxdy = —/ xydx = —/ tOdt—/ 2t0dt+/ 2t3/2dt -
D oD 0 0 0

8
=2
5\[

Con la formula di Gauss-Green

V2 2
/ / (x?/2)xdxdy = / x?/2dy = / 4/2dt + / t3/2 Jadt =
D oD 0 0

2V2 2325 = gxfz



Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
/ (7Tx + y)dx + (Ty — x)dy.
C

ove C ¢ la circonferenza x? + y? = 1 percorsa in senso antiorario.
Soluzione.

/ (Tx+y)dx + (Ty — x)dy =
c
27
/ ((7cos€+sin 0)(—sin @) + (7sin — cos ) c059> do =
0

21
— / sin® 6 + cos? 0dh = —2x
0



Data f(x) = 2x? + 3x3 cos x + x” cos x in [—m,7) ripetuta in modo
periodico in R, determinare i coefficienti ag e a, della serie di
Fourier

S =ag/2+ 312 aj cos(nx) + b, sin(nx) .

2 [T 22 4
ag = / 2x%dx = 2273 = 242
T Jo T3 3

™

ap = 2/ 2x? cos(nx)dx = / x?(sin(nx)) dx = O—i x sin(m
0 0

T ™n Jo

Dalla formula di integrazioni per parti rimane solo il contributo agli

estremi:
8m

8 s
_° —(—1)"
- x cos(nx)|g = (—1) 2

n2

I
an = (—1) ?



Calcolare I'integrale doppio

<y<x}
~(x* = x®)
1 1



Data la forma differenziale w = y?dx in R2. Sia v la curva che
descrive il perimetro del quadrato [0, 2] x [0, 2] percorsa in senso
antiorario, calcolare I'integrale curvilineo della forma su ~.
Calcoliamo il valore dell'integrale

/w:/w+/w+/w+/w
Y 7 V2 3 Ya

1: y=00<x<L2

I'integrale vale 0

I'integrale vale 0

I'integrale vale —8
—v4: x=00<y<2

I'integrale vale 0. Risultato=—8



Calcolare i punti stazionari (in cui si annullano le derivate prime)
della funzione f(x,y) = sin(xy)

ycos(xy) =0 xcos(xy) =0

(0,0)U{xy =n/2+ km, keZ}



Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
/ (ax + y)dx + (ay — x)dy.
C

ove C & la circonferenza x? + y? = 4 percorsa in senso antiorario,
al variare del parametro a reale.

/ (ax + y)dx + (ay — x)dy = / ydx — xdy = —8m
C c

Risultato = —87



Analisi complessa:

e . Z__ A2 . .
(a) Utilizzando sin z = €5$— dimostrare dimostrare

2i

sin(z1 + z2) + sin(z1 — z2) = 2sin z; cos z»
(b) Calcolare i poli e i rispettivi ordini della funzione

()= o

(a)
ez _ efz ezl+22 _ elefzz 621*22 _ ele+z2

2i 2i + 2i
e“l(e”2 + e 22 e (e 2 4 22 .
= ( ;._ )— ( 2.+ ):2coszzs|nzl
1 I

(b) z =0 (polo di ordine 1), z = 2(polo di ordine 2).




Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione di 27
intorno all'asse x della curva descritta dal grafico della funzione
f(x) =x%per0< x <1

V:27r//ydxdy
D

Se D il rettangoloide di base [a, b] determinato da una funzione f
continua e non negativa.

b £(x) b
V= 27r/ dx/ ydy = 7r/ f2(x)dx
a 0 a

! 1
V:W/ xtdx = =7
0 5



Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione 27 intorno
all’asse x della curva descritta dal grafico della funzione
f(x)=3(e+e ), per0 < x<1




Ricordiamo che un polinomio di grado 3 ha esattamente 3 radici
(con eventuale molteplicita ) e che se i coefficienti sono reali le
radici posso essere: tre radici reali; una radice reale e due
complesse coniugate. Infatti il teorema della radice complessa
coniugata afferma che dato P polinomio in una variabile a
coefficienti reali se x + iy & una sua radice, allora anche x — iy &
una radice di P.



Radici di polinomi.
Gerolamo Cardano (1501-1576).Tartaglia (1500-1557) Ludovico
Ferrari (1522-1565)
b, ¢, d numeri reali.

S+ bxP+ex+d=0
x=y+k

Prima riduzione: determinare il valore di k per rendere 0 il
coefficiente di y2.

bt ex+d=0
(v + kP +by+k?2+cly+k)+d=0

y3 4+ 3ky? +3k%y + k3 + by? 4+ 2bky + bk®> + cy + ck +d =0

y3+ Bk + b)y? + (3k> +-2bk 4 ¢)y + k3 + bk®> + ck +d = 0



Allora b
3k+b=0 k=——

3
2 b b2
3k2—|—2bk+c:36—2?+c:—?+c
* B> b 20 b
K4+ bk>+ck+d=—2+——c-+d= c-+d

27 9 3 27 3



Sostituiamo

x=y—b/3
nell'equazione
b? 2b3 b
3
_ - —c—+d=
y> =+ ( 3+c)y+ 7 3T 0
p=—-b*/3+c

q=2b%/27 — bc/3+d
Quindi

Y 4+py+q=0



Seconda riduzione: cercare y come la somma di u e v (da
determinare).
y=u+v

Sostituendo nell'equazione

Y 4py+q = (u+v)’+p(utv)+q = v’ +v>+(Buv+p)(u+v)+q = 0

Allora
w4 vd = —q
v = —p3/27
Abbiamo la somma e il prodotto di u3 e v3: possiamo costruire

I'equazione di secondo grado di cui sono soluzioni.
Ricorda z2- somma z+ prodotto =0

224+ qz—p3/271=0



Ad esempio, la formula di Tartaglia fornisce la soluzione
dell’equazione x3 — x = 0.
Y¥+py+9g=0= p=-19=0



Completare I'esercizio.
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