Approssimazione di Fourier
Consideriamo la funzione f(z) = x? sull’intervallo [—m,7]. Vogliamo calcolare
una approssimazione di Fourier di f.
Calcoliamo la norma delle funzioni dell’insieme

{1, cos x, sin x, cos(2z), sin(2z), . . . , cos(mz),sin(mz), ...}

Ricordiamo le formule di trigonometria:

1
(1) sin mz sin na = i[cos(m —n)x — cos(m + n)x]
da cui
(2) /Sin ma sinnz de = sin(m —n)z_ sin(m + n)z +ecsem#n
2(m —n) 2(m +n)

mentre invece se m = n dalla formula

2

1
(3) sin® max = 5~ 5 Cos 2mz
ricaviamo
. T sin2mx mx — sin mx cos mx
(4) /sm mxdx:§— i +c= o +c

Con lo stesso procedimento si trovano le formule

(5) /COS ma cosnx dr = SIEEZIZ;x + Sl;((:nn: n)e +esem#n
(6) /c052 mede — TF + sin2mac cosmx L
m

cos(m+mn)x  cos(m—n)

(7) /sinmxcosnxdx:f $+csem7én

2(m+n) 2(m —n)
8 Sinmxcosm:cdx:—w—i—c
(
4m

Calcoliamo le norme delle funzioni:

|mP:/ dx = 2m

™ .
|| cos ma||? :/ cos? ma de — [m:c—i—Sanmxcosmx
m

|Zp=m
—T



2

(abbiamo applicato la (6)). Analogamente,

- e
|| sinmazl||? = / sin? ma do = [mx &r;mxcosmxriﬂ =
m

—T

(abbiamo applicato la (4)).
Verifichiamo ora che I'insieme

{1, cos x, sin x, cos(2x), sin(2z), . .. , cos(mz), sin(mz), ...}

¢ ortogonale

s —_
(sinmz| cos nx) = / sin mx cos nx dx = _cos(mtn)z _ cos(m = n)z =

- 2(m +n) 2m—n) ]_,
cos(m+n)r  cos(m —n)r  cos(m+mn)r  cos(m —n)w
= - - + + =0
2(m +n) 2(m —n) 2(m+n) 2(m —n)
(se n # m, usiamo la (7)).
(sinmz| cosmz) = / sin mx cos ma dx =
| cos2mzx T _ cos2mm n cos2mm 0
n 4m o o 4m dm
(usando la (8)). In maniera analoga si verifica che
(sinmz|sinnz) = 0 e (cosmz|cosnz) = 0.
Vogliamo ora ottenere lo sviluppo di Fourier della funzione
fla) =
nell’intervallo [—7, w]. A questo scopo calcoliamo i coefficienti
1y _ 1 /" 1 / "o m?
W= T ) SOy | wdr=
(flcoskx) 1 [T
= == kxd
ak lcoskal? ~ 7). f(x) cos kx dx
per k=1,2,3,... e
(flsinkx) 1 /7' .
by =+—"—"7"-—"5 = — kxd
k ErEEEa f(z)sin kx dx

per k=1,2.3,...
Poiché la funzione 2 & pari mentre la funzione sin kz & dispari tutti i coefficienti
by, sono nulli.



Per quanto riguarda i coefficienti ay:

/xQCoslmdx _ a?sinkx N 2zcoskr 2sinkx e
ok k2 k3

(integrando per parti due volte). L’integrale definito allora &

m2sinkr  2mcoskm  2sinkrw

N
m?sinkr  2mcoskm  2sinkrw B

B S I

_ Amcoskm  Am(—1)*

o k2 o k2

k
(giacché sinkm = 0 e cos km = (—1)* e pertanto a;, = 4(;21) , per k> 1.

Otteniamo in definitiva le seguenti approssimazioni di 22

— —4cosx
3

2
1
% — 4[cos x — = cos 2]

92
2 1 1
% — 4[cosx — 23 Co8 22 + 5 cos 37]
2 1 1 1
% — 4[cosz — 2—200s2x + 3—200s3x — 4—2005433]

Si dimostra che

2
1 1 1
z? = % — 4cosz — ﬁcos2x+ 3—2005315 - Ecosélx—i— —
per x € [—m, 7.
Per esempio prendendo z = 7 si trova

2 1 1 1
71'2:%74[cos7r72—200s27r+3—2cos37r7Ecos47r+~--]
da cui )
s 11 1
e quindi
11 1 2,
Hlrgtpth-grl=g -
1 1 1 22
A1 — = (=) — = S
[ 22+32( ) 42+ ] 3
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(Problema di Basilea, risolto per la prima volta da Eulero, con altri metodi, nel
1735 circa).



