17 novembre 2011 Trasformazioni Lineari

1. Una trasformazione lineare T : V' — W tra due spazi vettoriali & una appli-
cazione che soddisfa:
Tu+v)=T(u)+T(v)
{ T(ku) = kT(u)
In particolare parleremo di endomorfismo o operatore linearese T : V — V.
Esempio 1 Rotazioni del piano. Rg : R? — R? & una trasformazione lineare,

anzi un endomorfismo.
Esempio 2 La trasposizione di matrici

T:M(mxn)— M(nxm)

definita da T(A) = AT & una trasformazione lineare ma non un endomorfismo.
Esempio 3 La derivazione:

D:Ps— Py
definita da D(asz®+asx* +azzd+asr®+a1x+ag) = Sasz* +4as2®+3a32% +2a22+a,

¢ una trasformazione lineare.
Esempio 4 L’applicazione

T:R* - R3
definita da
T
Tty
T Z — T—z
w Y+ 2w

¢ una trasformazione lineare.
Esempio 5 La proiezione ortogonale P, : R — R? che proietta ortogonalmente
un vettore dato sulla retta r € una trasformazione lineare.

2. Verificare che se T : V. — W e S : V — W sono due trasformazioni lineari
eseV = (vy,...,vy), allora se T(v;) = S(v;) perogni i =1,... ,k alloraT =V
cioe T'(v) = S(v) per ogniv e V.

Soluzione Se V = (vy,...,vy) allora un generico elemento di V & v = a;vy +
<o+ + apvg. Allora

T(v) =T(a1v1 + - + arvy) = ( per la linearita di T)
a1 T(vi)+ -+ arT(vi) = a1S(vi) + -+ + arS(vg) = S(v)

3.

Teorema. Se {bi,...,b,} ¢ una base dello spazio vettoriale V e {wy,... ,wy} ¢é
un insieme qualunque di vettori di W, allora esiste ed € unica l'applicazione lineare
T:V — W tale che T(b;) =w;, coni=1,...,n.
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Dimostrazione. Per il punto 2., se una tale trasformazione esiste essa € unica. Oc-
corre solo dimostrarne 1’esistenza.

Sia v € V. Allora v = a;by + -+ + a,b,, € questa espressione € unica perché
{biy,...,b,} & una base. Definiamo allora T'(v) come segue

T(v)=a1wi+ -+ a,wy,

Si verifica facilmente che la trasformazione cosl definita & lineare. 0O

4. Determinare una trasformazione lineare da M (2 x 2) a R? tale che

T(é 8) - (5,4),T<8 é) —(1,-2),

T((l) 8) _ (O,4),T<8 ‘;) — (0,0).

2 2
CalcolareT<2 5>.

Soluzione Scriviamo

(3 =+ DB e o3 )

Abbiamo allora

T<_22 §>:2T<(1) (1)>+2T(8 (1)>+(—2)T((1) 8>+5T<8 (1))

di conseguenza

—2
= (10,8) + (2, —4) + (0,—8) + (0,0) = (12, —4)

T( ¥ ?) = 2(5,4) + 2(1, —2) + (=2)(0,4) + 5(0,0)

5. Determinare il nucleo e 'immagine delle trasformazioni lineari del punto 1.

6. Supponiamo di avere un endomorfismo T : V' — V, e, se u, v sono due vettori
di V', supponiamo di sapere che T(u+v) = 3u+v,T(u—2v) = u—v. Determinare
T(4u+v) e T(v) in termini di u e v.

7. Consideriamo il campo Zy e lo spazio vettoriale Z3. Verificare che la trasfor-
magzione
T:73— 7y
definita da T'(x1,xe,z3) = 21 + o2 + x3, (modulo 2) & lineare. Calcolare il nucleo
di T e verificare che ker T' ¢ un sottospazio di Zj.



