1 Esercizio

Verificare che i polinomi seguenti

_ (z—=2)(x —3)
nle) = )i 3)
B (x—1)(z—3)
2= e )
B (z—=1)(z—-2)
B = BTGB

costituiscono una base ortonormale dello spazio euclideo P> con il
prodotto scalare definito da

(p(2)lq(x)) = p(1)q(1) +p(2)q(2) + p(3)q(3)

Soluzione. Essi sono tre polinomi di grado 2 e quindi certamente sono ele-
menti di Py. Inoltre:

(01(2)]01(z)) = 61(1)d1(1) + 61(2)61(2) +61(3)61(3) =1+0+0=1

(2(2)[02(x)) = 02(1)d2(1) + 02(2)d2(2) + 62(3)d2(3) =0+ 1+0=1

(d3(2)[03(x)) = 03(1)d3(1) + 02(2)d2(2) + 65(3)d3(3) =0+ 0+1=1
mentre invece

(61(2)|02(x) 1(1)d2(1) + 61(2)02(2) +01(3)d2(3) =0+0+0=0

(61(z)]03(x) 1(1)d3(1) 4 61(2)d3(2) +01(3)03(3) =0+0+0=0

(62(2)]65(z) 2(1)d3(1) 4+ 02(2)d3(2) + 02(3)03(3) =0+0+0=10

e sono quindi, per definizione, una base ortonormale.
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Scrivere il polinomio z? + z + 1 come combinazione lineare dei
polinomi della base ortonormale determinata sopra.

Soluzione.

Usiamo lo sviluppo di Fourier. Osserviamo che (p(z)|d1(z)) = p(1)d1(1) +
p(2)61(2) + p(3)61(3) = p(1) - 1 +p(2) - 0+ p(3) - 0 = p(1); analogamente
(p(x)]d2(x)) = p(2) e (p(z)|d3(x)) = p(3). L’espressione richiesta ¢ quindi

p(z) = p(1)é1(z) + p(2)d2(x) 4 p(3)d3(x)

e dunque
2?4+ +1 =236 () + 70 (x) + 1365(x)



