Lemma di Steinitz

In uno spazio vettoriale V' di dimensione n, un insieme indipendente ha al piti n vettori.

Dim. Sia S = {ui,ug,...,u,} un insieme di m vettori di V con m > n e sia B =
{v1,v2,...,v,} una base per V.

Sia hiui + hous + ...+ hAmuy, = 0. Poiche B € una base per V', possiamo scrivere ogni vettore
di S come combinazione lineare di elementi di B in unico modo.

Si ha allora:

up = k11v1 + kiov2 + ...+ kipvn
U = ]i)21’l)1 + kQQ'UQ +...+ kgnUn

Ui = kinv1 + kipva 4 ...+ kinvp

Um = kmlvl + km2v2 + ...+ kmnvn

e sostituendo tali espressioni, si ha: hyuy + hous + ... + hptty, = hy(k11v1 + k1ove + ... +
klnvn) + hg(kglvl + ]{322’02 + ...+ k2nvn) + ...+ hm(kmlvl + ka’UQ +...+ kmnvn) = Q Mettendo
in evidenza i vettori di B, si ottiene: (hlkll + h2]€21 + ...+ hmkml)vl + (hlklg + hgk‘gg + ...+
hkm2)ve + ... 4+ (hikin + hokon + ... 4+ hpmkmn)vn, = 0. Poiché B & un insieme indipendente,
I'unica combinazione lineare di elementi di B uguale a 0 & quella banale, quindi:

hiki1 + hokor + ... + hpmkm1 =0
hikio + hokoo + ...+ hykmo =0
hikis + hokos + ... 4 Ak

hikin + hokop + ... + hpkmn =0

In tale sistema, le incognite sono {h1, ha, ..., hy, }, quindi abbiamo m incognite ed n equazioni,
con m > n, dunque il sistema & indeterminato. Esiste allora (hy, ha,...,hy,) # 0 soluzione del
sistema e dunque una combinazione lineare non banale di elementi di S uguale a 0. Dunque un
insieme indipendente di V' ha al piu n vettori.



