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1. MERCOLEDI 1/3/2017

Presentazione del corso.
1) I1 modello differenziale di crescita di popolazioni; crescita esponen-
ziale (malthusiana):
N(t) =rN(t),
con r > 0 costante. Crescita illimitata e irrealistica.
2) Correzione logistica:

N(t) = rN(t)(l - A;g”) ,

con r, K > 0 costanti. Integrazione esplicita per mezzo della separazio-
ne delle variabili. Analisi qualitativa delle soluzioni nei casi N > K e
K > N > 0: a parte quella nulla tutte tendono a K per t — 400, mo-
notonamente. Esistenza dei due punti di equilibrio N = 0 (instabile) e
N = K (stabile).
3) Equazione logistica modificata:
. N (t) p

N =N (1= 52 )
con p > 1 intero dispari (per esempio p = 3). Motivazione intuitiva
della modifica (aumenta lo smorzamento per N vicino a K). Anali-
si qualitativa delle soluzioni non mediante I'espressione esplicita, ma
mediante lo studio del segno di N e il seguente lemma:
Se N € C'(R) ¢ tale che sia N che la sua derivata N hanno limite per
t — +oo e il limite di N ¢é finito, allora il limite di N ¢ nullo.
Di nuovo si vede che tutte le soluzioni a parte quella N = 0 tendono a
K per t = +o0.
4) Confronto delle soluzioni dei due modelli, logistico e logistico modi-
ficato, nel caso di dati iniziali compresi in (0, K). Se x e y risolvono
rispettivamente

x'—rx(l—x> ) = <1 y>3
- K) YT K
QT(O) =Ny, y(O) =N < No,

allora x(t) > y(t) per ogni t > 0. Questo segue dal ‘teorema di Fermat
in un estremo’:

Se f € C'([a,b]), f(t) > f(b) per ognit € [a,b], allora f'(b) < 0;

e confrontando #(f) con g(t) se t & 'ipotetico primo punto ove z(t) =

y(t) (qui si usano le equazioni differenziali).

Estensione dell’analisi al caso N1 = Ny, basata sullo stesso argomento

una volta che si osservi che in questo caso @(0) > y(0) (segue anch’essa
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dalle equazioni differenziali), e che per la formula di Taylor questo
implica x(t) > y(t) per t piccolo.

5) Analisi qualitativa dell’andamento asintotico per ¢ — 400 di una
soluzione dell’equazione logistica modificata

. - Y P
i=n(1-2)"

p > 1 intero dispari, nel caso y(t) > K.
a) Sappiamo che y(t) — K. Scriviamo allora

y(t) = K(1+¢(1t)),
con ¢(t) > 0, p(t) — 0 per t — 4o00. Sostituendo nell’equazione
differenziale si trova

gb — _rgop _ Tg0p+1 )
Intuitivamente il secondo termine conta meno del primo, per cui ci si
aspetta che ¢ ~ z per t — +00, ove z risolve

Z=—r,

con una dato iniziale opportuno. Cerchiamo di indagare la cosa in
modo piu rigoroso. Poiché in effetti il secondo membro dell’equazione
per z, se z = , ¢ maggiore di quello dell’equazione per ¢, un argomento
come quello del punto 4) dimostra che se z(tg) = ¢(ty) per qualche tg si
ha ¢(t) < z(t) per t > t;. Questo da una stima di ¢ da sopra. D’altra
parte noi sappiamo che ¢(t) — 0, dunque fissato ad arbitrio ¢, si ha
0 < p(t) < e pert>t(e). Percio

o(t) > —r(l+¢e)p?, t>t(e).
Pertanto come sopra si mostra che ¢(t) > z.(t) per t > t(e), ove z
risolve

Ze=—1(1+¢)2b.

Questo da una stima di ¢ da sotto.
Si noti che sia z che z. si trovano facilmente per separazione delle
variabili e decrescono a zero rispettivamente come (r(p — 1)t)~/®=1 e
(r(1+e)(p—1)t)~V/F1.
b) In alternativa, si sostituisce nell’equazione uno sviluppo della forma
y~K+ KAt 77 e siritrova A = (r(p —1))~Y/@-1),

Esercizio 1.1. (Facile) Si spieghi perché nel punto 5b) il tentativo non
riesce se si prova con y ~ K + KAt® con o # —1/(p — 1).

(Difficile) Si riproduca l'analisi del punto 4) nella regione z, y > K,
ossia si assuma per esempio nella (1.1) che Ny = Ny > K si osservi
che occorre distinguere tra due casi . .. ma asintoticamente dovra essere
pur sempre z(t) < y(t) e dunque . .. O
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2. MERCOLEDI 8/3/2017

L’equazione della crescita logistica con termine di mortalita:
. N
N:TN(I—K) — hN ,
ove h > 0.
Effetto sui punti di equilibrio: sono
r—nh
r

Dunque se 0 < h < r si ha un equilibrio positivo cui tendono tutte le
soluzioni salvo N = 0.

N=0, N-= K.

Esercizio 2.1. Dimostrare che se » = h tutte le soluzioni tendono a
N = 0 con velocita polinomiale. O

Equazione di Monod (o di Michaelis-Menten). Supponiamo che la po-
polazione N venga predata dalla P; se P e costante e vale la legge
dell’azione di massa, il termine di mortalita nell’equazione € —ANP, e
siamo nel caso gia visto.
Se invece supponiamo che ciascun predatore debba impiegare una fra-
zione uN dell'unita di tempo a processare la preda, ove N ¢ appunto
la preda catturata nell’unita di tempo, si ha
N = AN(1 — uN),
che da Nt
N=—"—_.
14+ AN
Dunque l'’equazione diviene
: N AN
Ner(l—) -— P,
K 14+ A\uN
ove assumiamo ancora che P sia costante. Adimensionalizzando con
N(t) = ax(r), 7=/,

per una scelta opportuna di « e 3 si arriva a

. (1 a:) x
r=qr|l——|—
1 k 1+’

per due costanti positive q e k.
Studiando i punti di equilibrio di questa equazione si vede che almeno
per certi valori dei parametri sono + = 0 e x = xy, * = X9, con

o > 21 > 0. Se 0 < 2(0) < z; si ha che z(t) — 0 per t — +o0.
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Cenno ai sistemi lineari di equazioni differenziali 2 x 2. Consideriamo
il sistema di 2 equazioni differenziali in due incognite

T = a11x1 + a2,
Ty = a9 T + Agls,
che si puo scrivere in forma vettoriale come
& = Az, (prodotto righe per colonne), A = (a;;).

Si vede che se v # 0 ¢ un autovettore di A con autovalore A, ossia
se Av = v, la funzione vettoriale del tempo (che puo essere pensata
come un moto)
x(t) = Mv,

risolve il sistema (usando la forma vettoriale). [Questo & vero perfino
se A € C|

Dunque se A ha due autovettori linearmente indipendenti vy, vo di
autovalori rispettivamente A\; e Ao, un integrale generale del sistema e

ke vy + kyeMv,

con ky, ko costanti arbitrarie. Da questo segue per esempio che se
Re A1 < 0 e Re Ay < 0 allora tutte le soluzioni soddisfano x(t) — (0, 0)
per t — +00.

L’orbita di una soluzione ¢ la traiettoria disegnata da x(t) nel piano.
Questa ¢ diversa dal grafico della soluzione che & una curva di R? data

da (t,z1(t), zo(t)).
Esempio 2.2. Il sistema
T = —x9, 0 —1
iy =11, A:<1 0>’
corrisponde agli autovalori A = +i. Moltiplicando la prima per z, la
seconda per xs e sommando si ottiene
d af 413

dt 2

dunque le orbite sono circonferenze di centro l'origine (che sono per-
corse di moto circolare uniforme antiorario). In altre parole

=0,

x% + x%
¢ un integrale primo.
Derivando la seconda e sostituendo nella prima si ha l'equazione dei
moti armonici
{i‘g + Ty = 0.



Esercizio 2.3. Si ripeta 'analisi dell’esempio per il sistema
i‘l = —T2,
jfg = 4ZL’1 .

O

Il modello di Lotka-Volterra. Il seguente modello fu proposto da Vito
Volterra per spiegare I’evoluzione della numerosita relativa nelle diverse
specie di pescato nell’Adriatico, dopo la I guerra mondiale:
V=rV-aVP,
P=—qV+pVP.

Qui V' & la preda, P il predatore, e r, ¢, o, 3 sono parametri positivi.
Adimensionalizzando mediante

AV (t) =x(r), wpPt)=y(r), t=vr,

si arriva scegliendo opportunamente i parametri a

T=x—xy,

y=—ay+zxy.
Analizzando il segno di &, y (nel I quadrante), si vede che le due rette
xr = a e y = 1 individuano 4 regioni ove tali segni si mantengono

costanti. Dunque tenendo di conto queste informazioni si scopre che le
orbite ‘si avvolgono’ intorno al punto di equilibrio (a,1).
Resta da vedere che sono chiuse, e quindi corrispondono a soluzioni
periodiche. Questo si ottiene dividendo membro a membro le equazioni
e poi separando le variabili; si ha

r—a . 1-y

T =9
4 )

Integrando si ha che su ciascuna orbita la funzione

F(z,y)=z—alnz+y—Iny

si mantiene costante (integrale primo). Dunque assumendo che il punto
iniziale dell’orbita fosse (Z, 1) con Z > a si vede che l'orbita dopo un giro
intorno s (a, 1) non puo intersecare y = 1 per x > a altro che ancora
in (z,1) perché F(z,1) ¢ strettamente crescente per z > a (studiando
la derivata prima).
In effetti occorre anche sapere che 'orbita non puo finire su z = 0 o
y = 0, ma questo segue dal fatto che: )
Se # > —kx, k > 0 costante e x(f) > 0 allora z(t) > z(t)e ") > 0
per t > t.
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Esercizio 2.4. 1) Se

z = F(x)
¢ un sistema di equazioni differenziali 2 x 2, si dimostri che ha le stesse
orbite di

= \F(x)
ove A > 0 ¢ una costante.
2) (Difficile) Se

= F(x)
¢ un sistema di equazioni differenziali 2 x 2, si dimostri che ha le stesse
orbite di

= \Na)F(x)

ove A(x) > 0 ¢ una funzione scalare strettamente positiva. 0



3. MERCOLEDI 15/3/2017

Cristallizzazione di un amorfo: il modello di Kolmogorov-Avrami. Un
materiale amorfo inizia a cristallizzare; gli aggregati cristallini nascono
con volume nullo e crescono come sfere (nell’opportuno senso in dimen-
sione 1, 2, 3). Il problema di determinare in ogni tempo ¢ la frazione
cristallina w(t) non e banale perché la crescita dei cristalli € ostacolata
da quelli gia presenti.

Definiamo con V(t) il volume teorico, ossia quello che sarebbe presente
se quest’effetto di smorzamento non esistesse. La legge di Kolmogorov-
Avrami dice che

dw dV
TS

ossia che nella media statistica un nuovo volume teorico di cristallo
diviene reale solo per la frazione corrispondente al volume libero 1 —
w. Si noti che il modello non segue ciascun singolo cristallo nella sua
evoluzione (dipendente da quella degli altri).

D’altra parte se denotiamo con Ny il numero di nuovi cristalli apparsi
nell’ unita di tempo nell’unita di volume (libero) e con Ry la velocita
di crescita del raggio di un cristallo libero (entrambi assunti costanti),
contando i contributi dei cristalli nati nell'intervallo (0,t) si ha (in
dimensione 2 per fissare le idee)

V=—-In(1-w),

™

t
ww:/%ﬂmﬁ—ﬂfmz3MRw.
0
Da qui si puo invertire la dipendenza ottenendo ¢t = t(V') e sostituire

1mn

dVv -
E = WN0R3t2 = KV% i
con K > 0 costante opportuna. Dalla legge di Kolmogorov-Avrami

quindi si ha I'equazione dinamica

i?:xa—m}mu—wm. (3.1)
Poiché per w < 1 In(1 — w) ~ —w, per w < 1 si ha
d
(TZ: ~ Kws |

La dipendenza non lispchitziana dell’equazione dall’incognita spiega
perché al dato iniziale w(0) = 0 possa corrispondere anche una solu-

zione positiva, pur essendo w = 0 una soluzione (non unicita).
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Per casa 3.1. 1) Si ripeta la derivazione dell’equazione differenziale
in (3.1) nei casi di dimensione 1 e 3.

2) Si mostri che in ogni caso si trovano infinite soluzioni, ciascuna che
soddisfa w(t) =0, t <t, e w(t) >0, t > ¢, con t arbitrario. O

I numeri di Fibonacci. Nella dinamica di popolazioni, se I'incremento
¢ stagionale, ossia il tempo ¢ discreto, il numero di individui si puo
rappresentare come una successione a, (n ¢ il tempo).

Una successione ben nota ¢ la seguente (numeri di Fibonacci):

NnJrl:Nn—i_anl; n217

con N, Ny > 0 assegnati. Qui N,, rappresenta il numero di coppie al
tempo n; ciascuna coppia a ogni incremento del tempo produce un’altra
coppia, ma non al primo incremento dalla sua nascita.
Si vede che N,, > 0 (a meno che N; = Ny = 0), & crescente e che N,, —
+00 (considerando che il limite se fosse finito dovrebbe soddisfare L =
L+1L).
Passiamo a considerare la successione dei rapporti z,, = N,,/N,_1, che
evidentemente soddisfa

Tpy1 = 1+i =: F(x,).

xn

Si osservi che F' e decrescente.
Si vede che se x,, (che non ¢ monotona) ha limite esso soddisfa

1 14++/5
L=14+4—- = L= .
+ L 2
Se per fissare le idee supponiamo che x1 < L, si osserva dalla definizione
che

1'2n+1<L7 x2n>L~

Inoltre si ha per esempio

Ton
1+ Ton
Percio x5, € monotona e tende a un limite ¢ che soddisfa

14
(=14— = [({=1.
1t
Nello stesso modo si vede che x9,.1 — L—. Quindi x,, — L.
Interpretazione grafica: diagramma del grafico di F'(x) all’intersezione

con Yy = I ricorrenza.

Caso di

Topto = 1+ < Xy & Toy > L.

Tnt1 =

s
S|



con p > 0, x, > 0. Si vede che esiste il limite L allora L = 1.
Tuttavia assumendo ancora x; < 1 e dividendo la successione in due
sottosuccessioni come sopra si ha che

Ton41 — 1_7 Top — 1_’_) se p < ]-u
Tops1 — 0, X9, = 400, sep>1;
Tony1 = T1, Ton = T2, sep=1.

Quindi x = 1 e asintoticamente stabile se e solo se p < 1. Questo & un
esempio della seguente Regola:

Se zp41 = F(z,), L = F(L), allora L ¢ asintoticamente stabile se
|F'(L)| < 1, ¢ instabile se |F'(L)| > 1.

Interpretazione grafica del comportamento di x,, nei vari casi, e della
Regola.

La mappa logistica. Se il tempo e discreto ’equazione della crescita
con correzione logistica puo essere scritta come

Tpi1 =rr,(1 —x,) = G(x,),
ove si & posto x, = N, /K.
Si assume che r < 4 cosicché
G([0,1]) C [0,1].
Si vede poi che G(L) = Lseesolose L =00
1

L=L =1—-—,
r

assumendo che r > 1 affinché questa quantita sia in (0,1). Si vede con
i calcoli che

G(L)=2-r,
e dunque in base alla Regola sopra, L, ¢ asintoticamente stabile se
1 < r < 3, instabile se 4 > r > 3.

Per casa 3.2. Si studino i possibili comportamenti di una successione

Tpi1 = F(x,), n>0,
con zg > 0 e F : (0,400) — (0,+00) crescente, dimostrando che la
successione ha sempre limite. O

Dimostrazione di simulazione numerica di problemi differenziali. Siste-
mi lineari 2x2 con i vari casi di autovalori reali e complessi. Compor-
tamento asintotico delle soluzioni.

Il sistema di Lotka-Volterra, orbite periodiche.

I1 modello di Kolmogorov-Avrami in dimensione 2 e 3.
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4. MERCOLEDI 5/4/2017

Esercitazione:
Esercizio 1. Senza risolvere ’equazione

i = (cosx)?,

e assumendo come noto che le soluzioni sono definite su tutto R:
(1) Si trovino tutti i punti di equilibrio (ossia tutte le soluzioni co-
stanti).
(2) Sidimostri che tutte le soluzioni restano limitate, ossia che |z(t)| <

C per ogni t € R e per una opportuna costante C'.
(3) Si trovi per ogni soluzione x

lim x(t).

t——+o0
Esercizio 2. Si considerino i due problemi di Cauchy:
jfl = —A$1(K — LU1)2,
K
21(0) = bR
Qui A>0el> K >0 sono parametri assegnati.

[l")Q = —AZL‘Q(K — 372)4,

(1) Una sola delle due affermazioni seguenti ¢ vera:
a) Se K > b > K/2 allora x5(t) > x1(t) per ogni t > 0;
b) Se 0 < b < K/2 allora xo(t) < x1(t) per ognit > 0;
La si individui e dimostri.
(2) Si estenda il risultato precedente al caso b = K/2.
(3) Si adimensionalizzi I’equazione per x; mostrando come si possono
rimuovere i parametri A e K.

Esercizio 3. Si considerino le successioni definite per ricorrenza per
ogni n > 0 da:

2
an
Apy1 = g, ap =1;
by
bn+1 = ? ) bp =4;
Cny1 = sin(c,) , co=1;
T
dpy1 = cos(dy), dy = 3

Per ciascuna si determini se ha limite e quale per n — 400, eventual-
mente aiutandosi con un grafico.

Risoluzione e discussione degli esercizi proposti.
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5. MERCOLEDI 26/04/2017

Richiami sugli spazi vettoriali. Lo spazio di tutte le successioni reali
R> = {{xk} = (2o, 21, T2,...) | 11 € R},
come spazio vettoriale di dimensione infinita, con le operazioni
{oed +{ud ={ze +uet, Mo} ={A=}.
L’insieme S delle successioni {u,, } che soddisfano (per «, 8 € R fissati)
Upyo = QUpi1 + Py, n>0, (5.1)

con ug, u; dati ad arbitrio & un sottospazio vettoriale (ossia somme
e prodotti per scalari di successioni che soddisfano (5.1) soddisfano
ancora (5.1)). S ha dimensione 2, e una base ¢ data da {z,}, {y,} con

ro=1, x7=0, =z, comein (5.1)pern > 2;
Yo=0, y1=1, y,comein (5.1) pern > 2.

Quindi ogni altra successione {u,} in & ¢ data da una combinazione
lineare A{z,} + B{y,}, ove A e B sono determinati da

Az + Byo = o,
AIl +By1 = Uz .

Si vede che infatti w, = Az, + By, per ogni n. In generale due
successioni di § sono una base se e solo se
To Yo
det 0. 5.2
<x1 y) y 52)

Si cercano allora successioni in S della forma z,, = ¢", n > 0. Sosti-
tuendo in (5.1) si ha che questo & possibile se e solo se (dividendo per
q")

¢ =aq+ B,
che prende il nome di equazione caratteristica. Supponendo che a? +
45 > 0 questa equazione ha 2 radici reali distinte ¢; e go che quindi
soddisfano (5.2), e pertanto tutte le successioni in S sono date da

u, = Aqy + Bqg n=>0,
ove A e B sono determinati da
A+ B=uyg,
Aq + Bgy = uy .

La successione puo quindi essere calcolata direttamente (non per ricor-

renza).
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Esempio 5.1. I numeri di Fibonacci sono un esempio della teoria
sopra, con = 3 = 1. Si calcola

1+V5 1-45
9 9 q2 = 92 )
cosicché se No = N; =1 si ha

g1 =

con A e B determinati in modo opportuno. Notando che ¢; > 1,
0 > g9 > —1 si vede che per n — oo

N, ~ AqY .

Si noti che la base {z,}, {y,} costruita come sopra ¢ invece data in
sostanza da traslazioni della stessa successione di Fibonacci. O

Esempio 5.2. Successione delle medie aritmetiche

Up+1 Uy

nt2 = —, >0.
Un42 9 + 7 n >
Con i calcoli si ottiene ¢; = 1, go = —1/2. Si ricava che
Uo 2U1
Up —> — + —, n— oo.
3 3

O

Per casa 5.3. 1) Si ripeta l'analisi dell’'ultimo esempio nel caso «a,
>0, a+p=1.
2) Si dimostri che la successione aritmetica

Upi1 = Up +d,n >0
e in realta nella forma vista sopra. O

Somiglianza con il caso delle equazioni differenziali ordinarie a coeffi-
cienti costanti del secondo ordine.
Generalizzazione a

Uptk+1l = QO Upyp + 0+ Qg1 Uy

Modelli di crescita di popolazioni con raccolta. 1) Consideriamo il caso
di crescita logistica con raccolta fissa H > 0 (quota fissa di raccolta):

x
r = 1-—=)—-H.
T Tx< K)

Esistono due punti di equilibrio positivi di cui il maggiore x5 ¢ stabile
ma il minore z; ¢ instabile. Se z(0) < z; allora z(t) diviene nullo in

un tempo finito (estinzione).
13



2) Caso della raccolta proporzionale: se E > 0 ¢ lo sforzo, si assume
che la raccolta sia proporzionale a x e a E:

x':rx(l—;()—Ex.

Questa equazione si puo riscrivere come

9’5:(7“—E):U(1—K(:1_3E)>,

che quindi ha il punto di equilibrio stabile K’ = K(1 — E/r) < K, ove
si suppone 0 < E < r.
La raccolta all’equilibrio quindi e
E
hK') = EK<1 _ ) |
r
Si vede che il massimo ottenibile si ha per E = r/2 e vale Kr/4.
Nel caso di una equazione piu generale

&= F(x)— Ez,

con F regolare concava in [0, K|, F'(0) = F(K) = 0 si possono ottenere
risultati qualitativamente simili con un’analisi grafica delle intersezioni
dei grafici di F(z) e Ex.
Il caso £ > r, 0 E > F'(0) per equazioni di forma generale, da un solo
punto di equilibrio z = 0, e implica quindi che ogni soluzione decresca
a 0 per t — +o0.
Caso dell’evoluzione in tempo discreto con raccolta. In questo caso,
adatto per popolazioni con un ritmo stagionale di crescita, I’equazione
prende la forma

Py =G(Py) — H(P),
ove GG da la crescita e H la raccolta; P, € la numerosita della popola-
zione al passo k. La funzione G e strutturalmente diversa dalla F' in
tempo continuo. Questo si puo mettere in evidenza analizzando una
discretizzazione dell’equazione differenziale, ed e dovuto almeno a due
fattori: G(Pg) non ¢ solo un tasso di variazione, come F(x), ma con-
tiene il contributo Py; G deve dipendere dall’intervallo di tempo in cui
si € operata la discretizzazione.
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6. MERCOLEDI 3/5/2017

Il modello SIR. All’inizio del XX secolo fu sviluppato il seguente mo-
dello per la diffusione di malattie epidemiche:

S =—BSI,
[ =p3SI—vl,
R=vl.

Qui S indica il numero dei suscettibili di ammalarsi, I quello degli
infetti, R quello dei rimossi (non piu infettivi). Il parametro § > 0
indica il tasso di trasmissione, e 1/v ha il significato di durata della
fase infettiva (malattia). Tra le altre ipotesi implicate dal modello,
ricordiamo: terminata la fase infettiva non ci si ammala piu; vale la
legge dell’azione di massa per i contatti tra S e [I.

Si noti che la IIT equazione ¢ in pratica irrilevante per le prime due.
Si dimostrano nell’ordine i seguenti fatti:

(1) S+ I+ R si mantiene costante nel tempo (uguale alla numerosita
totale della popolazione, N).

(2) Se S(0), I(0) > 0, R(0) > 0 allora S(t), I(t), R(t) > 0 per ogni
t > 0, dunque ciascuna delle 3 variabili ¢ maggiorata da V.

(3) Esistono per monotonia (vedi la I e la III) i limiti

tLigrnoo S(t) =S(0) >0, tLi+moo R(t) = R(c0) > 0.
Dunque esiste anche il limite
ligl I(t) = tEeroo[N_S(t) —R(t)] = N —S(c0) — R(o0) = I(00) > 0.

t—+o00

(4) In realta vale I(co) = 0; se fosse I(o0) > 0 dalla IIT si otterrebbe
R(o0) = 400 assurdo perché R(t) < N. Quindi in ogni caso la
malattia si estingue.

(5) Dalla II usando S < 0 si ha

I=(BS—v)I<(BS(0)—v)I=v(R, —1)I,

ove R, = $5(0)/v ¢ il tasso efficace di trasmissione. Dunque se
R. < 1, vale I < 0 per ogni t, con estinzione monotona della
malattia.

(6) Se invece R, > 1,
1(0) = v(R, — 1)I(0) > 0,

e inizialmente I cresce. Perod sappiamo gia che I(co) = 0, dunque
[ deve annullarsi almeno una volta. In effetti dalla II si vede che

I =0 seesoloseS =v/f. Ma S é strettamente decrescente,
15



dunque esiste un unico ¢t; > 0 ove S(t;) = v/5. Percio I cresce in
(0,%1) e decresce in (t1, +00).

(7) Per evitare lo scoppio dell’epidemia quindi occorre rendere R, < 1,
ossia diminuire il tasso di trasmissione, la durata della malattia,
e il bacino di suscettibili S(0) (vaccinazioni).

(8) Per determinare I,,,,, = I(t1) dividiamo la II per la I ottenendo

ar _ . v

ds BS”

Si usano qui i teoremi sulla derivazione di funzione composta e di
funzione inversa. Integrando questa si ottiene l'integrale primo

14
[+5-2
g

lungo la soluzione (la costante ¢ determinata dai valori iniziali).
Ponendo S = v/f si ha

InS = C' = costante,

v v, Vv
Ier =—+—-In—-+C.
g6 B

(9) Dall’integrale primo si ha che ovviamente S(t) non puo tende-
re a zero (altrimenti il logaritmo diverrebbe illimitato). Dunque
S(o0) > 0. Quindi non tutti ¢ suscettibili si ammalano.

(10) Per stimare S(oo) dividiamo la I per la IIT ottenendo

ds I6;
R
Quindi
S = S(0)e v E-EO) > g(0)e= v,
che da la stima richiesta.
(11) L’integrale primo da anche la forma delle orbite nel piano (S, 1)
(sono le curve di livello della funzione che da l'integrale primo).

Esempio 6.1. Se I(0) = 0 tutte le tre variabili restano costanti per
ogni t. U

Per casa 6.2. Trattare il caso R, = 1. ]

Metodo dei minimi quadrati. Volendo approssimare nel modo ottimale
il gruppo di dati

{(l’l,yl)}, 7;:1,...,N7

con la funzione lineare f(x) = rax occorre scegliere r in modo da
minimizzare
N
2
gr) =>_(rzi —y:)*.
i=1

16



Con il calcolo si vede che va scelto
N
o 2oim1 Tili
= &SN 2 ¢
>ic1 T
In modo simile si vede che la costante s che minimizza
N

h(s) = (s —y)?
i=1
¢ la media aritmetica tra gli y;.
Volendo cercare il punto (Z,y) che minimizza la somma dei quadrati
delle distanze dai punti (z;,y;) va trovato il punto di minimo della

funzione
N

Flz,y)=> (x—2)* + (y — u)°.

i=1
Questo da il punto che ha per coordinate le medie aritmetiche delle
coordinate dei (x;,y;).

Per casa 6.3. Ripetere i calcoli sopra nel caso di medie pesate: occorre
cioe minimizzare

N N N
Zpi(m"i - yi)2 ) Zpi(s - yi)2 ) sz[(l’ - xi)Z + (y - yz)Q} )
i=1 i=1 i=1

con p; > 0. U

Metodo per la risoluzione numerica di equazioni differenziali ordinarie.
Volendo calcolare numericamente la soluzione del problema di Cauchy

¥ = fy),
y(O) = Uop,

si puo procedere cosi: fissato ¢ > 0 si divide l'intervallo [0,#] con i
punti it/N, i = 0, ...N; qui N > 1 & un intero fissato. Su ciascun
subintervallo (it/N, (i 4+ 1)t/N] Papprossimante zy si calcola come una
funzione lineare data da

t=an () (- ()

Ossia si prende come approssimazione costante della derivata il suo
valore nell’estremo di sinistra. Sinoti che il valore di zy in tale estremo
e stato calcolato nel passo precedente.

Si puo dimostrare che nelle ipotesi opportune zy converge alla soluzione

y per N — +o0.
17



Esempio 6.4. Se f(y) =y si ottiene
~ t\N
Zn(t) = (1 + N) :

che converge a uge’ per N — 400, come si vede subito applicando la

formula di Taylor al logaritmo di zy/(t). O

Risoluzione per serie di e.d.o. lineari omogenee a coefficienti costanti.
Consideriamo il problema di Cauchy

y =y,
y(0) = ug .
Sostituendo

+oo
y(@) = ana”,
n=0

con gli a,, da determinare, si ottiene

—+00 —+00
Z na,z" ! = Z aa,x"
n=1 n=0

che dopo un cambiamento di indice nella prima serie da identificando
i coefficienti dei termini dello stesso grado
am
m+1’
che conduce a a,, = a™ug/m! (si & usato ag = y(0) = up). Dunque

+00 ar)”
y(z) = uo( ') = uge™” .
n=0 :

my1 = &

n
Se definiamo y;(x) = sinx e yo(z) = cosx come le soluzioni dei due
problemi di Cauchy
Yitm=0, y+typ=0,
n(0) =0, y2(0) =1,
h(0) =1, Y2(0) =0,
e procediamo in modo simile a quanto sopra otteniamo in effetti che

Y1 € Yo sono espressi dalle consuete serie di potenze di seno e coseno.
Calcolo per y;.

Per casa 6.5. Fare nel dettaglio il calcolo per ys». 0

Resterebbero da dimostrare le solite proprieta di seno e coseno, per
esempio che yj = ys e y, = —y;. Dimostriamo la prima. Si vede che y}
risolve la stessa equazione differenziale di ys; inoltre

y1(0) = 1 = 12(0), (y’l)’(O)lg: Y1 (0) = —=y1(0) = 0 = y5(0),



ove si e usata anche la e.d.o. per y;. Percio ys e y] risolvono lo stesso
problema di Cauchy e quindi per il teorema di unicita coincidono.
Da questo segue la solita identita goniometrica fondamentale; infatti

S (@) + (2] = 2r (@ ) + () (o)
= 2[y1(2)y2(x) — y2(@)y1(x)] = 0.
Quindi

y1(2)? + yo(z)? = y1(0)* + y2(0)* = 1.

19



7. MERCOLEDI 10/05/2017

Esercizio 7.1. Risoluzione per serie di potenze di y/(z) = z%y(z). O

Principio di Duhamel. Secondo il principio di Duhamel la soluzione
di un problema lineare con sorgente non nulla si ottiene come sovrap-
posizione di soluzioni di problemi con sorgente nulla ma dati ‘iniziali’
corrispondenti a un ‘impulso’ pari alla sorgente stessa.

Come primo esempio consideriamo il problema di Cauchy:

u =a(t)u+ f(t).

u(0) = ug .
Si puo scrivere u = y + w ove y e w risolvono
y =alt)y+ f(t), w' =a(t)w,
y(0) = 0; w(0) = uo,

come si verifica con semplici calcoli. La w si trova subito (per esempio
per separazione delle variabili) come

t
w(t) = uoefo a(s)ds

Per trovare la y applichiamo il principio di Duhamel: vogliamo scrivere
¢
vt = [ =(t.7)ar, (7.1)
0
ove, applicando appunto il principio,
dz

— =a(l)z, t>T7,
5 — o)

z(r,7) = f(7).
La soluzione z ¢
At 1) = f(r)el-2@ > 1

Dunque
t
y() = [ fryel- 0¥ ar.
0

In effetti si verifica che y ¢ la soluzione cercata. Infine si ottiene
¢
t t
u(t) = uoefo a(s)ds 4 / f(T)efT a(s)ds qr
0

ossia la classica formula risolutiva del problema di Cauchy per e.d.o.

lineari del primo ordine.
20



Come secondo esempio di applicazione del principio di Duhamel consi-
deriamo il problema
y' +wly = f(t),
y(0) =0,
y'(0) =0,
con w > 0.
Vogliamo ancora scrivere y usando la (7.1); partiamo da questa per

determinare il problema che definisce z in questo caso. Derivando in t,
e usando il teorema di derivazione di integrali dipendenti da parametro,

y'(t) = z(t,t) + / 3:(15,7') dr.

Varie considerazioni ci spingono a porre a questo punto
z(t,t) =0, (7.2)

riservandoci di usare poi il principio di Duhamel che suggerisce di usare
f come impulso iniziale per z. Per esempio, ’equazione per y collega f
a y” e non a y/. Inoltre in questo modo la condizione y'(0) = 0 risulta
verificata; la y(0) = 0 segue subito dalla (7.1).

Derivando ancora, assumendo la (7.2), si ottiene

t
dz d%z
") = ==(t.t —(t.7)dr.
y'(1 dt<7>+0/dt2<m> r

Dunque si dovra avere

dz

" 2
Twy =
Yy Yy dt

(t,1) + j {ftj(t,f) + wQZ(t,T)} dr = f(1).

Guidati dal principio di Duhamel chiediamo dunque

d?z
@(tﬁ)%—w?z(t,ﬂ =0, t>r,
z(r,7) =0,
dz

Z(rr) = 1),

Come ¢ noto la e.d.o. per z ¢ 'equazione dei moti armonici che ha
integrale generale

n(t) = kq cos(wt) + ko sin(wt) .
21



I coefficienti si determinano in modo che

2(7,7) = ky cos(wT) + kg sin(wr) =0,
dz

E(T’ T) = —kjwsin(wt) + wky cos(wt) = f(7).

Con i calcoli si ottiene

f(7) f(r)

ki = - sin(wT) , ky = 7 cos(wT) ,

cosicché sostituendo nell’integrale generale le k; e usando le formule di
addizione per il seno

z(t, ) = 1(7)

w

sin(w(t — 7)),

y(t) = / 1) ot — o)) dr

w

Variazione delle costanti. In alternativa al principio di Duhamel, mo-
striamo come il secondo esempio sopra possa essere trattato con il
metodo della variazione delle costanti. Cerchiamo la y nella forma

y(t) = 0r()ya(t) + v2()ya (), (7.3)

ove ¥y, € Yo sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
omogenea, per esempio come sopra

y1(t) = cos(wt), Y2 (t) = sin(wt) .

Si noti che se nella (7.3) prendessimo le v; costanti otterremmo quindi
una soluzione dell’equazione omogenea. L’idea e trovare v; e vy non
costanti tali che invece y risolva l’equazione non omogenea.

Derivando

y' = viy1 + Vi + v1y) + V2l -
Poniamo (come ipotesi di lavoro)
vy +vay2 = 0,
e derivando ancora otteniamo
y" = viyr +vays + vy + vays -
Sostituendo nell’equazione otteniamo
y" 4wy = viy) + vhyh + oi(y] + w i) + va(yh + w?ys)

= V1Y) + vays = f(1).
22



Dunque abbiamo il sistema (ricordando le definizioni di y;)
v} cos(wt) + vl sin(wt) =0,
—vjwsin(wt) + vhw cos(wt) = f(t).
Da qui si ricava

vi(t) = —jf) sin(wt) , vh(t) = Jl(f) cos(wt),

da cui integrando
t t
T T
v1(t) = v1p — / f0) sin(wT) d7, v9(t) = vgo + / /) cos(wT) dr.
0 v 0 v
Le costanti di integrazione v;y vanno scelte per soddisfare i dati iniziali

di y; segue vyg = vop = 0.
Quindi portando tutto sotto unico integrale

y(t) = —/ fij—) sin(w7) d7 cos(wt) + / fs_) cos(wT) dr sin(wt)

= / fij) sin(w(t — 7)) dr,

che risulta uguale ovviamente all’espressione gia trovata con il principio
di Duhamel.

Si verifica che per w — 0 la soluzione trovata converge alla soluzione
del problema di Cauchy con w = 0.
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8. MERCOLEDI 17/05/2017

Esercitazione:
1) Risolvere mediante il principio di Duhamel il problema

y// . w2y — f(t) ’

y(0) =0,

y'(0)=0.
In alternativa e possibile usare la tecnica di variazione delle costanti.
2) Si consideri la successione definita per ricorrenza da

Upio = QUp11 + Py, n >0,

con ug, ug € R assegnati ad arbitrio.
a) Siano «, 5 > 0, con a + = 1; si trovi

lim w
n——+o00 o

per uy, up € R assegnati.
b) Si dimostri che se o, 5 > 0, con a + § < 1 allora

lim wu, =0,
n—-+oo

per ogni scelta di uy, ug € R.
3) Si consideri la seguente variazione del modello SIR ove gli infettivi
restano sempre tali:

S =-pSI,

I =881,
con 5 >0, 5(0) >0, I(0) >0, S(0)+1(0)=N.
a) Si dimostri che

lim S(t) =0, lim I(t)=N.

t—+o00 t—+o00
b) Si determini il valore di S e I nell’istante in cui il tasso di infezione
I & massimo.
c¢) Si mostri che in realta I soddisfa un’equazione differenziale del tipo
della crescita logistica.

Risoluzione degli esercizi proposti.
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9. MERCOLEDI 24/05/2017

Gradiente e laplaciano di funzioni radiali
F(z) = u(|z])

in dimensione 2 e 3.
Problema al contorno nel piano per ¢, k costanti

AF =c, x| < R,
F(x)=Fk, x| = R.

Sua traduzione (la soluzione ¢ radiale)

1

Upp + —U, = C, O0<r<R,
r
u(R) =k,

u regolare in [0, R].

Cenno alle equazioni di Eulero e soluzione del problema precedente.
Approssimazione del problema precedente mediante le soluzioni di

1
Upr + —Up = C, 0<e<r<R,
r
u(R) =k,
u(e) =m,

per € — 0, per ogni fissato m € R.

Per casa 9.1. Ripetere le considerazioni sul problema sopra in dimen-

sione 3.

Il gradiente di una funzione radiale e regolare fino nell’origine deve

annullarsi nell’origine.

L’espressione del laplaciano di funzioni radiali ritrovata mediante il

teorema della divergenza in dimensione 2.

Per casa 9.2. Trovare 'espressione del laplaciano di funzioni radiali

mediante il teorema della divergenza in dimensione 3.

Superfici di rotazione. Normale al grafico di una funzione.
Un campo vettoriale
(,y,2)
H(z,y,z) =9g(z,y, 2
& conservativo se e solo se

9(r,y,2) = h(y/2? +y* + 22) .
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Forme differenziali, condizione di chiusura necessaria e sufficiente per
I'esattezza in rettangoli o altri domini normali rispetto ai due assi.
Esempio di funzione F' con

8j
oz

ma F dipendente da x in {2, con {2 non normale rispetto all’asse y.

(z,y) =0, (z,y) € 2,

Esercizio 9.3. Ricerca degli estremi di

flay)=a*+y*,  su 2t +y'=1,
e sua interpretazione geometrica. Risoluzione mediante i moltiplicatori
di Lagrange e il metodo della parametrizzazione. O

Per casa 9.4. Ricercare gli estremi di

flz,y) =2+, su 2 +yf=1.

26



10. MERCOLEDI 31/05/2017

Per casa 10.1. 1) Studiare la funzione

f(z,y) :/y

2) Valutare 'ordine di infinito di

t2

1—|—t4dt’ (z,y) € R?.

g(x):/eSst, T — +00.
0

FiNE DEL CORSO.
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