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Circuiti RLC 

 

 

1. Circuiti RLC 

Il circuito in figura è in una situazione stazionaria. Calcolare il rapporto 
𝑈𝐶

𝑈𝐿
 tra le energie 

possedute dal condensatore e dall’induttanza, assumendo i seguenti valori numerici: 𝑅 = 3 𝑘Ω, 

𝐶 = 2 ∙ 10−9 𝐹, 𝐿 = 3 ∙ 10−6 𝐻. 

 

Soluzione 
L’energia immagazzinata nel condensatore e nell’induttanza è data dalle seguenti: 

𝑈𝐶 =
1

2
𝐶𝑉2 

𝑈𝐿 =
1

2
𝐿𝑖𝐿

2 =
1

2
𝐿(𝑖1 − 𝑖2)

2 

(1) 

In condizioni stazionarie non scorrono correnti nel ramo del condensatore. Applichiamo la legge di 

Kirchhoff alla maglia ABCDEFG: 

𝑓 − 𝑖1𝑅 − (𝑖1 − 𝑖2)𝑅 − 𝑖1𝑅 = 0 ⟺ 𝑓 − 3𝑖1𝑅 + 𝑖2𝑅 = 0 (2) 

Applichiamo la legge di Kirchhoff alla maglia HDCB: 

𝑓

2
− (𝑖1 − 𝑖2)𝑅 = 0 ⟺ 𝑖𝐿 =

𝑓

2𝑅
 (3) 

Allora: 

𝑈𝐶 =
1

2
𝐶(𝑖1𝑅)2 

𝑈𝐿 =
1

2
𝐿 (

𝑓

2𝑅
)
2

 

(4) 

Quindi: 

𝑈𝐶

𝑈𝐿
=

𝐶(𝑖1𝑅)2

𝐿 (
𝑓
2𝑅)

2 =
4𝐶𝑖1

2𝑅4

𝐿𝑓2
 (5) 

Trovo 𝑖1: 

𝑖1 =
𝑓

3𝑅
+

𝑖2
3

=
𝑓

3𝑅
−

𝑓

6𝑅
+

𝑖1
3

⟺
2

3
𝑖1 =

𝑓

6𝑅
⟺ 𝑖1 =

𝑓

4𝑅
 (6) 

Quindi: 
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𝑈𝐶

𝑈𝐿
=

4𝐶𝑅4

𝐿𝑓2
𝑖1
2 =

4𝐶𝑅4

𝐿𝑓2

𝑓2

16𝑅2
=

𝐶𝑅2

4𝐿
= 1.5 ∙ 10−3 (7) 

 

 

2. Induzione magnetica 

Una spira rettangolare chiusa di resistenza 𝑟 è appoggiata su un filo percorso da una corrente di 

intensità 𝑖(𝑡) secondo lo schema mostrato in figura. Si calcoli l’energia dissipata nella spira se la 

corrente che scorre nel filo aumenta seguendo la legge 𝑖(𝑡) = 𝑖0 (1 − 𝑒−
𝑡

𝜏). Si trascuri 

l’autoinduzione. Fornire il valore numerico per 𝑟 = 5 Ω, 𝑖0 = 10 𝐴, 𝜏 = 1 𝑚𝑠, 𝑏 = 3𝑎 = 2𝑑 =

0.1 𝑚 

 

Soluzione 
L’energia dissipata dalla spira è data dalla seguente: 

𝑈𝑅 = ∫ 𝑃𝑑𝑡
∞

0

 (8) 

Dove la potenza 𝑃 erogata è data dalla seguente: 

𝑃 = 𝐼∆𝑉 = 𝐼𝑓𝑖 =
𝑓𝑖

2

𝑅
=

1

𝑅
(
𝑑𝛷

𝑑𝑡
)
2

 (9) 

Calcoliamo il flusso Φ = Φ(𝐵⃗ ): 

𝛷(𝐵⃗ ) = ∫ 𝐵⃗ ∙ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑆

= ∫
𝜇0𝑖(𝑡)

2𝜋𝑥
𝑑 𝑑𝑥

𝑏

−𝑎

=
𝜇0𝑖(𝑡)𝑑

2𝜋
∫

1

𝑥
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝜇0𝑖(𝑡)𝑑

2𝜋
𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
) (10) 

Quindi: 

𝑈𝑅 = ∫
1

𝑅
(
𝑑𝛷

𝑑𝑡
)
2

𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑅
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜇0𝑖(𝑡)𝑑

2𝜋
𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
)])

2

𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑅
[
𝜇0𝑑𝑖0 ∙ 𝑙𝑛(3)

2𝜋
]

2

∫ (
𝑑

𝑑𝑡
(1 − 𝑒−

𝑡
𝜏))

2

𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑅
[
𝜇0𝑑𝑖0 ∙ 𝑙𝑛(3)

2𝜋𝜏
]

2

∫ 𝑒−
2𝑡
𝜏 𝑑𝑡

∞

0

=
1

𝑅
[
𝜇0𝑑𝑖0 ∙ 𝑙𝑛(3)

2𝜋𝜏
]

2
𝜏

2
[−𝑒−

2𝑡
𝜏 ]

0

∞

=
1

𝑅
[
𝜇0𝑑𝑖0 ∙ 𝑙𝑛(3)

2𝜋𝜏
]

2
𝜏

2
= 1.2 ∙ 10−12 𝐽 

(11) 
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3. Induzione magnetica 

Un circuito elettrico ha la forma di un quadrato di lato 𝑙 secondo lo schema 

riportato in figura. La spira trasla con velocità costante 𝑣  in una zona dove 

è presente un campo magnetico 𝐵⃗  uniforme. Quanto vale 𝑓 se tra i vertici A 

e B non c’è differenza di potenziale? 

 

Soluzione 
Gli elettroni che si trovano lungo il lato AC sperimentano una forza diretta da C verso A, mentre 

quelli che si trovano sul ramo CD sono sottoposti ad una forza che va da B verso D. Pertanto, il 

circuito diventa il seguente: 

 
Applicando la legge di Kirchhoff si ha: 

𝑓 − 𝑓𝑖 − 𝑖𝑅 + 𝑓𝑖 − 𝑖𝑅 = 0 ⟺ 𝑓 = 2𝑖𝑅 ⇒ 𝑖 =
𝑓

2𝑅
 (12) 

Inoltre, andando da B ad A ed imponendo ∆𝑉𝐴𝐵 = 0, ho: 

𝑉𝐵 − 𝑓𝑖 − 𝑖𝑅 − 𝑉𝐴 = 0 ⟺ 𝑉𝐵 − 𝑉𝐴 = 𝑓𝑖 + 𝑖𝑅 = 0 (13) 

Quindi: 

𝑉𝐵 − 𝑉𝐴 = 𝑓𝑖 +
𝑓

2𝑅
𝑅 = 0 ⟺ 𝑓 = −2𝑓𝑖 (14) 

Ma fi è: 

|𝑓𝑖| = |(𝑣 × 𝐵⃗ ) ∙ 𝑙 | = 𝑣𝐵𝑙 ⇒ 𝑓 = −2𝑣𝐵𝑙 (15) 

 

 

4. Circuiti RL 

Sia 𝑙 la lunghezza di un condensatore cilindrico coassiale, 𝑎 il raggio del filo centrale e 𝑏 il raggio 

del tubo. I conduttori sono connessi ad una batteria con una fem 𝑉 e viene fatta passare una 

corrente 𝐼. Calcolare (a) la capacità per unità di lunghezza del cavo, (b) l’induttanza per unità 

di lunghezza. 

 

Soluzione 
Il sistema cilindrico coassiale, se collegato in modo da formare un circuito mediante una batteria di 

fem 𝑉, funge sia da condensatore che da induttanza. Pertanto, applicando il teorema di Gauss 

attraverso una superficie coassiale col filo, si ha: 

∮𝐸⃗ ∙ 𝑑𝑆 =
𝑞

𝜀0
⇒ ∮𝐸𝑑𝑆 = 𝐸(2𝜋𝑟𝑙) =

𝑞

𝜀0
⇒ 𝐸 =

𝑞

2𝜋𝑟𝑙𝜀0
 (16) 

Il flusso è diverso da zero solo sulla superficie laterale della superficie gaussiana. Quindi la capacità 

del sistema coassiale sarà data dalla seguente: 
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𝐶 =
𝑞

𝑉
 (17) 

Dove 𝑉 è dato dalla seguente: 

𝑉 = ∫ 𝐸𝑑𝑟
𝑏

𝑎

= ∫
𝑞

2𝜋𝑟𝑙𝜀0
𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝑞

2𝜋𝑙𝜀0
ln (

𝑏

𝑎
) (18) 

Quindi: 

𝐶 =
2𝜋𝑙𝜀0

ln (
𝑏
𝑎
)
 (19) 

Quindi, la capacità per unità di lunghezza sarà: 

(a) 
𝐶

𝑙
=

2𝜋𝜀0

ln(
𝑏

𝑎
)
 (20) 

L’induzione magnetica tra i conduttori, utilizzando il teorema della circuitazione di Ampere, è: 

∮𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙′⃗⃗ = 𝜇0𝐼 ⇒ ∮𝐵𝑑𝑙′ = 𝐵(2𝜋𝑟) = 𝜇0𝐼 ⇒ 𝐵 =
𝜇0𝐼

2𝜋𝑟
 (21) 

Dove 𝑙′ è una circonferenza coassiale col filo di raggio 𝑟. 

Sappiamo che la densità di energia magnetica 𝑢𝐵 è data da: 

𝑢𝐵 =
𝐵2

2𝜇0
 (22) 

Quindi l’energia contenuta in un volume di spessore 𝑑𝑟 è 𝑑𝑉 = 2𝜋𝑟𝑙𝑑𝑟, ovvero: 

𝑑𝑈 = 𝑢𝐵𝑑𝑉 =
𝐵2

2𝜇0
2πrldr = (

𝜇0𝐼

2𝜋𝑟
)
2 πrldr

𝜇0
=

𝜇0
2𝐼2

4𝜋2𝑟2

πrldr

𝜇0
=

𝜇0𝐼
2𝑙

4𝜋

dr

r
   (23) 

Quindi: 

𝑈 = ∫𝑑𝑈 = ∫
𝜇0𝐼

2𝑙

4𝜋

dr

r
=

𝜇0𝐼
2𝑙

4𝜋
ln (

𝑏

𝑎
)   (24) 

Ma sappiamo che: 

𝑈 =
1

2
𝐿𝐼2   (25) 

Per confronto si ha: 

𝐿 =
𝜇0𝑙

2𝜋
ln (

𝑏

𝑎
)   (26) 

Infine, l’induttanza per unità di distanza è: 

(b) 
𝐿

𝑙
=

𝜇0

2𝜋
ln (

𝑏

𝑎
) (27) 

 

 


