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Equazioni di Maxwell e circuiti in corrente alternata

1. Circuiti RL

Un solenoide cilindrico, di raggio r e lunghezza h, € costituito da N spire ottenuto avvolgendo in
modo compatto un filo di rame a sezione circolare di diametro d. Esso é riempito per meta della
sua lunghezza con un materiale di permeabilita magnetica relativa u, costante. Calcolare la
costante di tempo T del circuito ottenuto collegando, tramite fili conduttori di resistenza
trascurabile, il solenoide ad un generatore di forza elettromotrice costante e resistenza interna
R;. (r=1cm, h=55cm, N =550, pc, =1.7x1078Q-m, d = 1 mm, u, =900, R; = 1.25 Q)

Soluzione
La costante di tempo T caratteristica del circuito ¢ data dalla seguente:
Ltot
T= (1)
Riot

Dove Liot € Rior sono l'induttanza e la resistenza totali del sistema.
Il solenoide ¢ costituito da un filo di rame avvolto in N spire di raggio r. Pertanto, la resistenza del

solenoide é pari a:
lfilo 8nrN 8rN
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Mentre la resistenza totale del circuito é:
8rN 3
Riot = Rso1 + R; =.[)Cu?‘l'Ri ( )

Contemporaneamente l'induttanza totale del circuito é data dalla somma delle induttanze dei due
tratti di solenoide con e senza materiale. Quindi:
LtOt = LO + L (4)
Dove ¢ I'induttanza nel solenoide vuoto:
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2. 3° Equazione di Maxwell

. e . . . spire .
In un solenoide cilindrico molto lungo, di raggio a =5 cm ed avvolto con n = 20 i—m, circola

una corrente sinusoidale i(t) = I sinwt, con I = 10 A e w = 100 s~ 1. Calcolare il valore massimo
del campo elettrico a distanza r = 2 cm dall’asse del solenoide, nell’ipotesi che il solenoide sia

posto nel vuoto.

Soluzione
Calcoliamo la circuitazione del campo E indotto dalla variazione di flusso del campo magnetico lungo
la linea chiusa [ di raggio r = 2 cm (vedi figura), si ha:
L. do d [ 4 0B —,
fE-dl:——:——f B-dS=—f —-dS (8)
dt dt Jg s Ot
Con S la superficie con bordo la linea [. Applicando il teorema del rotore otteniamo la 3° equazione

di Maxwell, ovvero:

VxE:—a—B (9)
at

Ovvero:
o (o — 9B
J (\7><E)-d5=3§15-dl=—f —-dS (10)
s s Ot
Essendo B sempre parallelo al vettore §, si ha:
L 0B
fE ~dl = E(r)2nr = —mr? Fry (11)
Quindi ricaviamo il modulo di B mediante il teorema della circuitazione di Ampere:
o Ni(t
ng -dl' = pyNi(t) & BL = pyNi(t) = B = Ho L( ) _ Uoni(t) (12)

Dove L é la lunghezza del solenoide. Quindi si ha:

mr? 9 (ueni(t)) ponr d(I sin wt) ponriw
== a 2 ot g coset

Il modulo massimo del campo é raggiunto quando cos wt = 1, e quindi vale:

Uonrlw _,N-s 100 3N

Eyax(r) = =47-107"——-20-10A-—=8w-10"°—=
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3. 4° Equazione di Maxwell
Una differenza di potenziale V(t) = V,sinwt é applicata tra le armature di un condensatore a

facce piane e parallele, di forma circolare e distanti &, poste nel vuoto. Ricavare ’espressione del
2



valore massimo del vettore induzione magnetica che si stabilisce internamente al condensatore a

distanza r dal suo asse di simmetria.

Soluzione
Sia presa una linea [ circolare di raggio r su un piano parallelo alle piastre del condensatore e centrata

con 'asse di simmetria del condensatore e si consideri la superficie S di bordo la linea [. Utilizziamo
la 4° equazione di Maxwell, si ha:

L OF
VXB= I.l.o] + ﬂogoa (15)

Quindi calcolando il flusso attraverso la superficie S, si ha:
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f VxB-dS:uof ]-ds+uoeof — - dS (16)

s s s Ot R
In questo caso, le correnti concatenate alla linea sono nulle, ovvero | = 0. Inoltre, per il teorema del
rotore, si ha:

| Bedi=porosy | B8 (17)

! dt Jg

Tenendo conto del fatto che E & uniforme su S e che, per la simmetria cilindrica, le linee di forza di

-

B sono circonferenze con centro sull’asse del condensatore, si ha:
, dE(¢)
dt

E variando nel tempo da luogo ad una corrente di spostamento che origina il campo §(r, t). Inoltre,
V() _ Vosinwt

B(r)2nr = pgeomr (18)

e V(t) = E(t)d, quindi ¢ E(t) = s = s Quindi:
gonrVy d gonrVyw
B(r) = %E(sin wt) = 'uOOTOcos wt (19)
Ovvero, B assume valore massimo quando cos wt = 1, quindi:
UoEemrVow
B = 20
MAX 25 (20)

4. Potenza assorbita

Una induttanza, costruita con una bobina avvolta su un nucleo di ferro, ha L =0.5H.
L’avvolgimento ha inoltre, nel suo complesso, resistenza ohmica pari a R = 50 Q. Calcolare il

fattore di potenza cos @, e la potenza W dissipata nell'induttanza se ad essa & applicata una

w

tensione alternata F = Fycoswt, con Fp =300V ev = P 50s71.

Soluzione
Sia F, = Fye/®t, allora la corrente che scorre all’interno della bobina sara data dalla seguente:
E.(t) Fyel®t .
— = - = (wt—¢)
R(D) = (02 = 1) = =5 = = = 1o/ = (1) (1)
= Iy cos(wt — @)
In particolare, abbiamo che:

Z.=Zcoso+jZsing=R+jX =R+ jowlL (22)
Quindi possiamo ricavare il fattore di potenza mediante la seguente:
R
=— 23
cosp =~ (23)



Dove 'ampiezza dell’impedenza Z pud essere trovata mediante la seguente:
Z =+/R? + (wL)? (24)
Dunque:
R _ 50 B 1
JR? + (wL)? V2500 + 472 -2500-0.52 V1 +4m2-0.52
La potenza media, W, dissipata nell'induttanza la possiamo calcolare a partire dal calcolo della

cos@ = =0.30 (25)

potenza istantanea W (t):
W(t) = F(t) - I(t) = Fyl, cos wt cos(wt — @)
= Fyl, cos wt (cos wt cos ¢ + sin wt sin @)
= Fyly cos? wt cos ¢ + Fyl, cos wt sin wt sin ¢ (26)
Fyl
= Fyly cos? wt cos ¢ + %sin 2wt sing = P(t) + Q(t)

Dove P(t) e Q(t) sono rispettivamente potenza reale e potenza reattiva.

Quindi:
Fol, 127 Fé Fécosg
Wit)=Pt)+Q(t)=—cosp+0=—cos@p =——coSp = ———— (27)
2 2 27 2./R2 + (wL)?
Numericamente:
—_ 90000-0.30
WO =— g W=82W (28)

5. Impedenza

Un dispositivo elettrodomestico assorbe una corrente l,sr = 11 A e una potenza media W=
1.8 kW quando ¢ collegato alla rete (V,rr = 220 V). Quale é I'impedenza Z del dispositivo? Quale

¢ la sua resistenza R e la sua reattanza X7

Soluzione
L’impedenza del dispositivo puo essere calcolata mediante la seguente:

Ve V. 220V

Do T — 200 (29)
Iy Iy 11A

Sappiamo che la potenza media é data dalla seguente:

N A A w
W="P(t)+0Q(t) = — Cosp = Vepfless coOs @ = cos @ = Vol (30)
effleff
Da cui possiamo ricavare la sua resistenza:
R=1Z =Z w =200 1800 W = 14810 (31)
R S P 11-220W
E la sua reattanza:
R=2Zsing =Z\1—cos? ¢ =+/Z2 —R? =v400 — 2192 = 13.5 02 (32)




