INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO
ANALISI MATEMATICA 11
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 19-06-2015

ESERCIZIO 1
Calcolare

// V11— 22 —y2dxdy
D

dove D ¢ il dominio piano delimitato dalla curva 22 + y?> = z e dalle semirette y = =, = > 0 e
y=0, z>0.

SOLUZIONE
Usando le coordinate polari si trova che:

w/4 pcos@
// V1 —x2 —y2dxdy :/ V1 — p2pdpdd
D 0 0

/4 —=cos 0
:/ . A o
0 p=0

171 . w/4
=-3 [3COS 0—COSH—0:|

I

36 +9+12'

0

ESERCIZIO 2
Calcolare

/ F . fido
+oV

dove V & il volume delimitato dalla superficie z + 1 = (/22 + 92 e dai piani 2 = 2, z = 3 ed

—

F = (323, 2,42(2% + 7).

SOLUZIONE
Si ha divF = 422 + 4(2? + y?) e quindi, usando il teorema della divergenza e le coordinate cilindriche,



F - iido —/// [42? + 4(z* + y?)]dxdydz
+ov v

27 3 z+1
= / / / (4p* cos® 0 + 4p*) pdpd zdf
WAL
-

(1+cos?0)]7~ " dzdf

[5(1 + 2) E (1 + cos? 0)dh
35

=3 5 T
2343
=—T.

5

ESERCIZIO 3
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni la funzione

T per 0<z<7%
— s 3
flx)=< 0 per §<x<17r
xr—m per TS x ST
Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE
La funzione ¢ discontinua e quindi la convergenza non sara totale. Si ha:

2 w/4 2) s
b, =— / xsin kzdx + — / (x — ) sin kzdx
™Jo 3m/4

2 coskr sinkz]™* 2 coskxr sinkz coskx]™
=— |- + + —x +
0

™

™ k k2 T k k2 k 37/
~ cos kf sin = k” sin 257 3’” cos=FF 3’”
2k k2m k2m 2k
Quindi
i cos kf n 28111 ]‘ZT 2sm ?’k—” _cos 312” ok
L [ [ 2k |
flx) 0<zx<m z#w/4,3n/4
= /8 x=m/4
—7/8 x=3m/4

ESERCIZIO 4
Dopo aver determinato la soluzione stazionaria, risolvere il seguente problema

ut—éum:—2m2—x O<z<mt>0,
u(z,0) = f(z) + 2t + 23 + 0<z<m,
u(0,t) = 0,u(m,t) =t + 73 +71 ¢t >0,

dove f(z) ¢ la funzione dell’esercizio precedente. Calcolare anche la velocita di convergenza alla
soluzione stazionaria.



SOLUZIONE Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore in dimensione
u” = 1222 + 6z,

us(0) = 0, us(w) =  + 73 + 7,
soluzione &: ug(x) = z* + 23 + 2. Ponendo v(z,t) = u(x,t) — us(z), la funzione v deve risolvere il

1. La soluzione stazionaria si trova risolvendo il problema { , la cui

problema:
Ut—%vxeO O<zxz<mt>0,
v(x,0) = f(x) 0<z<m,
v(0,t) =v(m,t)=0 t>0,
Quindi
0 km ik i 3k 3k
cos sin &% sin 23%  cos 20°
u(z,t) = us() + v(z,t) =2 + 23 + 2 + Z - 2k4 k%f - k%f - 2k4 e /6 sin k.
k=1

Ne segue che, essendo maxy | f(z)] = 7 e % = 672 si ha:

lu(z, t) — us(x)| < me /6 per ogni t > 6m.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema di Cauchy:

up —2uu, =0 xeR, >0,
u(z,0) =g(z) z€R,

dove

—2x x>0,
9(w) = -z z<0.

E’ richiesto il disegno delle caratteristiche e la verifica della soluzione trovata.

SOLUZIONE
Le caratteristiche sono: x = xg + 2xgt per g9 < 0 e x = xg + 4xot per xgp > 0. Per x > 0 'equazione
in forma implicita & u = —2[x + 2ut], che esplicitata diventa u(z,t) = — 4ff1, mentre per z < 0 essa ¢
u = —[x + 2ut], che esplicitata diventa u(z,t) = —5%7. Notiamo che
T _0= 2x
204+ 1|, 0- A+ 1|,_os

e quindi la soluzione € continua in tutto il semipiano. La verifica ¢ immediata:

8x —2z -2 2z
-2 = -2 . =0 — =-2 >0
A T T 1 a1 ¢ A+ 1, ©ooopere=t
2x —T —1 x
-9 = -9 . =0 — = — < 0.
N T NEE § A TNIE R YN | ¢ o+ 1|, P




INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO
ANALISI MATEMATICA 11
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 15-07-2015

ESERCIZIO 1
Si consideri la forma differenziale

2zxy 1
- M gy
R G P Bl

1. Stabilire se w € chiusa.
2. Dire se w ¢ esatta ed in caso affermativo, determinare tutte le sue primitive.

3. Calcolare I'integrale curvilineo f,y w, dove v ¢ il perimetro del poligono che ha per vertici i punti

0(0,0)  A(1,2)  B(3,-7) C(-5,-3)  D(100,0).

SOLUZIONE
Si ha X, = (13%)2 =Y, e quindi la forma ¢ chiusa. Essendo l'insieme di definizione tutto il piano, la
forma & anche esatta. Calcolo della primitiva: si ha

F(z,y) = / (mdazz Y oy),

1+ 22)2 1422
= —— 4+ )
Yo 1422 Y
e quindi, uguagliando Fy con Y si ottiene
1 , 1
BERAA i e

quindi ¢'(y) = 0, cioe ¢(y) = C costante. Le primitive sono dunque:

F(x,y):—lfxz +C, CeR

Per finire, 'integrale richiesto vale 0 perché la forma e esatta e il cammino e chiuso.

ESERCIZIO 2
Calcolare l'integrale triplo

/// e* (22 4+ 9?) dadydz,
w

W ={(z,y,2) e R®: 2% < 22 +¢* < 2}.

dove W ¢ la regione

SOLUZIONE
Usando le coordinate cilindriche si trova:

2 V2 V2
/// e*(x? +y?) dedydz :/ / e p3dpdzdo
w 0 -2 Jz
. V2

:71'/ [4€Z — 2462} dz
2 Jva

:g [—20e” — 2he” 4+ 4287 —122%7 + 24z€”] \_[\25

= — 48 sinh V2 + 327v/2 cosh V2.



ESERCIZIO 3
Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier di soli seni della funzione

0 per 0 <z <m7/4
f(x) =< cos2x per7w/4<ax<3r/4
0 per 3n/4 <z <.

Esaminare la convergenza dello sviluppo ottenuto e disegnare il grafico dell’estensione periodica cor-
rispondente.

SOLUZIONE

Osserviamo preliminarmente che f ¢ continua in [0, 7] (poiché cos 2x|,—r /4 = 0 = 08 27[,—3,/4) € che
f(0) =0 = f(n): le condizioni di commpatibilita sono verificate e quindi la convergenza dello sviluppo
ottenuto sara totale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti. Si ha:

9 [37/4 3m/4 1 3/
by = / cos 2z sin 2xdx = / sindzdr = — [— cos 4x]ﬂ/4 =0
T Jr/a T Jrja 4
eper k>1,k#2,
9 3r/4
by —/ cos 2z sin kxdx
T Jr/4
1 3m/4
=— / [sin(k + 2)x + sin(k — 2)z] dz
T Jr/4
L[ cos(k+2)x cos(k—2)x Sm/4
T k+2 k—2 /4
cos Skt 3k (kDT o (kf)fr

R s e S M et i et

Quindi:
0o 3(k+2)m L 3(k—2)w . (k+2)7 L (k=2)m
COS 1 COSs i COSs i COSs i .
N _ k
/(@) ;[ w12 k-2 @ ak+2) " ak—z) |
r£2

per ogni x € [0, 7], con convergenza totale. Si potrebbe anche osservare che by = 0 per k pari (la
funzione di partenza & pari rispetto a 7/2) e che

4/2(=1)m/? )

w[(2m+1)2—4] per m parl
bom+1 =

4v/2(=1)(m-1/2 .

W per m dispari.

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

Ut — Upy = 0 reRt>0,
u(z,0) =cos®z z €R.

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.



SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per I'’equazione del calore sulla retta. Si ha:

1 toeo
u(z,t) :ﬁ / e cos®(z + 2sV/t)ds

: /+<>o “ cos(a+ 25VB)ds +—— [ e cosdlz + 26V

= e % cos(x + 2s s+ —— e % cos3(z s s
AT ) LSV
~ 3cosw oo cos3x [T

e cos(2sVt)ds + e cos(6sV/t)ds

NV 47 ) o

3
:Ze_t cos T + Ze_gt

cos 3x.

Verifica:

3 1
u(z,0) = 7008 + 758 3z = cos® z,

9

3 1 3 1
Ut — Ugpy = [—4e_t cosT — 916_% cos 34 — |:—4€_t cosx — 916_ tcos3z| = 0.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:

Upy + Uy =0 1 < 2?4+ y% < 4,
u=2y+2zy 2>+4+y>=1,
u="4%+2zy 2?+y?=4

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Dirichlet per I'equazione di Laplace in un anello. Si ha:

2y + 22Y]a—cos 6,y=sing = 25in 6 + 2 cos @ sin = 2sin 6 + sin 20
[% + me} = sin § + 4 sin 26.

=2 cos 0,y=2 cos 0

Quindi in coordinate polari il problema diventa:

U+ 2Ur+ 5Upp=0 1<7r<20<6<2r,
U(1,0) =2sinf +sin20 0<0 < 2m,
U(2,0) = sinf +4sin20 0<6 < 2r.

Cercando la soluzione nella forma
1 1
U(r,0) = (Clr + C’gr) sin 6 + <C’3r2 + C4r2> sin 26

troviamo che deve essere

C1+Cy=2 C3+Cy=1
201—1—%02:1 4C3+iC4=4

e quindi C1 =0,Cy =2,C3 =1,C4 = 0. In conclusione,

2
U(r,0) = ;sin0+r2sin20

e tornando in coordinate cartesiane troviamo

2rsiné 2
r:;n + 2rsinfrcosf = Wny + 2zy.

2
Zsinf +r?sin20 =
”



Verifica. Si ha:

2
[ 2y 2+2:Uy} = 2y + 2zy,
e+ 22 4y2=1
2
¢ty 22 4y2=4 2
e poi
" — —4zy 4o - —4y(x® + y?) + 4z - 4oy B —4y3 4+ 1222y
T @2 Y oz = (22 1 42)3 T (@2 2P
222 — 2¢? i —dy(2? + %) — dy(22% — 2¢%)  4y® — 122%y
Uy = ———5 + 20 Ugy = = ,
(2 +y?)? ’ w (% +y?)? (2 +y?)?

e quindi Uz, + uyy = 0.



INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO

ANALISI 2
PROVA SCRITTA DEL 21-06-2016 - SOLUZIONI

ESERCIZIO 1

Calcolare
/ F. ndo,
+av
dove V é il solido delimitato dalla superficie z = —2% — y? e dal piano z = —1 ed F= (z,y,2%).
SOLUZIONE

Si ha divF = 2 + 22. Applicando il teorema della divergenza troviamo:

/ F-fido = / / / divFdxdydz
+aVv 1%
2 p1 p—p?
:/ / / (2 4+ 22)pdzdpdb
o Jo J-1
1 2

:27r/ [2zp+ 2%p]_ 7 dp
0

1
—27r/ [—2p% + p° + p] dp
0

T
3"
ESERCIZIO 2

Stabilire in quali regioni del piano la seguente forma differenziale é esatta:

_ y-z) o 2z—y)
i e T

Successivamente calcolare 'integrale della forma differenziale lungo la curva parametrica seguente:

., sin(nt) 3
7(t> - (t7 2+COSt + 2 +t)7
te0,1].
SOLUZIONE
Si ha

9 2y-x) 24+ Ww-2)? 9 20z-y)
Oyl—(y—2)? [1—(y—2)?> dzl—(y—x)?
e quindi la forma ¢ chiusa. Inlotre essa ¢ definita nel piano privato dei punti in cui 1 — (y — 2)? = 0,

cioe privato delle rette y = x £ 1. Quindi la forma & esatta nei semipiani y >z + 1, y <z — 1 e nella
striscia x — 1 <y <  + 1. Calcoliamo la primitiva: si ha

flaw) = [ 2= do = [ d (- - 0) =l 1~ (- 0] + 60)

1—(y—=)? y—x)
e la condizione f, = 13((2:‘?)2 fornisce
2(x —y) oy 2 —y)
T Ay s

Quindi possiamo prendere ¢ =0 ed f(x,y) = log ‘1 —(y— ac)?‘



Lungo la curva + abbiamo

sin(rt) 3 03 =1y
=7 4 — = x.
2+ cost 2 -2

Quindi la curva si trova nel sempiano y > x 4 1 e il valore dell’integrale & uguale alla differenza di f
agli estremi, cioe

5 3 5 5
Lw I( ,2) f(0,2) gy —log =0

ESERCIZIO 3

Sviluppare in serie di Fourier di soli seni nell’intervallo [0, 7] la funzione

0 0<z<m/3
_ s 2
fl@)=4q 1+5 F<z<3m
0 2r<zx<nm
3 =

esaminando la convergenza della serie ottenuta. E’ richiesto il disegno dell’estensione periodica cor-
rispondente.

SOLUZIONE Osserviamo preliminarmente che f ¢ discontinua nei punti § e %’TF e quindi lo sviluppo

convergera puntualmente ma non totalmente. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti. Si ha:

) 27 /3
b —/ (1 + £> sin kxdx
T 7T/3 2

_2[ coskxr xcoskx S.ink:acr7r/3
T

—~ +
k 2k 2k2 /3
_ cos 55~ 2’” _ mcos 55F 2’” sin ££% 2’” CoS k?:r T COS kgr sin k37r
+ +
3k 2k2 k 6k 2k2

S

2
7T
cos & 2sin Ex .
— —=.— Dper k pari
co

per k dispari

poiché

2k k k
cos TW = cos (kzrr — ;) = (—1)* cos%

2
sin T _ sin | km — LR (—1)**1tsin k—ﬂ
3 3 3

Si ha quindi, per x € [0, 7],
oo
Zbksinkx: %+% az::%7T

con convergenza solo puntuale.



ESERCIZIO 4

Dopo aver determinato la soluzione stazionaria, risolvere il seguente problema

Up — gy = —4 — 24a2? 0<z<mt>0,
u(x,0) = g(x) 0<z<m,
u(0,t) = Lu(mt)=rt+72+1 t>0,
dove
1+2%+2* 0<z<m/3
glx)=1¢ 2+ 5+a?+a* F<a<in
1+ 22424 %7r<a:§7r

Calcolare anche la velocita di convergenza alla soluzione stazionaria.

SOLUZIONE Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per ’equazione del calore in dimensione
ul =2+ 1222,

us(0) = 1, us(m) = w4 + 72 4+ 1,
— ug(z), la funzione v deve risolvere il

1. La soluzione stazionaria si trova risolvendo il problema { , la cui

soluzione &: us(zr) = 2% + 2% + 1. Ponendo v(z,t) = u(x,t)
problema:

Vg — Uz = 0 O<z<mt>0,

v(z,0) = f(x) 0<z<m,

v(0,t) =v(m,t) =0 t>0,
dove f e la funzione dell’esercizio precedente. Quindi, se i coefficienti b, sono come nella soluzione
dell’esercizio precedente,

o0
u(z,t) = ug(z) + v(z,t) =zt + 2+ 1+ Z bee 2 sin k.
k=1

Ne segue che, essendo maxp | f(z)| =1+ F ed 3 = ”72 si ha:

2

lu(z,t) — us(z)| < 4 (1 + g) e per ogni t> %

ESERCIZIO 5

Risolvere il seguente problema

up 4 22%u, = —2tsin(t?) z € R, t >0
u(z,0) = 1+ 22 z €R.

E’ richiesta la verifica della soluzione.

SOLUZIONE
Le curve caratteristiche si ottengono risolvendo il problema:

z = 222
z(0) = xo.

Separando le variabili si ottiene: [ i—”ﬁ =2 [ dt, —% =2t+C,z = 7215170. Imponendo la condizione
iniziale, si trova C' = —xi e quindi
0
o x
Tz = p(ry,t) = ——— xo = Y(x,t) = .

10



Sulle caratteristiche ’equazione diventa:

U' = —2tsin(t?)
U(0) =1+ 3.

La soluzione generale &: U = cos(t?) + C. Imponendo la condizione iniziale si trova C' = 3 e quindi
Ul(xo,t) = cos(t?) + 3,

2
x
u(x,t) = COS(tZ) —+ m
Verifica. Si ha u(x,0) =1+ 22 e poi
43 2z 4a°t
202, = |—2tsin(t?) - —————— 2 — = —2tsin(t?).
e 2 sin(¢") (2xt+1)3] T G2 Qe 1P sin(¢")

11



INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO
ANALISI MATEMATICA 11
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 18-07-2016

ESERCIZIO 1
Stabilire se la seguente forma differenziale é esatta e, in caso affermativo, calcolarne la primitiva F
tale che F'(0,0) = 1:

w = e’[sin(x + y) + cos(x + y)|dx + € cos(x + y)dy.

/ wdl,
71

Successivamente calcolare

dove 1 = (cost,sint), t € [0, 7].

SOLUZIONE
La forma & definita su tutto il piano. Inoltre la forma & chiusa:

(;93/ {e*[sin(x + y) + cos(z + y)]} = e*[cos(z + y) —sin(z + y)] = 8695 [e” cos(z + y)]

e quindi anche esatta. Per calcolare la primitiva prima integriamo:

F(z,y) = /ex cos(x + y)dy = e*sin(z + y) + ().

Poi deriviamo: OF
B = e”sin(x + y) + e” cos(z + y) + ¢ ()

deve essere uguale a e”[sin(x +y) + cos(z + y)], quindi ¢’(x) = 0 e possiamo prendere ¢ = C' costante.
Imponendo F(0,0) =1 si trova C' = 1, cioe F(z,y) = e®sin(x 4+ y) + 1. Per finire, possiamo calcolare
I'integrale curvilineo usando la primitiva:

/ wdl = F(=1,0) — F(1,0) = —(e ' 4+ ¢)sin1,
71

ESERCIZIO 2
Calcolare il seguente integrale triplo:

/// (2% + y* + 2*)dxdydz
A

A={(zy2) R 2+ + 22 <1,0< 2 < Va1 2}

dove

SOLUZIONE
Usando le coordinate sferiche:

2 /2 pl
/// (2% +9? + 2 dadydz —/ / / p% - p? sin Odpdfdyp
A o Jra Jo
27

w/2

=— [ cos 0]ﬂ/4

5
Vo
Ve

12



ESERCIZIO 3

Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni nell’intervallo [0, 7] la funzione

™

1 per()gxgz

-1 perzT <<t

f(@) = Pt
1 per 5 <x < 4T

—1 per%w<$<7r

Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE
La funzione ¢ discontinua e quindi la convergenza non sara totale. Si ha ag = % fow f(x) =0 e poi, per
k>1,
9 /4 9 /2 ) 3mr/4 9 [T
ak :/ cos kxdx — — / cos kxdxr + — / cos kxdr — — / cos kxdx
T Jo T Jr/4 T Jr/2 T J3r/4
2 [sinkz /4 2 [sinkzx /2 N 2 [sinkz 3m/4 2 [sinkz]"
o k 0 T k w/4 T k w/2 n k 3r/4
A lein T i T 3T
=% sl —sin o +sin——1.
Quindi
00 1 0<z<nw/4, m/2<x<3n/4
Zi sink—ﬂ—sink—ﬂ—i—sin%—ﬂ coskr =9 -1 w/d<zx<m/2 3r/d<z<
- 1 5 1 = T x<7m/2, 37 x <
k=1 0 x=mx/4,7/2, 3r/4.
OSSERVAZIONI
1) Si ha sin SIfT“ = sin {km — kf = (=1)**1sin %r e quindi ay = & ([1+ (=1)¥*!] sin kf — sin %’r)

2) La funzione & dispari rispetto al punto 7/2, e quindi i coefficienti di indice pari devono essere tutti
nulli. Infatti, per k = 2m

2
a2m = —— {[1 + (1)) sin % - sinmﬂ} =0

Osserviamo anche che per &k = 2m + 1 dispari si ha:

a2m+1 :(2m T 1)7r — sin 5

4 . mm ™ . T
“@rr 2 (% 1 5) ()]
_ m [_1 + (—1)m/2ﬂ] per m pari
- m [1+ (‘1)(m71)/2\/§] per m dispari.

4 [23111 2m+1)mr . (2m—|—1)7r]

ESERCIZIO 4

Risolvere il seguente problema
U — dugy =0 O<z<mt>0,

u(z,0) = f(z) 0<z<m,
uz(0,t) = 0,uz(m,t) =0 t >0,

13



dove f(x) e la funzione dell’esercizio precedente.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann per ’equazione del calore in dimensione 1. La soluzione
“ = 4 km km 3k 2

u(z,t) = ; T [sin i sin o5 + sin e et cos k.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema

Uy + Uy = 18(z% +9?) 22 +1y? < 1
uw=az%y> +1 22 +y? =1

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.

SOLUZIONE
E’ un problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson nel disco unitario. In coordinate polari abbiamo:
2 2 2 2.2 202 9 1
18(z* 4+ y*) = 18r7, (%y” + 1)|p24y2—1 = cos™Osin” 0 + 1 = s gcos49
e quindi il problema diventa

Upp + 21U + 5Upp =181 0<r<1,0<6 <27
U(1,60) = § — § cos 46 0<6<2m

La soluzione va cercata nella forma U(r,0) = v1(r) + v2(r) cos46. Per v; abbiamo il problema
of + Lof =182
v1(1) = 2,01 limitata,
la. cui soluzione & v1(r) = 2r%. Per vy abbiamo il problema
vf 4+ Lo — LBy =0
v2(1) = —%, vo limitata,

1

87‘4. Quindi la soluzione del problema iniziale e:

la cui soluzione & va(r) =

U(r,0) 227“4 - ér4 cos 40 = rt 4 rt cos® fsin” 0
=z + 322y + ¢
Verifica:
ulaz 21 = [(2° +y%)? + 2%y = 1+ %%
Upg + Uyy = 1222 4 6y% + 622 4+ 12y% = 18(2” + 1?).

x2+y2:1

14



INGEGNERIA CIVILE - ANALISI MATEMATICA II
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 23-06-2017

ESERCIZIO 1
Data, nel piano, la forma differenziale

2z n 1 d oy d
w=|— r— ————=dy,
1+22+9y2 1+ 22 1+ 22+ y? 4
si discuta per quali valori di o € R essa risulta chiusa. In tal caso: 1) si stabilisca in quali regioni
del piano la forma w risulta esatta; 2) si calcoli I'integrale della forma w lungo la curva parametrica

seguente:
) x = 2cost
T y= 3sint telo,27].
SOLUZIONE
Posto
2x 1
=— +
L+a?24+y? 1422
ay
Y=——"T——
1+ 22+ y?
bisogna trovare quel valore di o € R tale che X, =Y. Risulta:
2y 4y
X = —2 — =
=2 () St
v 2x 2y
= —Q —_ =
* Y (14 22+ y2)? (1+22+y2)2’

dalle quali otteniamo che la curva e chiusa solo per « = 2. L’insieme di definizione di w ¢ l'intero
piano R?, e quindi l'insieme & semplicemente connesso, proprieta che, unita alla chiusura di w, segna
Pesattezza della stessa. Pertanto l'integrale della forma e nullo, essendo la curva « chiusa.

ESERCIZIO 2
Si consideri il dominio V = {(z,y,2) € R3 : (z — 1)? +3? < 2 < 2y + 3}. Calcolare
ﬁ-ﬁda,
+ov

con F = (x2 + e¥, —2zy + arctan z, z 4+ ysin 1:)

SOLUZIONE
Si ha div F' = 1 e quindi, posto D = {(x,y) € R? : (z —1)? + y? < 2y + 3} e usando il teorema della

divergenza
/ ﬁ-ﬁdo':///dxdydz://[2y+3—(x—1)2—y2}dxdy.
+0V \% D

Il dominio D si pud riscrivere come D = {(z,y) € R? : (z — 1)2 + (y — 1)? < 4} e quindi, usando le
coordinate polari decentrate nel punto (1, 1), si ottiene

//D[4—(96—1)2—(y—1)2]dxdy:/o%/jp@l_pz)dpde
2

472
:27r/ p(4—p2) dp = 2w [QpQ—Z]
0

=27 (8 —4) = 8.

15



ESERCIZIO 3

Sviluppare in serie di Fourier di soli seni la funzione

flz)y=< 1 per I << 3
4—%x per %nggw.

Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE

La funzione & regolare a tratti e inoltre f(0) = 0 = f(7). Quindi la serie converge totalmente. Si ha
poi:

9 [7/33 9 [3m/4 2 [T 4
b =— / 22 sin kadz + - / sin krdr + — / (4 - 37> sin kzdz
™ Jo ™ ™ w/3 i 3m/4 &

6 coskr sinkz]™® 2 coskz]®™* 8 cos kzx coskxr sinkz]|”™
=— |~ + + == +t 5|7
0

2 k k2 T kol w2 k T ko k2 37/
_ 6sin 7 k“ 8 sin 3’1”
N k:27r2 k272
Quindi
3
o per 0<z< %
[e.e]
2 km 3k
Zk{?)sm—i—élsmf] sinkx =< 1 per %<x<%7r
k=1
4—%1: per %nggﬂ
ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:
up + 2zuy —2tu= (1 —t)x € Rt >0,
u(z,0) = § 42 xz € R.
E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.
SOLUZIONE
Le curve caratteristiche si ottengono risolvendo il problema:
' =2x
x(0) = xo.
La soluzione generale & x(t) = Ce? e si trova C = x¢ e quindi:
z = @(z0,t) = ze™, zo = Y(z,t) = ze 2.

Sulle caratteristiche il problema diventa:

U' —2tU = (1 — t)xge?
U(0) = 20 +2.
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La soluzione generale si pud cercare nella forma U(t) = v(t)e!”. Si ha allora U’ = v'e’” + 2tvel” e
quindi v/ (t) = 2o(1 — )21, v(t) = 5”2—062"/”‘/2 e U(t) = Le* + Ce!”. Imponendo la condizione iniziale

. 2 . _ . .
si trova C' =2 e U(xo,t) = %Oe% + 2¢!”. Infine, sostituendo g = e~?, troviamo la soluzione:

u(x,t) = g + 2.

Verifica. Si ha u(z,0) = § 4 2 e poi

1
U + 2T Uy — oty = 4te +2:c-§ — 2t {ngQetQ} =z —tx.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:

Ut — Ugg = 0 reR,t>0
u(z,0) =sin®z x € R.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per I'equazione del calore sulla retta. Si ha:

1 [t
u(z,t) :ﬁ / e sin®(x + 25v/t)ds

5 /W =" sin(z + 2sv/1)d L[y [3(z 4 25Vt)]d

= e % sin(z + 2s §— —— e % sin[3(z s s
AT ) L SVEL
_ 3sinx oo sin3z [T

e s cos(2s5V/t)ds — e cos(6sv/t)ds

SV

—t - —
=—e 'sinz — —e€
4 4

Iz .

9% gin 3z.

Verifica:
_ . . .3
u(x,0) = —sinx — 1 sin 3z = sin” x,

4

§ 3 9 4

9
Up — Ugpy = —4e_t sinx + 16_9t sin 34 — |:—4€_t sinx + Ze_ tsin3xz| = 0.
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INGEGNERIA CIVILE - ANALISI MATEMATICA II
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 17-07-2017

ESERCIZIO 1
Calcolare il seguente integrale

// V9 — 22 — y2dady
D

con D= {(x,y) €R? : 0 <3y <a2?+y% <9}

SOLUZIONE
Il dominio D ¢ la parte superiore (cioe ottenuta per y > 0) della zona ombreggiata nella figura seguente:

Passando in coordinate polari, le equazioni che costituiscono D diventano: 0 < 3psinf < p? < 9. Da
cui: 6 € [0,7], 3sinf < p < 3.
Riscriviamo ora l'integrale passando in coordinate polari:

T 3 T

// p\/9—p2d,0d9:—1/ (9—p2)3/23. do

0 J3sin6 3 Jo 3sinf
::13/0 (9 9sin?0)** do

:9/ |cos 0] df
0

/2
18/ (1 — sin?)d(sin 6)
0

w/2

1
18 [sin@ — —sin® 9}
3 0
=12

ESERCIZIO 2
Calcolare l'integrale

/ / / (22 + y* + 22) dadydz,
1%

18



dove V & la regione al di sotto del paraboloide z = 5 — 2% — 32, all’interno del cilindro 22 + 32 =4 e
al di sopra del piano zy.

SOLUZIONE

In coordinate cilindriche la regione si esprime con le condizioni:

0<2<5-p%, 0<p<2, 0<6<2rm.

2 2 pb—p?
/// (a:2 + %+ 22) dxdydz :/ / / p (,02 + 22) dzdpdf
v o Jo Jo
2 p5—p?
:27r/ / p (p2 + 22) dzdp
o Jo

2
:27r/ [2p° + pz?] g_pQ dp
0

2
:27r/ [(5—/)2) p3—|—p(5—p2)2} dp
0
5 1 25 , 5 14]°
o2 L 2o 0 L
”{4’) AR R
—27[20 + 50 — 40]
=607

Quindi:

ESERCIZIO 3
Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni la funzione

0 0<z<m/6

-1 w/6<zx<m/4
flz)=¢ 0 7w/d<z<3n/4

1 3r/4 <z <57/6

0 bHr/6<ax<m.

Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE
La funzione ¢ discontinua e quindi la convergenza non sara totale. Si ha ag = % foﬁ f(x) =0 e poi, per
k>1,
2 /4 ) 57/6
ap =— / —cos kxdx + — / cos kxdx
w/6 3r/4
2 [ sin/m]”/4 2 |:Sinkl’:|57r/6
=— | — _|_ —
T k /6 T k 3n/4
2 | . kw . km . 3kw L Sk
=— |sin — —sin — — sin — +sin — | .
km 6 4 4 6
Quindi
-1 /6 < x < 7/4,
1 37/4 < x < 57/6,
<2 [ kr  kr  3kr  5kx m/4 <@ <5mf
ZH sm——smz—smT—i- HT coskr = ¢ —1/2 x=m/6,7/4,
k=1 1/2  x=3n/4,57/6,
L0 altrove.
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OSSERVAZIONE La funzione ¢ dispari rispetto al punto 7/2, e quindi i coefficienti di indice pari
devono essere tutti nulli. Infatti,

sin ?)]jTW = sin <k:7r - kﬁ) = (—=1)**1sin %r

4
sin —— = sin <k7r - kgr) = (—=1)*1sin /%r

e quindi

k pari

ag . . . .
T (sm %” — sin %”) k dispari.

Il
[\]
'
_|_
|
=
S
+
M
N
&,
=
‘k‘
g
|
@
B
‘E‘
g
N———
I
—N—
(an)

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

Ut — OUzy = 0 O<z<mt>0,
u(z,0) = f(z)+1 z € R,
uz(0,t) = ugy(m,t) =0 z €R,

dove f e la funzione dell’esercizio precedente.

SOLUZIONE

Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann per ’equazione del calore in dimensione 1. Osserviamo
che arp(f +1) = ar(f) + ax(1) e che ap(l) = 2,ax(1) = 0 per k > 1. Alternativamente, la serie di
Fourier di f(z)+ 1 si ottiene aggiungendo 1 a quella di f. Quindi la soluzione é:

oo
2 k k 3k 5k
u(z,t) =1+ kz_: T [Sin % — sin % — sin Tﬂ + sin Tﬂ e~ cos kx.

ESERCIZIO 5
Dopo aver calcolato e disegnato le caratteristiche, risolvere il seguente problema:

ur —duu, =0 x€R;t >0,
u(z,0) = g(z) z€eR,

dove

() = —4x x>0
I = 3z z<o0.

E’ richiesta la verifica.
SOLUZIONE
Caratteristiche: x = xg + 20x¢t per xg > 0, x = 2o + 15x¢t per zg < 0. Soluzione in forma implicita:

—4[x + 5ut] >0
—3[x + 5ut] =<0

e quindi
-4
u(x t) — {1+2€t z >0,
’ -3
st ¢ <0
Verifica:
80x —4x —4
0 — Buu, = —5 : 0) = —4u;
per ¥ > Ut = T o002 T PT 200 1+ 20t w(@,0) .
45x —3z -3
0 -5 = -5 . 0) = —3x.
per &= we= St = G onr T 0T a0r 1o W0 =
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INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO
ANALISI MATEMATICA 11
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 22-06-2018

ESERCIZIO 1
Utilizzando le formule di Green-Gauss, calcolare

/ y2dx + 22dy
+0D

dove D ¢ il dominio delimitato dalle curve y = —z? + z e y = 0.

SOLUZIONE

/ yide + 22dy = // (22 — 2y)dxdy
+0D D
1 —x? 4z
:/ / (2z — 2y)dzdy
0 JO
! o y=—a>+x
:/ [2xy—y ]y:O dx
0

/1[(—2x3 + 222) — (z* — 223 + 2?)]dz
0

1

(2% — zt)dx

Il
o’_” N S—

ESERCIZIO 2
Calcolare

/ F . fido
+0Q
dove Q ¢ il dominio poggiato sopra il piano z = 0, interno alla superficie 2% + y?> = 4, esterno a

z=/22+1y2 ed F = (222, y2?, 2%).

SOLUZIONE
Si ha divF = 2z + 22 + y? e quindi, utilizzando il teorema della divergenza e poi le coordinate
cilindriche, si trova:

F - itdo :/// (22 + 2% + y*)dwdydz
+0Q Q
2w 2 P
= / / / (22 + p*)pdzdpdf
o Jo Jo
2 j—
= 27r/ [z2p + z,o?’]j;g dp
0
2
= 2%/ (p* +p")dp
0
104

=T

5
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ESERCIZIO 3
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni la funzione

0 per 0<z<Z

37
s ™
m—x per 7z <x<g3g,
flz) = )
s
T per 3 <z < 3T,
0 per %7r<x§7r.

Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE
La funzione ¢ discontinua e quindi la serie non converge totalmente. Si ha poi:
) /2 2m/3
b =— / (m — x) sinkxdx + — / x sin kzdx
T Jr/3 T Jr/2
2 [ coskr sinkx cos k::v} /2 N 2 { coskxr  sin kx] 2m/3
p— xr — — T J— —X —
T k k2 k a3 T k k2 /2
4 cos km cos 2k n 2 . k e 2km 9 km
=— — = — — |sin — + ¢in —— — 2sin —
3k 3 3 k2 3 3 2
Quindi
00 3 per T =%, %ﬂ,
Z bpsinkx =
k=1 f(z) per ze€[0,n],z+#%, 2.

™

OSSERVAZIONE. La funzione & pari rispetto al punto 5 e quindi i coefficienti di indice pari devono
essere uguali a zero. In effetti, utilizzando le identita

km 2k km ( k‘ﬂ')
COS — — COS —— =C0S — — COS | T — —

k k
— cos X _ (—1)* cos il
3 3
0 per k pari
2 cos %’r per k dispari,
e .
. kT . 2km km ) kr 0 per k pari
Sin— +sin—— =sin— +sin ({7 — — | =
2sin - per k dispari
si trova che
0 per k pari
b =

2 cos %’r + # [sin %’r - (—1)(’“_1)/2} per k dispari.

ESERCIZIO 4
Dopo aver determinato la soluzione stazionaria, risolvere il seguente problema

Ut — Uz = 2COS T O<z<mt>0,
u(x,0) = f(z)+cosz 0<z<m,
u(0,t) = L,u(m,t)=—-1 t>0,
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dove f(z) ¢ la funzione dell’esercizio precedente. Calcolare anche la velocita di convergenza alla
soluzione stazionaria.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per ’equazione del calore in dimensione 1. La soluzione
—2u! = —2cosz,

us(0) = 1, ug(m) = —1,

Ponendo v(z,t) = u(x,t) — us(z), la funzione v deve risolvere il problema:

stazionaria si trova risolvendo il problema { , la cui soluzione ¢: ug(z) = cosz.

Vg — 2V =0 O<z<mt>0,
v(z,0) = f(x) 0<z<m,
v(0,t) =v(m,t)=0 t>0,

dove f e la funzione dell’esercizio precedente. Quindi, se i coefficienti by sono come nella soluzione
dell’esercizio precedente,

[e.e]
u(z,t) = ug(x) +v(r,t) = cosx + Z bee ™2 sin k.

k=1

Ne segue che, essendo max(g ]| f(z)| = %’r ed % = %2 si ha:

] 2
lu(z,t) — us(z)| < %6_% per ogni  t > %

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema

Ugy + Uyy = 1 — 2y 22 +y? <1
uw=1 22 +y? =1

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.

SOLUZIONE

E’ un problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson nel disco unitario. In coordinate polari abbiamo:

1—2zy =1—r%sin26, Up2qyomg =1
e quindi il problema diventa

Upp + 2Ur + 5Ugp =1 —1?sin20 0<r<1,0<6 <2
U(1,0) =1 0<0< 2m.

La soluzione va cercata nella forma U(r,0) = vi(r) 4+ v2(r) sin 26. Per v; abbiamo il problema

of + Lo =1
v1(1) = 1, vy limitata,

la cui soluzione & v1(r) = 2 + 1r2. Per vy abbiamo il problema
{ vl + %Ué — %vg = —p2
v2(1) = 0, vy limitata,
la cui soluzione & va(r) = £r? — 7. Quindi la soluzione del problema iniziale é:
U(r,0) :Z + %7‘2 + %72 sin 20 — 1—127"4 sin 26
:Z + i(ac2 +y)+ éxy - é(wQ +y°)zy.
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Verifica:
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INGEGNERIA CIVILE - AMBIENTE E TERRITORIO
ANALISI MATEMATICA 11
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 18-07-2018

ESERCIZIO 1
Si consideri la forma differenziale

y?—2?+1 d 2zy J
W= "55 O — V7555 .
1+ 22 +42)2 1+az2+422 Y

1. Stabilire se w & chiusa.

2. Dire se w ¢ esatta ed in caso affermativo, determinare tutte le sue primitive (suggerimento
importante: per ottenere la primitiva si consiglia di calcolare [ Ydy).

3. Calcolare l'integrale curvilineo f7 w, dove 7 ¢ la circonferenza di centro (100,0) e raggio 200.

SOLUZIONE

La forma & chiusa:
X Y@+’ + 1) —dy(y® —2® +1) 6%y —2° — 2y
oy (22 +y2 +1)° @yt 1)

e poi
oYy —2y(z? +y* 4+ 1) +4a- 22y 6xPy —2y° — 2y
ox - (.’EQ + y2 + 1)3 - (xQ + y2 + 1)3

e quindi % = 88—3;. Inoltre & definita in tutto R?, e quindi ¢ esatta. Calcolo della primitiva:

—2xy —xd(z® + y* + 1) x
(z,y) / @2 +y2+ 12 / @+ Vo mr g1 (),

e poi imponendo %—i = X troviamo che deve essere

y2—x2—|—1

2 _ .2
y*—x 41 , _
5 +e(x) = (1+ 22+ y2)2

(1422 +9?)

e quindi ¢’ = 0 e possiamo prendere F(z,y) = ﬁyul, Per finire, essendo la forma esatta, il suo
integrale su una curva chiusa come la circonferenza nel testo vale zero.

OSSERVAZIONE. Se si usa [ Xdz per il calcolo della primitiva si trova un integrale piu difficile:
utilizzando l'integrazione per decomposizione e quella per parti abbiamo

/ v — 2241 dx_/ v+ a? 41 dx_/:r'd(l—%x?—i—y?)
(1+1’2+y2)2 (1+x2+y2)2 (1+x2+y2)2
1 T 1
/1—|—x2+y2 w+w2+y2+l /1+a?2+y2 !
+ ().

_ T
x4 y2 41

ESERCIZIO 2
Sia D la regione piana delimitata dalle curve y = 2% e y = \/z. Calcolare il volume del solido ottenuto
ruotando D attorno all’asse x.
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SOLUZIONE
Utilizzando il Teorema di Guldino, si trova:

Volume =27 / / ydxdy
D
Iave
= 27r/ / ydxdy
0 Ja3

1
77/0 [yg];/jdx

ESERCIZIO 3

Sviluppare in serie di Fourier di soli seni la funzione

Esaminare la convergenza della serie ottenuta e disegnare il grafico dell’estensione periodica corrispon-
dente.

SOLUZIONE

La funzione ¢ regolare a tratti e inoltre f(0) = 0 = f(7). Quindi la serie converge totalmente. Si ha
poi:

2 7T/6 6 2 27(/3 2 m 3
by, :/ ox sin kxdz - / sin kxdx + / (3 — ;1:> sin kxdx
™ Jo T T Jx/6 T Jor/3 Q0

_ 6 _xcosk:a: N sin k] ™/ N 2 [ coskx 2m/3 8 _Wcoskx +xcoskac _ sinkz 4
2 k k2|, T k /2 2 k k k2 on/3
12 . kn 6 . 2w
T2 ety
Quindi
%z per 0<x<g

> k 2k

Z k;;Q [2311&(;T + sin ;] sin kx = 1 per % <z< %W

k=1

3 2
3—;30 per §7T<:U§7r.

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema di Cauchy:

ur —ru =2 x €R,t >0,
u(z,0) =22 xR

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.
SOLUZIONE

Le caratteristiche si trovano risolvendo il problema

{Z0
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e quindi ¢(zg,t) = zoe !, P(x,y) = zret. Sulle caratteristiche 1’'equazione diventa:

U'=1
U(IL‘(), 0) = LL‘%
la cui soluzione & U(xg,t) = t + 3. Infine, u(x,t) = t + 222

Verifica:
u(z,0) = 2%, up — wug = (14 22%€*) — x(22e”) = 1.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Ut — Upye = 0 zeR,t>0,
u(z,0) = e**sin?x z € R.

E’ richiesta la verifica della soluzione trovata.
SOLUZIONE Si tratta di un problema di Cauchy per I'’equazione del calore sulla retta.

u(x,t) _ 1 /+00 o5 2utdsVi sin?(z + 2s5v/t)ds
V2 )

e29c+4t +o00

_ o (s—2V)? 1 — cos(2x + 4sV/1) s
VT ) 2

62x+4t 62x+4t 400

— _ —(s—2v1)? _
5 NN e cos[2(x + 4t) + 4(s — 2vt)Vt]ds

62x+4t 621+4t +o00
= — 2 8t
5 cos(2x + 8t) SN

e2354»41‘/ +oo
o/m ) o
62x+4t 6293

- — & cos(2 .
5 5 cos(2z + 8t)

e (5= 2VD)? cos[4(s — 2vt)V/t]ds

(r=s—2V1) =2 _ cos(22 + 8t) e cos(4r/t)dr

Verifica:

1 1 .
u(z,0) = —e** — 562”6 cos 2z = e* sin® x

2
e poi

Up — Ugy = [2621+4t + 4e%" sin(2z + St)]
— [2e2* T4 — 2¢°* cos(2x + 8t) + 4€” sin(2x + 4t) + 2e** cos(2z + 8¢)] = 0.
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