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B PROBLEMA.

Sia data 1’equazione:
(1) By C JI(W) : {usz + ugyu — ugu, = 0},
sul fibrato vettoriale triviale 7 : W = R* — R?, (¢, 2, y,u) — (t,2,9).

e 1) Caratterizzare geometricamente la singolarita dell’equazione () nel punto
x = 0, rispetto alla formale integrabilita e alla completa integrabilita .

e 2) Trovare eventuali soluzioni della (0) che attraversano il punto di singolarita
x = 0, e caratterizzarne la stabilita al finito.




¢ SOLUZIONI.
e 1) L’equazione (M) ammette la decomposizione riportata in (B).

(2) B =By | J By

dove ES*) = Ey(Y con Vs = 2= 1(R\ {0}) C J2(W). Y3 & un aperto di J2(W),
quindi ha la stessa dimensione di J2(W): dim Y, = dim J3(W) = 13.

La distribuzione di Cartan Eo(Y2) di Yo C JZ(W), ¢ la distribuzione di Cartan
Ex(W) di J3(W), ristretta a Ya. Eo(W) ¢ costituita da campi vettoriali ¢ del tipo
riportato in (B).

¢ =T(0t+ w0u + up Ouy + U Ouy + gy Ouy)
+X (02 + ugOu + ugptOup + Uga Oty + UgyOuy)
(3) +Y (Y + 1y Ou + Uy Ous + Uy Ouy + UyyOuy)
—I—Ztt@utt + Z“"@um + Ztyauty

25 Dty + 2V Dy + 27Oy, w0

con T,X,Y, 7zt 7ztz zt Zzv= zvv 7% . J2(W) — R, funzioni arbitrarie. Con
questa distribuzione Y5 diviene una EDP analitica formalmente integrabile e com-
pletamente integrabile di J2(W).

Poniamo X, = J2(W)\ Ya. X risulta quindi un sotto-insieme chiuso di JZ(W).
X5 identifica canonicamente una EDP analitica di J2 (W), che risulta formalmente
integrabile e completamente integrabile. Infatti, X, ¢ individuata dall’equazione
analitica x = 0, rispetto alle coordinate

L2
t, T, Y, W, Up, U, Uy, Uity Wiy, Utys Ugs, Uyy, Ugy @ J3 (W) = R

su J3(W). Inoltre X5 ha la distribuzione di Cartan Eq(X3) = Eo(W)]x,, il cui
generico campo vettoriale & riportato in (@).%

& =T(0t + u0u + upr Ouy + U Ouy + gy Ouy)
@) +Y (Y + 1y Ou + Uy s + Uy Ouy + UyyOuy)
—I—Ztt@utt + Z“@um + Ztyﬁuty
+Z7 gy + ZYYOUyy + Z7Y Ouy,,

Pertanto Xo C J3(W) & un’equazione analitica. Si pud dimostrare che X5 ¢ formal-
mente integrabile. Infatti dim X5 = 12, dim(X3)1; = dim(J(W),—o = R??) = 22,
dim(gg(Xg))+1 =10e
Quindi Papplicazione canonica mg 2 : (X2)41 — Xo ¢ suriettiva. Inoltre siccome
g2(X2) = SY(R?) e g2(X3) 11 = SI(R?), ne viene che X5 ¢ involutiva.?
Poniamo Eéo) = E5 () X3. Possiamo identificare Eéo) con la EDP (B).

o Fl=w x4+ upyu —uguy, =0

) B c 3wy { pa ST e

Unfatti ¢ risulta individuato dalla condizione ¢.z = 0, per qualunque ¢ riportato in (B). Questa
condizione ¢ soddisfatta se e solo se X = 0.
2Comunque questa proprieta puo essere verificata direttamente. Infatti, abbiamo:

[dim g2(X2)+1 = 10] = [dim g2(X2) = 6] + [dim g2(X2)®) = 3] + [dim g2(X2)?) = 1] + [dim g2(X2)®) = 0].
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L’equazione (8) identifica una sottovarieta singolare in X», quindi in J2(W). Infatti
la matrice jacobiana (9¢..F¥)(q), per q € Eéo) ¢ riportata in (B).

(6)
k (0 uw 0 uy 0 —uy —-u, 0 0 0 0 0 w
(08a-F )(q)|qu§°’_(o 10 0 0 0 0 000000)

Questa ha rango 2 se det < e

1 0 ) = —u # 0. Quindi possiamo decomporre Eéo)
nella forma (@).
(7) Eéo) — EéO)(u#O) UEéO)(UZO)'

Siccome Z = u}(R\ {0}) & un aperto di JZ(W), quindi dim Z» = 13. Ne viene
che X5(Z3) = Xa2() Z2 & una sottovarietd di Xa, di dimensione dim X5(7Z;) = 12.
Pertanto Eéo)(uio) C X32(Z3) risulta una sottovarieta analitica di dimensione 11
di J2(W). Considerando la distribuzione di Cartan Eo(E{Y“70) di E{2“7#0)
ottenuta per restrizione di quella di X5 a Eéo)(uﬂ)), si identifica Eéo)(uio) come
una EDP di J2(W). Pit precisamente Eq(ES” 7))
tipo rioprtato in (8).

€ = TI[Ot + uOu + upOuy + U Ouy + ugyOuy
-1 (MU Uy — Upg Uy — Uty Uy ) Oy ]
—|—Y(8y + Uy OU + Uy OUt + Uy Oy + Uy Oy
—L(Luguy — Tugud — uyyuy)Oug,)
Z”@u + Z 3utr Ztyauty
+ 2% 0Ugy + ZYY Ouyy.

Si puo vedere che questa equazione e formalmente integrabile e completamente
integrabile. Infatti per il primo prolungamento, riportato in (8),

(9)

¢ data da campi vettoriali del

(8)

Up T+ Ugy U — UgUy =0

z =0.

(Eéo)(u¢0))+1 C J3W): Fl' = up@ + gyt + Ugy U — Upgtly — Ugtizy = 0
FQ} Ugt T+ Up + Uggyt — Uggly = 0
Fl = @ + ugyyu — ugtiyy =0

(uz0)
Ricaviamo

[dim(Ego) (u #0))41 = 18] = [dim E'(OM“#0> 11] + [dim(g2( E(cy <“¢0>)) 1 =1,
che dimostra che la sequenza

0)(uz#0 3,2 o) (u#0
(Eé)(i))_‘_l 3 é)(#)

e esatta. Non risulta invece involutivo il simbolo di Eéo)(wéo). Infatti abbiamo:
(dim(g” (u # 0)1 =7 < [dim g”'(u # 0) = 5] + [dim(gs” (B3 7)) = 2]
+[dim(gy” (£577")) = 1] + [dim(g5” (B577)) = 0]
D’altro canto possiamo verificare che risulta suriettiva I’applicazione canonica
o) (u#0 o)(u##0
Togr24+(r—1) (B, s (B ))+(r71)-
Poiche, dopo un numero finito di prolungamenti, diciamo s, il simbolo diviene

(o) (u70)

necessariamente involutivo, ne viene che Ej risulta formalmente integrabile,
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quindi essendo analitica, anche completamente integrabile. Sia Z5 C J2(W) la
sottovarieta di J2(W) definita dalla (I0).
(10) Zs ={q e J5(W)|z(g) =0, u(q) = 0} C Xy C JH(W).

La caratterizzazione di =59 come EDP viene fatta tramite la restrizione di Cartan
di J2(W). Abbiamo quindi che la distribuzione di Cartan Ez(Z3) di 25 & generata
da campi vettoriali riportati in (IT).%

(11)

Quindi 5 C JZ(W) & una sottovarietd analitica 11-dimensionale di J3 (W), che
risulta una EDP completamente degenere di J3(W). Infatti ker((m2,0)«|g,(=.),) =
EQ(E2)q, Vq S EQ.

Inoltre B~ viene definita dalla (2

n = Z“(’?utt + Zmaum + Zty(f?uty
+Z5 Qg + Z9YOuyy + Z7Y gy

N

F' = wx 4 ugyu — ugpu, =0
(12)  EPDcE,c2W):{ Fl=z=0
FB=u=0

La struttura della sotto-varieta singolare 10-dimensionale, Eéo)(uzo), di J2(W)
risulta Eéo)(uzo) > T'xR?, dove I' = {u,u, = 0} C R?, rappresenta una sottovarieta
singolare 1-dimensionale di R? e RY contiene le coordinate

{ta Y, Ut, Utt, Ut Uty, Uy, u-’l)yv uyy}

La distribuzione di Cartan Eo(E{? =) di B i ottiene per restrizione
della Eo(Z5) su Eéo)(uzo). Quindi coincide con la stessa distribuzione di Cartan di
Z5. Riassumendo possiamo dire che l'equazione F5 ammette la decomposizione

By = Eé.) UEéo)(“?éO) UEéO)(UZO)'

La parte completamente regolare risulta la Ey = Eé'), mentre Eéo)(uio) U Eéo)(uzo)
¢ la parte singolare di F,. Di questa Eéo)(uzo)

degenere.

risulta la parte completamente

e 2) Notiamo che per ogni punto ¢ € E§°) passa una soluzione di Eé'), che

risulta pure una soluzione di F,. In particolare, per ogni punto ¢, € (Eé'))Jroo

viene identificata una soluzione analitica passante per ¢ = Moo 2(¢oo) € Ea.

L’equazione Eéo)(u;ﬁo) pur essendo analitica e completamente integrabile, non

risulta completamente regolare come sotto-equazione di E5. Infatti
dim (s o). (Ba (B3 7))y = 2,

con componenti lungo dy e du. Questo significa che soluzioni di Eéo)(uio) C J2(W)

sono varietd integrali 3-dimensionali, V, necessariamente del tipo V =2 I' x R, dove

I" € una sottovarieta integrale 1-dimensionale regolare di Eéo)(uio), (parametrizzata

da u e y), e R? & parametrizzata da t e . Quindi una possibile soluzione di s,

) (u#0)

passante per la singolarita Eéo , € una funzione u(t, z,y) = h(y).

3Applicando il campo vettoriale &, riportato in (H), all’equazione u = 0, otteniamo le condizioni
Tut + Yuy = 0 che dovendo essere verificate per ogni u¢ e uy, implicano T'=Y = 0.



Soluzioni che attraversano i punti di singolarita si possono ottenere anche con-
siderando soluzioni stazionarie, cioe contenute nella sotto-EDP w; = 0 di FEs.
Questa equazione coincide con equazione di d’Alembert (d’A), che nell’aperto
u # 0 & formalmente integrabile e completamente integrabile. Se V' C (d'A) &
una soluzione di questa equazione, localmente rappresentata da u(z,y), allora la
V =V x R ¢ una varietd 3-dimensionale integrale che rappresenta una soluzione,
u(t,x,y) = h(x,y), di E2. Se si interseca V con Eéo)(uﬂ))
0)(u#0)

, i ottiene una varieta

integrale 1-dimensionale di Ej Evidentemente V attraversa la singolarita

Eéo)(uio) C E,. Questo & una conseguenza del fatto che la distribuzione di Cartan

di Eéo)(u;éo) si rincolla con quella di Eé'). Questo significa che lim EQ(E§°)) D
Tr—r00

:E2 (Eéo)(ufo) ) .

Notiamo che per ogni g € (Eé.))+1, abbiamo lo spezzamento
B (B3") gy a0 = La D 02(E3")g
(o)

dove Lg C TqEé') ¢ il piano integrale individuato da g. Osserviamo che g2(Ey '), C
EQ(EéO)(UZO))q, or g2(E§°))q C Eg(Eéo)(u?éO))q. Quindi soluzioni singolari di Eé')
sono anche soluzioni che passano per la parte singolare di Fs.

e Studiare la stabilita di queste soluzioni al finito, significa studiare la stabilita
di una soluzione regolare, rispetto al flusso caratteristico che genera la soluzione
stessa. Il tempo finito e quello di questo flusso ! La soluziuone si dice stabile
se la deformazione generata dalle perturbazioni, lasciano la soluzione deformata
in un intorno della soluzione data. Le perturbazioni ammissibili sono soluzioni
dell’equazione linearizzata dell’equazione, intorno alla soluzione considerata. Sia
Es[s] € JD*(E[s]), questa equazione linearizzata, intorno alla soluzione s, allora s
risulta instabile se Fs[s] ammette soluzioni singolari. Infatti queste produrrebbero
pertubazioni di s, che provocherebbero deformazioni esplosive. L’esistenza di queste
soluzioni singolari & legata alla presenza di un simbolo non nullo per Fs[s]. In
particolare la linearizzazione di (I) ¢ riportata in (IC3).

(13) Ve @ + [ufovay + [Uzylov — [uylove — [uz]ory = 0.

Questa equazione ha in generale un simbolo di dimensione 5. Quindi la (@) non puo
avere soluzioni stabili al finito.



