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• PROBLEMA SU EDP DEL SECONDO ORDINE: PROBLEMI DI CAUCHY
DEGENERI E SOLUZIONI INVILUPPO.

Do envelop solutions represent ghost solutions ?

Sia data l’equazione differenziale riportata in (1)

(1) E2 ⊂ JD2(W ) : ut + uuxy − uxuy = 0

sul fibrato vettoriale triviale π : W ≡ R4 → R3, (t, x, y, u) 7→ (t, x, y).
Rispondere ai seguenti quesiti.
1) L’equazione nonlineare (1) è formalmente integrabile ? L’equazione (1) è com-
pletamente integrabile ?
2) Si può costruire una soluzione passante per un dato di Cauchy N identificato da
un disco D2 di raggio R, contenuto nel piano R2 = Wt=0,y=0 ⊂ W ?
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• SOLUZIONE.
1) L’equazione (1) si può chiamare equazione del calore di d’Alembert perchè con-
tiene la sotto-equazione uuxy − uxuy = 0, che è appunto la nota equazione di
d’Alembert. Inoltre contenendo il termine ut, permette di considerare l’equazione
(1) una variazione nonlineare dell’equazione del calore di Fourier. L’equazione (1)
è una sottovarietà analitica (algebrica) E2 ⊂ JD2(W ) e tale risulta anche il suo
primo prolungamento (E2)+1 ⊂ JD3(W ) riportato in (2).

(2) (E2)+1 ⊂ JD3(W ) :


ut + uuxy − uxuy = 0
utt + utuxy + uuxyt − uxtuy − uxuyt = 0
utx + uxuxy + uuxyx − uxxuy − uxuyx = 0
uty + uyuxy + uuxyy − uxyuy − uxuyy = 0

L’applicazione canonica π3,2 : (E2)+1 → E2 risulta suriettiva. Infatti, (dim(E2)+1 =
19) = (dimE2 = 12) + (dim(g2)+1 = 7), con g2 il simbolo di E2 e (g2)+1 il simbolo
di (E2)+1. Il simbolo g2 non risulta involutivo. Infatti abbiamo

(dim(g2)+1 = 7) < (dim g2 = 5) + (dim(g2)(1) = 2) + (dim(g2)(2) = 1) + (dim(g2)(3) = 0).

D’altro canto possiamo verificare subito che le applicazioni canoniche π2+s,2+(s−1) :
(E2)+s → (E2)+(s−1) sono fibrati affini, per s ≥ 1. Pertanto tenendo conto che
dopo un numero finito di prolungamenti, diciamo r, risulterà sicuramente (g2)+r

involutivo, possiamo concludere che l’equazione (1) è formalmente integrabile.
Poichè E2 risulta un’equazione analitica (reale) ne viene che è pure completamente
integrabile. Quindi per ogni punto q ∈ E2, passa una soluzione locale della E2.
2) Per rispondere a questa domanda si deve innanzi tutto verificare che possiamo
rappresentare D2 come una sottovarietà 2-dimensionale integrale di (E2)t=0,y=0.
Per questo sfruttando il fatto che JD2(W ) è un aperto di J2

3 (W ), possiamo in-
terpretare E2 come un’equazione per sottovarietà 3-dimensionali di W . Questo ci
permette di rappresentare D2 come una sottovarieta N di (E2)t=0,y=0, che si proi-
etta diffeomorficamente su D2 ⊂ Wt=0,y=0, tramite l’applicazione π2,0 : E2 → W .
Si tratta però di verificare che la varietà 2-dimensionale N risulta anche inte-
grale. Questo si ottiene considerando la distribuzione di Cartan, E2 ⊂ TE2, di E2,
ristretta a N . Allora se dim(E2|N ) = 2, possiamo affermare che D2 ⊂ Wt=0,y=0

identifica, anche se non-canonicamente, un dato regolare di Cauchy di E2 ⊂ J2
3 (W ).

Ora la distribuzione di Cartan di E2 è 8-dimensionale, i.e., dim(E2)q∈E2 = 8, con
vettori base {ζk(q)}1≤k≤8 riportati in (3).

(3)
ζ1(q) = ∂t+ ut∂u+ utt∂ut + utx∂ux + uty∂uy + utxy∂uxy

ζ2(q) = ∂x+ ux∂u+ utx∂ut + uxx∂ux + uxy∂uy + uxxy∂uxy

ζ3(q) = ∂y + uy∂u+ uty∂ut + uyx∂ux + uyy∂uy + uyxy∂uxy

ζ4(q) = ∂utt, ζ5(q) = ∂utx, ζ6(q) = ∂uty, ζ7(q) = ∂uxx, ζ8(q) = ∂uyy


q̄∈(E2)+1

Notiamo che i vettori base in (3) danno uno spezzamento (E2)q∈E2 = Lq̄

⊕
(g2)q∈E2 ,

con q̄ ∈ (E2)+1, tale che π3,2(q̄) = q e Lq̄ ⊂ E2)q∈E2 ⊂ TqE2 il piano-integrale
determinato dal punto q̄ ∈ (E2)+1. Si verifica subito che dim(E2|N ) = 1. Questo
permette di affermare che N è un dato di Cauchy di tipo degenere. Quindi non può
essere utilizzato per identificare soluzioni regolari (o singolari) di E2.
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•Esempio: soluzioni rigide. Per esempio noi possiamo trovare soluzioni rigide
dell’equazione (1), cioè soluzioni che non dipendono dal tempo.1 Queste soluzioni
esistono perchè l’equazione (1) è invariante per traslazioni temporali. Possiamo
allora scrivere queste soluzioni nella forma u(t, x, y) = f(x, y), dove f(x, y) è una
qualunque soluzione dell’equazione di d’Alembert uuxy − uxuy = 0. Una possibile
espressione per f(x, y) potrebbe essere f(x, y) = a(x)b(y). allora abbiamo

u(t = 0, x, y = 0) = a(x)b(0),

quindi non può soddisfare la condizione di Cauchy richiesta al punto 2). No-
tiamo comunque che se non richiediamo che il disco D2 sia necessariamente nel
piano (x, u), possiamo vedere che la soluzione triviale u(x, y) = c dell’equazione di
d’Alembert con la limitazione −R ≤ x, y ≤ R, x2 + y2 ≤ R2, identifica un disco
e quindi V ∼= D2 × R, rappresenta una soluzione regolare (rigida) del problema di
Cauchy passante per D2.
•Topologia algebrica di EDP: Soluzioni inviluppo (o soluzioni viscosità). Soluzioni
che soddisfano dati di Cauchy degeneri sono del tipo soluzioni inviluppo (anche
chiamate soluzioni viscosità). Infatti D2 ∼= N può scriversi come unione di 1-catene
integrali

N =
∪

0≤ϵ≤R

Γϵ

dove Γϵ è un cerchio di raggio ϵ, avente in ogni punto lo spazio tangente 1-dimensionale,
contenuto nella distribuzione di Cartan di E2. Ciascuno di questi cerchi identifica
varietà integrali tipo-tempo di dimensione 2, che ammettono come inviluppo una
varietà tipo-tempo 3-dimensionale V . Sono appunto queste varietà V che possono
essere chiamate soluzioni inviluppo (o viscosità) del problema di Cauchy degenere,
identificato da N . La verifica che le soluzioni inviluppo non sono soluzioni pro-
prie della (1) si può effettuare facilmente. Infatti tali soluzioni si possono scrivere
come sottovarietà 3-dimensionali V ⊂ E2, che ammettono la seguente decompo-
sizione V =

∪
0≤ϵ≤R Vϵ, dove Vϵ sono 2-catene integrali per ϵ ̸= 0, e V0 è una

1-catena integrale. Per esempio, possiamo prendere Vϵ
∼= Γϵ × R che rappresenta

la propagazione rigida del cerchio integrale Γϵ ⊂ (E2)t=0,y=0, quindi Vϵ rappre-
senta una varietà integrale 2-dimensionale. Se si considera la restrizione E2|V della
distribuzione di Cartan di E2 alla varietà 3-dimensionale V , si ottiene una dis-
tribuzione 2-dimensionale ! In altre parole la ”terza dimensione” (quella lungo ϵ) di
V non risulta integrale. Quindi la risoluzione di problemi di Cauchy completamente
degeneri, porta necessariamente a soluzioni inviluppo. Queste soluzioni potrebbero
essere considerate, per cos̀ı dire, soluzioni virtuali o meglio ghost solutions. Infatti
pur essendo rappresentate da sottovarietà di E2, aventi la giusta dimensione (in
questo caso la loro dimensione è 3), e di tipo-tempo, cioè propaganti nel tempo
una sottovarietà 2-dimensionale tipo-spazio, non soddisfano la condizione di rego-
larità. Questo è causato dal fatto che la sottovarietà 2-dimensionale tipo-spazio
risulta completamente degenere, mancando della dimensione lungo la coordinata y
! Va comunque sottolineato che queste soluzioni sono somma di 2-catene integrali
tipo-tempo Vϵ, che possono essere chiamate soluzioni di bassa-dimensione. Non
c’è dubbio che queste soluzioni di bassa dimensione non sono virtuali e quindi an-
che se il loro inviluppo V =

∪
0≤ϵ≤R Vϵ non rappresenta una vera soluzione di E2,

non rappresentando una varietà integrale 3-dimensionale di E2, hanno pur sempre

1Queste soluzioni si possono anche chiamare di stato stazionario.
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un significato geometrico preciso, quindi una interpretazione fisica precisa. Infatti,
possiamo considerare come dati di Cauchy regolari Γϵ × I, con I = [0, 1] ⊂ R,
intervallo compatto dell’asse y, quindi V̂ ≡ V × I ∼=

∪
0≤ϵ≤R Vϵ × I ≡

∪
0≤ϵ≤R V̂ϵ,

interpreta una 3-catena, somma di 3-catene, Vϵ × I, soluzioni regolari della E2.

Quindi V̂ può essere considerata come una soluzione regolare della E2. Poichè

ciascuna delle soluzioni V̂ϵ rappresenta la propagazione di un disturbo localizzato

soltanto lungo la coordinata x, ne viene che anche V̂ puo essere considerata come un
soluzione regolare, in quanto sovrapposizione di opportune soluzioni regolari. (No-
tare che questo risultato si può ottenere soltanto considerando soluzioni regolari di
E2 tramite l’interpretazione di soluzioni di E2 come p-catene integrali.)
•Notiamo pure che quanto detto per l’equazione (1) si può estendere ad analoghe
generalizzazioni dell’equazione del calore. Per esempio, se consideriamo la EDP
riportata in (4),

(4) Ẽ2 ⊂ JD2(W ) : ut + uxy − uxuy = 0

possiamo verificare che il dato di Cauchy in 2) deve essere considerato completa-
mente degenere anche per (4). Quindi anche in questo caso soluzioni che soddisfano
questo dato di Cauchy degenere, sono necessariamente soluzioni di tipo inviluppo
(o viscosità).
Notiamo che per l’equazione (4) una soluzione rigida risulta necessariamente una
soluzione del tipo u(t, x, y) = c ∈ R. Quindi se inizialmente il dato di Cauchy
è un disco contenuto nel piano u = c di Wt=0

∼= R3, la corrispondente soluzione
V risulterà regolare: V ∼= D2 × R. Ma se il dato di Cauchy è un disco nel piano
(x, u), allora questo dato di Cauchy risulta degenere ma la corrispondente soluzione
inviluppo rigida può ugualmente essere costruita considerando la decomposizione
del disco in 1-catene costituite da segmenti di lunghezza 2ϵ, 0 ≤ ϵ ≤ R, paralleli
all’asse delle x, centrati sull’asse delle u, a ±(R− ϵ).


