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Fig. 1. Disco D, ruotante, con richiamo elastico radiale in un pi-
ano verticale π, e portatore di carica elettrica baricentrale, immerso
in campo elettrico costante E ed in un campo magnetico costante
B, (B ⊥ E, B ⊥ π).

• SISTEMA MECCANICO. “The Conservation Laws Festival”
Il sistema meccanico è costituito da un disco D, omogeneo di raggio R, piano del
disco ortogonale ad una retta r, passante per il baricentro G di D. La retta r ruota
in un piano verticale, π, intorno ad un punto O ∈ π. Il baricentro G è portatore
di una carica elettrica q > 0. Inoltre lungo r è infilata una molla ideale di costante
elastica κ > 0, puntata in O ed applicata a G ∈ D. Tutto il sistema è immerso
in un campo elettrico costante E, verticale e diretto verso l’alto ed in un campo
magnetico costante B, (orizzontale, B ⊥ E, B ⊥ π). I vincoli si considerano lisci e
bilateri.
(Vedere Fig. 1.)
• QUESITI
1) Scrivere la lagrangiana del moto del sistema rispetto ad un osservatore inerziale
solidale con π, e calcolare la corrispondente equazione di Lagrange.
2) Dimostrare che esiste un sistema completo di integrali primi ed utilizzarli per
integrare l’equazione di Lagrange.
3) Dimostrare che la distanza del baricentro G da O varia di moto periodico e
calcolarne il periodo.
4) Esiste una configurazione statica con (ρ = 0, α = 0) che risulta stabile per la ρ ?
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• SOLUZIONE
1) Assumiamo gli stessi riferimenti e coordinate lagrangiane (qk) = (ρ, α, β) della
IV Esercitazione del 12-12-2012. Quindi possiamo scrivere la velocità angolare di
D nelle forma riportata in (1).

(1) ω = α̇ ϵ2 + β̇ ϵ3 = ωk ϵk.

La Lagrangiana è riportata in (2).

(2)


L = T − f
f = fpeso + felastico + fLorentz−elettrico + fLorentz−magnetico

L = µ
2 (ρ̇

2 + ρ2α̇2) + A
2 α̇

2 + C
2 β̇

2 − (µg − q|E|)ρ cosα− κρ2

2 + q|B|
2c ρ2α̇.

La corrispondente equazione di Lagrange è riportata in (3)
(3)

(ρ-componente) µρ̈− µρα̇2 + (µg − q|E|) cosα+ κρ− q|B|
c ρα̇ = 0

(α-componente) (µρ2 +A)α̈+ 2µρα̇ρ̇+ q|B|
c ρρ̇− (µg − q|E|)ρ sinα = 0

(β-componente) Cβ̈ = 0.

2) Il sistema meccanico ammette il sistema completo di integrali primi riportati in
(4). Questi sono ottenuti dalla studio della lagrangiana (coordinata β ignorabile)
e dalla Hamiltoniana H = (∂q̇k.L)q̇

k −L (indipendente esplicitamente dal tempo).
Comunque questo sistema non è completo. D’altro canto il lavoro del moto intorno
al baricentro G è nullo: L(G) = (F ·vG+M(G) ·ω)dt = 0. Infatti, nel moto intorno
al baricentro vG = 0. Inoltre tutte le forze attive e reattive sono applicate in G,
quindi il momento risultante rispetto a G, risulta nullo: M(G) = 0. Poichè il lavoro
risulta una 1-forma esatta con potenziale T (G), cioè L(G) = dT (G), ne viene che
l’energia cinetica T (G) risulta una costante del moto.

(4)


pβ ≡ (∂β̇.L) = Cβ̇ = c1

H = µ
2 (ρ̇

2 + ρ2α̇2) + A
2 α̇

2 + C
2 β̇

2 + (µg − q|E|)ρ cosα+ κρ2

2 = c2.

T (G) = 1
2 (Aα̇

2 + Cβ̇2) = c3

Il sistema (4) è completo, sufficiente per integrare l’equazione (2). Comunque, un

ulteriore vincolo non-olonomo si ottiene dalla seconda equazione cardinale Ω̇(G) =

M(G) = 0, che implica una legge di conservazione vettoriale Ω(G) =
−−−→
const.1 Questa

legge di conservazione vettoriale introduce ulteriori vincoli su α̇ e β̇. Infatti se si
scrive esplicitamente l’equazione Ω̇(G) = 0, utilizzando l’espressione (1) per la
velocità angolare, abbiamo l’equazione (5) che dà un’ulteriore equzione vincolare
non-olonoma.

(5) α̇ β̇(C −A) = 0.

Quindi essendo C ̸= A, ne viene che deve essere almeno α̇ = 0 o β̇ = 0. La verifica
diretta può essere facilmente fatta. Infatti, dovendo essere Ω(G) = Aα̇ϵ2 +Cβ̇ϵ3 =
−−−→
const, ne viene che se α̇ = 0, allora automaticamente risulta Ω(G) =

−−−→
const, poichè

in tale caso ϵ3 rimane costante. Analogamente se β̇ = 0, ne viene anche Ω = Aα̇ϵ2 =

1Questo è essenzialmente quanto risulta dal fatto che il moto del disco D, intorno al suo
baricentro G, è un moto alla Poinsot. (V. Teorema del moto alla Poinsot in Refs. [1] in PRO-
GRAMMA.

http://www.sbai.uniroma1.it/sites/default/files/Allegati/049/1538/public/materiale/Esercitazione-MECCANICA-RAZIONALE-12-12-2012.pdf
http://www.dmmm.uniroma1.it/~agostino.prastaro/PRASTARO-Programma-Meccanica-Razionale-12-13.pdf
http://www.dmmm.uniroma1.it/~agostino.prastaro/PRASTARO-Programma-Meccanica-Razionale-12-13.pdf


3

Aα̇ e2 =
−−−→
const. Pertanto basta che una delle due α̇ o β̇ risulta nulla e che l’altra

sia costante che la condizione Ω(G) =
−−−→
const risulta soddisfatta.

Pertanto possiamo riscrivere l’equazione di Lagrange incrementandola con i vincoli
non-olonomi derivanti dalle leggi di conservazione che permettono di tenere conto
anche del Teorema di Poinsot. Cosi abbiamo il sistema differenziale sopradetermi-
nato, riportato in (6).

(6)

(A) (ρ-componente) µρ̈− µρα̇2 + (µg − q|E|) cosα+ κρ− q|B|
c ρα̇ = 0

(B) (α-componente) (µρ2 +A)α̈+ 2µρα̇ρ̇+ q|B|
c ρρ̇− (µg − q|E|)ρ sinα = 0

(C) (β-componente) Cβ̈ = 0.

(D) (pβ) (∂β̇.L) = Cβ̇ = c1
(E) (T (G)) 1

2 (Aα̇
2 + Cβ̇2) = c3

(F) (Ω̇(G) = 0) α̇ β̇(C −A) = 0.

Dalle equazioni (C), (D) e (E) ricaviamo α̇ = c4 ∈ R e β̇ = c5 ∈ R. La integrazione
di queste ci permette di scrivere le soluzioni affini per α e β, riportate in (7).

(7)

{
α(t) = α̇0 t+ α0

β(t) = β̇0 t+ β0

Inoltre dalla (F) assumendo la soluzione β̇ = 0 = β̇0, ricaviamo dalla (B) ρ̇ =
µg−q|B|

2µα̇0+
q|B|

c

sinα(t). Derivando rispetto al tempo questa funzione otteniamo anche

ρ̈ = µg−q|B|
2µα̇0+

q|B|
c

α̇0 cosα(t). Sostituendo questa espressione di ρ̈ in (A), possiamo

esplicitare la ρ in funzione di cosα(t) come riportata in (8).

(8) ρ(t) =
(q|E| − µg)(3µα̇0 +

q|B|
c )

(κ− µα̇2
0 −

q|B|
c α̇0)(2µα̇0 +

q|B|
c )

cosα(t).

Un’ulteriore condizione di consistenza si può ottenere imponendo che sia soddisfatta
la legge di conservazioneH = c2. Infatti sostituendo la soluzione (8) nell’espressione
di H, come è data in (4), si ottiene l’espressione riportata in (9).

(9) H =
µ

2
α̇2
0ρ

2
0 +

A

2
α̇2
0 +

C

2
β̇2
0 + [(µg − q|E|)ρ0 +

κ

2
ρ20] cos

2 α(t)

dove

ρ0 = ρ(α = 0) =
(q|E| − µg)(3µα̇0 +

q|B|
c )

(κ− µα̇2
0 −

q|B|
c α̇0)(2µα̇0 +

q|B|
c )

.

Quindi H risulta una costante del moto per qualunque ammissibile α(t) se e solo
se la condizione (10) è soddisfatta.

(10) [(µg − q|E|)ρ0 +
κ

2
ρ20] = 0 ⇔

 (I) ρ0 = 0
oppure
(II) [(µg − q|E|) + κ

2ρ0] = 0

Esplicitando l’espressione della ρ0, si ricava che la condizione (10)(I) è equivalente

a richiedere che sia q|E| = µg oppure α̇0 = − 1
3µ

q|B|
c . La condizione (10)(II) è
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equivalente a richiedere che α̇0 sia una radice dell’equazione algebrica del terzo
grado, riportata in (11).

(11) α̇3
0 + p α̇2

0 + q α̇0 + r = 0,


p = 3

2µ
q|B|
c

q = 1
2µ2 (

q|B|
c )2 − κ

4µ

r = − κ
4µ2

q|B|
c

 .

Chiamiamo le precedenti condizioni alternative in (11) condizioni di consistenza
conservazione Hamiltoniana. Queste sono riportate in Tab. 1.

Tab. 1. Condizioni di consistenza conservazione Hamiltoniana.

Condizioni Condizioni equivalenti alternative

(I) ρ0 = 0 (Ia) q|E| = µg

(Ib) α̇0 = − 1
3µ

q|B|
c

(II) [(µg − q|E|) + κ
2
ρ0] = 0 α̇3

0 + pα̇2
0 + qα̇0 + r = 0

Se D ≤ 0, esistono tre radici reali ξi, i = 1, 2, 3.

Se D > 0, esiste una radice reale ξ1 e due complesse coniugate ξ2,3.

D ≤ 0: ξ1 = − p
3
+ 2

√
−P cos φ

3
, ξ2,3 = − p

3
−

√
−P [cos φ

3
±

√
3 sin φ

3
],

φ = arctan
√

−P3+Q2

Q2 .

D > 0: ξ1 = − p
3
+R+ S, ξ2,3 = − p

3
− 1

2
(R+ S)± i

√
3

2
(R− S).

p = 3
2µ

q|B|
c

, q = [ 1
2µ2 (

q|B|
c

)2 − κ
4µ

], r = − κ
4µ2

q|B|
c

.

D = P 3 +Q2, P = (−p2 + 3q)/9, Q = (−2p3 + 9pq − 27r)/54.

R =
3
√

Q+
√

P 3 +Q2, S =
3
√

Q−
√

P 3 +Q2.

(D ≤ 0 implica P ≤ 0, quindi p2 ≥ 3q).

3) Dalla (8) si vede che un moto periodico della ρ si verifica con β̇ = 0 e α̇ =
c4( ̸= 0) ∈ R, che soddisfa le condizioni di consistenza conservazione Hamiltoniana
in Tab. 1. In tale caso il periodo risulta T = 2π

α̇0
. Per esempio, assumendo che

ρ(0) = ρ(α = 0) = ρ0 =
(q|E|−µg)(3µα̇0+

q|B|
c )

(κ−µα̇2
0−

q|B|
c α̇0)(2µα̇0+

q|B|
c )

> 0 e α̇0 > 0, allora la curva

disegnata dal baricentro G risulta un otto verticale con centro in O.
•A verifica, consideriamo il caso particolare (Ia), contemplato in Tab. 1, con
q|E| = µg. In tale caso l’equazione di Lagrange si riduce alla (12). Senza imporre
ulteriori condizioni, si vede che l’unica soluzione è ρ = 0, che coincide con la (8)
quando ρ0 = 0.

(12)

{
µρ̈− µρα̇2

0 + κρ− q|B|
c ρα̇0 = 0

ρρ̇(2µα̇0 +
q|B|
c ) = 0

Consideriamo ora il caso (Ib), con α̇0 = − 1
3µ

q|B|
c . Le equazioni di Lagrange si

riducono alla (13).

(13)


µρ̈+ 2

9µ (
q|B|
c )2ρ+ (µg − q|E|) cosα+ κρ = 0

ρ[ 13 ρ̇
q|B|
c )− (µg − q|E|) sinα] = 0.

Dalla seconda equazione in (13) abbiamo la soluzione ρ = 0. Questa imposta nella
prima equazione in (13), implica µg− q|E| = 0. Invece, considerando dalla seconda

equazione ρ̇ = 3(µg−q|E|)
q|B|/c sinα, che per derivazione dà ρ̈ = − 1

µ (µg − q|E|) cosα,
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(dopo aver utilizzato la condizione (Ib), cioè α̇0 = − 1
3µ

q|B|
c ), dalla prima equazione

in (13), ricaviamo ρ( 2
9µ (

q|B|
c )2 + κ) = 0. Quindi otteniamo la soluzione ρ = 0 che

coincide con la (8) quando ρ0 = 0. Infine, consideriamo la condizione (II) con (µg−
q|E|)+ κ

2ρ0 = 0, cioè con α̇0 radice reale dell’equazione algebrica del terzo grado in

Tab. 1. Ne viene che possiamo scrivere ρ0 = − 2
κ (µg−q|E|). Quindi verifichiamo che

effettivamente ρ(t) = (q|E| − µg) 2κ cosα(t) è soluzione dell’equazione di Lagrange
con α̇0 una soluzione reale non nulla dell’equazione algebrica riportata in Tab. 1.
Infatti, sostituendo nella prima equazione, otteniamo l’equazione (14).

(14) (q|E| − µg) cosα(t)[−4µ

κ
α̇2
0 −

2

κ

q|B|
c

α̇0 + 1] = 0.

Quindi considerando che α̇0 deve essere radice dell’equazione algebrica in Tab. 1,
cioè l’equazione (15),

(15) α̇3
0 + [

3

2µ

q|B|
c

]α̇2
0 + [

1

2µ2
(
q|B|
c

)2 − κ

4µ
]α̇0 + [− κ

4µ2

q|B|
c

] = 0

otteniamo che α̇0 deve essere una radice dell’equazione algebrica (16).2

(16) α̇3
0 + [

1

2µ

q|B|
c

]α̇2
0 − [

κ

4µ
]α̇0 = 0.

Infatti moltiplicando la (14) per κ
4µ2

q|B|
c , abbiamo l’equazione algebrica (17).

(17) [− 1

µ

q|B|
c

]α̇2
0 − [

1

2µ2
(
q|B|
c

)2]α̇0 + [
κ

4µ2

q|B|
c

] = 0.

Sommando la (15) con la (17) ricaviamo la (16). Questa ammette le radici reali
riportate in (18).

(18)

{
(α̇0)1 = 0

(α̇0)2,3 = [− 1
2µ

q|B|
c ±

√
( 1
2µ

q|B|
c )2 + κ

µ ]/2

Questo conferma che le condizioni di consistenza della conservazione dell’Hamiltoniana
sono in accordo con le soluzioni del tipo (8).
4) Dall’equazione di Lagrange (3) si vede che una configurazione statica con (ρ =
0, α = 0), si può verificare se e solo se q|E| = µg. Sotto questa condizione, la
linearizzazione dell’equazione di Lagrange, in questa configurazione statica, dà il
sistema (19).

2L’equazione (16) puo scriversi nella forma [α̇2
0 + 1

2µ
q|B|
c

α̇0 − κ
4µ

] α̇0 = 0. L’equazione tra

parentesi quadra si ottiene anche imponendo che ρ̇ =
µg−q|B|

2µα̇0+
q|B|

c

sinα(t), come precedentemente

ottenuta dalla (B), deve anche coincidere con la derivata della soluzione ρ(t) data in (8). Infatti,

da questa imoposizione abbiamo l’equazione α̇2
0 + 1

2µ
q|B|
c

α̇0 − κ
4µ

= 0. Notiamo anche che le

funzioni α(t) e ρ(t) non sono le coordinate polari piane (ρ, α) nel piano verticale π. Infatti queste

hanno le limitazioni (ρ ≥ 0, 0 ≤ α < 2π). Invece α(t) ≥ α0, con 0 ≤ α0 < 2π e −ρ0 ≤ ρ(t) ≤ ρ0.
Il loro significato è quello di ricoprimento, attraverso la descrizione spazio-temporale del moto nel
fibrato di configurazione π : W = R4 → R, (t, ρ, α, β) 7→ t. La proiezione del moto, come curva in
R3, (t, ρ, α), sul piano (ρ, α), è un ricoprimento della curva Γ ad otto. Questa curva in coordinate

polari piane (ρ, α), è rappresentata da due occhielli, uno superiore, nel I e II quadrante, con
limitazioni (0 ≤ ρ ≤ ρ0,−π

4
≤ α ≤ π

4
) e l’altro inferiore, nel III e IV quadrante, con limitazioni

(0 ≤ ρ ≤ ρ0,
3
4
π ≤ α ≤ 5

4
π). (V. Fig. 2 e Osservazione 0.1.)
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Fig. 2. Rappresentazione del moto periodico nel fibrato di con-
figurazione. Il moto risulta un ricoprimento della curva Γ, (curva
viola ad otto nel piano (z, x)).

(19)

 (ρ-componente) µν̈1 + κν1 = 0
(α-componente) Aν̈2 = 0
(β-componente) Cν̈3 = 0.

Quindi la ρ risulta stabile in questa configurazione statica, siccome κ
µ > 0.

Osservazione 0.1 (Relazione tra la soluzione periodica (8) e la lemniscata di
Bernoulli). Ricordiamo che la lemniscata di Bernoulli è una curva algebrica piana
del quarto ordine. In coordinate cartesiane ortogonali (x, z), del piano π, questa
curva è codificata dall’equazione (20).

(20) (z2 + x2)2 − a2(z2 − x2) = 0, (a > 0).

Passando alle coordinate polari (ρ, θ), (ρ ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π), cioè considerando
(x = ρ sin θ, z = ρ cos θ), l’equazione (20) diviene (21).

(21) ρ2(ρ2 − a2 cos 2θ) = 0, (a > 0).

Pertanto si spezza nel punto doppio O e nella curva (22).

(22) ρ2 − a2 cos 2θ = 0, (a > 0).

Quindi l’occhiello superiore ha le seguenti limitazioni: (0 ≤ ρ ≤ a,−π
4 ≤ θ ≤ π

4 ),

mentre l’occhiello inferiore ha coordinate polari: (0 ≤ ρ ≤ a, 3
4π ≤ θ ≤ 5

4π).
La relazione di questa curva piana con la proiezione sul piano π, della soluzione
periodica (8) si trova derivando rispetto a θ la ρ2, come data in (22). Otteniamo la
formula (23).

(23) ρ ρ′ = −a2 sin 2θ = 0, (a > 0)

Invece dalla (8) otteniamo la (24).

(24) ρ ρ′ = −ρ20 sinα cosα = −ρ20
2

sin 2α, (ρ0 > 0).

Confrontando (24) con (23), otteniamo le condizioni: a2 =
ρ2
0

2 e θ = α. Questo
dimostra che la proiezione del moto periodico (8) sul piano π è una lemniscata di
Bernoulli.
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