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Esercizio 1. Un campione di 10 studenti, che non contiene ripetizioni, e ottenuto da una
popolazione di quattro classi formate da 25 studenti ciascuna.

(a) Qual & la probabilita che 6 studenti del campione provengano dalla stessa classe (evento
A)?

(b) Calcolare la probabilita che almeno una delle classi non sia rappresentata nel campione
(evento B).

Soluzione.

(a) Identifichiamo le quattro classi con 1, 2, 3 e 4. Al variare di i = 1,2, 3,4, definiamo gli
eventi K; ={esattamente 6 studenti del campione provengono dalla classe i}.

Vale A = U}, K; e gli eventi K; sono a due a due disgiunti (K; N K; = () per i # j). Ciascuno
degli eventi K; ha probabilita

Ne segue che la probabilita di A ¢

P(A) =P <O Ki) = i P(K;) =4 (2651)0(0745) =~ (.0497

=1

(b) Definiamo gli eventi C; ={la classe i non & rappresentata nel campione}, per i = 1,2, 3, 4.

Vale B = U C;, ma non si tratta di eventi disgiunti. Infatti osserviamo che, al variare degli

i=1
indici tra 1 e 4, P(C;) = (Ig)/(lfoo), peri=1,...,4, mentre P(C;NC;) = (fg)/(ll%o), per i # j;

P(C;NCiNCy) = )/ (W), per i # j # k # i. Infine P(C; N Co N C3N Cy) = 0. Utilizzando

10// 10
il principio di inclusione esclusione

P(B)=P (U Ci> =Y P(C)=> D PCNC)+ Y D Y P(C;NCNCy)

(8@ (16

=~ (.188
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Esercizio 2. Si effettuano estrazioni senza reimmissione da un’urna che contiene 90 palline, 45

rosse e 45 nere. Calcolare la probabilita pi3 che la prima e la terza pallina estratta siano rosse.
Calcolare la probabilita p; che estraendo 5 palline si ottengano piu palline rosse che palline

nere.


https://www.sbai.uniroma1.it/~alessandro.ciallella/teaching.htm

Soluzione.

Definiamo gli eventi R; ={all’i-esima estrazione viene estratta una rossa} e N; ={all’i—esima
estrazione viene estratta una nera}. Calcolare py3 vuol dire calcolare P(R; N R3). Usando la
regola del prodotto e poi condizionando rispetto all’esito della seconda estrazione otteniamo

P(R, N R3) = P(R,)P(R3|R,) = P(Ry)[P(R3|Ry N Ry) P(Ry|Ry) + P(Rs|Ry N No) P(N,|Ry))]
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In alternativa si poteva piu semplicemente osservare che, non essendoci informazioni sull’esito

della seconda estrazione, vale p13 = P(R; N R3) = P(R1 N Ry) = (1/2) - (44/89) = 22/89.
L’evento A ={vengono estratte piu rosse che nere} ¢ unione disgiunta degli eventi

B; ={vengono estratte esattamente i rosse}, per i = 3,4,5. Quindi
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come si sarebbe potuto dedurre anche osservando che vista la particolare simmetria del problema

P(A) = P(A%).

p=PA)=P <U BZ-) = P(Bs) + P(By) + P(Bs) = n

Esercizio 3. Un’urna contiene 50 palline, 30 rosse e 20 blu. Si estraggono 10 palline senza
reimmissione. Calcolare la probabilita di estrarre almeno 6 palline dello stesso colore. Calcolare
la probabilita che la prima rossa venga estratta alla seconda estrazione e 1'ultima rossa venga
estratta alla decima estrazione.

Soluzione.

Definendo 'evento A ={almeno 6 palline hanno lo stesso colore}, si nota che il complementare
¢ A® ={vengono estratte 5 rosse e 5 blu}. Ne segue che

(5)(5)
(i0)

Chiamando B; e R; rispettivamente gli eventi pallina blu e pallina rossa estratta alla i—

=1 —-0.215 = 0.785.

P(A)=1-P(A%) =1-

esima estrazione, ’altro evento di cui vogliamo calcolare la probabilita puo essere scritto come
By N Ry N Ryp. Utilizzando l'osservazione che P(B; N Ry N Ryg) = P(By N Ry N R3), troviamo
203029 29

P(Bl N R2 N RlO) - P(Bl)P(R2|Bl)P(R1()|Bl N RQ) - %4_9@ - @ = 0148,

dove come detto abbiamo utilizzato che P(Ryo|B; N Ry) = P(R3|B1 N Ry) = 29/48.

Esercizio 4. Un’urna contiene 10 palline bianche e 15 nere. Si effettuano estrazioni senza
reimmissione. Determinare la probabilita di E che si estraggano 2 palline nere e 1 bianca. Ora
si estraggano 22 palline, determinare la probabilita di H che nell’'urna rimangano 2 palline nere
e 1 bianca. Commentare il risultato.



Soluzione.
H coincide con estrarre 13 nere e 9 bianche. Allora
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()

dove si € usata l'identita ") = " .
k n—=k

Esercizio 5. Una popolazione studentesca e costituita da quattro classi formate da 25 studenti

P(E) =

ciascuna. Si determina un campione (tra una estrazione e laltra vi ¢ reimmissione) fino ad

ottenere almeno uno studente per ciascuna classe. Trovare la probabilita che sia necessario

estrarre n campioni.

Soluzione.

Definiamo I'evento A, ={all’n—esima estrazione c¢’¢ ancora almeno una classe non rappresen-

tata}. Identifichiamo le classi come classe 1,2,3,4. Definendo gli eventi C; ={all’'n-esima
4

estrazione la classe i non e rappresentata}, per ¢ = 1,2,3,4, dato che A, = U C; e che gli
i=1
eventi C; non sono disgiunti, calcoliamo P(A,,) grazie al principio di inclusione esclusione. Al

variare degli indici tra 1 e 4, si trova P(C;) = (75/100)"; P(C; N C;) = (50/100)", per i # j;
P(C;NC;NCy) = (25/100)", per i # j # k # i. Infine P(Cy N Cy N C3NCy) = 0, pertanto

p(An):P<OCi> 24:13 )= D PCiNC)+Y DY P(C;NC;NCy)
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Si noti che vale l'inclusione A,, C A,_;, perché una sequenza di estrazioni che dopo n
estrazioni non ha mai pescato studenti da almeno una classe € a maggior ragione una sequenza
che nelle prime n — 1 estrazioni non ha pescato da tutte le classi. Ora, 'evento da studiare
¢ B,={I'n-esima estrazione da il primo campione con almeno uno studente per ogni classe},
che conterra invece quelle sequenze di estrazioni che all’(n — 1)—esima estrazione hanno ancora
una classe scoperta (cioe sono sequenze appartenenti ad A,_;) ma all’'n—esima coprono tutte le
classi (cio¢ sono in AY). Quindi B, = A, _; N AY. Da quanto detto segue che
An = (A1 NA)U (A, 1N AY) = A, UB,, dove A, N B, =0 e quindi

R N RO RO
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Esercizio 6. I componenti prodotti da una certa azienda possono presentare due difetti, con
percentuale rispettivamente del 3 e del 7 per cento. I due tipi di difetti si possono produrre
in momenti diversi della produzione, e pertanto possiamo assumere che le presenze dell’'uno o
dell’altro siano tra loro indipendenti.

a) Quale ¢ la probabilita che un componente presenti entrambi i difetti?

b) Quale & la probabilita che presenti il difetto 1, sapendo che ¢ difettoso?

c¢) Quale ¢ la probabilita che presenti solo uno dei due difetti, sapendo che ¢ difettoso?
Soluzione.

Siano A e B rispettivamente gli eventi “e presente il difetto 17 ed “e presente il difetto 2”.

a) Data l'indipendenza P(AN B) = P(A)P(B) = 131 = 1005

b) Osservando che 'evento “il componente ¢ difettoso” coincide con A U B, si calcola

3 7 2
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) = 755+ 755~ To000"

La probabilita che sia presente il difetto 1 per un componente difettoso ¢

P(AN(AUB)) P(A) o= 300
P(AJAUB) = - = = T >~(.3064.
WAVB) = =50B) ~ Plaun) ~ 2= ~gp - 00

¢) L’evento cercato & [((ANBY)U(AYNB))|AUB] e gli eventi nella unione ((ANB®)U(A°NB))
sono disgiunti. Utilizzando I'indipendenza

_P((AnBY)n(AUB)) P(AnBY P(A)P(B°) 3-93
P((ANBY)|(AUB)) = P(AUB) ~ P(AuB)  P(AUB) 979 0-285

In maniera simile si trova

C C
P((A° N B)|(AUB)) = 1;(& Uﬂg) _ Pjﬁf‘ A{f’g) - 7 T - 0 o

Sommando si trova la probabilita cercata P[(ABY U A°B)|AU B] = 323 22 0.9786 .

Esercizio 7. Due lotti hanno la stessa composizione, 5 pezzi difettosi e 2 pezzi buoni. Dal
primo lotto si effettuano estrazioni senza reimmissione, calcolare la probabilita pesz che il secondo
e terzo pezzo estratto siano difettosi. 1 pezzi buoni estratti in 3 estrazioni senza reimmissione
dal primo lotto vengono inseriti nel secondo lotto mentre i pezzi difettosi vengono scartati, si
effettua un’estrazione in blocco di 4 pezzi dal secondo lotto. Si calcoli la probabilita p che
escano almeno 3 pezzi buoni. Supposto che siano estratti 3 pezzi buoni dal secondo lotto qual
e la probabilita « che alla prima estrazione siano stati estratti 2 pezzi buoni?

Soluzione.

Detti B; e D; gli eventi “estratto pezzo buono all’i—esima estrazione dal primo lotto” e “estratto
difettoso all’i—esima dal primo lotto” la probabilita pas corrisponde a P(DyN D3), si puo trovare
semplicemente osservando che P(DyN Ds) = P(Dy N Dy) = (5/7)(4/6) = 10/21. In alternativa
condizionando all’esito della prima estrazione:

433 p42 10

P(D D) = P(D Ds|D)P(D P(D D:|B)P(B{) = ===+ ——— = — =2 0.4762
(D2 N Ds) (D2 N D3| Dy)P(Dy) + P(Dy N D3| By)P(By) 657+657 1 0.476
4



La probabilita p si puo calcolare condizionando all’esito delle estrazioni dal primo lotto. Definia-
mo A;={esattamente 7 pezzi buoni estratti dal secondo lotto}, i = 0, 1, 2, 3,4; B;={esattamente
j pezzi buoni estratti dal primo lotto}, j =0, 1,2
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P(A4B;)P(B;) =0+ 0+ —
-y D0 =
Ne segue che p = P(Ag) + P(A4) = 19/294 = 0.0646
Dalla formula di Bayes
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Esercizio 8. In un sacchetto ci sono due monete, di cui una ¢ regolare e l'altra ¢ truccata,

perché presenta testa da entrambi i lati. Viene estratta una moneta a caso e se ne guarda una

sola faccia: ¢ testa. Quale e la probabilita che si tratti della moneta regolare?

Soluzione.

Detto T D’evento che la faccia visibile ¢ testa, E I'evento che la moneta sia quella equa e E¢

che sia quella truccata. La probabilita cercata ¢ data dalla formula di Bayes
P(ENT) P(T|E)P(E) i

P(EIT) = P(E) ~ P(TIE)P(E)+ P(T|EC)P(EC) ~ 11411~
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W —

N |—=

Esercizio 9. Una fabbrica produce circuiti stampati di cui il 6% ha un difetto di tipo A ed
il 4% ha un difetto di tipo B. I due difetti possono essere presenti contemporaneamente in
uno stesso circuito in modo indipendente I'uno dall’altro. Prima di mettere in vendita i circuiti
prodotti viene fatta un’ispezione elettronica, che individua correttamente come difettosi il 95%
dei circuiti con il difetto A ed il 75% dei circuiti con il difetto B, ma individua incorrettamente
come difettosi il 10% dei circuiti che non lo sono. Tutti i circuiti identificati come difettosi
vengono eliminati, e gli altri vengono messi in vendita. Con quale probabilita p; un circuito
con difetto di tipo A viene messo in vendita? E py uno con difetto di tipo B? Con che
probabilita ps un circuito scelto a caso viene messo in vendita?

Supposto che un circuito e stato messo in vendita, qual e la probabilita che sia difettoso p?
Soluzione.

Definiamo gli eventi A ={& presente il difetto A}, B ={& presente il difetto B}, V' ={il circuito
viene messo in vendita}, allora p; = P(V|A), po» = P(V|B)

= P(V|A) = P(V|(AN BY)P(BC|A) + P(V|(AN B))P(B|A)

5 96 5 25 4 97
S o R = 0.04
100100 " 100700100 ~ 2000 _ 047
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p2 = P(V|B) = P(V|(A° N B))P(A°|B) + P(V|(AN B))P(A|B)
25 94 5 25 6 943
= 100100 + 100100100 — 2000 — 0.23575,
dove si e usata l'indipendenza di A e B.

Per calcolare p3 = P(V') utilizziamo la legge delle probabilita totali, partizionando lo spazio
campionario negli eventi ANBY, AN B, AN B, (AU B)¢. Utilizzando I'indipendenza si trova
P(ANBY) =6-96x 1074, P(A°NB)=4-94x 107 P(ANDB) =6-4 x 10~%. Dalle leggi di
De Morgan P((AU B)Y) = P(A° N BY) = P(A)P(B%) = (94 - 96) x 10~*. Allora

ps = P(V)=P(VIANB)P(AN B + P(V|A N B)P(A° N B) + P(V|AN B)P(AN B)
+ P(V|(AUB))P((AU B)%)
56-96 254-94 1256-4 90 9024 82447
= == ke = —0.8244
100 10* T700 10r Tor10f Taoo 1or  aos O

Infine, p = P((AU B)|V), osservando che AU B = (AN BY) U (A° N B) U (AN B), dove gli
eventi a secondo membro sono disgiunti, e poi applicando la formula di Bayes

p=P(ANBYYU(A°NB)U(ANB)|V) = P(AN B V) +P(A° N B|V) +P(AN B|V)

P(AN BY) P(A° N B) P(AN B)
= PVIANBY) ————~ + P(V|A° N B)————2 + P(VIANB)———
(VIAN BO)=prm— + PIVIAT N By =5 + PVIAN B =5 0
10° : 25 4-94 1256-4
0 5 6-96 54-9 56 ~ 0.01493

= %2447 |100 10° 100 10° T 10° 10%

Esercizio 10. Per valutare la resistenza dei propri pneumatici la casa di produzione Frid-
gestone effettua dei test drive lungo delle strade di montagna. I tecnici suppongono che la
probabilita di slittare sia pari a 2 - 1072 se non c’¢ ghiaccio, ad 8 - 1072 se c¢’¢ ghiaccio. Due
curve su tre presentano ghiaccio e ad ogni curva si puo slittare in maniera indipendente. Cal-
colare la probabilita p di slittare ad una curva. Si effettua un test drive su un tracciato con
10 curve. Calcolare la probabilita py che il veicolo non slitti ad alcuna curva durante il test.
Soluzione.
Detto S T'evento “il veicolo slitta ad una curva”, G l'evento “e presente il ghiaccio ad una
curva”, si trova

c o 8 2 21 3
po € invece la probabilita che in tutte e dieci le curve indipendentemente non accada di slittare.
La probabilita py si puo allora esprimere come py = (1 — p)'°® = 0.5386



