Compito A

Soluzione della prova scritta di ANALISI MATEMATICA di GENNAIO

1. Trovare l'integrale generale di

"

Yy 4y =sinz.

Soluzione: Risolviamo prima l'omogenea associata, cioe:
y"'+y=0
Per far cio, scriviamo e risolviamo ’equazione caratteristica:
NM+l=0<= A+1)N\=A1+1)=0,

le cui soluzioni sono \; = —1, Ay = %3 e A3 = %
La soluzione dell’omogenea associata sara dunque:

3 3
yo(flf) = 018_9C —+ Cze%f Sin(\/T_x) +Cg€%x CoS (%x) ‘

Sappiamo che l'integrale generale sara

dove la particolare la cerchiamo nella forma
yp(z) = Asinz + Bcosx.

Per fare in modo che sia soluzione, calcoliamone le derivate e imponiamo che soddisfino
I’equazione di partenza
y,(r) = Acosz — Bsinx

y,(x) = —Asinz — Bcosx

y, (x) = —Acosx + Bsinx



da cui, sostituendo nell’equazione di partenza, ricaviamo:
—Acosx + Bsinx + Asinx + Bcosx = sin x,
cioe
(—A+ B)cosx + (A+ B)sinz = sinz,

dunque, dovra essere:

—-A+B=0 PN B=A —
A+B=1 A+A=1
Di conseguenza, l'integrale generale ¢:

V3 1

—x ie Ly \/g 1.
y(x) = cre” " + cpe2”sin 79& +c3e2” cos 71: +—sinx + = cosx

=
I
N = N [—=

2 2

2. Trovare le radici complesse di

2+ 2z =0.

Soluzione: Consideriamo il numero complesso z = pe?. Per essere soluzione della nostra
equazione, sostituito in essa, deve verificare 'uguaglianza; quindi, otteniamo

363Z0 — 0

p —pple?

che, ricordandoci l'identita —1 = '™, possiamo scrivere:

36319 _ 7419627r.

p pe

In particolare:

- se p = 0, allora si ottiene z = 0;

- se p # 0, allora si ha p2e(™=70) =1,

Da qui ricaviamo che p =1 e m — 70 = 2km e quindi 70 = 7 + 2km = 0 = T + 2’“7”, con
k=0,..,6.

Dunque, la soluzione che otteniamo in tal caso ¢

_ Z+2k_7r _|_" E_’_%_?T k=0 6
2L = COS - - 181N - - ,con k =0,...,0.

2



3. Determinare al variare dei parametri a e 3 il carattere della serie
1
en? —
S(E
i\l —cosy
Soluzione: Il termine generale della serie
]
en? —
_ B _—
p=|——F —a|n’ =
" (1 — Cos % )

che, sviluppando in serie di Taylor, si puo scrivere

1 1 1
_ ( p—f—W—FO(F))_a)nﬁ:

1 T T
ez — et 0051

da cui, semplificando

(2—1—#—1—0(#) )B
= 1 iy )=
1_W+O(E)
e prendendo o = 2, si ottiene:
<2+#+o(#)—2+6#) 5
= T T n”.

Questa serie si comporta quindi come

1
>

n>1

che ¢ la serie armonica generalizzata, che converge se e solo se 2 — 5 > 1 e cioe se e solo
se B < 1.

4. Calcolare I'area della regione piana contenuta nella curva
(1'2 + y2)3 — 36$2y2

e nel primo quadrante.

Soluzione: Passando alla coordinate polari

x = pcost
y = psinf



si ha:
(p? cos? 0 + p? sin® 0)® = 36p* cos® Op? sin® 6.

Grazie alla formula fondamentale della goniometria
p® = 9p*4 cos® fsin 0
e poi dividendo per p* e applicando le formule di duplicazione, si ha:
p? =9[4 cos? Osin® 6] = 9(2sin b cos §)* = 9(sin 20)? = (3sin 20)?,

da cui
p = 3sin 26.

Poiché dobbiamo limitarci al primo quadrante, otteniamo il seguente intervallo di varia-
zione per 6:
7
0<0<—.
- T2

Dunque, usando le formule di riduzione, otteniamo che

3 [3sin20 5 p2 3sin 20
A(S) = /0 /O pdpdd = /O {ﬂ 46 =
0

calcolando l'integrale definito all’interno e applicando le formule di bisezione

™

9 0_51114«9 %_ 91
0 8

1 [2 3
25/0 [951n229]d0:%/0 (1—cos4e)d0:1 1



Compito B

Soluzioni prova scritta di ANALISI MATEMATICA di GENNAIO

1. Trovare l'integrale generale di

y" + 8y = cos z.

Soluzione: Risolviamo prima l'omogenea associata, cioe:
y"+8y=0
Per far cio, scriviamo e risolviamo ’equazione caratteristica:
N+8=0= A+2)(\* =2\ +4) =0,

le cui soluzioni sono \; = —2, Ay =1 — ivV3e 3 =1+iV3.

La soluzione dell’omogenea associata sara dunque
Yo() = 16”2 + c9e” sin(V/3x) + c5€e” cos(v3x).
Sappiamo che 'integrale generale sara
y(@) = yo(@) + yp(),
dove la particolare la cerchiamo nella forma
yp(z) = Asinz + Bcosx.

Per fare in modo che sia soluzione, calcoliamone le derivate e imponiamo che soddisfino
I’equazione di partenza
y,(r) = Acosz — Bsinx

y,(x) = —Asinz — Bcosz
y, (x) = —Acosz + Bsinx

da cui, sostituendo nell’equazione di partenza, ricaviamo:

—Acosx + Bsinx 4+ 8Asinx 4+ 8B cosx = cosx,
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cioe
(—A+8B)cosz + (84 + B)sinz = cosz,

dunque, dovra essere:

—A—i-SB’:l<:> A=8B-1 PN :%
8A+B =0 64B -8+ B =1 A= T

Quindi, l'integrale generale e:
9

7
y(z) = cre” % + cpe” sin(V/3x) + cse” cos(V3z) + 6E sinz + 6F COST

2. Trovare le radici complesse di

#4022 =0.

Soluzione: Consideriamo il numero complesso z = pe®. Per essere soluzione della nostra

equazione, sostituito in essa, deve verificare 'uguaglianza; quindi, otteniamo

pBe30 = o35t

. . . TN . _, . .
che, ricordandoci l'identita —i = e~"2, possiamo scrivere:

p3673u9 — p5€5196715 ]

In particolare:
- se p = 0, allora si ottiene z = 0;
- se p # 0, allora si ha p?e’=2180) = 1.
.. . o T o . . o o kn
Da qui ricaviamo che p =1 e —7 + 80 = 2k7 e quindi 80 = 7 + 2km = 0 = {; + T, con
k =0,...,7. Dunque, la soluzione che otteniamo in tal caso e

= Cos 7r+k7r +17 81 7T—i—km con k=0 7
2, = 16 1 7 sin 16 1) nk=0,..,7.

3. Determinare al variare dei parametri a e (3 il carattere della serie

Z(ﬂ _ a>nﬁ.

1
n>; \Cos =
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Soluzione: Il termine generale della serie

tan +
an = <—1 5 . —a)nﬁz
CoS 7= —

che, sviluppando in serie di Taylor, si puo scrivere

( 5t 3 T o(s) > 5
= 1 1 N
o T agz T O(E)

—2— 2 +0o(5
< 3n <n>_a)nﬁ:

da cui, semplificando

e prendendo o = —2, si ottiene:
:(_2 322 +0( 12)+2_6L+0<l))n5_
1— o +o()

Questa serie si comporta quindi come

1
D i

n>1

che ¢ la serie armonica generalizzata, che converge se e solo se 1 — 3 > 1 e cioe se e solo
se B < 0.

4. Calcolare I'area della regione piana contenuta nella curva
(2% +*)? = 162%y?

e nel primo quadrante.

Soluzione: Passando alla coordinate polari
x = pcost
y = psinf

(p? cos® 0 + p? sin® 0)* = 16p* cos® Op? sin® 6.

si ha:

7



Grazie alla formula fondamentale della goniometria
p® = 4p"4 cos® O sin® 0
e poi dividendo per p* e applicando le formule di duplicazione, si ha:
p® = 4[4 cos® Osin® 0] = 4(2sin 0 cos #)? = 4(sin 26)* = (2sin 20)?

da cui
p = 2sin 26.

Poiché dobbiamo limitarci al primo quadrante, otteniamo il seguente intervallo di varia-
zione per 0:
T
0<6<—.
-T2

Dunque, usando le formule di riduzione, otteniamo che

5 [2sin20 3 /02 2sin 20
A(S) = / / pdpdf = / [—} do =
0 0 0 2 0

calcolando l'integrale definito all’interno e applicando le formule di bisezione

sin 46 %_ T
2

:1/2[4sin229]d9:/2(1—cos49)d9: 6 —
2 Jo 0

0



