|IV APP LUG 2018 |

Sia R un disco circolare rigido omogeneo pesante, di centro C' massa 9 e raggio r, che presenta una cavita
circolare di raggio r/2 e tangente internamente al bordo del disco stesso. Siano A il centro della cavita e &
I'asse solidale, dato da (C,vers A?) .

Nello spazio terrestre supposto inerziale il corpo R & vincolato a muoversi su un piano verticale fisso rispetto
a terra. Sia (r,y) tale piano, con y verticale e orientato verso l'alto.

Il centro C' del disco & vincolato a scorrere lungo una guida circolare fissa nel piano (z,y), avente centro
nell’origine O del sistema di riferimento e raggio R =: §r con § > 1.

Sia @ I'anomalia che il vettore forma rispetto al versore —€, contata positivamente nel verso antiorario
rispetto a €s, sia B il punto fisso sul bordo del disco e di coordinate (relative) (r, 0, 0), e sia ¢ l'anomalia
che il vettore C'B forma rispetto al versore € contata positivamente nel verso antiorario rispetto a €s.

Tutti i vineoli sono realizzati senza attrito.

Sul sistema, oltre ai pesi e alla sollecitazione vincolare, agisce una forza elastica, di costante elastica k,
applicata al punto B e avente centro in un punto D del sistema di riferimento che scorre sull'asse y = R in
modo da essere costantemente sulla verticale per B (e cioé tale che x5 =zp).

Si assumano come coordinate lagrangiane le due anomalie # e ¢, si introduca la costante positiva p tale
che 9Mg=: pkR, esirisolvano iseguenti punti usando le costanti r, p, 5.

A
Y D

0) Dimostrare che sussistono le relazioni g =r/6, e Jgz = % mr2.
1) Esprimere le energie cinetica e potenziale del sistema e ricavarne le equazioni di Lagrange.

2) Determinare, con i particolari valori p=8 e [§ =2, le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la
stabilitd, mostrando che 'unica posizione stabile & C; = (6, =0, ¢, = 7/2).

3) Scrivere le equazioni cardinali e (facoltativo) verificare le equazioni trovate nel Punto 1).

4) Ricavare esplicitamente (in funzione delle &, r, p, §) le espressioni globali (f"’, 1\?5) della sollecitazione
vincolare con la quale la guida agisce sul disco in un istante in cui si hanno (90 =0, ¢o =m/2, éo =

\/g7R, ¢o = ,/6g/R) , e specificare il valore assunto dalla costante ¢ tale che H& =cMgreés.

5) Ancora conivalori p=8 e [ =2, scrivere le equazioni di moto linearizzate nell'intorno della posizione
C,, e l'equazione delle frequenze proprie vy, ;. Infine esprimere (formalmente) la soluzione di tali
equazioni in funzione di arbitrari dati iniziali: (90, do, 6o, é»o).

O
Risoluzione ||V APP LUG 2018
Punto 0) L'ascissa £g del baricentro e il momento d'inerzia Jg gz, del corpo R sono conseguenze delle
seguenti
r? r 2 T ,
O_pr (—§)+;m (r _T)EG' con pmw (r—T) =M
2 2 2 2 2
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13 2 1 37 39 13
Pertanto M EZ + Jgz = 3 T r? % e quindi, dato che 36 + 5 Ty T op
13 1 37 13
§a = % e Jae = o 12 (24 - 36) = Mt 12 insieme con imfé +Jge = 21 Mr? .
Punto 1) Sussistono le relazioni (nelle quali non verra scritta la terza componente dei vettori se questi sono

sul piano (z,y) )

_ sin @ - cos ¢ _ cos ¢
)e =R <—cos9> ’ <€1>e (sinqb) (C@)e =T <sin¢> ’
_ sin 6 cos ¢ _ sin 0 cos ¢
(O—é>e =R <—cos€>+£g (singb) ’ (O?)e =R (—0059>+r (sin¢) ’
., (cosf ., o [cosf . [—sing
)e = R0 (sin@) ’ (vg)e a Re(sin0>+§c¢ (cosgb) ’
0 cos® — 02 sin 6 0
)e =R (ésin9+92 c0s0> (ﬁ)e B <R+Rcos9—rsin¢) ’
. B 6 cosf — 62 sin 6 —¢ sing — 2 cos ¢
(aG)e_R (9 sin @ + 62 cos9)+§G (g.zécosqﬁ—q-b2 sing )
Di conseguenza si hanno le
V= imgyc—i—% k (R+ R cosf — r sin ¢)’
1
= 9)?9(—Rcos€+fgsin¢)+§ k <R200529+r251n2¢
(+2R2 cos — 2Rrsin ¢ — 2Rr cos 6 sin ¢) + cost.

= % kR2C0829+% kr?sin? ¢+ (Mg + kR) R cosf
+ (M g/6 —kR)r sing — kRr cosfsin ¢ + cost. ,
1 1 ) .. 1 )
T = = smp?e%i MEZ H2 + M Réq Hb sin(0 - ¢) + 5 Jaz, ¢*

2
_ Tomer i loge Bl ) sin(6 —
= ZSDTR 0 +29T('r 24(25 +69T(R7“¢051n(0 o),
e quindi
% 2 . . C
50— —k R“cosfsing — (—M g+ kR) R sin@ + kRrsin 0 sin ¢
=R (k:rsinqﬁ—chosH—i—(Smg—kR)) sin 6
= Bkr? (sing — B cosf + B(p—1)) sind
% = kr?cos¢sing + (Mg/6 — kR)r cos ¢ — kRrcosf cos ¢ (5.0.12)
=r <krsin¢chos€+(é SﬁgkR)) cos ¢
= kr? (sinqﬁ—ﬁcos@—i—ﬁ(g—l)) cos ¢
6
oT -1 o .
— MR20+ ~ M Rr b sin(6— o) O L om R ¢6 cos(d— )
00 6 00 6 (5.0.13)
oT _ Efmﬂrj)—i—lmerﬂ.sin(Q—gb) o7 _ —limRrgi.)é cos(f — ¢) -
o6 24 6 dp 6 '
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Dalle (5.0.12) e (5.0.13) seguono le equazioni di Lagrange:

.1 . 1 .
IMR%60 + 5 M Rr ¢ sin(6 — ¢) — 5 M Rr ¢* cos(0 — ¢) =
L
0 "R (krsin¢—chos€+(fmg—kR)) sin 6
1 . 13 L. 1 . (5.0.14)
+6 M Rr 0 sin(0 — ¢) + 1 Mre ¢+ 8 M Rr 07 cos(0 — ¢) =
Ly
-7 (krsinqS —k Rcosf + (é Mg — kR)) cos ¢
Punto 2) Dalle (5.0.12) si ricavano le condizioni di equilibrio:
R (krsingzﬁ —kRcosf+ (Mg — kR)) sinf = 0
1
r (krsin¢— k Rcosf + (6 Mg — kR)) cosp = 0
ovvero, essendo kR = kB r, le
(singb — Beosb+ B(p— 1)) sinf = 0,
(5.0.15)

(sin¢—ﬁcos€+6(g - 1)) cos¢p = 0.

Pertanto, conidati p=8 e [ =2 esse diventano:

<sinq’>—2(:os€+14) sin 6 0,

2
(sin¢—20089+3> cos ¢ 0,

e forniscono sinf = 0 come condizione necessaria; a questa si aggiunge cos ¢ (sin¢ +2 (:Fl + %)) il cui
coefficiente &€ comunque diverso da zero. Rimangono quindi solo le seguenti quattro posizioni di equilibrio

9120 92:0 93:’/T 94:’/T
Cl = ) CQ = ) C3 = ) C4 = .
(m - w/2> (@ - —w/?) <¢s - w/2> (m - —w/2>

D’altra parte, dalle (5.0.12) e (5.0.13) si ricavano anche le

0%V . 2 2
207 = R (krsmqb —kRcosf+ (Mg — k:R)) cosf + kR sin” 6
o?v _ 1 ) 5 o
@ = —r | krsing — k Rcosf + (6 Mg—kR) | sing + kr® cos” ¢ (5.0.16)
2
8808];) = kRrsinfcos ¢
oltre che le e o2 o2
1 1
—.T = MR?, —T = —393?7"2, T = — MRr sin(d — ¢) . (5.0.17)
062 0¢? 24 000¢ 6
Ne seguono in particolare, con e con , le
a— M R? & MRr sin(d — ¢)
~\§ MRr sin(f — ¢) 3 Mr? ’
b , B (sing — Bcosf + B(p—1)) cosd + 5%sin’ 6 B sin @ cos ¢
=kr
B sin 6 cos ¢ —(singzﬁ—ﬁcos@—i—ﬁ(%—l)) sin ¢ + cos? ¢
(5.0.18)

pagina 8



o anche
—4 cos 20 + 2sin ¢ cos O + 28 cos 0 2 sinf cos ¢
b = k2
2 sin 6 cos ¢ —cosQG—!—QcosGsin(b—% sin ¢
Queste si specializzano nelle
_ 2 (BA+B(p—2) 0 _ 2 (—B(L+pB) 0
b= (MR ) b= (0 L)

e (B-1+8(0-2) 0 e G
b, =t ("7 cag-m) O (P L)

e cioe nelle

26 0 22 0 -34 0 —30 0
blzkr2(01), b2=k7"2( 7>7 b3:k7“2(0 11)7 b4:k7“2(0 5)’
3

3 3 3

che permettono di concludere che la C; = (0,7/2) ¢ 'unica posizione di equilibrio stabile.
Punto 3) Le equazioni cardinali sono invece

Mag = Mg— kDB + F

~GB x kDB + GC x I + M,
dalle quali ricavare, siccome i vincoli sono tutti senza attrito, che F? = 0 e che quindi J\Zg 1 €3 enulla. Poi,

dovendo essere B
P x 00 = (zma’c—zmgmﬁ)xo? — 0

-, (5.0.19)
KG

. (5.0.20)
F'xCC = I?G+C@xkﬁ
dalle stesse (5.0.19) si deducono le condizioni
(imcfe Mg+ kzﬁ) yo = (smac Mg kD_é) zo
r y
(de—m§+kﬁ) (v —yc) — (93?50—93?£7+kﬁ) (rg —xc) (5.0.21)
© y

. 5
= Jged— 6 r€1 X k(R4 R cosf — r sin¢) €3 - €3

OVVEro:
—IM Rig cosh = (Emgjg+9’ﬁg—k(R+Rcos€—rsinqb)) R sinf
93?%9'&@ sing — (img'jg—l—fmg—k(R—i—RcosG—rsinqb)) % cos ¢
= % Mg — % kr (R+ R cosf —r sing) cos¢
o anche

MR (Zg cosl + §jg sinh) = (—img +k(R+ Rcos —r Sinq’))) R sind
93?% (=Z¢ sing + Jg cosd) + (img —k(R+ R cosf —r singb)) % cos¢ ,
37 PR
= 0 Mrio + 5 kr (R+ R cos@ —r sing) cos¢ ,
equazioni, queste, che coincidono (provare per credere) con le (5.0.14). D’altra parte, proiettando la prima
equazione cardinale lungo la tangente alla guida: (f) e = (ZIOI? z> si ha:
MBr 6 cos?6 — MBr 62 sinf cos — M % ¢ sin ¢ cosf — M % (/52 cos ¢ cos O+
M Br 6 sin® 0 + M Br 6%sinfcosd + M g & cos ¢sinf — M % $*sin ¢ sin 0
= krsinf (Bcosf —sing+ ) — M g sinb .
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cos¢p sing 0
che ¢ la prima Lagrange. A sua volta, e usando la matrice di trasformazione P = | —sin¢ cos¢ 0|, per
0 0 1
ottenere le &€ -componenti dei vettori:

Br 6 cos(d — p) — fro?sin(d — ¢) — L ¢?
57”éSin(9*¢)+ﬁr0'zcos(0—¢)+g¢}2 , @:_5@’

~—~
I
Q
~—
™
I

0
—r/6 0 0 0
(@)= 9 ) (@) =00 )

I'equazione:

. . . (7 sing (B cosf —sing + j3)
Kg = GC x (Wac—fmg—% Eﬁ)v con (Eﬁ)g - <r cos ¢ (3 cos@—sin(b—f—ﬂ))7

proiettata lungo €3 fornisce la seconda equazione di Lagrange.

Punto 4) Dalle (5.0.19) si ricava allora Fv = Mag — Mg+ kﬁ con la quale & possibile calcolare la
M@zﬁé—i—@XF’”:F”xC@.Maper 6o=0 e ¢o=m/2 sihanno

. i o
(mac), = m () +mee (7).
A 0 _ 0
(793?9)6 o (ng>’ (kﬁ)e =k <—2R+r) ’
e quindi se ne conclude che per tali valori si ha
=\ [(9MRE —MEq b 0 0
(F )e - <st9'2) i (—mggg52 Tlomg) T\ 2kr k)

D’altra parte, i valori delle by e g.iig si possono ricavare a partire dalle equazioni di Lagrange: (5.0.14). Infatti,
per 8o =0 e ¢o = m/2 quelle diventano:

.1 . 1 . 13 .
25— _ _ - -~ 2 —
M R0 6931R1"¢ 0, 6931R1"9+249ﬁr¢ 0,
e dunque necessariamente éo = 950 = 0. Tramite queste si ricava la
@) _ MROI —Még b
e Dﬁg(l—%)—i-fmg—%R—i-kr

(g p-oinrr) =™ (-2 45 )
- \Mg@-%)-2%R+kr) T~ TIN@-H -2 +4 )¢

e questa fornisce Z\Zg = Fv x C@ = cMgres con c=0 dato il parallelismo fra i due vettori.

Punto 5) Le linearizzate delle (5.0.14) nella posizione (f; =0, ¢1 = 7/2) (ancoracon =2 e p=238)

. Mm R? L9 Rr sin(6 — ¢)
= = _r = 6
sono @17 + blr 0 per r: (9, 10) 2) econ @ <(15 M R sin(0 — ) % N 2 che
2 1 2 26 kr?2 0
diviene @, = ( 419);); 9 18 SmTQ)7 e con b1 = Dunque esse sono:
—5 Mt gy Mr 0 L
.1 .
4m9—§sm¢ = —26k 46
(5.0.22)
1 .13 - 1 T
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Per trovare i corrispondenti modi normali occorre poi risolvere ’equazione

26k —4X0  Lam
_ = 3 =
Det (by—x @) = Det < Dy 101 Ai)ﬁ) 0,

che diviene

13 1 5 s 4 1313 2%
o) MmN -k (= A+ k2 =0
(6 9) <3+ 12 ) 3 ’

o anche 74 9222 A2 — 5559% A+312 = 0, dacuile vi2=1+/Ai2.

Autovettori sono allora le soluzioni delle

1
(26]€—4)\1 Dﬁ) Oz1—|-§ Alm 61 = 07
1
(26k — 422 M) azt 2 M B =0,
da cui segue la corrispondente matrice di trasformazione . Con questa, e con le vy o = \/E , si

calcolano le

() B cosvit 0 _ 0 l,% sinvyt 0 1 (6
<¢“"(t) —7r/2> =P ( 0 1 cosugt) p (¢)0 —O7r/2> +Pp < 0 712 sinu2t> p (qﬁ(()))
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