Sia R un disco circolare rigido omogeneo pesante, di centro C' massa M e raggio r, che presenta una cavita circolare
di raggio r/2 e tangente internamente al bordo del disco stesso. Siano A il centro della cavita e £ I'asse solidale, dato da
(C,vers AC ).

Nello spazio terrestre supposto inerziale il corpo R € vincolato a muoversi su un piano verticale fisso rispetto a terra.
Sia (x,y) tale piano, con y verticale e orientato verso l'alto.

Il centro C del disco ¢ vincolato a scorrere lungo una guida circolare fissa nel piano (z,y), avente centro nell’origine O
del sistema di riferimento e raggio R =: #r con [ > 1.

Sia 0 anomalia che il vettore OC forma, rispetto al versore —€s contata positivamente nel verso antiorario rispetto a
€3, sia B il punto fisso sul bordo del disco e di coordinate (relative) (r, 0, 0), e sia ¢ 'anomalia che il vettore CB forma
rispetto al versore €1 contata positivamente nel verso antiorario rispetto a €3.

Tutti i vincoli sono realizzati senza attrito.

Sul sistema, oltre ai pesi e alla sollecitazione vincolare, agisce una forza elastica, di costante elastica k, applicata al
punto B e avente centro nel punto D del sistema di riferimento che ha coordinate (0, R, 0).

Si assumano come coordinate lagrangiane le due anomalie 8 e ¢, si introduca la costante positiva p tale che

Mg =: pk R, e sirisolvano i seguenti punti usando le costanti r, p, 3.
A

Y
D

0) (Facoltativo) Dimostrare che sussistono le relazioni

€ =1/6, e Jgz = % Mr2.

1) Esprimere le energie cinetica e potenziale del O
sistema e ricavarne le equazioni di Lagrange.

2) Determinare le condizioni di equilibrio;in particolare, G
studiare lastabilita degli equilibri che sono presenti
quando Mg = k R. Mostrare poi che se Mg > kR, ‘ L
quelle gia trovate risultano le uniche posizioni di equilibrio. ¥

3) Scrivere le equazioni cardinali e (facoltativo)
verificare le equazioni trovate nel Punto 1).

4) Ancora per Mg = k R, ricavare esplicitamente le espressioni globali (F' v, _'(";) della sollecitazione vincolare con la
quale la guida agisce sul disco in un istante in cui si hanno (00 =0, ¢g =0, Oy = V9/R, do = /6 g/R), e

—_
(L —

specificare il valore assunto, in tale istante, dalla costante ¢ tale che Mg =cMgres.

5) Imponendo 'ulteriore vincolo 6 = 6* € (—m, 7| discutere qualitativamente il moto al variare del parametro
0 := Ma/kR. Sisuggerisce di affrontare tale studio introducendo la variabile & + o con a un’opportuna costante.



Risoluzione

Punto 0 L’ascissa &g del baricentro e il momento d’inerzia Jg gz, del corpo R sono conseguenze delle
»E€3
seguenti
2 2 2
0 = ,Lm% (—g) + pm (7’2—%) & con pum (7'2—%) = M
r? r2 (r?/4 2 r? r
#Wrzg—lmz ( 5 +Z> = M+ Jag, mﬁG:l“TZ§-
13 2 2 1
Pertanto imgé +Jge = 3 wr r? % e quindi, dato che pmw TZ = 3 I, seguono &g = %

13 1 37 13
& = Mr? (— - —) = M 72 insieme con MES + Jaz = 24 Mmr?

Punto 1) Sussistono le relazioni (nelle quali non verra scritta la terza componente dei vettori se questi sono

sul piano (z,y) )
omr () @ (@) @), (5
(@), = (Cala) +ee (08) - (@), == (20) 4 (302)
) = mo(sm) (), = (D) vl (U)
)

_ R (0 cos @ — 62 sin0) (ﬁ) _ ( —R sin@ — r cos ¢ )
e b

0 sin 6 + 62 cos @ R+ Rcosf —r sing

(_,) _R 6 cosf — 62 sin 6 n: —q}gsinqﬁ—qSQcosqS
“le 0 sinf + 62 cosd ¢ ¢ cosp— P2 sing )



omm(Cal) - @.-(@0) @), - (@)
(09), = (“atg) vee (3me) - (@F), = (Cudy) 4 (0)

)

)

B - (cosf . B cos sin ¢
e Ro(sinO) ’ (’Uc)e B R9<Sln9) §6¢ (cosd)) '
(&.C . _ R <écose—é2 sin9> (—,;B) _ ( —R sin0—rco§¢ ) |

6 sin 0 + 6% cos6 R+ Rcos@ —r sing

(_. ) _n 6 cos — 62 sin6 n: ¢bln¢ ¢2 cos ¢
“)e 6 sin @ + 62 cos 6 ¢ b cos ¢ — ¢ sin ¢
Di conseguenza si hanno le
1
YV = Mygya + 3 k ((R sinf +r cos¢)2+(R+R0050—rsin¢)2)

1
= Mg(—Rcosl +Egsing) + = k (2R(R cosh — r sin¢) + 2Rr sin(f — ¢)) + cost.

2
= (=M gR + kR?) cosO + (M géq — kRr) sin ¢ + kRr sin(6 — ¢) + cost. ,
1 o1 : . 1 :
T = MR*6 + meg ¢2+9T(R€G 00 sin(0 — 6) + 5 Jaz ¢
— % M R2 6% + % Dﬁrz 13 qb + QﬁRr ¢0 sin(6 — ¢) ,
e quindi
oT _

% = —(—MgR + kR?) sin@ + kRr cos(d — ¢) 0 = MR*0 ts Lo Rr ¢ sin(6 — ¢)
o oT 13 (5.0.23)
% = +(Mgéc — kRr) cos  — kRr cos(f — ¢) % = 51 Mr ¢+ M Rr 0 sin(6 — ¢)



( 0°T

— = MR?
062
( 0%V 2 , T 13 __ .,
507 = —(—MgR + kR*) cosO — kRr sin(0 — ¢) Tq}z— ﬁﬂﬁr
0%V . : 2
$ 962 = —(Mgéc — kRr) sinp — kRr sin(0 — ¢) { 8_ T — 1 M Rr sin(6 — ¢) (5.0.24)
52 000y 6
1% . ..
| 9694 = +kRr sin(0 — ¢) %—IZ = % M Rr ¢p6 cos(0 — )
oT 1 »
. %% 6 M Rr ¢6 cos(0 — ¢) .
Dalle (5.0.23) seguono anche le equazioni di Lagrange:
Co ( 931R2é+ésnRr&Bsin(o—qs)—%mtRm&? cos(6 — ¢)
) 1 " N " - 1(—9)1 gR + kR?) sin@ — kRr cos(0 — o) (5.0.25)
— MRr O sin(0 — ¢) + — Mr? ¢+ = M Rr 6% cos(0 — ¢)
c, 6 24 6
\ = —(Mygéc — kRr) cosp + kRr cos(6 — ¢)

e (qualora fossero richieste) le loro linearizzate nella posizione (6., ¢.):

4

M R%6 + % M Rr sin(f, — ¢e) ¢ = (—(—E)ﬁgR + kR?) cos 6, — kRr sin(f, — ¢e)) 6—86,)
+ kRr Sin(ee - ¢e) (¢ - Cbe)
13

1 .. .
5 MAr sin(fe — ) 0+ o Mr? ¢ = kRrsin(0, — d.) (0 —6.)

\ — ((MgéG — kRr) sing. +kRr sin(6. — 9.)) (6~ oc)

(5.0.26)
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Punto 2) Dalle (5.0.25) si ricavano le condizioni di equilibrio:

(=M gR + kR?) sin — kRr cos(6 — ¢) = 0,
(5.0.27)
—(M géc — kRr) cos¢ + kRr cos(f —¢p) = 0,
asinf = cos(0 — o) ,
che, con Mg =: pkR ed R =3 r, forniscono le da cui
bcos¢p = —cos(f— o),
kR?>—-MgR
asinf) = —bcoso a: = = B(1-p)
kRr
. o con (5.0.28)
asinf = cosfcos ¢+ sinfsin g , ERr —Mgéca
b:= = (1 - p/6) )
kRr
ovvero,se a#0 e b#0,
a . . CL2 . 92 .
~3 cos @ sin 6 + sin 6 l—b—2 sin“f = a siné ; (5.0.29)
ne segue che oe sinff =0 oppure
+ Vb2 —a? + a2 cos20 = ab+a cosf che dd  2a®b cos® = —(a*b® +a? —b?).

Pertanto, dato che ¢ &g <r < R, dalle (5.0.27) e (5.0.28) si hanno i seguenti casi:

1) Mg = kR che implica a=0 e b#0 con cos(d —¢) =0 equindi cos¢p =0 e sinf =0 ;



2) Mgéa = kR? e a#0, b=0, che implica di nuovo  cos(f — ¢) =0 e quindi cos¢ =0 e
sinff =0 ;

3) a#0 e b#0, ele (5.0.28) e (5.0.29)implicano:

o che sinf) = 0 e dunque anche cos¢ =0, oppure che
b?(a® —1 2 b 1 1
cosf, = — (a 2a22—|—a = =3 (1—a—2+b—2> = Y, purché sia X € [—1,+1].

E facile concludere che se p— oo allora a - —0c0 e b— —o0, equindi y — x4+ = +o00.

In definitiva, se Mg = kR, (ecioe p=1), dalle (5.0.28) segue (come si ¢ detto) cos(@ —¢) =0 e
quindi cos ¢ = 0. Pertanto sinfsinm = 0 da cui sinf = 0, (e viceversa). Ne seguono quattro posizioni di
equilibrio

9120 9220 9327'(' 94:7'('
Cl = 3 C2 = 3 C3 = ’ C4 = .
(=) (o) (=) (=)

Dalle (5.0.24) seguono poi in particolare (e ancora con M g = pkR) le

a — M R? & M Rr sin(0 — ¢)
— \ & MRr sin(d — ¢) 2 M2 ’
(5.0.30)
b - —(=9M gR + kR?) cos§ — kRr sin(0 — ¢) +kRr sin(6 — ¢)
- +kRr sin(f — ¢) —(M gée — kRr) singp — kRr sin(0 — ¢) ) ’
ovvero 8 ) 0 &) 60— )
- p—1) cosf —sin(f — ¢ sin( — ¢
b = krr ( sin(6 — ¢) (1 —p/6) sin¢ — sin(f — d))) ’

e nelle quattro posizioni dette si hanno le



e nelle quattro posizioni dette si hanno le

_ Blp—1)+1 ~1 B Blp—1)—1 +1
b, = "”’RT( - (1—p/6)+1> - b= er( " —(1—p/6)—1) ’

_ —Blp—1)—1 +1 _ —B(p—1)+1 —1
b, - ’“R”( " (1—p/6)—1) o b= ’“R’"( - —(1—p/6)+l) '

Queste, con p =1 diventano

B 1 -1 B -1 +1
by = kRr (—1 11/6) ’ b, = kEr <+1 —11/6) ’

B ~1 +1 B 1 -1
b, = kRr <+1 _1/6) : b, = kRr (_1 1/6) :
e se ne conclude che in tal caso la C; = (0, 7/2) e I'unica posizione stabile.

Punto 2) bis Nella posizione (6; =0, ¢ = 7/2) le equazioni linearizzate (5.0.26) diventano:

szQé-%str& = (MgR - kR*+kRr) 0 —kRr (¢ — 7/2)

_%Q))thé+£ Mr2¢p = —kRr 0 — (Mgr/6 — kRr — kRr) (¢ —7/2)
che per p=1 sono:
28063 T4 = 20-2(-7/2)
it T E = 205 (p-n/2)



=0, e cioe

I
o

13 1\ 9?2 13 22 4\ M 29
B ) T A2_ ZaC) Ao (24
(125 9) k2 (12+3+3) k (3+)

e gli autovettori sono allora le soluzioni delle

m 19
(2—2[3?)\1)a1+(—2+§7)\1) 51 = 0,

m 19;
(2—257)\2)a2+(—2+§7)\2)ﬂ2 = 0,

da cui segue la relativa matrice di trasformazione . Con questa P, econle vy := /A1 2, sicalcolano le
o'n(t) B cosvit 0 1 0o — sin I/1t 0 4 (6o
(¢“"(t) - 7r/2) =P ( 0  coswyt p $o — /2 +P o sinuvat p bo

Punto 3) Sussistono le equazioni cardinali:

Mag — MG— kDB + F
(5.0.31)

K¢ = —GBx kDB +GC x F' + M},
dalle quali ricavare, siccome 1 vincoli sono tutti senza attrito, che F, = 0 e che Mg ¢ nulla. Poi, dovendo

P x OC = (Dﬁa’g—i)ﬁg#klﬁ) x OC =
_‘UXC@ . I%G+C§xklﬁ

essere

(5.0.32)




dalle stesse (5.0.31) ne seguono le condizioni

( (E)J‘td‘g—i)ﬁg’+kD—B))m vo — (mta'g—mtg‘mﬁ) zo = 0

Yy

LN

(Mmac—omg+ kD_B))x (v — ve) — (Mg —m5+kFB)) (z¢ — zc) (5.0.33)

Y

. 5
= Jg&d+ 5 réyxk ((R sinf +r cos¢p) ey — (R+ R cos® — r sin¢) é’g) . €3

\

ovvero:

—(ﬂﬁfi'c—l-kR sin@ + kr cosqb) R cosf = (ﬁﬁgg+‘)ﬁg—k(R+Rc059—'rsin¢)) R sin @ |

(mi‘G_FkR sing + kr COS¢) g sin ¢ — (miiG-i-fmg—k(R-i—Rcos@—rsinqS)) % cos ¢
= % Mrip— g kr ((R sinf + r cos @) sing + (R + R cosf — r sin ¢) cos¢) :

o anche

M (Za cosf + §i sinb)

(—i)ﬁg+ k(R+ R cos@ —r sin¢)) R sin 6
— (kRsin0 + kR cos ¢)R cos @ ,

m%(—fic sin ¢ + g cos @) + (i)ﬁg — k(R + R cosf —r sin¢)) % cos ¢ — (kRsin9+chos¢)% sin ¢
= — :;—; 93?7‘2&5—1—% kr ((R+ R cos® —r sin¢) cos ¢ + (Rsinf + Rcos ¢) sin¢) ,



cioe
. r .o ‘9 . .
RO + 6 (¢ sin(@ — ¢) — ¢* cos(0 — d))) = (—E)T(g + k(R+ R cosf —r smq’))) R sin6
— (kRsin@ + kR cos ¢)R cos 6
R sin(6 — ¢) + cos? 8 cos(6 — ¢) + g é — kR (cos(9 — )+ g cos ¢)

37
72

. 5
Mriep + 5 kr (R+ R cos@ — r sin @) cos¢ + (Rsinf + Rcos ¢) sing) ,
equazioni, queste, che coincidono con le (5.0.25) (provare per credere).

Punto 4) Dalle (5.0.31) si ricava allora FY = Mag — M g+ klﬁ con la quale e possibile calcolare la
Mg, = M}} +Cﬁ x FV = Fv x CTCS D’altra parte, per p =0 e ¢o =0 si hanno

N on (0 7
(zmac)e ~ MR (9-2)+zmgc ( ; )
N [0 B 0
(—ﬂﬁg)e o (9)?_(])’ (k ﬁ)e =k (—2R> ’
e quindi se ne conclude che per tali valori si ha
=\ _ [MRé —M i @2 0 kr
(F)e B (ﬂﬁRéz)+( mead ) T \mg) T\ c2r)

A loro volta, i valori delle 6y e ¢q si possono ricavare a partire dalle equazioni di Lagrange: (5.0.25). Infatti, 6
per p =0 e ¢9 =0 quelle diventano:

. 1 . 13 -1 . 1
ﬁﬁRQO—EﬁJthqbQ = —kRr, ﬂﬂﬁr2¢+89ﬁRr92 =~ Mgr +2kRr,

edunque 6y = 0, e ¢9 = 5 13 g . Tramite queste si ricava la °



e dunque bp = 0, e ¢g = — = . Tramite queste si ricava la

(ﬁv) B MRO — M > +kr
e \MRO>+MEgod+ Mg —2kR

1 1
_ ((—E Dﬁg+5kR )’

L) +2Mg — 2kR

e questa fornisce I_('G+@><klﬁ = ]\Zé:ﬁ”x@ = cIMgres con c=—%.

Punto 5) L’imposizione dell’ulteriore vincolo # = #* assegna per la ¢ un’unica equazione, che si calcola
specificando la seconda delle (5.0.25) nella

g Mr2d = —(Mgéq — kRr) cos ¢ + kRr cos(6* — )
= (—Mgéc + kRr + kRr cos0*) cos ¢ + kRr sinf* sin ¢ .
Introducendo:

cosa: = cg/d
62 := (-Mgéc + kRr + kRrcos0*)? + (kRr sinf*)? =: ¢ +¢3, e a taleche { 2/

sina: =c¢/6

I’equazione diviene

2 4

¢ = 30 M2 sin(¢ + ) ,

m
la quale, a seconda del valore della costante p = =9 e sfruttando I'integrale primo:

kR’

&= % Mr2 2+ 6 cos(d+a)=E& ,

sl pud discutere come quella di un pendolo semplice con punto di equilibrio stabile ¢, = —a quando 6§ < 0, e
come quella di un pendolo inverso (cioé con la gravita verso 1'alto invece che verso il basso e punto di equilibrio
stabile ¢ = +a) quando & > 0; 'unico caso diverso & quello in cui § = 0, che & invece quello di una variazione
lineare della ¢ a partire dalla a.



