FISICA MATEMATICA (Ingegneria Civile)
V APPELLO (05.09.2018) A.A.2017/18

COGNOME ENOME ...... ...t N.Ro MATR. .
LUOGO E DATA DI N A S C I A e e e e

Sia R un disco circolare rigido omogeneo pesante, di centro C' massa M e raggio r, che presenta una cavita circolare
di raggio /2 e tangente internamente al bordo del disco stesso. Siano A il centro della cavita e £ asse solidale, dato da
(C,vers ﬁ)

Nello spazio terrestre supposto inerziale il corpo R & vincolato a muoversi su un piano verticale fisso rispetto a terra.
Sia (z,y) tale piano, con y verticale e orientato verso l’alto.

11 centro C' del disco ¢ vincolato a scorrere lungo una guida circolare fissa nel piano (z,y), avente centro nell’origine O
del sistema di riferimento e raggio R =: 8r con § > 1.

Sia # ’'anomalia che il vettore R’* forma rispetto al versore —e5 contata positivamente nel verso antiorario rispetto a
€3, sia B il punto fisso sul bordo del disco e di coordinate (relative) (r, 0, 0), e sia ¢ ’anomalia che il vettore CB forma
rispetto al versore €, contata positivamente nel verso antiorario rispetto a €3.

Tutti i vincoli sono realizzati senza attrito.

Sul sistema, oltre ai pesi e alla sollecitazione vincolare, agisce una forza elastica, di costante elastica k, applicata al
punto B e avente centro nel punto D del sistema di riferimento che ha coordinate (0, R, 0).

Si assumano come coordinate lagrangiane le due anomalie § e ¢, si introduca la costante positiva p tale che
Mg =:pkR, e sirisolvano i seguenti punti usando le costanti r, p, 3.

0) (Facoltativo) Dimostrare che sussistono le relazioni
5@ = 7“/6, [S] JG,§3 = % MTZ.

1) Esprimere le energie cinetica e potenziale del
sistema e ricavarne le equazioni di Lagrange.

2) Determinare le condizioni di equilibrio;in particolare,
studiare lastabilita degli equilibri che sono presenti
quando Mg = k R. Mostrare poi che se Mg > kR,
quelle gia trovate risultano le uniche posizioni di equilibrio.

3) Scrivere le equazioni cardinali e (facoltativo) ~—
verificare le equazioni trovate nel Punto 1).

4) Ancora per Mg = k R, ricavare esplicitamente le espressioni globali (ﬁ v, Z\_jg) della sollecitazione vincolare con la
quale la guida agisce sul disco in un istante in cui si hanno (90 =0, ¢o = 0, 0y = Vg/R, q'SO = \/Gg/R), e

specificare il valore assunto, in tale istante, dalla costante ¢ tale che ]\25 =cMgres.

5) Imponendo 'ulteriore vincolo § = 6* € (—m, 7| discutere qualitativamente il moto al variare del parametro
p:= Mg/kR. Sisuggerisce di affrontare tale studio introducendo la variabile ¢ + « con a un’opportuna costante.
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Risoluzione

Punto 0)

seguenti

Pertanto

L’ascissa &g del baricentro e il momento d’inerzia Jg g del corpo R sono conseguenze delle

r? r 5 T2 5 T2
0 = /MTZ (—5)4—#77 (7“ —4) &y con um (’I“ —4) =M
r? r? (%4 r? r?
W”"Q?—WTZ ( 5 +4> = M+ Jae Mée = pm— 5 -
9 13 9 r? - r2
MEG + Jges = — pmr® — e quindi, datoche pm — = - M, seguono &g = —
’ 8 4 4 3 6
13 1 37 13
e Jee, = M 72 (24 — 36) = = M r? insieme con smgé +Jge = 2 Mr? .

Punto 1)

Sussistono le relazioni (nelle quali non verra scritta la terza componente dei vettori se questi sono

sul piano (z,y) )

=R () = (20 (@), = (59).
r () v () - (0B), =r (Z0dg) +r (S8)
c=r(n) (), = ri(Sng) red (Y
—r(fese o nmty (BB), = (gl )
(dc), = 7
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Di conseguenza si hanno le

e quindi

v
=
v
5=

1
V = i)ﬁgyc;+§ k ((R sinf +r cos¢)2+(R+RCOSG—rsin¢)2>
= Mg(—Rcosl+Egsing) + % k (2R(R cosf —r sin¢g) + 2Rr sin(§ — ¢)) + cost.
= (—MgR + kR?) cosf + (M g€ — kRr) sin ¢ + kRr sin(f — @) + cost. ,
1 . 1 . .. 1 .
T = 5 MR20? + 5 MEE 6 + MREe 60 sin(0 — 6) + 5 Jaz ¢
_ lonreee s tope B, L 1 sin(6 —
= ZEIRR 0 +29ﬁr 24(,25 +6WTRT¢951H(0 o),
2\ oT 5 1 .
—(—MgR + kR?) sinf + kRr cos(6 — ¢) % MR 9+6 M Rr ¢ sin(6 — @)
o 13 - . (5.0.23)
+(M géc — kRr) cosp — kRr cos(6 — ¢) 87¢ =% Mmr? ¢+ 5 M Rr 6 sin(6 — ¢)
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0*T

— = MR?
062
0*V 9 _ *T 13 __ .,
502 = —(—=9M gR+ kR*) cos — kRr sin(0 — ¢) ?&7 ﬂfmr
0%V . . 0*T 1
907 —(M géa — kRr) sing — kRr sin(0 — ¢) = = MRr sin(d — ¢) (5.0.24)
) 000 6
0°y . 1 ..
565 = +kRr sin(6 — ¢) %71; =5 M Rr 6 cos(6 — ¢)
oT 1 .
96~ 6 M Rr ¢6 cos(f — o) .
Dalle (5.0.23) seguono anche le equazioni di Lagrange:
.1 ; 1 .
Lo SUIR29+6?I)?Rrgbsin(ﬁfgb)fgmerqﬁz cos(6 — ¢)
= (-MgR + kR?) sinh — kRr cos(f —
o LT (R st = R cs(6 =) 5025
. émthesin(e—¢)+ﬁsmr2¢+6szr92 cos(f — @)
¢
= —(Myg&e — kRr) cos¢ + kRr cos(f — ¢)
e (qualora fossero richieste) le loro linearizzate nella posizione (6., ¢e):
M R0+ % M Rr sin(0e — ¢e) ¢ = (f(fsng + kR?) cos, — kRr sin(6, — ¢8)) 0 —0.)
+ kRr Sin(ee - ¢e) (¢ - ¢e)
1 ) . 13 o ) (5.0.26)
g M Rr sin(f, — @) 0+ 54 Mr g = kRr sin(fe — ¢e) (0 — 0,)
— (M gee — kRr) sing. + bRr sin(0, — ¢c)) (6 6c)
Punto 2) Dalle (5.0.25) si ricavano le condizioni di equilibrio:
(—MgR + kR?) sinf — kRr cos(f — ¢) = 0,
(5.0.27)
— (M gée — kRr) cos¢ + kRr cos(d — ¢) = 0,
asind = cos(f — ), )
che, con Mg =: pkR ed R = p r, forniscono le da cui
bcosgp = —cos(6 — ),
kR?—MgR
asind = —bcosq¢ , T T kRr = B(1-p)
con " (5.0.28)
asinf = cosfcosp+sinfsing , kRr—Mglc
piw BT ZIEG g )
kRr
ovvero,se a#0 e b#0,
a . . a? 2 .
3 cosfsinf £sinfy/1 — 7z sin 6 = asind ; (5.0.29)
ne segue che o e sinf =0 oppure
+ Vb2 —a2+a? cos?0 = ab+a cosf che da 2a%b cosf = —(a®b? 4 a® —b?).

Pertanto, dato che ¢ & <r < R, dalle (5.0.27) e (5.0.28) si hanno i seguenti casi:

1) Mg = kR che implica a=0 e b#0 con cos(f —¢) =0

e quindi cos¢p =0 e sind =0 ;
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2) Mgéq = kER? e a#0, b=0, che implica di nuovo  cos(f —¢) =0 e quindi cos¢p =0 e
sinf =0 ;

3) a#0 e b#£0, ele (5.0.28) e (5.0.29)implicano:

o che sinf = 0 e dunque anche cos¢ =0, oppure che
b?(a? -1 2 b 1 1
cos@ezf% =3 <1a2+b2> =: X, purché sia X € [-1,+1].

E facile concludere che se p— o0 allora a - —0c0 e b— —o0, equindi x — x4 := +o00.

In definitiva, se Mg = kR, (ecioe p=1), dalle (5.0.28) segue (come si ¢ detto) cos(d —¢) =0 e
quindi cos¢ = 0. Pertanto sinfsinm = 0 da cui sinf = 0, (e viceversa). Ne seguono quattro posizioni di
equilibrio

6‘1:0 92:0 6‘3:71' 94:7T
CIZ ) C2: ) C?,: ) C4: .
<¢1+7T/2> <¢27T/2> <¢3+7T/2> <¢47T/2>

Dalle (5.0.24) seguono poi in particolare (e ancora con M g = pkR) le

a - m R? LM Rr sin(f — ¢)
& M Rr sin(0 — ¢) 3 M2 ’
(5.0.30)
b - —(—MgR + kR?) cosf — kRr sin(0 — ¢) +kRr sin(0 — ¢)
B +kRr sin(f — ¢) —(M géc — kRr) sing — kRr sin(6 — ¢) ) ’
ovvero ( ) ( ) ( )
_ B(p—1) cos@ —sin(fd — ¢ sin(0 — ¢
b = khr ( sin(f — ¢) (1—p/6) sing — sin(d — d))) ’
e nelle quattro posizioni dette si hanno le
_ Blp—1)+1 -1 _ Blp—1)—1 +1
by = kfr ( —1 (1p/6)+1> ’ b = kB ( +1 (1p/6)1) ’

B —Blp—1)—-1 +1 B —Blp—1)+1 -1
b, = k‘RT( p+1 (1—p/6)—1) , b, = er( '0_1 —(1—p/6)+1> .

Queste, con p =1 diventano

B 1 -1 B -1 +1

by = krr (—1 11/6> ’ b, = kar <+1 —11/6) ’
B ~1 41 B 1 -1

b; = kRr (+1 _1/6) : b, = kkr <_1 ) 6) :

e se ne conclude che in tal caso la C; = (0, 7/2) & I'unica posizione stabile.
Punto 2) bis  Nella posizione (§; =0, ¢ = 7/2) le equazioni linearizzate (5.0.26) diventano:
MR?6 — % MRr ¢ = (MgR—kR*+kRr) 0 —kRr (¢ —7/2)
—é M Rr 6 + g Mr?¢p = —kRr 0 — (Mgr/6 —kRr — kRr) (¢ —7/2)

che per p=1 sono:

m o . 1M -
19 .. 13 9 - 11
30t g Moy -2
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Per trovare i modi normali occorre quindi risolvere ’equazione

2-28 TN 24+ 12 )
Det( 3k =0 e cioe
1m 11 13 M ’
23 A3 T A

13 1\ 9?2 13 22 4\ M 292
=B - T N[+ a2 44
(12*8 9) k2 (12+3+3) k <3+)

e gli autovettori sono allora le soluzioni delle

Il
o

>
flrt
s
—

I
jan)}

m 1
(2-26 = M)ar+(-2+3

m 1
(Z—Zﬁ?)\g)ag—f—(—Q—f—g? /\Q)ﬁg =0,

da cui segue la relativa matrice di trasformazione P . Con questa P, econle v; 5 := /A1 2, sicalcolano le
olin(t) B cosvit 0 1 0o L sinuyt 0 1 (b
(d)””(t) —w/2) p 0 cosvat p o — /2 tp\” 0 V% sin vot p bo

Punto 3) Sussistono le equazioni cardinali:

Mag — Mg— kDB + F

~GB x kDB +GC x F* + M

(5.0.31)

j%c

dalle quali ricavare, siccome i vincoli sono tutti senza attrito, che F7 = 0 e che M¢ ¢ nulla. Poi, dovendo

essere
F'x0C = (Midg-Mg+kDE) x OC = 0 502
ﬁ”xm:ffc—i—@xklﬁ -
dalle stesse (5.0.31) ne seguono le condizioni
(Mdg - Mmg+kDB) yo - (mtﬁg—m§'+kﬁ)ymc -0
(imc‘ic —-Mg+ klﬁ)z (Yo —yo) — (imc?c —Mg+ kD_B>)y (rc —zc) (5.0.33)
= JG,ggg.Z;+g ré1xk ((R sinf 4+ r cos¢) &, — (R+ R cosf —r sinqb)e}) - €3
ovvero:
f(imfz':c+kR sinf + kr cos¢>) R cos = (DﬁyGJrimgfk(RqLRcosf)frsingb)) R sin6 |
(Sﬁjﬁg—I—kR sinf + kr cos¢) % sin ¢ — (Sﬁgjg—i-img—k‘(R—l—Rcos@—rsin¢)) % cos ¢
= % Mr2h — % kr ((R sinf + r cos¢) sing + (R+ R cosf — r sin ¢) cosqS) ,

o anche

M (&g cosl + jg sinf) = (—mg+k(R—|—Rcos€—rsin¢)) R sind
— (kRsinf + kR cos ¢)R cosf ,
im%(fig sing + jg cos¢) + (Mg — k(R+ R cosl —r sinc;S)) % cos ¢ — (kRSin9+chos¢)% sin ¢
= — % smﬁéﬂ% kr ((R+ R cosf — r sin¢) cos¢ + (Rsinf + Rcos ¢) sing) ,
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cioe
RO + % (d) sin(f — ¢) — ¢? cos(f — d))) = (meng E(R+ R cos —r singi))) R siné
— (kRsinf + kR cos ¢)R cosf
RO sin(6 — ¢) + cos> 6 cos(f — ) + % é—kR (cos(@ — @)+ % cos gb)

= — % Mr2p+ % kEr ((R+ R cosf —r sin¢) cos¢ + (Rsinf + Rcos ¢) sing) ,
equazioni, queste, che coincidono con le (5.0.25) (provare per credere).

Punto 4) Dalle (5.0.31) si ricava allora Fv = Mdg — Mg+ kﬁ con la quale & possibile calcolare la
Mg = ]\28+G x Fv = Fv x C@ D’altra parte, per 80 =0 e ¢9 =0 si hanno

N g g2
) - m(£) e (7).
2\ 0 B 0
<_mg)e a (93? g)’ (k ﬁ)e =k <—2R> ’
e quindi se ne conclude che per tali valori si ha
=\ (ORI —IM £ ¢ 0 kr
(F)e - (mtRé2>+< mead ) T \omg) T\ —2r)

A loro volta, i valori delle by e 450 si possono ricavare a partire dalle equazioni di Lagrange: (5.0.25). Infatti,
per 8 =0 e ¢o =0 quelle diventano:

.1 . 1 .1 . 1
i)ﬁRzﬂféi)ﬁquSQ = —kRr, ﬁmr2¢+6mm 0? = —5 Mgr +2kRr,
.. 10 24
edunque 6y = 0, e ¢ = 5 13 g . Tramite queste si ricava la

(ﬁv> B MRO — M +kr
e \MROZ+Mégp+Mg—2kR

—Lmg+L1 kR
= (57 g ,
(2) +2mg —2kR

e questa fornisce I?G+C§xk5§ = Mg:ﬁ”x@ = cMgreés con c=—2% .

Punto 5) L’imposizione dell’ulteriore vincolo # = 6* assegna per la ¢ un’unica equazione, che si calcola
specificando la seconda delle (5.0.25) nella

13 .
1 Mr? ¢ = —(Mgég — kRr) cos ¢ + kRr cos(6* — )
= (—=Mgée + kRr 4+ kRrcos ") cos¢ + kRr sinf*sin ¢ .
Introducendo:

cosa:=cp/o
6% := (—Mgéq + kRr + kRrcos0*)? 4+ (kRr sin0*)? =: ¢ +c2, e a taleche ) 2/
sina:=¢1/0

I'equazione diviene

72

. s
¢ = 30 M2 sin(¢ +a) ,

J , e sfruttando lintegrale primo:

la quale, a seconda del valore della costante p = TR
39 2 .2
&= 36 Mr= o+ 6 cos(p+a)=&,
gl pud discutere come quella di un pendolo semplice con punto di equilibric stabile ¢, = —a quando & < 0, &
come quella di un pendolo inverso (ciog con la gravité verso 1’alto invece che wverso il basso & punto di equilibric
stabile ¢, =+ ) quando § > 0; I'unico caso diverso & quello in cul § = 0, che & invece quello di una variazions
linears della ¢ a partire dalla «.
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