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Firma

MOTIVARE TUTTE LE RISPOSTE

E1l

Data la successione di funzioni di variabile reale, definita per z € R da

fo(z)=n""1, n>1 z€R

(cioe la successione (n®~1),>1),

(i) trovare l'insieme di convergenza puntuale A della successione e la funzione limite f(x).

(ii) dire se la successione converge uniformemente in A e, in caso contrario, trovare in A un sottoinsieme
di convergenza uniforme.

Risposta: L’insieme di convergenza puntuale e

A= (—00,1]
¢ 0 r<l1
-
1 r=1

(scrivere la funzione f,(z) come n®~1 = e(z=Dlogn),
La convergenza non puo essere uniforme in A perche la funzione limite & discontinua in A. E pero
uniforme in ogni sottoinsieme B, = (—00,a], a < 1 di A. Infatti
-1
gn =sup |fn(z) — f(2)| =supn® " =n
B., B

@

a—1

e dunque
lim g, =0

n— o0

E 2

Trovare l'insieme di definizione e I’aperto di olomorfia della funzione di variabile complessa f(z) =
(z — 1)"™ (determinazione principale della funzione potenza in campo complesso).

Date le due curve 71 (t) = z(t) + iy(t) definita per ¢ € [1,2] da
x(t) =t

y(t) = (t+2)°
e 72(t) = z(t) + ty(t) definita per ¢t € [1,2] da
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provare (senza calcolare gli integrali) che

/% (z—=1)"dz = /w (z —1)™dz.

Enunciare e dimostrare brevemente il risultato teorico che si € usato.

Risposta: si osservi che f(z) = (2 — 1)I" = ™91 Pertanto Ier = C — {1}, Ipjom = C — {2z =

x+iy:x<1,y=0}

La funzione integranda ammette primitiva nellinsieme H = C' — {z = x + iy : « < 1,y = 0} perche
tale insieme e semplicemente connesso ed essa e olomorfa in tale insieme. Pertanto l'integrale della
funzione lungo una curva contenuta in H dipende solo dagli estremi della curva. Le due curve hanno gli

stessi estremi e sono contenute nell’insieme H.

D Per ciascuna delle seguenti tre domande si indichi la (sola) risposta esatta, motivando brevemente

la risposta.

1) Definire la funzione cosz z € C' (coseno in campo complesso). Provare che la funzione f(z) = cos(2iz)

non e invertibile in C. Dire in quale di questi insiemi la sua restrizione & invertibile
a) A={z=z+iy: -7 <2 <0,y € R}
b)A={z=z+iy: z€R, — 71 <y<0}
c) A={z=uz+iy: v € R, 21 <y <A4rn}.

2)

Calcolare il seguente integrale

o o oaz
- 22 (e(z+3z) _ 1)

nei due seguenti casi:
v =1 é la curva definita da |z + 3i| = 1,

7 = 2 é la curva definita da |z + 3i| = 4.

a)

/ 1 dz =0 / ! d 2 '[1 L, ]
———dz = ———dz = 2| -+
L, 22 (e ) ) L, 22 (€G3 1) 9 " (B —1)2

1 211 1 1 1
—_——dz = — —_——dz = 27| = —
/71 FE )T 9 / A -y =2l

1 2mi 1 1 e
e dz = ——— ————————dz= 27 |\=-+ ————
/71 22 (=430 — 1) o 9’ [m 22 (e(=+30) — 1) o 7”[9 + (3 — 1)2}

3)
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Definire I’ascissa di convergenza o|[f] e la trasformata di Laplace L[f] di un segnale f(¢). Calcolare
I’ascissa di convergenza e la trasformata di Laplace della funzione

et 0<t<2rm
o |

e 2t t> 2w

6(573)27r -1 ef(s+2)27r

5—s + s+ 2

6(573)277 -1 e(s+2)27r

olfl=5 L= -5

Risposta: b), c), b).



