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1. Un cannone e capace di sparare proiettili convehacita iniziale di \\=1km/s viene usato per
innescare una valanga sulla cima di una montagjmers¢aglio € posto sulla cima ad una distanza
dal cannone che € in linea d’aria D=2.15 km, meihtdeslivello fra le quote del bersaglio in cima
ed il piano dove é collocato il cannonAl#=800m. Determinare I'angolo di alzo cui deve sparh
cannone ed il tempo di volo del proiettile, e I'algy con cui impatta sul bersaglio (calcolato
rispetto all’orizzontale)

1 soluzione. Equazioni della cinematica
Le grandezze cinematiche vengono scomposte segpinaksi X,y

x(t) =V, cosa [ y(t) =V, sina 1 - gt?/2
lungo l'asse x 1v,(t)=V,cosa , e lungo I'asse yv, (t)=V,sina - gt
a, =0 a,=-g

Equazione della traiettoria
La equazione della traiettoria y(x) si ottiene étiamndo il tempo t
dai due moti componenti x(t) ed y(t).

X
V, cosa

si determina I'equazione della traiettoria parat@lui si deve
imporre il passaggio per il punto B(ys) ottenendo

Esplicitando il tempo nella prima equazione x(t},=

—.J/p2— 2 _
Vs =tga X — + X5 essendo { X8 = VD" ~AH" =1996m
V7 cos a yg =AH =800m

L’equazione puo essere espressa in funzioneadidgpo qualche passaggio algebrico

2
OXg
2

0

g9

/7 cos a (tgza * 1)

Ys =190 [ —( Jxé (sin?a +cog a) trasformandosi iny, =tga [k, -

2 2
che da luogo ad una equazione di secondo gradoin ttg®a — %tga + (1+ %EJ =0

OXs g9 X

2 4 2
condue soluzioni possibili per I'angolo di alzo a,, =arctg Vo + \20 ] —[1+ Ny y_gJ )
’ gXB g XB g XB

a, = arctg(101.8) =89°26
' g( ) Il colpo raggiunge I'obiettivo al tempg, = Xg

rispettivament , — s
a, = arctg(0412) = 22°24 V, cosa,,

t, =

che porta aue tempi di volo possibili{t a seconda della parabola scelta.

2



Infine I'angolo di impatto sul bersagliorispetto all’orizzontale si ottiene dalla

X

)] 7] (A=l 109

ﬁ],z = arctg[ V0 005(01,2) - ﬁz = arCtg( 0389) =21°17

Si noti che nella prima traiettoria il proiettilesparato quasi in verticale e ricade dopo circa 203
sul bersaglio dall'alto con un angolo quindi negatrispetto all'orizzontale di -89°26’. Dato |l
tempo di volo estremamente elevato questo colpd solito sconsigliato, sebbene fisicamente
possibile.

1. Un calciatore si trova sulla sommita di una rocssanisferica di raggio
R=10m e calcia una palla di massa m=300g iniziatenéerma fornendo un
impulso orizzontale I. Determinare quale deve @sdevalore minimo thin

dell'impulso affinché non urti mai la roccia durarit lancio. Assumendo di
fornire Imin calcolare anche a che distanza dalla roccia la padchera suolo

1 soluzione L'impulso orizzontale produce una variazione dglliantita di moto del pallone
inizialmente fermol =Ap =mv, -0 da cui si ricava laelocita di lanciodel pallonev, =1/m

Equazioni della cinematica del pallonelLe grandezze cinematiche vengono scomposte second
gli assi x,y

x(t)=v, O y(t)= R-gt?/2
Lungo 'asse x {v,(t)=v, e lungo l'asse yv,(t) =-gt
a =0 a, =-g

Equazione della traiettoria del pallone: dalla equazione x(t) si

esplicita il tempot = — che si sostituisce nell’equazione y(t) in
Vv,

[o]

modo da determinare I'equazione della traiettoaepolica
— g |2
Yoala = R~ (Eg}(

L’equazione deprofilo semicircolare della rocciae y* +x*=R* dacui vy, =JR? - x?

e la condizione affinché il volo libero del palloaevenga senza contatto o scivolamento sulla guida
circolare é dato dalla disequaziongugycire per x>0

2
R—(inz >{R?-x?* che quadratar? +(iJ N AN
AT V2 2

[o]

2
Dopo opportune semplificazioni e dividendo p&siottiene (%} x? —(%? —1} >0
[0} VO

che e una disequazione sempre verificata (periqsalg se il termine{g—IS —1) <0

o



ossiav, >v,,. =-/gR =9.9 m/sda cui si ottien&impulso minimo |, =m/gR=2.97 kg-m

o,min

2
Punto di impatto: il tempo di volo si ottiene day(t) = R—%=O dacuit= /E
g

ed il punto di impattox(t) = v, ;;,t = /0R 2R_ 2R =141m
g

ad unadistanza dalla base della roccia\x = (\/E —1)R =414 m

2. Una guida liscia con un profilo semicircolare dggio R=10m sirova su
un carrellosoggetto ad una accelerazione uniforme di valomés lungo il
piano orizzontale. Un blocco inizialmente fermopp@ggiato sulla guida ac
una altezza R come indicato in figura nel puntoN&l sistema solidale a
carrello determinare a quale velocita giunge net@piu basso al centro dell
guida (punto B). Determinare anche durante laitésguale altezza massima
viene raggiunta nel punto Ndta bene la forza apparente compie lavoro durante
il moto)

R

2 soluzione. Calcolo della velocita nel punto B
Tale calcolo si effettua applicando il teorema twloro e della
variazione di energia cinetica tra i punti A e B sistema mobile

solidale al carrello. Il lavoro & svolto dalla farpesoP = mg e dalla

~ S : R
forza apparenté-, = -ma. Viceversa la reazione normale non comy 0 *R

mai lavoro perché ortogonale allo spostamento.

B 0
= Im@ [ds = j— mgdy = mgR il lavoro della forza pesoda AatE g
R

Fa _
L =

> >

0
—-malds = I— madx = -maR il lavoro della forza apparente R 0 X +R
-R

AK =K, -K, =%m\/§ la variazione di energia cinetica

Applicando il teorema del lavoro e della variazialeia energia cineticAK = L7, + L2
1

Emvé =mgR-maR da cui lavelocita relativa in Bvale vy =,/2R(g—a)=12.5 m/s

Calcolo della altezza y nel punto C di inversioneal moto
Analogamente il calcolo si effettua applicandoeibiema del lavoro e della variazione di energia
cinetica tra i punti A e C nel sistema mobile sal@dal carrello.

Lh. = Img [0l = j mgdy = mg(R-y) il lavoro della forza peso da A a C

A

C X
L2 = j ma.[dS = j madx = —ma(R+ x) il lavoro della forza apparente da A a C
A -R

AK =K. —-K, =0 L’energia cinetica & nulla in entrambi i puntieAC.
Quindi L%, +L%2 = 0 che semplificando per la massa porta alla eqnazg(R-y) = a(R+x)



che isolando la x diviene (g -a)R- gy = ax

Con riferimento alla figura applicando il teorema Ritagora x = \/R2 R y \/2Ry y?

cosicche la equazione precedente dipende dallarsagnita finale y:(g —a)R— gy = ay2Ry—y?
Quadrando ed ordinando si giunge ad una equazisezdndo grado:

yz(g2 + az)—ZyR[(g2 + az)— ga]R—(g -afR*=0

che ha soluziong,, = [(92 * az)_ ga]i\/:(gz * az)_ gaf + (92 + az)(g -a)’ R

g2_'_a2
) i =R
e dopo semplici passagg'&,f(g +g )+:a R con soluzioni Y2 = (gg +6;) R= 608m

(la prima soluzione va scartata perché rappresieptato di partenza A)

Ragionamento geometrico alternativo
Nel sistema mobile si avverte una accelerazioneatival

g'=+4g*+a” inclinata di un angol@ rispetto alla verticale

tale che {g 9 b.osel Quindi il punto di equilibrio nel carrello s
a=g'sind

sposta sulla semicirconferenza inclinandosi delésso angol®

rispetto alla verticale. Le oscillazioni della massn quindi g

avverranno tra il punto A ed il punto C posti sinricamente

rispetto al nuovo punto di equilibrio, con un arggdl oscillazione

massimav2-6 , cosicché I'angolo al centro del punto C diviene  -R 0 X +R

TW2-20 rispetto alla verticale. La quota y si ricavailfaente dalla

y= R{l—co:{g —29)} = R[1-sin(26)] = R(L- 2sin@cosd) = R£1—2 49 2} R(gz_ a)j =6.08 m

g-+a g +a

2. Un blocco di massa m10kg e posto su di un piano orizzontale scabro
caratterizzato da un coefficiente di attrito st@aic=0.1. Al blocco e collegato, F—>
attraverso fune e puleggia un altro blocco di mass#6kg disposto su un piano

liscio inclinato di a=30° rispetto all'orizzontale. Pertanto il sisteman é in
equilibrio. Tuttavia la presenza di una elevatazdodel vento F che agisce
orizzontalmente su entrambe le masse riesce a ferihgistema. Determinate
l'intervallo di valori della forza F affinché il siema rimanga in equilibrio.

2 soluzione. Equilibrio ottenuto con minima forza @l vento Fmin

Come indicato nel testo il sistema tenderebbewekge lungo il versante sinistro se non ci fosse |
forza del vento F agente in orizzontale su entrateb@asse, ostacolando cosi il possibile moto
(stato di quiete a=0).

Le forze vanno proiettate sugli assi normale mngénziale t, quest'ultimo scelto concordemente al
possibile moto di discesa lungo il versante siaistr



. Rn2 n
t) Psina-Fcosa-T =0 T 4 " o
massa m; _ [LLF t
n) R, =Bcosa+Fsina T ﬂ' t .
{t) T—F—ASIO Rnl *PZAS
massa m; n F
n) R.=F t> G P

sommando le equazioni lungo I'asse tangenzialéirirea la tensione T e si trova una espressione
esplicitando I'attrito statico con annessa la ssaguazione di verifica:

A =Rsina -F(1+cosa)s Ay, = (LR, = 1P,
dalla quale si esplicita il valore minimo dellafamecessaria a far rimanere il sistema in eqiglibr

Fe>fp =MSNIZTAM o155 N
1+cosa

Verifica dello stato di tensione della fune

E’ importante sottolineare che si impone sempreverdica sullo stato di tensione della fune sul
lato della massa mrcontrollando che sia sempre positivo T>0. Nel dastui cid non avvenisse la
fune perde tensione e i due corpi si muovono imdipatemente. Bisogna quindi imporre che

Imporre T>0 significaR,sinad —Fcosa >0 ossia F<F_, =mgga =33.95N

Equilibrio ottenuto con massima forza del vento hax

Nel caso di elevata forza del vento F agente inzoritale su entrambe le masse, il moto potrebbe
invece avvenire verso destra facendo risalire lasaa.

Le forze vanno proiettate sugli assi normale mngénziale t, quest’'ultimo scelto concordemente al
possibile moto di salita lungo il versante sinistra imponendo al solito lo stato di quiete con a=0
(I'attrito in questo caso cambia verso).

. R
t) —Bsina+Fcosa+T =0 4 nZF T
massa m; . t
n) R,=PRcosa+Fsing 1>
t) F-A-T=0 P
massa m; { : & ;
n  Rp;=F

sommando le equazioni lungo I'asse tangenzialéisirea la tensione T e si trova una espressione
esplicitando I'attrito statico con annessa la ssagliazione di verifica:

A =F(L+cosa)-Rsina < A, = (LR, = iP,
dalla quale si esplicita il valore minimo dellafamecessaria a far rimanere il sistema in eqiglibr

F<F = m sina + um,

o g =21 N condizione piu stringente della precedenteé8B95 N
1+cosa

Pertanto l'intervallo richiesto per farza del ventoé 105N < F < 21N



3. I motore di un autocarro eroga una potenza ctstanlL’autocarro viaggia alla velocita costante
di vi=90km/h, mentre in salita, viaggiando su un piamdimato di 10° rispetto all’'orizzontale la
sua velocita si riduce a¥60km/h. Sapendo che la massa dell'autocarro e=diMl ed ipotizzando
che le forze di attrito viscoso siano proporziorala prima potenza della velocita si calcoli la
potenza erogata dal motore

3 soluzione.La forza motrice sviluppa una potenPaF-v da cui la

forza motrice e dipende dalla velocita secondoolantila F=P/v. Ad €)
essa si oppone una forza resistdrigb-v. A regime, la velocita tende R _
ad assumere un valore costantel’accelerazione tende a zero. Y pmmmmle)  Fa
el Usaa™! ——p
I |
Nel caso del moto in piano (a) la scomposizionéedeltze é v P (b)
t) (F,-bv, =Ma=0 i F
- = = . W% b
a o dacui F, =by, R, ST _—»
n| R-Mg=0 4/
da cui moltiplicando ambo i membri per si ottiene P = bv? — oy Va

Quando invece l'auto si muove sul piano inclindtp [a scomposizione diviene

t) [F, —bv, —Mgsina =Ma=0
){ b 2=\ da cui F, =bv, + Mgsina e moltiplicando per usi ottiene

n) R,—Mgcosa =0

P =bvZ +Mgv,sina . Se il termine b viene ricavato dalla equazionepiaho b = P/}

2
si ottiene quindi P = P(V—sz +Mgv, sina da cuila potenza P = M =510 kW
A A
Vl

3. Un progettista intende fare uno studio di fatti@ibi una montagna russa in
cui la rotaia € composta da un tratto rettilinedicpim discendente che si
innesta su di un tratto circolare completo di ragge15m. Il progetto prevede \\
che il carrello abbia velocita nulla nel punto Ardassima quota, transiti alla \
massima velocita nel punto B di minima quota, ragga |'apice del tratto
circolare in C con velocita sufficiente per comatet il giro della morte
tornando infine in B. Trascurando tutti gli attrltingo il tragitto, dovendo
progettare il dislivello h fra i punti A e B, deteinare l'intervallo di valori

ammessi fornendo le quote minimaike massimadax in modo da consentire
il completamento del giro ma con una acceleraziori& sopportabile inferiore
a sette volte I'accelerazione di gravita (7g).



3 soluzione. Quota minima per completare il giro dé&a morte

a) Imponendo la condizione di non distacco nel p@it F, > P
2
, Y N
ossia me >mg siottienev, >V i, =+/0R

b) imponendo la conservazione dell’energia meceaimd e C
nel caso limite in cui il blocco cade dalla quotaima hnin
raggiungendo in C la velocita minima:,xn

riferimentc

E,=mgh,, = Ec=mg(2R)+%mv§,mm:§ng da cui hzhmm=gR:37.5m

Condizione sulla massima accelerazione in B

¢) imponendo la conservazione dell’energia meceamd e B

E,=mgh = EB=%m\/§ dacui v, =42gh

L’accelerazione normale nel punto B della circoafaa deve essere inferiore a 7g per cui

Vi _2h

= ) g<7g dalquale siottiene la condiziohe h,_, = g R=52.5m

Combinando le due disequazioni si ottiene la candefinaleh,, <h<h_ ossia g R<hs< g R

4. Una piattaforma di massa M=6kg € in equilibrioduwuna molla ideale di Am

massa trascurabile di costante elastica k=20N/rfiistahte t=0 un blocco di
massa m=1kg viene lasciato cadere (con velocitdaiei nulla) sulla piattaforme
da una altezza h=2m rispetto alla piattaforma. igtinte t il blocco urta

muoversi verso il basso su due guide laterali deeotano ciascuna una forza
attrito A=20N. All'istante % la piattaforma raggiunge la massima compressi

elasticamente la piattaforma rimbalzando, mentre piattaforma inizia a E
k

della molla. Determinare
1. l'accelerazione della piattaforma all'istante t
2. la velocita della piattaforma dopo I'urto

4. soluzione.Precompressione della molla e accelei@ne della piattaforma
La molla sulla quale poggia la piattaforma ha uompressione inizialepche

serve a sostenere il peso della piattaforma st&deova quindi inizialmente kx
nella posizione (1). Il valore della compression@ziale % si ricava (1) —-}
dall’'equilibrio fra le forze (in questo caso statitattrito A non agisce) Mg

kx, =Mg da cui &:%:2.94m

Quando la piattaforma inizia ad oscillare giungeeh punto di inversione de:

()} i

(2) g

Al M- |

L+x,



moto (2) dopo essere stata compressa di una wdegoantita L. In quellistante di massima

compressione la piattaforma subira una accelerazrerso I'altoa che si ricava dallo studio delle
forze in (2) (I'attrito A non agisce perché la pedibrma € ferma in attesa di risollevarsi)

. KL = kx, k

kiIL+x,)-Mg=Ma dacui a=—+—2-g=—1L

(L+x,)-Mg 9T

Caduta della massa m
La massa m cadendo dalla quota h trasforma la seegia potenziale| |, ﬁ

m -4--0
U=mgh integralmente in energia cinetida:%mvf. Uguagliando i termini v, I

- T %o (1)
si ottiene la velocita di impattv, =,/2gh =6.26 m/s Vm I

E L+x,(2)
Urto elastico con la piattaforma ferma
Nell'urto elastico si conserva energia cineticaiargita di moto del sistema

La velocita acquistata dalla piattaforiig = MZTm L= MZTmJZgh = 1.79 m/s (verso il basso)

Determinazione della ulteriore compressione L dellanolla
Durante il tragitto dalla posizione (1) alla posize (2) agisce I'attrito dinamico che compie un

lavoro negativol, :J'IfAdé =-2AL (la forza di attrito & doppia 2A perché agisce suagnbe le

guide metalliche, il tragitto da (1) a (2) € lurigo
Applicando le considerazioni energetiche infind., = E, - E, dove

E, = %k(L + xo)2 e data solo dalla potenziale elastica (piattafofenma nel punto piu bassid)

E =%kx§ +MgL +%MV§ e data dalla potenziale elastica, cinetica enmale della forza peso
ove L e il dislivello fra il punto (1) ed il rifenento in (2)

Combinando le equazioni si ottiene- 2AL = %k(L2 +2Lx + xg)—% kx? — MgL —% MV,?

e dopo gqualche passaggio algebrie;ekL2 + (kxo -Mg + 2A)L —% MVz2 =0.

2
Semplificando k&=Mg e riordinando L* +(%jL —( M;/M ) =0

2 2
che ha la sola soluzione accettabile= —[%j +\/[27Aj +( M;/M J =22.7cm

dalla quale si ricavbaccelerazione della piattaformanel punto (2) a = ﬁ L =0.757 m/3



4. Un piattello di massa M=4 k@ attaccato ad una molla di massa trascurabile—¢t
costante elastica k=10 N/m e si trova inizialmeimequiete ma con liberta d M

oscillare lungo un piano liscio orizzontale. Unaigttile di massa aR¥100g viaggia W
alla velocita \A=100m/s in direzione obliqua (con angoia30° rispetto orizzontale)

bY

impattando contro il piattello all’istante t=0. ltto e perfettamente anelasticg. me

Determinare I'ampiezza della prima oscillazione gehttello prima di urtare
elasticamente il blocco gr200g che é fermo in x=0. Determinare quindi laoeih
di partenza del bloccodre 'ampiezza delle successive oscillazioni dettpit

4. soluzione L'intero processo viene scomposto in una sequertza,d,e,f di M
fenomeni consecutivi come indicato in figura: K

a-b) Urto perfettamente anelastico tra il proiettile ma ed il piattello M

il proiettile urta con un angolo di inclinazioneantro il piattello. Cio causa ur
impulso della reazione normale dal terreno checagi®ome impulso delle forzg M+ma (b)
esterne in verticale. In conclusione si puo an@pglicare la conservaziong¢ g
della quantita di moto ma solo lungo la direziongamntale (x & verso sinistra)fm\

Pox = Pax OSsia (M +mA)\/l =myV,cosa =8.66 kg m/s

L (©)
p m,V, cosa
da cui la velocita del piattella/, = — X = —A%a =2.11m/s K :
+m, M +m,
b-c) Prima oscillazione del piattello
Successivamente all’'urto I'energia meccanica viemeservata durante il motg e @

armonico del piattello. Confrontando I'energia fyi istanti b,c si ricava la
massima elongazione L

E, =%(M +m,V? solo cinetica, E, =%kL2 solo potenziale elastica

M +m/_\ _ pa,x

= =1.35
SN (V) B

Imponendo E=E; si ottienel =V,

c-d) Inversione del moto del piattello e velocita di imptto su ns
Dalla conservazione dell’energia meccanica tradb,durante tutte le fasi
dell'oscillazione si ottiene:

E,=E ,=E, dacui %(M +m, V2 :%kLZ =%(|v| +m, V2

In particolare confrontando b,d si ottieie=V,=2.11 m/s (verso destra)

d-e)Urto elastico contro blocco ma fermo
Nell'urto elastico si conserva energia cineticaiargita di moto del sistema

SMAm)my oy

=
s , . M+m,)+ , \
Le velocita dopo l'urto elastico son ( A) N (I'asse x € verso destra)

2(M +m,)
AR TN o= 403
(M +my)+m, 2 = 403

e-f) Nuova ampiezza di oscillazione d del piattello
Imponenedo la conservazione dell’energia meccatetaolo piattello tra e,f,E, = E, si ottiene

B

M+m _1 o3 m

%kd2 :%(M +m,V} ovela nuova ampiezza di oscillazioné d =V,



5. Un cilindro omogeneo di raggio R=2m e di massa B8kgle vincolato a
ruotare attorno all’asse verticadecome indicato in figura. Il disco inizialment
fermo viene colpito da un proiettile di massa mx208e incide nel punto A cor M
una velocita ¥=100m/s diretta lungo l'asse delle x incastrandudi cilindro.
Calcolare la velocita angolamel cilindro dopo 'urto, e la velocita del punto A
[Dati del problema: il momento di inerzia del cidio & L=MR?/2, 8=30°]

Facoltativo: assumendo che durante la rotazione del discoanasattriti che
danno luogo ad un momento estern&®INm che tende a far rallentare la
rotazione del cilindro, determinare dopo quantosecil cilindro si ferma.

5. Soluzione.L'urto fra il proiettile ed il cilindro e perfettaente anelastico, Essendo il cilindro
vincolato a ruotare intorno all’asse durante I'urto oltre alle forze interne nascehenana forza
impulsiva esterna agente dall’asse sul sistemadcdiproiettile costringendolo ad una pura
rotazione intorno all'asse. La presenza di un impulso delle forze esterneetigze la
conservazione della quantita di moto. Tuttavia putso ha origine sull’asse per cui durante I'urto
si conserva il momento della quantita di moto lungdassea.

I momento della quantita di moto prima dell'urto

calcolato rispetto al centro del cilindrolg = Rx mv,

e rispetto allasse a vald™™ = mv,Rsin(77— 8) = mv,Rsind
dopo l'urto il proiettile si conficca nel punto Alel momento

della quantita di moto val®&’™ =1, :(%MRZ + msza)0

(la rotazione oraria € scelta in questo caso p@gjtidove i € il momento di inerzia complessivo
del cilindro+proiettile.

=0.962 rad/s

Imponendo la conservazione lofi"™ = b si ottienecw, =
M +2m R

2m jvosine

convelocita di rotazionedel punto A pari adV, =w R = (Z_m
M +2m

Facoltativo: il momento degli attriti tende a ridurre la vel@céngolare

jvosiné? =1.92 m/s

ext
Mat

tot

-M = (jj—? che integrata fornisce la velocita angolanf) = a), -

. . y | b  mvRsing
La rotazione si arresta all'istantes -° > =—2_——=—0——— =55
M M M
a a a




