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Esercizio 1. Data la funzione periodica di periodo 7 e definita nell’intervallo [0, 7) come
f(z) =zcosz,
i) dire se la sua serie di Fourier converge puntualmente in R e dire quanto vale la sua somma S(z) per
ogni punto x € R.
ii) Calcolare S(37) e S(5).
Soluzione:
i) La serie di Fourier di f(z) converge puntualmente in R e ha per somma

sy - 16+ 16

in quanto f(x) risulta essere periodica e regolare a tratti in R .

ii) Poiché 27 é un punto di continuitd per f(z) si ha S(37)=S9(%) = f(Z) = ZV2.
iii) Poiché 57 é un punto di discontinuitd per f(x) si ha S(57)=S(7)=-7.
Esercizio 2. Data la seguente successione di funzioni in campo complesso
(Iz[-2)"
z)=~—=— z¢€C
fa(2) NG

studiarne la convergenza puntuale ed uniforme.

Soluzione:

La successione di funzioni converge uniformemente a f(z) = 0 nell’insieme

A={zeC:|]z|-2| <1}

ovvero nella corona circolare 1 < |z| < 3.

Infatti basta porre |z| —2 = ¢t € R e osservare che la successione di variabile reale (f,(¢))nen converge
puntualmente a f(t) =0 per || < 1. Inoltre la convergenza é uniforme nello stesso insieme in quanto

1
gn = sup [fu(t)]=—=
{Jtl<1} Vn
e

lim g, =0.

Esercizio 3. Calcolare, usando la trasformata di Laplace, il segnale che soddisfa il seguente problema
Y () - fy y(r)dr =t
y(0)=0
y'(0)=0

Soluzione:

Posto Y (s) = L[y](s), si ha

S s—1
da cui




La singolaritd della funzione sono s =1 (polo doppio) e s = -1#iv3 (poli semplici).
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Esercizio 4 (D1). Calcolare, al variare del parametro k nell’insieme {-1,0,1,2,3,...} il seguente integrale

ﬁ(ez ~-1)kdz

dove y(t) =re', t e [0,27), 0 < r < 27.

Soluzione:

Per k > 0 risulta che [v(ez —1)*dz = 0 (per il teorema di Cauchy).
Per k = -1 si ha che la funzione integranda f(z) = ﬁ presenta i seguenti punti singolari:

zn = 2hmi,h e Z.

Di tali punti, risulta che soltanto zy = 0 (polo semplice) é interno a . Pertanto, per il teorema dei residui

1

f dz = 2mires(f(z),0) = 2mi.
v er — 1

Esercizio 5 (D2). Provare (senza calcolare gli integrali) che se 77 e 72 sono le curve definite da

1 1,
Vl(t)=(§+i)+§e” 0<t<m

Yo(t)=1+i-t 0<t<1

/ 22 sin zdz

Y1

f 2% sin zdz
Y1

allora i due integrali

sono uguali.

Soluzione:

Risulta che 1 (0) = 1+i e v, () =i (dove 7, ¢ la semicirconferenza di centro 1 +i e raggio 1) e 72(0) = 1+4,
~v2(1) =4 (segmento con gli stessi estremi di 7).

Poiché la funzione 22 sin z olomorfa in C, per il teorema integrale di Cauchy, I'integrale lungo una qualunque
curva chiusa regolare é nullo. In particolare é nullo I'integrale lungo la curva chiusa v ottenuta concatenando
le due curve 7; e 75 Pertanto gli integrali di 2% sin z calcolati lungo 7; e 72 coincidono.



