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Firma

MOTIVARE TUTTE LE RISPOSTE

E 1 Usando la trasformata di Laplace, determinare il segnale che risolve
y′ ∗ y =

∫ t
0
y(τ)dτ

y(0) = a

con a ∈ R.

Determinare poi a in modo che y(2) = 5.

Posto L[y(t)](s) = Y (s), usando le proprietá della trasformata si ha(
sY (s)− a

)
Y (s) =

Y (s)

s
Se Y (s) = 0 per ogni s allora y(t) = 0 per ogni t e tale funzione risolve il problema solo con a = 0 e non
verifica evidentemente y(2) = 5.

Se Y (s) non é la funzione nulla si divide per Y (s) e si ottiene

sY (s)− a =
1

s
da cui

Y (s) =
a

s
+

1

s2

e quindi
y(t) = aH(t) + t

Per avere y(2) = 5 deve essere a = 3.
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E 2 Data la funzione
u(x, y) = 2x+ 3y

si determini una funzione v(x, y) in modo tale che f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) sia olomorfa in C e che
si abbia v(1, 0) = 1.

Dalle condizioni di Cauchy-Riemann

vy(x, y) = ux(x, y) = 2

vx(x, y) = −uy(x, y) = −3

Da cui, integrando la prima rispetto a y e la seconda rispetto a x

v(x, y) = 2y + h(x) + c1

v(x, y) = −3x+ g(y) + c2

Si prende h(x) = −3x, g(y) = 2y, c1 = c2 e si ottiene v(x, y) = 2y − 3x + c1, da cui, imponendo la
condizione v(1, 0) = 1, si ottiene c− 1 = 4.
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E 3 Scrivere lo sviluppo di Laurent della funzione

f(z) =
1

(z + 2i)(z − 5)

attorno al punto z = −2i nelle due regioni del piano complesso in cui ció é possibile .

Le due regioni sono
0 < |z + 2i| <

√
29

e
|z + 2i| >

√
29.

Nella prima regione, scrivendo z − 5 = z + 2i− 2i− 5 = (−2i− 5)(1− z+2i
2i−5 ) si ottiene

f(z) = −
∞∑
n=0

(z + 2i)n−1

(2i+ 5)n+1

Nella seconda regione, scrivendo z − 5 = z + 2i− 2i− 5 = (z + 2i)(1− 2i+5
z+2i ) si ottiene

f(z) =

∞∑
n=0

(2i+ 5)n

(z + 2i)n+2
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D 1 Dimostrare che l’insieme E degli zeri di una funzione analitica in C non identicamente nulla
non puó contenere una curva.

Una curva non é un insieme costituito interamente da punti isolati (provare il principio degli zeri
isolati).
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D2
(i) Enunciare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di derivata per successioni di funzioni reali

di variabile reale.
(ii) Individuare l’insieme di definizione, l’insieme di convergenza puntuale e la funzione limite della

seguente successione di funzioni in due variabili

fn(x, y) =
1

(log |x+ y| − 1)2n

(iii) Dire se la convergenza é uniforme e, in caso contrario, trovare almeno un insieme di convergenza
uniforme.

Insieme di definizione

Idef = {(x, y) ∈ R2 : x+ y 6= 0, x+ y 6= ±e}
Insieme di convergenza puntuale

A = {(x, y) ∈ R2 : |x+ y| ≥ e2} ∪ {(x, y) ∈ R2 : |x+ y| ≤ 1}
Funzione limite

f(x, y) =


0 |x+ y| > e2, |x+ y| < 1

1 |x+ y| = e2, |x+ y| = 1

Non si puó avre convergenza uniforme in tutto l’insieme di convergenza puntuale A perché in A la funzione
limite é discontinua. Si ha convergenza uniforme ad esempio in tutti gli insieme della forma

Bα = {(x, y) ∈ R2 : |x+ y| ≥ α > e2}
con α > e2 arbitrario.

Infatti

gn = sup
|x+y|≥α

1

(log|x+ y| − 1)2n
=

1

(logα− 1)2n

lim
n
gn = 0


