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Firma

MOTIVARE TUTTE LE RISPOSTE

Esercizio 1

Sia data la successione di funzioni di variabile reale, definita per x ≥ 0 e α ≥ 0 da

fn(x) =

{−nα se 0 ≤ x ≤ 1
n ,

ex altrove.

(i) Trovare, al variare di α, l’insieme di convergenza puntuale A della successione e la funzione limite
f(x) e almeno un sottoinsieme di convergenza uniforme.

(ii) Calcolare, al variare di α, l’ascissa di convergenza e la trasformata di Laplace L[fn(x)](s) della
funzione fn(x).

(iii) Calcolare il lim
n→+∞

L[fn(x)](s) al variare di α.

Risposta:

(i) -Se α > 0 si ha A = (0,+∞) e f(x) = ex. Non si ha convergenza uniforme in A in quanto, per
ogni n fissato, gn = supA |fn(x)− f(x)| = supA(nα + ex) = +∞ e dunque lim

n→+∞
gn = +∞.

Si ha invece convergenza uniforme in ogni sottoinsieme di A della forma Bβ = [β,+∞), β > 0 in
quanto in tal caso gn = supBβ |fn(x)− f(x)| = 0 ∀n > 1

β e dunque lim
n→+∞

gn = 0.

-Se α = 0 si ha A = [0,+∞) e f(x) =

{
ex x ∈ (0,+∞)

−1 x = 0
Non si ha convergenza uniforme in A in quanto f(x) è discontinua in A. Come nel caso α > 0 la

convergenza uniforme si ha in ogni sottoinsieme Bβ = [β,+∞), β > 0 di A.

(ii) Per α ≥ 0 σ[fn] = 1, L[fn(x](s) = nα e
− s
n−1
s + e

1−s
n

s−1

(iii) Per ogni s : Re(s) > 1 si ha: lim
n→+∞

|L[f(x](s)| = +∞ se α > 1, lim
n→+∞

L[f(x](s) = −1 +
1

s− 1

se α = 1 e lim
n→+∞

L[f(x](s) =
1

s− 1
se α < 1.

Esercizio 2

1) Trovare l’insieme di definizione e l’aperto di olomorfia della funzione f(z) = Log(1 + zi).

2) Data la curva γ definita da

x2 + y2 =
1

2
,
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calcolare ∫
γ

Log(1 + zi)

z2
dz

3) Dire se la funzione integranda Log(1+zi)
z2 ammette primitiva nel suo insieme di definizione.

4) Enunciare e dimostrare brevemente il risultato teorico che si è usato per il punto 3).

Risposta:

-Insieme di definizione di f(z) = Log(1 + zi): C − {i}.
-Insieme di olomorfia di f(z) = Log(1 + zi): C − {x+ iy : x = 0, y ≥ 1}
-
∫
γ
Log(1+zi)

z2 = −2π

(infatti, usando lo sviluppo di Log(1 + zi) di centro z0 = 0 si vede che la funzione integranda ha un
polo di ordine 1 in z0 = 0 con residuo i)

-La funzione integranda non ammette primitiva nel suo insieme di definizione C − {i, 0} perchè non
tutti gli integrali lungo curve chiuse sono nulli.

Domande

Per ciascuna delle seguenti tre domande si indichi la (sola) risposta esatta, motivando brevemente
la risposta.

D1)

Dare la definizione di serie trigonometrica convergente puntualmente, totalmente e in media quadrat-
ica.

Dare un esempio di funzione periodica di periodo 2π la cui serie di Fourier converga puntualmente
ma non totalmente e inoltre un esempio di funzione periodica di periodo 2π la cui serie di Fourier converga
in media quadratica ma non puntualmente.

a)
f(t) = t2 t ∈ [−π, π)

f(t) =

 t−
1
2 t ∈ (0, 2π)

1 t = 0

b)
f(t) = t2 t ∈ [0, 2π)

f(t) =

 t−
1
4 t ∈ (0, 2π)

1 t = 0

c)
f(t) = t2 t ∈ [0, 2π)

f(t) =

 t−
1
2 t ∈ (0, 2π)

1 t = 0

D2)
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Data f(z) definita come

f(z) =

+∞∑
n=−10

(z − 3)n

4n+3
,

individuare l’insieme dove essa è analitica e dire se in tale insieme essa ammette primitiva.

a) |z − 3| > 4 e ammette primitiva in tale insieme

b) 0 < |z − 3| < 4 e non ammette primitiva in tale insieme

c) |z − 3| < 4 e ammette primitiva in tale insieme

D3)

Calcolare ∫
γ

Arg(z − 2)dz

dove γ(t) = 2 + eit − π ≤ t < π

a) 0

b) −2π

c)2π

Risposte:

b), b), b).


