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5 Sviluppi in serie di Fourier

Vogliamo ora studiare la possibilita di approssimare una funzione periodica
f(x), che supporremo per semplicitd di periodo 2w, per mezzo delle somme trigono-
metriche
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0 meglio di sviluppare la funzione f(x) in serie di Fourier:
Qg =
H?unq+ 2 (ax coskx + by sinkx). [5.1]
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I coefficienti ay e by dipenderanno evidentemente dalla funzione f(x) in esame,
Supponiamo per un momento che la serie a secondo membro converga uniforme-
mente alla funzione f(x); moliiplichiamo ambo i membri della [5.1] per cosmx e

integriamo tra — e 7 (o, il che & equivalente, traz e g +2m). Se si osserva che si pud
Integrare termine a termine (vedi proposizione 1.1) e si ricordano le relazioni
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che vale anche per m=0 in virtti del fattore 1/2 che nella [5.1] moltiplica ;. Analo-
gamente, moltiplicando ambo i membri della [5.1] per sin mx e integrando,

by =

[

a fx)sinmxdx. [5.4]

I coefficienti a; e by si chiamano coefficienti di Fourier relativi alla funzione f ().
Si hanno i seguenti risultati.
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Teorema 5.1 Sia f(x) una funzione periodica di periodo 27 e regolare a tratti;
la serie di Fourier della f,

n o0
% + Z (ax coskx + by sinkx), [5.5]
k=1 ; ,

converge a f(x) nei punti in cui f é continua. Inoltre in un punto x, di discontinuits
la serie [5.5] converge alla media dei limiti sinistro e destro:

2 (F00=0)+1(xo +0).

Osservazione. Nei puntix in cui la /¢ continua si ha evidentemente
1
5 (F=0)+f (x+0)=F (x).

Cosi se cambiamo il valore della f(x) nei punti di discontinuitd, ponendo in tali
punti )

fG)=7 (Fc=0)+f(x+0)), [5.6]

la serie di Fourier [5.5] convergerd puntualmente alla funzione f cosi modificata. =
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Teorema 5.2 Se la funzione f(x) é continua in R e amw.&nwm a tratti, la serie [5.5] |

converge totalmente, e quindi uniformemente, alla funzione f(x).

Infine siha il

Teorema 5.3 Se f(x) é regolare a tratti lz serie [5.5] converge uniformemente in
ogni intervallo chiuso [a, b] in cui la funzione f(x) é continua.

La dimostrazione di questi teoremi verrd data nel prossimo paragrafo; in questo
discuteremo alcuni esempi.

Esempio 5.1
Una funzione f(x) si dice pari se per ognix ER
F(—x)=f(x).
Se invece risulta
fEx)=-1k)

Ia funzione f(x) si dice dispari.



