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Esercizio 1. Un punto viene scelto a caso uniformemente nel cerchio di raggio
3 centrato nell’origine. Dette (X,Y) le coordinate del punto, scrivere la densita
congiunta di X e Y e calcolare le densita marginali. X e Y sono indipendenti? Qual
e la probabilita p; che il punto disti dall’origine per piu di r con 0 < r < 37 Qual e
in media la distanza del punto dall’origine?

Soluzione.

Detta B3(0) = {(z,y) : 2> + y* < 32}, la densita congiunta di (X,Y") ¢ data da

¢ (z,y) € B3(0)

0 altrimenti

f(x,y) =

Per calcolare ¢ si impone che l'integrale della densita su R? sia pari a 1, per cui
1= c// 1dzdy = ¢~ mis(B3(0)) = cn3?,
B3 (0)

dove si ¢ indicato con mis(Bs(0)) I'area di B3(0). Quindi ¢ = 5-.

La densita marginale di X ¢ data da fx(z) = [; f(z,y) dy, per cui per z € [-3,3]

ldy =
VIR o

/Zf(as,y)dy:c/m V9 -2

mentre fy(x) = 0 fuori dallintervallo [—3,3]. Analogamente, la densita marginale

di Y sara per simmetria della stessa forma, cioe

2y/9—y? ye[-3,3

0 altriment:

fr(y) =

X ed Y non sono indipendenti, infatti f(z,y) # fx(z)fy (y).
La probabilita p;(r), al variare di r in [0, 3], si trova integrando nell’area tale che

X?2+Y?%2>7r?1a f(z,y), per cui, scrivendo in coordinate polari

r)= e dfdp = Vg ’ dp = 2
= = _9 = (9 —
p1(r) /T / cp P /r pap ( )

cioe pi(r) e data dal rapporto tra I’area della corona circolare di raggi compresi tra

r e 3, e larea del cerchio Bs(0).


https://www.sbai.uniroma1.it/~alessandro.ciallella/teaching.htm

Chiamando D la v.a. che indica la distanza del punto (X,Y) dall’origine,
ricaviamo da p;(r) la funzione di ripartizione di D:
2

FD(T):P(DST):1—P(D>r):1—p1(7"):%, per r € [0, 3]

mentre Fp(r) = 0 per r < 0 ed Fp(r) = 1 per r > 3. La densita di D si ricava

derivando la funzione di ripartizione:

d 2r serel0,3
folr) = LR = 4 7 03
dr 0 altriment:

La distanza media del punto dall’origine ¢ allora il valor medio di D

2 273
E(D) = c—rdr=-—| =2.
(D) /OT 5 dr =373

Esercizio 2. Sia (X,Y’) un vettore aleatorio con densita congiunta

1,—(24y)

e v x>0, y>0
flz,y)=14"

0 altrove

Calcolare la densita marginale di Y , il valore atteso di Y, la densita di X condizio-
nato a Y =y (per y > 0).
Soluzione.

La densita marginale di Y e data da

o0 1 x x ©
frin) = [ fag)de= [T e G ar— G —e sey o
R o Y z=0

mentre fy(y) =0sey < 0.
Y ¢ allora una v.a. esponenziale di parametro 1, da cui E(Y) = 1.

La densita di X condizionata a Y =y per y > 0 ¢ data da
flay) [T e
z,Y ‘ ==ze v sex>0
fX|Y(x|y) = f ( ) = sl Y

vy 0 altrimenti

Esercizio 3. Sia (X,Y’) un vettore aleatorio con densita congiunta

2
flag =4 0 D E

0 altrove



essendo T il triangolo di vertici (0,0), (1,2), (1,0). Determinare la costante k e le
densita marginali di X e di Y. X ed Y sono indipendenti? Perché?

Soluzione.

Imponendo ad f(z,y) di essere una densita di probabilita, cioe richiedendo che

Iintegrale di f(x,y) su R? sia pari ad 1, si trova

2|2 1
2k
1_k/ / xydyda:—k:/ (y— )d:r:%/ ztde ==
2|, 0 5
si deduce che k = 2
La densita marginale fx(z) di X e chiaramente pari a 0 se x ¢ [0, 1], mentre

5
5 2x2 5 y2
= — d :—2 -
fx(x) 2/0 vy dy 256(2

2z

) =5z%, sex€|0,1].
0

La densita marginale fy(y) di Y & nulla se = ¢ [0, 2] e vale

5 (1, 5 (a3
= — d = — _—
fr(y) 5 /y/2 ya© dx zy( 3

X ed Y non sono indipendenti, come si vede dal fatto che f(x,y) # fx(z)fy(y).

In effetti, detta Ir(x,y) la funzione indicatrice di essere nel triangolo 7' definita

1 ose(ry)eT N
come Ip(z,y) = si poteva osservare che f(x,y) si puo scrivere

0 altrimenti,

1
5 3
) “2y1-L) seyelna)

r=

(SIS

f(x,y) = kxylr(z,y), per (z,y) € R?, e non si pud fattorizzare nel prodotto di una
funzione della sola x per una della sola y, per cui X ed Y sono dipendenti. Infatti,
conoscere il valore assunto da una delle due da informazione gia sull’intervallo dei

valori che puo assumere 'altra.

Esercizio 4. Un uomo di 50 anni deve ricevere un rimborso da un ente pubblico.
I1 tempo T (espresso in anni) di disbrigo delle innumerevoli pratiche burocratiche
ha distribuzione esponenziale con valore medio pari a 15. La durata X della vita

dell'uomo (espressa in anni) ha la seguente distribuzione:

Age (@500 e g > 50
0 per x <50
1

20 -
Calcolare la probabilita v che 'uomo muoia senza rivedere i propri soldi.

dove A, ¢ pari a

(N.B. si supponga che X e T siano indipendenti).

3



Soluzione.
Detta fr(t) la densita di 7', vista l'indipendenza di X e T' la densita congiunta di
XeTe

1 —x=50 1 _(L)

=€~ 20 --—e ‘15 x>50,t>0
f(l', t) — 20 15 . .

0 altrimenti.

L’uomo muore senza ricevere il suo rimborso se gli anni che vive ancora (cioe X —50)

sono inferiori al tempo T necessario a ricevere il denaro. Quindi

t+50 1  (a=50)

oo ,t+50 oo
vy=P(X-50<T) :/0 fx () fr(t)dedt :/0 fT(t)/5 20° dz dt

50 0
—2-50 & t 1 “ 1 00 . . t
%;i_dx :/0 fT(t)/O %e_% dudt:1—5/0 e_w(_e_go
4 00

)dt
0
> 4

3
=——41=2
. 7 7

7t

1 o 4t+43t t
= — —e~ T 60 “i5dt =
), ¢ " T 715

t
— e 15

0

e~ 60

Esercizio 5. Sia (X,Y’) un vettore aleatorio con densita congiunta

6e~ (223 2 >0,y >0,
flz,y) =

0 altrove

Stabilire se X ed Y sono indipendenti. Calcolare il valore atteso E(Y) di YV e la
densita di probabilita di Z = % .
Soluzione.
Detta Ij oo)(t) la funzione indicatrice di essere nella semiretta positiva (Ijo0)(t) = 1
set >0 ed Ij)(t) = 0 se invece t < 0), si osserva che la densita congiunta si puo
scrivere come prodotto di una funzione della sola x per una della sola y, per x € R
ey eR:

f(2,y) =26 %I 00)(x) - 3e ¥ g00)(y), z€R, y€eR

Quindi X ed Y sono indipendenti. In effetti le due funzioni moltiplicate nella scrit-
tura precedente sono le densita marginali di X ed Y rispettivamente, da cui si vede
che Y ha distribuzione esponenziale di parametro 3. Il valore atteso di Y ¢ quindi
_ 1
E(Y) = 3.
Per calcolare la densita di Z, ricaviamo la sua funzione di ripartizione. Osser-

viamo che Z > 0 perché sia X che Y sono non negative, e che per z > 0

X
Z§z<:>?§z<:>zY2X



troviamo allora la funzione di ripartizione di Z:

0 2y 00
Fz(z)=P(zY > X) = /0 /0 2¢ 23 W dr dy = /0 3e [ —e

o0
) (e
y=0

per z > 0, mentre P(Z < 0) =0, per cui Fz(z) =0 per z < 0.

2y
J -

=0

J-

— /OO _38—(3+22)y + 36—37; dy — ( 3 e—(3+2z)y
0

3+ 2z
L 3 n _—3+3+22_ 2z
3422 3422 3422

Si osservi che quella trovata ¢ effettivamente la funzione di ripartizione di una v.a.
continua non negativa, infatti lim, ,q+ Fz(z) = 0 e lim,_,o, Fz(2) = 1 ed inoltre Fy
non decrescente, infatti la sua derivata e la densita ed ¢ > 0:

d 22z +3) — 4z 6

fZ(z):aFZ(Z): (2Z+3)2 = (22+3)27 562207
fz(2) =0, sez<D0.




