Esercizi 2: Curve dello spazio

Soluzioni
0.1 Esercizio
Si consideri la curva (elica circolare):
acost
a(t)= | asint | , teR,
bt

dove a > 0.

a) Calcolare curvatura e torsione di « nel generico punto t.

b) Determinare la funzione ascissa curvilinea s = s(t) con origine in ¢ = 0; determinare quindi
la lunghezza dell’arco corrispondente all’intervallo ¢ € [0, 27].

Soluzione. Si ha:

—asint —acost asint
ot)=| acost |, o"(t)= | —asint |, o"(t)=|—-acost
b 0 0
Dunque
' (t)| = Va2 + b2, |d'(t) A" ()] = aVa? + b2,
da cui Y A ot
vy D] a
o/ (t)3 a? 4 b?
Poiché
det(/(t), " (t),a” (t)) = a®b
Otteniamo
(t) — _L
’ a? + b?

entrambe costanti.



0.2 Esercizio

a) Verificare che la curva
x = aj + byt + c1t?
Y = ag + bot + cot?
z = ag + bst + cst?

¢ piana, per ogni scelta di a;, b;, ¢;.

b) Determinare I’equazione cartesiana del piano contenente la curva

r=1+1
yzl—i—t2
z=1t+41t

Soluzione. a) Basta osservare che o/ (t) é identicamente nulla, dunque la torsione é identica-

mente nulla e la curva € piana.

b) Dobbiamo studiare ’equazione in a,b, c:

a(l+t)+b(1+t*) +ct+t*)+d=0
che deve risultare valida per ogni t. La riscriviamo:

(a+b+d) +(ate)t+(b+e)t? =0

e otteniamo il sistema omogeneo:

a+b+d=0
a+c=0
b+c=0

che ammette ool soluzioni, tutte proporzionali a
a=1,b=1,c=-1,d=-2.

Dunque il piano cercato é

r+y—z—2=
0.3 Esercizio
Studiare la curva
cost
aft)=[sint |, t>0
o(t)

dove ¢(t) & una funzione positiva di ¢.



a) Calcolare la curvatura k(¢) in funzione di ¢(t), e determinare lim; ,~ k() nel caso in cui
o(t) = t2.
b)

c) Scrivere un’equazione differenziale che deve essere soddisfatta da ¢(t¢) affinche’ « sia una
curva piana.

Trovare una funzione ¢(t) per la quale « risulti piana.

Soluzione. a) Abbiamo:

—sint —cost sint
O[/(t) = cost ) —sint s /N(t) — —cost
qb’ ¢” ¢///
Dunque:
¢'sint + ¢” cost
)N (t) = [ ¢ sint — ¢' cost A ()] =1+ ¢+ ¢
Poiché
o/ (1)) = V1 + 7

st ha:

1 +¢/2 +¢”2 B 1 N ¢//2
(1 _|_¢/2)3 - (1+¢/2)2 (1+¢/2)3'
Se ¢(t) = t2 allora ¢' = 2t,¢" =2 e:

k(t) =

5 + 4¢?

HO" = e

che evidentemente tende a zero quando t — oo.
b) ¢(t) = cost e in tal caso a é contenuta nel piano xr — z = 0.

c) La curva é piana se e solo se 7(t) = 0 quindi se e solo se
det(a/(t),a” (t), " (t)) =0
per ogni t. Un calcolo mostra che
det(a/(t), (1), a"(t)) = &' () + ¢ (1),
dunque ’equazione differenziale cercata é
¢'(t) +¢"(t) = 0.

La soluzione generale ¢
¢(t) = acost + bsint + ¢

con a,b,c € R; in tal caso la curva ¢ contenuta nel piano z = ax + by + c.



0.4 Esercizio

Data una funzione differenziabile 1 (¢) definita per ¢ > 0, si consideri la curva:

W(t) cost
alt) = | Y(t)sint |, t>0.
t

Dimostrare che, se ¥ (t) converge a zero, per t — oo, insieme alle sue derivate 1'(t), 9" (t), allora
si ha

tliglo k(t) = 0.
Soluzione. Si ha:
Y’ cost —psint " cost — 29’ sint — 1) cost
o (t)= | 'sint+pcost |, o”(t)= | ¢"sint + 29 cost —sint
1 0

Se (), Y (t) e " (t) convergono a zero per t — oo, allora | (t)| tende a zero ma |/(t)] > 1.
Questo implica (verificare) che k(t) tende a zero.

0.5 Esercizio

Si consideri la curva
2t

at)=| t t>1.
logt

Determinare:
a) La funzione ascissa curvilinea s(t), con origine in ¢t = 1.

b) La curvatura e la torsione di a.. Calcolare inoltre

lim k(t), lim 7(¢).

t—o00 t—o00

c) E vero che il piano osculatore m; tende a un piano limite quando t — oco?
d) E vero che la terna di Frenet (T(t), N(t), B(t)) tende a una terna limite quando t — 00?

Soluzione. a) Si ha:

2 0 0

1oy | 2t Moy 2 min | O
0= |2]. aw=| 2| aw-|?
t 2 3

Dunque:

1 4t +42+1 2t2 + 1\ 2
@/ ()P = 4+48 5 = = = (F)



ovvero 1
|/ ()| = 2t + 7

Abbiamo: .
1
s(t) = / (2u + E)du =2 +logt — 1.
1
b) Si ha:
_4
t
dN ()= 2
t2
4
e un calcolo mostra che )
47 + 2
/() A (0] = =
Ne seque che
2t
k(t) = (262 + 1)

e dunque k(t) — 0 quando t — oo. Ora la torsione. Si ha:
det(a/ (1), o (1. " (1) = .

8

e otteniamo
t) = ———
"= oy

ed evidentemente 7(t) — 0 quando t — oo.
c) Poiche’ B(t) ¢ il versore del vettore o/ (t) A &' (t), si vede che

0
A PO =10
1
In modo analogo, si dimostra
0 -1
tlg& =11 tllglo N =10
0 0
Dunque
0 -1
lim (T(1), N(8), B@) = ([ 1].{ 0 |
t—o0 0 0



0.6 Esercizio

E data la curva
e"tcost

at)=| e tsint t € [l,+00).
V1—e 2
a) Verificare che « & regolare, e che la sua traccia ¢ contenuta in una sfera.

b) E vero che esiste una costante ¢ tale che |o/(t)] < ce™* per ogni ¢t > 1 ? E vero che 'arco da
1 a +o00 ha lunghezza totale costante ?

0.7 Esercizio

Si consideri la curva (cubica gobba):

6t
at)=|[6t2], t>0.

4t3
Dopo aver osservato che « e regolare per ogni t € R, determinare la funzione ascissa curvilinea
s:[0,00) = R e calcolare la lunghezza della curva da ¢t = 0 a ¢ = 2. Determinare inoltre:
b) curvatura e torsione nel punto «a(t);
c) il triedro di Frenet nell’origine;
d) lequazione della retta tangente nel punto «(2);

e) lequazione del piano osculatore e del piano normale nel punto «/(0).

0.8 Esercizio

E data la curva
2 — ¢
a(t) = 1+t
442t — ¢
a) Dopo aver osservato che a & regolare per ogni t € R, determinare ’equazione della retta
tangente nel punto «(0).
b) Determinare curvatura e torsione della curva nel punto generico «(t).

¢) Determinare il triedro di Frenet per il valore ¢ = 1 e 'equazione di ciascuno dei piani:
osculatore, normale rettificante.

d) E vero che « ¢ piana ? In tal caso, determinare I’equazione del piano che la contiene.

0.9 Esercizio

E data la curva
cost

sint



a) Determinare la curvatura k(t) e la torsione 7(¢) di « al variare di ¢ € [0, 00).
b) Stabilire se esistono i seguenti limiti:

lim k(t), lm 7(t).

t——+o0 t——+o0

c) Sia m il piano osculatore di « nel punto «(t). E vero che m; tende a un piano limite quando
t — oo ? E vero che la terna di Frenet (T'(t), N(t), B(t)) converge a una terna specifica ?

Soluzione. Si ha:

—sint —cost sint
o (t) = et , d'y=| —et |, )= et
cost —sint —cost
Quindi:
o/ (t)] = 1+ e 2t
Si ha poi:
e t(cost — sint)
()N (t) = 1 , ) A ()] =1+ 2e 2,
e t(cost + sint)
Otteniamo
1 92 —2t
k(t) = Ltce ™
(1 + 6721‘,)3

Si vede che lim;_,o k(t) = 1. Ora la torsione. Si ha:
det(a/(t),a”(t),a" (t)) = —2e7".

Dunque
2e!
)= —
") = e
e 7(t) = 0 quando t — co.
0
c) FE evidente che il versore binormale B(t) converge al versore | 1 |, quindi il piano osculatore
0

converge al piano y = 1. La terna di Frenet non converge a nessuna terna specifica.

0.10 Esercizio

Sia « : [~ L, L] — R una curva biregolare dello spazio, parametrizzata dall’ascissa curvilinea s.
a) Scrivere lo sviluppo di Taylor, fino al terzo ordine, della funzione vettoriale a(s) nell’intorno
di s = 0, esprimendo i coefficienti in funzione del riferimento di Frenet in s = 0 (vale a dire, in
funzione della terna ortonormale (7°(0), N(0), B(0)); usare le formule di Frenet).

b) Determinare lo sviluppo di Taylor intorno a s = 0, fino al terzo ordine, di ciascuna delle
seguenti funzioni scalari:

P1(s) = (a(s) — (0), T(0)), va(s) = {(als) — a(0),N(0)), ¥3(s) = {a(s) — a(0), B(0)).



0.11 Esercizio

Dato A > 0, Papplicazione lineare F : R? — R3:

T AT
Fxly]l =1y
z Az

0
di matrice canonica A = 0 | & detta omotetia di fattore A\. Data una curva « : [a,b] —

o O >
o > O
>

R3, si consideri la curva
B(t) = Fa(a(t))
ottenuta componendo « con ’omotetia F).

a) Determinare 5(t) se a e lelica:

b) Se « & una curva qualunque, calcolare kg(t) e 75(t) in funzione di kq(t) e 7o(%).

c) E vero che la proprieta di essere una curva piana ¢ invariante per omotetie ?

Soluzione. b) Possiamo scrivere F)\(x) = Az, dunque:

B(t) = Aaf(t).

Otteniamo con facili calcoli

Poiche’ 75(t) = 0 se e solo se 1,(t) = 0 la proprietd di essere una curva piana é invariante per
omotetie.

0.12 Esercizio
Studiare curvatura e torsione della curva

cost
a(t)=|sint |, teR
cost

e stabilire i valori massimi e minimi che puo’ assumere la sua curvatura.



0.13 Esercizio
Studiare curvatura e torsione della curva

cost
a(t)=[ sint |, teR.
cos(2t)

0.14 Esercizio

Sia a : [0, L] — R? una curva parametrizzata dall’ascissa curvilinea, sia f un’isometria di R3 e
sia B I'immagine di « tramite f, cioe 8 = f o «.

a) Dimostrare che kg(s) = kq(s) per ogni s.

b) Dimostrare che

Ta(s) se f e diretta,
7p(s) =

—7o(8) se f & inversa.
Si assuma noto il seguente fatto. Se A ¢ una matrice ortogonale di ordine 3 e u,v € R3, allora:

A(uAhv) sedetA=1,

Au N Av =
—A(uAv) sedetA=—1.

0.15 Esercizio

Sia « : [0,L] — R3 una curva biregolare dello spazio parametrizzata dall’ascissa curvilinea:
a = a(s), e sia B(s) il versore binormale di «.. Fissato un parametro A > 0, si consideri la curva
ay : [0, L] — R? definita da:

ax(s) = a(s) + AB(s) per ogni s € [0, L].

a) Discutere la regolarita di «y, e dimostrare che la lunghezza di «y sull’intervallo [0, L] risulta

maggiore o uguale della lunghezza di « su [0, L] per ogni scelta di A\. Dare inoltre una condizione
geometrica necessaria e sufficiente affinche’ si abbia I'uguaglianza tra le due lunghezze.

b) Supponiamo ora che a abbia curvatura e torsione costanti, diciamo k(s) = p, 7(s) = q per
opportuni numeri reali p, ¢, e per ogni s € [0, L]. Calcolare la lunghezza di «) e stabilire se «)
ha anch’essa curvatura costante oppure no.

¢) Supponiamo che « sia una curva piana. E vero che «, si ottiene applicando ad o un’opportuna
isometria dello spazio 7 Se e cosi’, quale ?

d) Calcolare la lunghezza di a) se a : [0,27] — R? & cosi’ definita:

cos $
1 .
a(s) = 7 sin s
s



Soluzione. a) o) (s) =a/(s) + AB'(s) e per le formule di Frenet otteniamo
aj\(s) = T(s) + Ar(s)N(s),

dunque
| (s)] = V14 A%7(s)?

che & sempre positivo. Dunque oy € regolare per ogni \; inoltre |\ (s)] > 1 = |d/(s)|, e vale
luguaglianza se e solo se 7(s) = 0. Cio’ implica

L L
L(oo\):/o \/1+)\27'(s)2d32/0 ds =L = L(«)

per ogni X, e vale 'uguaglianza se e solo se T(s) = 0 per ogni s, quindi se e solo se «a & piana.

b) Se 7(s) = q abbiamo

L
L(ay) = / V1+X2¢%ds = Ly/1+ N2¢2.
0
Si ha, usando le formule di Frenet: T" = pN,N' = —pT — qB, B’ = qN, dunque
() = (=Apa)T(s) + pN(s) — Ag*B(s);

poiche’ le coordinate, rispetto alla terna di Frenet, di o\ e oY (e, come si vede facilmete, di tutte
le derivate di o) sono funzioni costanti di s, saranno costanti anche curvatura e torsione di ).

c) Se a ¢ piana, il versore binormale é un vettore costante; dunque «y si ottiene da « per
traslazione lungo il vettore AB, che ¢é effettivamente un’isometria dello spazio.

d) La curva in questione é un’elica, con torsione costante q = —\/5/4. Dunque la lunghezza di

a,\é
2)\2
L =I\/1+ —
(an) = Ly/1+ 16

10



