Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 28/1/2011)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

1. Un vettore aleatorio discreto (X,Y) ha una distribuzione uniforme sull’insieme di punti
C =1{(0,0),(-1,-2),(—1,2),(2,—-1),(2,1)}. Considerato il numero aleatorio Z = X*—Y?,
determinare: (i) il codominio C di Z; (ii) la covarianza di X, Z; (iii) la probabilita con-
dizionata p = P(Z <0|Y > 0).

Cz = Cov(X,Z) = p=

2. Per andare in una localita Tizio deve prendere un autobus, impiegando un tempo aleatorio
(in ore) X, e poi un treno, impiegando un tempo aleatorio Y. La densita congiunta del
vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = k, per (z,y) € R = [1,2] x [3,5], con f(z,y) =0
altrove. Calcolare la costante k, la previsione u e lo scarto standard o del tempo aleatorio
totale Z = X + Y.

k: /,L: g =

3. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare Cov(X 4+ Y, X — Y) e la probabilita
condizionata p = P(Y < X +3|X +Y > 5).

Cov(X+Y,X-Y)= p=

4. Da un lotto contenente 4 pezzi (2 difettosi e 2 buoni) si elimina a caso un pezzo; succes-
sivamente vengono prelevati a caso (senza restituzione) altri due pezzi. Definiti gli eventi
H =71l pezzo eliminato dal lotto é buono”, A = ”il primo dei due pezzi prelevati dal lotto
e buono”, B = 7il secondo dei due pezzi prelevati dal lotto € buono”, calcolare la proba-
bilita p dell’evento A°B°H e il rapporto r tra le probabilita condizionate P(H | AV B) e
P(H°| AV B).

p = r =
5. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = ke ™27 per x > 0, y > z,

con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k e, per ogni z > 0, la funzione di rischio
h(z) del numero aleatorio Z =Y — X.

k= h(z) =

6. Le funzioni caratteristiche di due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti,

2
sono rispettivamente px (£) = e~ 7 e gy (t) = e~**. Calcolare la previsione m del numero
aleatorio Z = X +Y e la probabilita p dell’evento (-3 < Z < 6).

mz = b=

7. La distribuzione iniziale $(f) di un parametro aleatorio © ¢ di tipo esponenziale, con

parametro A\g = 3. Le componenti di un campione casuale X = (X, ..., X5), subordinata-
mente a ogni fissato valore #, hanno una distribuzione Gamma di parametri ¢ = 2, A = 6.
Calcolare la previsione di © condizionata ad un campione osservato = (x1,...,zs5), con

ZE1++ZE5:t
PO|z) =
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. Siha: Cz = {-3,0,3}, con P(Z =0) = £, P(Z = =3) = P(Z = 3) = £, da cui segue
P(Z) = 0. Inoltre XZ € {0,3,6}, con P(XZ =0) = % P(XZ =3)=P(XZ=6)= %)
da cui segue: P(XZ) =2; Cov(X,Z) =P(XZ) - P(X)P(Z) = £.

Infine, posto P(X = z,Y =y) = p(z,y), si ha

0,0 ~1,2 2 2
. L’area del rettangolo R ¢ pari a 2, pertanto k = % Inoltre si verifica facilmente che le

distribuzioni marginali sono uniformi, con fi(z) = 1, per z € [1,2], fi(z) = 0 altrove;
fa(y) = 5, per y € [3,5], fo(y) = 0 altrove. Pertanto

1+2 3 3+95 3 11
PX)=——==, P(Y) =——=4 =PX+Y)==-+4=—;
inoltre, essendo f(x,y) = fi(z)f2(y), V(z,y), X ed Y sono stocasticamente indipendenti;

quindi
2-12 (5-372 5

X+Y)= X Y)= = —
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) 15 + 13 13
da cui segue: o = % g

. Essendo Cov(X,Y) = Cov(Y, X) =0, si ha
Cov(X+Y,X-Y)=Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X)—Cou(Y,Y) =
1 4 1

=Var(X)—-Var(Y) = T 13- "1

Inoltre, indicando con 7 il triangolo di vertici (2,3),(2,5),(1,4) e con D il trapezio di
vertici (2,3),(2,5),(1,5),(1,4), si ha

Y<X+3, X+Y>5=[(X,Y)eT], (X+Y>5)=[X,Y)eD];

da cui segue

area(T) 1
PY<X+3, X+Y >)) = dedy = ——=% = =
Y <X+3, X+Y>5) //Tf(%y)xy wrealB) 2
area(D) 3 PY<X+3 X+Y>5 2
P(X+Y > 5) = dody = 2¢UND) 5 _2
(X+Y > 5) //Df(x’y)xy area(R) 47 F P(X+Y >5) 3
St PUT) = PUI) = 3, PUTEH) = PUDPUIPURACH) =133 =
inoltre P(AV B|H) =1—P(A°B°|H)=1—2%-43 =2, P(AV B|H) = 1; pertanto
P(AV B|H)P(H) 2.1 2
(H] ) P(AVB|H)P(H)+ P(AV B|H¢)P(H?) 2-141-5 5’
da cui segue: P(HC|A\/B):1—§:%7T:§:§.



5. Si ha

too  ptoo +oo +oo L [T k
/ flodody =k [ (e [ emdgde == g [ et = £ -1
0 x 0 x 3 0 3

pertanto k = 3. Inoltre, si ha Z € [0, +00) e, per ogni fissato z > 0, risulta

“+oo

+0oo +oo +o00
S(z)=P(Z>2)=PY > X+z) = / dx/ e H Y dy = / (36_29”/ e Ydy)dx =
0 T4z 0 T

+z
oo —+o00
= / 3e e @2 g — eZ/ 3e 3 dr = e 7.
0 0

Pertanto, per ogni z > 0, si ha: h(z) = % = Z:i =1 (ovvero, Z ha una distribuzione
esponenziale di parametro X = 1).
6. Si ha
2 e e a2 .
pz(t) = px(t)py(t) =e Te™™ =e 7 @y(t) = -9t =, ¢,(0)=0=imy,

da cui segue: mz = 0. Inoltre, osservando che Z ~ Ny 3, si ottiene

6—0 —3-0
p=P(=3<7Z<6)=Posz0) — Pos(-3) :q)(—) _q)( ):

3 3

= ®(2) — d(—1) = ®(2) + ®(1) — 1 ~ 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.8185.

7. Ricordando che G () = F’\(Z) 27 te™ per x > 0, con G \(x) = 0 altrove, si ha

2

0
Xil0 ~ f(2:]0) = Ga(;) = Wl’?_leﬁm = 92%’670%, i=1,...,9,

da cui segue
a(z|0) = f(21]0) - flas]0) = 0" - m5e 2" = k00T k= y s

inoltre B(0) = Geyne(0) = G13(0) = 3e73 per § > 0, con B(f) = 0 altrove. Allora, la
distribuzione finale & ancora di tipo Gamma e risulta

B(0|x) = k(z)B(0)a(x|0) = ki(2)e 000" = kl(x)eloe_(t+3)9 = Gey s (0) = Gr1443(0)

s = U pertanto: P(O |x) =

con ky(z) = e =15



