Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 17/7/2012)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Una macchina M produce palline, dello stesso peso e della stessa forma, ognuna bianca o
nera con uguale probabilita % Definiti gli eventi, giudicati stocasticamente indipendenti,
E; = 7li-ma pallina prodotta da M e bianca”, consideriamo un lotto L formato da n
palline, delle quali un numero aleatorio X sono bianche. Calcolare: (i) i valori di n tali che
e maggiore di % la probabilita p che nel lotto L ci sia almeno una pallina bianca; (ii) la
probabilita condizionata a che in L ci siano al massimo 2 palline bianche, supposto che in

L ci sia almeno 1 pallina bianca, verificando che o = g per n =3 e che a = % per n = 4.

n € a =

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [-2,2] ¢ f(z) = %, per
e [-2,-1UIL2], f(x) =a, per x € (—1,1), con f(x) = 0 altrove. Calcolare la costante

a, la previsione m di X e i valori x tali che F(z) > 3.

a = m = T €

. Dato un vettore aleatorio discreto (X, Y) € {(-2,—1),(-2,1),(-1,0),(1,0),(2,—-1),(2,1)},
con P(X=-1,Y=0)=P(X =1,Y =0) = a e con gli altri punti ugualmente probabili
fra di loro, calcolare i valori che si possono assegnare ad a. Inoltre, calcolare il coefficiente
di correlazione tra X e Y e stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti.

a € p= Indipendenza ?

. Con riferimento all’esercizio precedente, assumendo a = iv calcolare la funzione caratte-
ristica e la varianza del numero aleatorio Z = X — Y.

wz(t) = oy =

. Dato un vettore aleatorio continuo (X,Y’), con densita f(z,y) = e ¥ per x > 0,y > 0,
e con f(x,y) = 0 altrove, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti. Inoltre,
posto Z =Y — X calcolare 0% e p = P(Z > z), con z > 0.

Indipendenza ? 0% = p=

. Con riferimento all’esercizio 5, calcolare la funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio
del numero aleatorio 7' = 2X.

St(t) = hr(t) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ normale con parametri mg = 0, oy = 4.
Le componenti di un campione casuale (X, X5, X3), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = 1.
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (z1,x2,r3), con r + xo + 3 = 3,
calcolare (utilizzando la distribuzione finale di ©) la probabilita p dell’evento condizionato
(©>210> -2 x).

p:
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Soluzioni della prova scritta del 17/7/2012.

1. Siha X ~ B(n,3), conp=P(X >1)=1-P(X =0)=1—5 > 12 < n>10.
C oy — _ P(X<2,X>1)  P(<X<2) PX=D)+P(X=2)
Inoltre: « = P(X <2|X >1) = FOCT) PO = LPR=0) =

(2

= QL::; = 7;(_21) = gn((;ill)), con o = g pern =3, a= % per n = 4.
. Si haf f(z)dz = [~ 21 édx—i—f adx +f1 tdr = 2a+ 2 = 1; pertanto: a = 5. Inoltre

+o0
m = / d:c—/ —:cd:c—l—/ —xdx—l—/ éxdxzo,

come seguirebbe immediatamente osservando che f(z) ha un diagramma simmetrico rispetto
all’asse y. Infine, per x € (1,2), si ha

1 3 1 4 1
Fx)= | =d 24 Sdt= 24 (r—1) =24 (z—1
() = /2590—!—/ x-l—/ 5+5—|—5(x ) 5+5(x ) >

con F(1) =2 e con F(z) =1 per x > 2; pertanto: F(z) > % per z > 1.

. Siha0 < P(X =-1Y =0)+P(X =1Y =0) = 2a < 1; pertanto a € [0, 1], con
P(X = x, Y = y) = 12 per ogni (z,y) € {—2,—1),(—2,1),(2, 1),(2,1)}. Inoltre
X €{=2,-1,1,2}, Y € {—1,0,1}, XY € {~2,0,2}, con

1—2a
P(X=-2)=P(X=2)=——, P(X=—-1)=P(X =1) =a,
1-2
P(Y = 1) = P(Y = 1) = — ¢ P =0)=2a,
1—2a

P(XY = -2)=P(XY =2) =

5 P(XY =0) =20,

Allora: P(X) =P(Y) = P(XY) = 0; pertanto: Cov(X,Y) = p = 0. Infine, osservando ad
esempio che a = P(X = —-1,Y =0) # P(X =-1)P(Y =0) = a-2a = 2a?, segue che X
e Y non sono stocasticamente indipendenti.

. Siha Z e {-3,-1,1,3}, con P(Z = -3)=P(Z =3) =
pertanto

1

. . . ) : t t
@Z(t) — P<€zt2> — g(ef?nt 4 367” + 3€zt 4 e3zt) — 3605( )+ COS(3 )

4 Y




con @y (t) = —3[sen(t) + sen(3t)], ¢ (t) = —3[cos(t) + 3cos(3t)]. Allora

(0 0 0 -3
pz)= 20 0o gz =20y ez - o) =3,
i i i —
In alternativa
1 3 3 1 3
P(Z)==-(-3)+=-(-D)+=-1+--3=0; 0, =P(Z)==--94+--1+--14--9=3
. Si ha fi(x) = 0+°°e_$_ydy == x>0 foly) =---=e€Y,y > 0. Pertanto X

e Y hanno una distribuzione esponenziale di parametro A = 1, con f(x,y) = fi(x)f2(y)
per ogni (z,y); quindi X e Y sono stocasticamente indipendenti. Allora Cov(X,Y) = 0
esiha: 0} = Var(Y — X) = Var(Y) + Var(X) = 55 + 5> = 2. Fissato z > 0, si ha
p=P(Z>z2))=1-P(Z<z)=1—-PY —X <z),con

PY-X<z)=PY <X+2z2)=["7([7e"evdy)da =

_ O+oo e~ ( 0:1:+z _ydy) dr — +oo €_x(1 _ 6_(x+z))dl’ —

+oo _ _ +oo _ —22 | —
=), e fdr—e* [, ezxdle—ez[ef] :1—%62.

Pertanto: p = %

.SihaT =2X >0, con fi(z) =e ™,z >0, con fi(x) = 0 altrove; allora, fissato t > 0,

segue
t

+oo
Sr(t)=P(T >t)=P2X >t)=P(X > %) = / e fdr=e"2,

con Sr(t) =1 per t < 0. Allora fr(t) = —Sp(t) = %6_% per t > 0, con fr(t) =0 pert <0

(T ha una distribuzione esponenziale di parametro A = %), pertanto:
t
t ze 2
hr(t) = gq;((t)) = 2;% =1,t>0,con hp(t) =0 per t < 0.
. Siha © | x ~ Ny o, conai% = Ulg—l—% = &£ +3 =12 e quindi 03 = 1, e con
gt aT 3 48
m3 = 55— = 45 = ;5. Pertanto, per la distribuzione finale risulta © | x ~ Naus 1.
2tz 6 97
Allora, osservando che m3 — o3 = %, ms — 203 = —%, segue
8 P> % IX) 1= @iy (35)
P(© > — | O>——;x)= = =
19’ PO > —[x) 1= Ppuyoy(—15)

1= ®pyoy(mz—o03)  1-0(=1) &(1) 08413

= = = ~ ~ 0.8609 .
1= ®pyos(mg —203) 1—®(=2) @(2) 09772




