Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 10/9/2013)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Si considerino due urne U e V', con U contenente 2 palline bianche e 1 nera e V' contenente 1
pallina bianca e 2 nere. Tizio e Caio effettuano, rispettivamente da U e V', 2 estrazioni con
restituzione. Definiti gli eventi A; = "I"-ma pallina estratta da Tizio € bianca”, 1 = 1,2,
B; = 7"la j-ma pallina estratta da Caio é bianca”, j = 1,2, sia X il numero aleatorio
di palline bianche estratte da Tizio; inoltre, sia Y il numero aleatorio di palline bianche
estratte da Caio. Calcolare la probabilita a dell’evento condizionato (X = 2|X +Y = 3)
e la covarianza della coppia (X — Y, X +Y).

a = Cov(X -Y,X+Y)=

. Con riferimento all’esercizio precedente, posto Z = X + Y, calcolare la probabilita ¢, =
P(Z = n), per ogni valore possibile n di Z, e la funzione caratteristica di Z.

n:

c pz(t) =

. Un vettore aleatorio continuo (X,Y) ha una distribuzione uniforme sul triangolo 7" di
vertici i punti (0,0), (3,0), (0,3). Calcolare le densita marginali fi(x) ed f2(y); inoltre,
calcolare la probabilita p dell’evento condizionato (X +Y > 1| X +Y < 2).

filz) = f2ly) = p=
. Su un lotto di 3 pezzi apparentemente identici sono possibili solo due ipotesi Hy, Hy, con
Hy = "nessuno dei 3 pezzi e difettoso”, Hy = "uno solo dei 3 pezzi é difettoso”, con

P(H;) = 3P(Hy). Un operatore controlla uno dopo l'altro tutti i pezzi. Definiti gli eventi
E; = 7li-mo pezzo controllato é non difettoso”, i = 1,2, 3, calcolare P(E3) e P(E3|E\Ey).

. Un sistema S e costituito da due dispositivi a e b in parallelo funzionanti simultaneamente,
con tempi aleatori di durata fino al guasto, per a, b ed S, rispettivamente: X, Y e Z.
Fissato un valore ¢t > 0 e definiti gli eventi £y = (X <), By = (Y <t), B3 = (Z <t),
esprimere |ES| in funzione di |Ef|, |ES|. Inoltre, assumendo che la densita congiunta del
vettore aleatorio (X,Y) sia f(z,y) = e 272 per x > 0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove,
calcolare il prodotto P(X)P(Y) e il coefficiente di correlazione pxy-.

B3| = P(X)B(Y) = pxy =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di sopravvivenza e la funzione
di rischio di Z.

Sz(Z) = hz(Z) =

. Da un gruppo di 8 studenti, dei quali 3 non sanno risolvere un certo quesito, ne vengono
estratti a caso 2. Successivamente, il quesito viene sottoposto a uno dei 2 studenti (scelto a
caso). Definiti gli eventi H, = "fra i 2 studenti estratti a caso ve ne sono r che non sanno
risolvere il quesito”, r = 0,1,2; A = ”lo studente scelto a caso sa risolvere il quesito”,
calcolare a = P(A) e la probabilita condizionata 3 che tutti e due gli studenti (estratti dal
gruppo di 8 studenti) sappiano risolvere il quesito, supposto vero A.

o= b=
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1. Siha: X ~ B(2,2),Y ~ B(2,3); inoltre, posto P(X = h) = ay, P(Y = k) = by, si ha

2\ /2\" /1\*" 2\ /1\" /2\**
— z Z h=0.1.2 b, = - - k=0,1,2
w=(3)(3) (5) r=vr2 w=(3)(5) (5) k=012

con ag = by = %, a; = by = %, as = by = %. X e Y sono stocasticamente indipendenti;
quindi P(X = h,Y = k) = a,by, per ogni h, k. Allora, osservando che

(X=2X4Y =3)=(X=2Y=1), (X4Y =3)=(X=1Y =2)V(X=2Y =1),

o _ oy P(X=2,X+Y=3) _ P(X=2,Y=1) asby
segue: v = P(X =2[X +Y =3) = POXAY=3) = P(XolY=2)1P(X2¥=1) — arbsrashi —

= 1113 %. Inoltre, osservando che per una distribuzione B(n,p) la varianza ¢ npgq, si
=2-3-2=Var(Y). Allora, essendo Cov(X,Y) = Couv(Y, X), segue

Cov(X-Y,X+Y) = COU(X, X)—i—Cov(X7 Y)—Cov(Y,X)—Cov(Y,Y) = Var(X)—Var(Y)

. Siha Z € {0,1,2,3,4} e, poiche X e Y sono stocasticamente indipendenti, si ottiene

4 2 33
Cozaobozg, C1=aob1—|—a160:8—1, 02:a0b2+a1b1+a2b028_1,
20 4
03:a152+a251=§, C4:a262:8—1.

4 . it 2it 3it 4it
Inoltre: @Z(t) — Zn Ocneztn — 4+20e+33e 81+2()e +4e )

In alternativa: osservando che ¢x () = (3¢ + %)2 Loy (t) = (3¢ + %)2, segue
2 1)2(1d 2)2_(%“+1F (e +2)?

pz(t) = px(t)ey(t) = (ge t3) \3¢ T3 9 9

2
con f(x,y) = 0 altrove. Inoltre 1equaz1one della retta passante per i punti (3,0), (0,

& x+y = 3. Allora: fi(z f03 “2dy = 2(3—1x), 0 <z < 3, con fi(z) =0
altrove; fao(y) = 03 Y2dr = %(3 - y), 0 <y < 3, con fo(y) = 0, altrove. Infine,
siano T il triangolo di vertlci i punti (0,0),(1,0),(0,1), T3 il triangolo di vertici i punti
(0,0),(2,0),(0,2). Tenendo conto che la distribuzione ¢ uniforme, per ogni sottinsieme

misurabile A di 7', indicando con p(A) area di A, si ha [ [, f(z,y)dzdy = “E?; 2u(A).

. L’area del triangolo T & ¥; pertanto la densita congiunta ¢ f(z,y) = 9, per (z,y) € T,
3

Allora, indicando con T \ T} 'insieme differenza tra Ty e T1, si ha

P(X+Y >1,X+Y <2) [ [ fla,y)dady
P(X+Y <2) I Iz, [(@,y)dzdy B

_ S T\T)  p(Ty) —p(Th) _ 2—
%M(TQ) ,LL(TQ) g 3

—P(X+Y>1|X+Y <2) =

=0.



4. Sitratta di estrazioni senza restituzione da un lotto di composizione incognita, con Ey, Fy, E3
scambiabili. Osservando che P(Hy) = 5, P(H,) = 2, P(E\|Hy) = 1, P(F\|H,) = 2, segue
1 2 3 3
P(E3) = P(Ey) = P(E1|Hy)P(Hy) + P(E{|H,)P(Hy) =1+ it3 1T 1
Inoltre, osservando che P(ElEQ‘HO) = P(E1E2E3|H0) = 1, P<E1E2|H1> = % .
P(E1E2E3|H1) = 0, segue
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P(EyEyEs) = P(EyEyEs|Hy)P(Hy) + P(E\EyEs|Hy)P(Hy) =1
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Pertanto: P(Es|FE1E,) = % =1

5. Si ha Z = max{X,Y}; pertanto B3 = (Z <t) = (X <t,Y <t) = FE1E,. Allora
|Esl =1 —[Es| =1 [E|[Eaf =1 — (1= |ET[)(1 — [E5]) = | EY| + [E5| — | EY][E5].
In alternativa: E§ = (Z >t) = (X >t)V (Y >t) = Ef V ES; quindi
|E5| = |ETV Es5| = |EY| + | B3| — [EYEs| = [EY| + | E5| — | EY[| -
Inoltre: fi(z) = f0+oo e Wdy = 1e72, 2 > 0; foly) = 0+°O e 2 Wdy = 27, y > 0.
Pertanto X e Y hanno una distribuzione di tipo esponenziale con parametri rispettiva-
mente 3 e 2. Allora P(X) = 2,P(Y) = 3, da cui segue P(X)P(Y) = 1. Infine, essendo

flz,y) = fi(x)fo(y),Y(x,y), i numeri aleatori X,Y sono stocasticamente indipendenti e
quindi incorrelati; pertanto: pxy = 0.

6. Fissato z > 0, si ha: Sz(2) =P(Z>2)=1-P(Z<z)=1-P(X<zY <z =

—1-PX<)PY <z)=1-(1-€e2)(l-—e®)=¢i4e % —c3°,
Inoltre f7(2) = —S%(2) = 272 + 2¢7%* — 2727 allora
fz(2) %e‘g +2e7% — ge_%z e?* + 4e3 — 5
hz(Z) = = 5 = z :
Sz<Z €72 +e 2% — g 27 2(€2z+62 —1)

5
inoltre: = P(Hy|lA) = —P(AE(()X;(HO) = Llu %.
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