Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 4/4/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Date due urne U e V, contenenti 3 palline bianche e 2 nere, Tizio e Caio effettuano,
rispettivamente da U e V', 2 estrazioni con restituzione. Definiti gli eventi A; = “l"i-ma
pallina estratta da Tizio ¢ bianca”, © = 1,2, B; = "la j-ma pallina estratta da Caio é
bianca”, j = 1,2, sia X (risp., Y) il numero aleatorio di palline bianche estratte da Tizio
(risp., Caio). Calcolare: (i) la probabilita p dell’evento condizionato (X = 2|X +Y = 3);
(i1) il coefficiente di correlazione p della coppia (X —Y, =X —Y).

p —= 10 —=
. Con riferimento all’esercizio precedente, posto Z = X —Y | calcolare la probabilita dell’evento
(Z =h), per ogni h € {—2,—1,0,1,2}, e la funzione caratteristica di Z.

P(Z =h) = pz(t) =

. Un vettore aleatorio continuo (X,Y) ha una distribuzione uniforme sul rettangolo R =
[0, 2] x[0,4]. Indicando con o1, o3 gli scarti quadratici medi di X, Y, calcolare le probabilita

=P(l-0, <X <1+40y)efB=P2—0y <Y <2+0y); inoltre, calcolare la probabilita
v dell’evento condizionato (X <1+ o0y |Y <24 0y).

: Dati tre eventi scambiabili E, E, E3, con P(E,) = 2, P(E{V E§) = L, P(E{V ESV ES) =
21, calcolare: (1) a = P(El V E3 ‘ E1 V E2 V Eg) ( ) ﬁ = (El | E2 )

o= b=

. Dato un triangolo 7" di vertici i punti (0,0), (0,c¢), (¢,0), con ¢ > 0, la densita congiunta
di un vettore aleatorio continuo (X,Y) € T ¢ f(x,y) = 3, per (z,y) € T, con f(z,y) =0
altrove. Calcolare la costante ¢ e la probabilita condizionata p = P(X+Y > 1 | X+Y < 1).

CcC = p =
. La densita di probabilitd congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) & f(z,y) = 2 S e "7V, per

x>0,0 <y <2z con f(zr,y) = 0 altrove. Calcolare la previsione di X e la funz1one di
rischio di Y.

P(X) = ha(y) =

. Da un gruppo di 12 studenti, dei quali 2 non sanno risolvere un certo quesito, ne vengono
estratti a caso 3. Successivamente, il quesito viene sottoposto a due dei 3 studenti (scelti a
caso). Definiti gli eventi H, = "fra i 8 studenti estratti a caso ve ne sono r che non sanno
risolvere il quesito”, r = 0,1,2; A = ”i 2 studenti scelti a caso sanno risolvere il quesito”,
calcolare a = P(A) e la probabilita p che tutti e tre gli studenti estratti sappiano risolvere
il quesito, condizionata ad A.

o= p:
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1. Gli eventi A;, As, By, By sono equiprobabili e indipendenti, con P(A;) = P(B;) = %

Allora: X = |Ay] + |As| ~ B(2,2), Y = |By| + |Bs| ~ B(2,2), con X e Y stocasticamente
indipendenti, e si ha: P(X =0) = P(Y =0) =py=2-2 =5, P(X =2) = P(Y =

2)=pp=2-2=2 PX=1)=PY =1)=p =1—py—p, = 32. Allora, posto

P(X =h,Y = k) = pp e osservando che ppr = P(X = h)P(Y = k) = pupy, segue:

P(X=2X+Y=3) PX=2Y=1)

p=P(X =2/X+Y =3)=

P(X+Y:3) a P(X+Y:3)
P21 _ P2p1 . 2&5% 1

" pra+pa p1p2+P2p1_%'%+%'%_2.

Inoltre, osservando che Var(X) = Var(Y) =22 -2 = 22, segue

Cov(X-Y,-X-Y) = —Cov(X,X)-Cov(X,Y)+Cov(Y, X)+Cov(Y,Y) = —Var(X)+Var(Y) = 0;
pertanto: p = 0.

2. Ricordando che X e Y sono indipendenti e ugualmente distribuiti, si ha

4 4 1212 9 9 241

55T m 65 L ) = Pipotp2p:

P(Z = 0) = popo+pi1p1+pap2 =

12 4 9 12 156
= ot oror —P(Z=-1), P(Z=2) =
% 3% 25 6 ). P(Z=2)=papo =

Allora, posto P(Z = h) = a, si ha:

P(Z =-2).
625 = Pop2 = ( )

2 4+ 156e " 4 241 + 156€" + 36"
¢it?) Z apeith + 156e™ + + 1506e™ + obe '
625

wz(t) =
h=-2

3. L’area di R & pari a 8; pertanto f(x,y) = %, per (z,y) € R, con f(z,y) = 0 altrove.
Inoltre, come si puo facilmente verificare, le distribuzioni marginali sono ancora uniformi;
cioe: X ~ U([0,2]), Y ~ U([0,4]); quindi X e Y sono stocasticamente indipendenti e si

M2
ha: Var(X) = (213) = % Var(Y) = % = %; pertanto: o; = \/Lg, = \/lg Allora,
osservando che fl(‘r> - %7 per r € [07 2]7 f2<y) - 4117 per y € [074]7 con fl(x) - f2(y) =0

altrove, segue

1+% 2+
1 1 2 1 1
a:/ V= =~ 0574 B = /f—dy—
-1 2 2 V3 V3

4
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 P(X<1+40,Y <2+0) P(X§1
B P(Y <2+ 0y) B P




. Si ha

2 7 5 16 5
P(E)Y=P(E,)==, P(E.E;)=P(E{Es)=1— — = —_ P(E{EyFE:)=1— — = —.
( Z) ( 1) 3, ( [ ]) ( 1 2) 12 127 ( 142 3) 21 21
Allora: P(E\V E3) =2P(F,) — P(E\Ey) =2+ 2 — 3 = 13; inoltre
2 5 5 83
P(E,V EyV E;) =3P(E,) —3P(E{E P(E{E3E;)) =3 - = -3 — 4+ — = —.
(1\/2\/3)3(1)3(12)+(123)33312+21 ol
Pertanto
P(E, V Es) 4
=P(E,V Es;|E,V Ey,V E3) = 12 _ .
o= P(EV Eg| EyV By V E) P(E\V E;V Ey) 8783’
P(E\E,ES)  P(E\E,) — P(E\EyE 2 -2
5:P(E1‘E2E§): ( 1 283): ( 1 2) ( 1422 3):122 §1:§
P(E,E) P(E») — P(E»E3) -1 7

. Larea di T e p(T) = % ed essendo la distribuzione di (X,Y) uniforme su 7" dev’essere
flz,y) = ﬁ = %, per (z,y) € T; pertanto: ¢ = 2. Inoltre, indicando con

Ty il triangolo di vertici i punti (0,0), (0, 1), (1,0), con T% il triangolo di vertici i punti

(0,0),(0,3),(%,0) e con D insieme differenza T} \ Ty, poiche (X,Y) ~U(T) segue

2
2

CPX4Y2LX4Y<1) 4F o) wT)-pTy) 3
P P(X+Y <1) MI) () u(Th) 4
. Siha
T R R R R R )
W= 139 Y790, Y79 P 2 =

pertanto, osservando che f; € una combinazione lineare di densita esponenziali, si ha

+o00 3 +oo 1 400 , 3 11 4
]P)<X):/O $f1<$)d$:§/0 xe_xdx—§/0 3$e_5xdx:§.1_§.§:§_

Inoltre

3 3 oo 3 3
foly) = L 3 e Vdr = 5 eyﬁ e fdx = B e Vet = 3 ey >0;
3 3

ovvero Y ha una densita esponenziale di parametro \ = %; pertanto per ogni y > 0 si ha

_ f2(y) 3

T3 3
S. = / —e2ldt=e"2Y; h =—.
Q(y) Y 2 2(y) SQ(y) 92

Si ha: P(H,) = (i)(ggl)—of), r =0,1,2; quindi
- B8 O 8y O3

con P(A|Hy) =1, P(A|H,) =3 - 5 =3, P(A|H,) = 0. Allora
a = P(A) = P(A[Ho)P(Ho) + P(A|H1)P(H1) + P(A|H2) P(Hz) =1+ — +

inoltre:
p= P(Ho|A) =

P(A|Ho)P(Hy) 1-& 4
P(A) T LTy

1
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