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Introduzione Generale

Introduzione al CdP

Il calcolo delle probabilita si e sviluppato fra il XV
e il XVI secolo, prevalentemente sulla base di studi e
considerazioni teoriche riguardanti situazioni e problemi
connessi ai giochi d'azzardo.

Si e soliti far risalire I'origini del CdP a certe questioni
di scommessa poste dal Cavalier de Méré a Pascal e
da questi discusse con Fermat.

Il primo libro sul gioco d'azzardo (Liber de ludo aleae)
e stato scritto, anche se pubblicato successivamente,
agli inizi del 1500 da Gerolamo Cardano (matematico,
fisico, medico e astrologo italiano).

Lo sviluppo storico del calcolo delle probabilita &€ dovu-
to a grandi scienziati quali Galilei, Bernoulli, Pascal,
Fermat, Laplace.

Nel nostro secolo la teoria delle probabilita si € svilup-
pata in molte direzioni grazie al lavoro di famosi
matematici, fra i quali Kolmogorov e B. de Finetti.



Prop. logiche, eventi, indicatori

Prop. logiche, eventi, indicatori

L'analisi di situazioni e problemi reali spesso com-
porta I'esame di fatti e aspetti incerti, che potranno
successivamente risultare veri o falsi.

Nei problemi aleatori i fatti incerti sono formalizzati
(in modo non ambiguo) mediante proposizioni logiche
che possono assumere il valore Vero oppure Falso.

Una proposizione o affermazione logica si indica con il
termine di evento, che si puo definire come un’entita
logica a due valori: vero (V') o falso (F).

Un evento definito mediante una proposizione logica
che e certamente vera si dice evento certo e si indica
con il simbolo ().

Un evento definito mediante una proposizione logica
che & certamente falsa si dice evento impossibile e si
indica con il simbolo (.

Gli eventi si indicano di solito con le lettere maiuscole:
A, B, ..., F, H,



Relazioni e operazioni logiche

Indicatore di E:

1 se F & vero,

B = \
0 se E e falso.

Osservazione: [©2| =1, |(|=O0.

Relazioni e operazioni logiche tra eventi:

implicazione,  uguaglianza, indipendenza logica,
incompatibilita;
negazione, unione, intersezione.

Negazione L'evento contrario o negazione di un evento
E ¢é l'evento che e vero quando E e falso ed e falso
quando F e vero. L'evento contrario di E si indica con
il simbolo E*°.

vero se F falso,

falso se E vero.

Utilizzando gli indicatori si ha: |E¢| =1 — |E]|.



Relazioni e operazioni logiche

Implicazione. Un evento A implica un altro evento B
se quando e vero A segue che & vero anche B.

In simboli si scrive A =— B oppure A C B.

A = B equivale alla diseguaglianza |A| < |Bj|.

Uguaglianza. Due eventi A e B si dicono uguali
se ognuno dei due implica l'altro, cioé se A =— B e
B = A.

Unione. L'unione o somma (logica) di due eventi
A, B & |I'evento che e vero quando almeno uno dei due
eventi & vero ed e falso quando sia A che B sono falsi.
Si indica con AV B oppure AU B.

Osservazioni:

AVQ=Q; AVD=A; AVA=A; AVA°=Q.

5



Relazioni e operazioni logiche

Intersezione
L'intersezione (logica) o prodotto (logico) di due eventi
A, B ¢ I'evento che e vero quando entrambi gli eventi
sono veri ed e falso quando almeno uno dei due eventi
A, B e falso.

|'evento intersezione di A, B si indica con A A B,
oppure AN B, o piu semplicemente AB.

Osservazioni:

ANQ=A; AND=0; ANA=A; ANA°=0.

Incompatibilita
Due eventi A, B si dicono incompatibili se non possono
essere entrambi veri, cioé se AB = ().

Proprieta degli indicatori:
[AB| = |A|-|B|; |AV B|=|A|+|B| - |AB],

con |AV B| = |A| + |B] nel caso in cui AB = {).



Relazioni e operazioni logiche

Altre proprieta:

AB — A — AV B,
AB — B — AV B.

In termini di indicatori:

AB| < |A| < |AVB|; |AB| < |B| < |AVB.

Proprieta distributive :

(AVB)\NC = ACVBC , (AANB)VC = (AVC)N(BVC) .

Formule di De Morgan

(AVB)°=A°AB° : (AAB)° = A°V Be.



Costituenti

Diagrammi di Venn.

Consentono una rappresentazione geometrica degli
eventi, utile per esaminare le relazioni e operazioni
logiche.

Eventi Insiemi

certo universo
A impossibile vuoto
0 contrario complementare
implicazione | inclusione
@) incompatibili | disgiunti
unione unione
Intersezione Intersezione

Partizione Una famiglia di eventi {Hy, Ho,..., H,}
costituisce una partizione di {) se valgono le seguenti
due proprieta :

1. HHH; =0, i#j; 2. HHVHyV---VH,=Q.
Utilizzando gli indicatori:

|Hy| 4+ |Ho| + -+ |Hy|=1. (1)



Costituenti

Costituenti.
Osserviamo che QAQ =Q eche EV E° =, VE.

Sfruttando tali relazioni, considerati degli eventi
A,B,..., si possono determinare i casi possibili o
costituenti, sviluppando la seguente espressione:

(AVA )N (BV BY)A--- =
= (ABV AB°V A°BV A°B°) A --- =
— AB---VAB¢.-.-VVA¢B-.-V A¢B¢...\/ ... .
(2)
Eliminando le intersezioni impossibili, quelle rimanenti
sono i casi possibili relativi agli eventi A, B, .. .. .

In generale, data una famiglia F,, = {E1,...,E,}, i
casi possibili o costituenti, C1,...,C,,, con m < 2",
si ottengono sviluppando |'espressione

(E\VEA(BoVES)A- - A ENES) = CiVCOoV- - VO, .
Co=E'El-E, k=1,2,...,m<2",

dove B = L;, oppure & = E7.



H_1

H_2

H_3

H_4

H_5

H_G

H_7

H_a

H_g

Costituenti
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Costituenti

Decomposizione di un evento. Dato un evento
arbitrario E' ed una partizione {H, H¢}, si ha:

E=EANQ=FEANHVH)=FEHVFEH. (3)

Pil in generale, data una partizione {H;, Ho, ..., H,},
si ha:
E=FEH,VEH,v---VEH, . (4)

In molti casi le formule (3) e ( 4) sono utili per calco-
lare |la probabilita di E.

Indipendenza logica.

Gli eventi di una famiglia F = {FE1, Fs, ..., E,} si
dicono logicamente indipendenti se il numero m di
costituenti & pari a 2".

Esempio 1 Estrazioni con restituzione da un’urna
contenente 1 pallina bianca e 1 nera.
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Costituenti

Gli eventi
E; = la i-ma pallina estratta e bianca, =1,2,...,5,

sono logicamente indipendenti.

Esempio 2 Estrazioni senza restituzione da un’urna
contenente 2 palline bianche e 3 nere. Gli eventi
E1, E5, E5 non sono logicamente indipendenti. Ad
esempio, se F1, 5 sono entrambi veri (cioe le prime
due palline estratte sono bianche) la terza pallina e
certamente nera e quindi E5 € necessariamente falso.

Se invece F; e vero ed Fy e falso, F'3 puo essere sia
vero che falso, e cosi via.

L’evento E5 € logicamente dipendente da E, ..., Ey,

nel senso che il suo valore logico € univocamente
determinato da quello dei primi quattro.

Infatti, assumendo noto il risultato delle prime
quattro estrazioni, il risultato della quinta e
scontato.
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Criterio classico e proprieta della probabilita

Criterio classico di valutazione della
probabilita

In molti problemi aleatori, per ragioni di simmetria o
di mancanza di informazioni sul fenomeno studiato, i
casi possibili sono giudicati ugualmente possibili.

In tali situazioni, per valutare il grado di attendibilita
di un evento A, e del tutto naturale basarsi sul numero
di casi favorevoli a ciascuno degli eventi considerati.

Definizione 1 (Classica) Considerato un esperimen-
to aleatorio con m casi possibili, giudicati ugual-
mente possibili, ed un evento E con r casi favorevoli,
la probabilita P(E) di E ¢ uguale al rapporto .

P(E) = # casi favorevoli

# casi possibili

Esempio (lancio di 2 dadi). Indichiamo con X,Y il
risultato dei due dadi e con Z = X + Y 1l totale.

| casi possibili (le coppie (z,y)) sono 6 x 6 = 36;
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Criterio classico e proprieta della probabilita

P(Z =3) =% =13,

in quanto le coppie favorevoli sono due : (1,2),(2,1).

P(X>Y)=2=2,

6 coppie favorevoli all'evento (X =Y') e delle restanti
30 quelle favorevoli all'evento (X > Y') sono 15.

Proprieta fondamentali della probabilita

Utilizzando la Definizione (1) si possono dimostrare le
seguenti proprieta di base (assiomi) della probabilita.

e P1. P(FE) >0, per ogni evento F;
(il numero r di casi favorevoli & non negativo e
quindi = > 0)

e P2. P(Q)=1;
(per I'evento certo €, si ha r = m e quindi =~ = 1)

e P3. se AB =1, allora P(AVB) = P(A)+ P(B)
(proprieta additiva).

14



Criterio classico e proprieta della probabilita

Dim. di P3.
Da AB = (), segue 74 = 0 e quindi

rAvB = TA+7TB—TAB =74+ TB.

Pertanto

TA+T r r
AT B _4,°5_ pP(A)+P(B).
m m m

P(AVB) =

In particolare, nel caso B = A€, applicando P2 e
P3 e osservando che r4c = m — r 4 si ottiene

P(A%) =1 — P(A) . (5)

Se AB = (), ponendo C' = (A V B)¢, si ha

P(C)=1-P(AVB)=1-P(A)— P(B), (6)

e quindi per la partizione {A, B, C'} vale

P(A)+ P(B)+ P(C)=1. (7)
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Criterio classico e proprieta della probabilita

Se F4,...,F, sono a due a due incompatibili, si ha:

P(El\/...\/En) — P<E1\/"'\/En_1)—|—P(En):
P(E1V---vEn_2)+P(En 1)+P(En) —

- = P(Ey) + P(Ez) + -+ P(Ey) ,
(8)
Se F, ..., E, formano una partizione di {2 si ha:
P(E1) + P(Ez) +---+ P(En) =1. (9)

Proprieta di monotonia. Se A C B, si ha
B=AVA°B, ANA°B =10,
e da P1, P3 segue

P(B) = P(A) + P(A°B) > P(A).  (10)
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Criterio classico e proprieta della probabilita

Probabilita di A Vv B.
Dati due eventi compatibili A e B, si ha

AVB=AVA‘B, P(AvV B)=P(A)+ P(A°B),
B=ABV A°B, P(A°B)= P(B)— P(AB),
e quindi

P(AV B) = P(A) + P(B) — P(AB).  (11)

lterando la formula (11), per I'unione di tre eventi
arbitrari A, B, C' si ottiene

= P(A)+ P(B) + P(C)+

—P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC) ,

equivalente (cfr. De Morgan) anche alla formula

P(AVBVC)=1-P(A°B°C%).  (12)
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Paradosso del Cavalier De Méré

Paradosso del Cavalier De Méré

Esempio 3 Si effettuano 4 lanci di un dado,
A : 7esce almeno una volta la faccia 6”.

Si effettuano 24 lanci di una coppia di dadi,
B : esce almeno una volta la coppia (6,6).

Si racconta che (nel 1654) il Cavalier De Méré (accani-
to giocatore di azzardo) valutasse ugualmente probabili
A e B sulla base del seguente ragionamento

nel primo esperimento in ognuno dei 4 lanci la faccia
6 ha probabilita % e quindi

Nel secondo esperimento in ognuno dei 24 lanci la
coppia (6,6) ha probabilita % e quindi

1 1 24 2
PB)=—+ - 4+—==—==-=P(A).
(B) 36Jr Jr36 36 3 (A4)
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Paradosso del Cavalier De Méré

Negli esperimenti pratici, pero, abbastanza sistem-
aticamente si osservava per uno dei due eventi una
frequenza di successo leggermente superiore a quella

dell’altro.

Il problema venne sottoposto a Blaise Pascal.

Intuitivamente si pud notare che con il ragionamento
precedente, se i lanci nel primo esperimento fossero piu

di 6, ad esempio 7, si avrebbe

1 1 7
P(A) = — e —=—->1
(4) 6Jr +6 6 ’
Il che e assurdo.
Soluzione. P(A) =1— P(A°) =1 — g—j ~ (.51

P(B)=1-P(B°) =135, ~0.49.

Quindi si ha P(A) > P(B).
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Commenti critici

Aspetti critici della definizione classica

1) Scelta appropriata dei casi da giudicare ugualmente
possibili.

Esempio 4 Un esperimento aleatorio consiste in due
lanci di una moneta.

E : in almeno un lancio esce Testa.

Casi possibili:

1. Ci: esce Testa al primo lancio (e ’esperimento
termina),

2. (5: esce Croce al primo lancio e Testa al secondo
lancio,

3. (C3: esce Croce in entrambi i lanci,

(1 e C5 sono favorevoli ad E.

Allora, la probabilitd di E & 2 7

W

Non ragionevole!
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Commenti critici

Non é ragionevole giudicare | tre casi ugualmente
possibill.

Infatti, P(E;) = % (se Testa o Croce al primo lancio si
giudicano ugualmente possibili).

FEs ed E3 sono ugualmente possibili e la loro unione
logica coincide con |'evento Croce al primo lancio;

In base alla proprieta additiva) hanno ciascuno proba-
bilitd 1 e quindi una valutazione pil adeguata di P(E)
e 5.

1

Tale valutazione & quella che si ottiene direttamente se
si considerano come casi possibili (ugualmente possi-
bili) i seguenti quattro, i primi tre dei quali sono quelli
favorevoli ad E:

1. esce Testa in entrambi i1 lanci;
2. esce Testa al primo lancio e Croce al secondo lancio;
3. esce Croce al primo lancio e Testa al secondo lancio;

4. esce Croce in entrambi i lanci.
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Commenti critici

2) La Definizione 1 non & applicabile sempre.

Esempio 5 Se uno studente sostiene un esame vi
sono due casi possibili (lo studente puo essere pro-
mosso o bocciato). Nessuno, pero, si sognerebbe di
concludere che la probabilita di essere promosso e
pari a %

Come si vede gia da questo esempio banale, la valu-
tazione della probabilita di uno o piu eventi richiede
metodi generali e solo in casi particolari ci si puo basare

sulla Definizione 1.
3) Circolarita.

Il termine wugualmente possibili utilizzato nella
“Definizione Classica” non puo significare altro che
ugualmente probabili e quindi ... il concetto di
probabilita viene definito mediante se stesso.

22



Impostazione frequentista

Impostazione frequentista

Definizione 2 La probabilita di un evento e il lim-
ite della frequenza relativa delle prove in cui ’even-
to si verifica, in una successione di prove identiche,
quando il numero delle prove tende all’infinito.

Critiche.

1) Le frequenze non costituiscono una successione nu-
merica data mediante una legge, ma da dei numeri ril-
evati sperimentalmente. Il concetto di limite utilizzato
non e quello rigoroso dell’analisi.

2) Validita. Si deve prendere in considerazione una
successione di prove fatte nelle stesse condizioni. Non
e sempre possibile.

In conclusione, la definizione classica e la definizione
frequentista si possono utilizzare solo come criteri
operativi di valutazione, utili in certi casi, e non per
definire la probabilita.
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Impostazione soggettiva della probabilita

Impostazione soggettiva della probabilita

| precedenti criteri di valutazione possono essere co-
munque integrati in una impostazione piu generale:
la teoria soggettiva, sviluppata intorno al 1930 dal
matematico italiano Bruno de Finetti.

Nell'impostazione soggettiva, che € applicabile in tutte
le circostanze, si mantengono rigorosamente distinti
gli aspetti oggettivi (concernenti gli eventi) da quelli
soggettivi (concernenti le valutazioni probabilistiche),
vale a dire /a logica del certo dalla logica del probabile.

Capita spesso di prendere parte a discussioni accese
in cui delle persone esprimono opinioni e valutazioni
differenti sulla maggiore o minore attendibilita di fatti
incerti in confronto ad altri.

La ragione principale della diversita di valutazioni
risiede nel fatto che le persone hanno un’esperienza
e uno stato di informazione differenti fra di loro.
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Impostazione soggettiva della probabilita

Esempio 6 Estrazioni con restituzione da un’urna di
composizione incognita contenente palline bianche e
nere. Si vuole valutare la probabilita p di estrarre
una pallina bianca alla 1001-ma estrazione.

Se non si conosce il risultato delle precedenti 1000

estrazioni puo essere naturale valutare p = 1

5-
Se si sa che 900 volte la pallina estratta e stata bian-
ca, in mancanza di altre informazioni, si puo essere
. . ~ i

indotti a valutare p ~ .

Il diverso atteggiamento nei due casi € semplice-
mente dovuto a un diverso grado di fiducia nel

verificarsi dell’evento considerato.

Questo esempio mette in evidenza che 'informazione
di cui si e in possesso (oltre al modo in cui si elabo-
ra tale informazione) gioca un ruolo essenziale nella
valutazione delle probabilita.

Nell'impostazione soggettiva tale aspetto viene

riconosciuto esplicitamente, come si vede dalla
definizione seguente.
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Impostazione soggettiva della probabilita
Definizione 3 Dato un evento FE, la probabilita
P(E) = p dell’evento E, secondo un dato indivi-
duo in un certo stato di informazione, e la misura
numerica del suo grado di fiducia nel verificarsi di E.

Criterio operativo di misura + condizione di coerenza:

Criterio della scommessa
P(FE) = p rappresenta il prezzo che un individuo ritiene
equo pagare per ricevere

1 se si verifica E
O se non si verifica FE.

Pit in generale, se S € R, S # 0, l'individuo deve
essere disposto a pagare pS per ricevere

S se si verifica &
O altrimenti.

26



Impostazione soggettiva della probabilita

Condizione di coerenza:
L'individuo deve essere coerente, cioe le sue valutazioni

di probabilita per uno o piu eventi non devono essere
tali da fargli subire una perdita certa.

Se indichiamo con G il guadagno aleatorio, si ha

S(1—p), E
6= s(|-p)={ S0P Bl

In generale, data una famiglia F, = {F1,...,E,}
ed un’assegnazione di probabilita P, = (p1,...,pn)
su F,, con p; = P(E;), i = 1,...,n, il guadagno

aleatorio corrispondente € dato da

G =" S(Ei| —p),
1=1

dove S1,...,S, sono n numeri reali arbitrari (non tutti

nulli).
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Impostazione soggettiva della probabilita

Definizione 4 La valutazione P,, si dice coerente se,
per ogni scelta di 5q,...,.S5,, risulta

MinG -Max G <0.

Proprieta fondamentali della probabilita

e P1. P(FE) >0, per ogni evento E;
e P2. P(Q)=1;

e P3. se AB =1, allora P(AVB) = P(A)+P(B).

Ricordando il guadagno aleatorio associato alla
valutazione P(FE) = p, cioe

G — S(1—p), Ewero
1 —pS, E falso,

la condizione di coerenza Min G -Max G < 0, diventa
S(1 —p)(—pS) = —p(1 — p)S? <0, che & soddisfatta
se e solo se 0 < p < 1. (Proprieta P1).
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Impostazione soggettiva della probabilita

In particolare, se E = (2, si ha
Min G = Maxr G=G=S5(1—-p)

e la condizione di coerenza richiede che sia G = 0, per
ogni S. Quindi deve essere uguale a 0, da cui si ottiene

P(Q2) = 1. (Proprieta P2).
Proprieta additiva (P3).

Consideriamo una partizione di €2, costituita da 3 even-
ti {H1, Ho, H3}, di probabilita p1, po, ps.

Il guadagno totale relativo a tre scommesse simultanee
sugli eventi Hy, Hy, H3, con importi S1, 59, S3, €

G = S1(|H1| — p1) + S2(|Ha| — p2) + S3(|Hs| — ps3).

Poiche ’H1| + |H2| + |H3‘ = 1, per Sl = Sz = Sg =5
si ottiene
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Impostazione soggettiva della probabilita

Per la condizione di coerenza, dev'essere G = (. Allora,
segue p1 + p2 + p3 = 1, ovvero

P(H,) + P(H,) + P(H;) = 1. (13)

Dim. della proprieta additiva:
dati due eventi incompatibili A, B, per la partizione
{AV B, (AV B)¢} deve essere soddisfatta la condizione

P(AVB)+ P[(AVB)]=1.

D’altra parte, per la partizione {A, B, (A V B)¢} deve
valere

P(A)+ P(B)+ P|[(AVB)] =1,
da cui si ottiene :
P(AV B)=P(A)+ P(B) . (14)

Le formule (13) e (14), nel caso di una partizione di
Q, {Hy,...,H,}, e nel caso di n eventi F1,...,FE, a
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Impostazione soggettiva della probabilita

due a due incompatibili, diventano rispettivamente
P(Hy)+---+ P(H,) =1, (15)

P(E1V---VE,) =P(E1)+---+P(E, . (16)

Osservazione 1 (criterio classico di valutazione)
Se in un dato esperimento aleatorio si hanno m casi
possibili C4,...,C,, giudicati ugualmente probabili,
poiche

P(Cy)+---+P(C,) =1,

segue

1
P(Ck)za, kzl,...,m.

Allora, considerato un evento E con r casi favorevoli,
ad esempio £ = C;V ---V C,, dalla formula ( 16) si
ottiene

P(E)=P(Cy)+---+ P(C,) = —

cioe la probabilita di E e pari al rapporto tra il numero
di casi favorevoli e il numero di casi possibili.
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Richiami di calcolo combinatorio

Richiami di calcolo combinatorio

Esempio 7 Tre localita A, B,C sono collegate nel
seguente modo : per andare da A a B vi sono 3 per-
corsi distinti : p1, p2, p3; da B a C' vi sono 2 percorsi
distinti : S1,592.

P1

S1
(8 = n o (9

p3

I percorsi distinti (per almeno un tratto) che vanno
da A a C passando per B non sono 3+2, ma 3x2 = 6,
cioe 1 seguenti :

(p1,51) 5 (P1,82) , (P2,51), (P2, 82), (P3,51), (P3,82) -

Il principio della moltiplicazione interviene spesso nel
calcolo combinatorio.

Nell'Esempio 7 la scelta di un percorso richiede |'ese-
cuzione di una procedura in due passi, con un certo
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Richiami di calcolo combinatorio

numero di alternative in ogni passo:

1. si sceglie il tratto da A a B (3 alternative);

2. si sceglie il tratto da B a C' (2 alternative);

il numero di modi in cui si puo svolgere |'intera proce-

dura & pari al prodotto delle alternative in ogni passo
(3 x2=6).

Ogni percorso corrisponde ad una coppia ordinata
(pi,8j> , 1= 1,2,3; ] — 1,2

In generale, dato un insieme S formato da n oggetti

ai,as,...,Qa,, puo essere utile calcolare il numero di
disposizioni o gruppi ordinati distinti (a1, . . ., «;.), dove
a; € S,i=1,...,r, che si possono formare utilizzando

gli elementi di S.

Due gruppi ordinati si dicono distinti se differiscono
per almeno un elemento oppure per I'ordine.

Per scegliere un gruppo ordinato si esegue una
procedura di r passi.
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Richiami di calcolo combinatorio

Disposizioni con ripetizione. Le componenti
a1,...,0, possono essere (in parte o anche tutte)
coincidenti. In questo caso si parla di disposizioni con
ripetizione di classe r di n oggetti. Le alternative in
ogni passo sono sempre n; pertanto, in base al principio
della moltiplicazione visto nell'Esempio (7), indicando
con Dy, .. il numero di disposizioni con ripetizione si ha

D, ,=nx--xn=n". (17)

Disposizioni semplici o senza ripetizione. Se «o; #
oj, per ¢ # j. In questo caso si parla di disposizioni
semplici o senza ripetizione (di classe r di n oggetti)
e dev'essere ovviamente r < n. Indicando con D, ,. il
numero di disposizioni senza ripetizione si ha

Dp,=nn—-1)---(n—7r+1). (18)

In particolare, per r =nsihan—r+1=1, da cui
segue :

Dppn=P,=nxn-1)---x2x1=nl. (19)
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Richiami di calcolo combinatorio

Il simbolo n! si legge n fattoriale e rappresenta il
prodotto di tutti i numeri da 1 sino a n. Indica il
numero di permutazioni o ordinamenti di n oggetti.

Ad esempio: 31 =3 x2x1=6; 5! =-.-.=120.
Per convenzione si pone 0! = 1. La definizione di n!
pud esser data in forma ricorsiva:

. nx(n-—1) seneN (20)
1 se n = 0.
Inoltre :
n!
Dy,=nn—-1)---(n—r+1)= (21)

(n—nr)!

Ad esempio : D52 =5x4=2; Dygs=10%x9 x

__ 10!
8><7_W
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Richiami di calcolo combinatorio

Combinazioni
Consideriamo per l'insieme S = {ai,as,...,a,} il
calcolo del numero di gruppi non ordinati distinti
laq,...,ap], dove a; € S;i=1,...,r, che si possono

formare utilizzando gli elementi di S.

Due gruppi non ordinati si dicono distinti se differiscono
per almeno un elemento.

Distinguiamo due casi:

e le componenti aq,...,a, possono essere (in parte
o anche tutte) coincidenti. In questo caso si parla
di combinazioni con ripetizione (di classe r di n

oggetti).

® o F oy, el F .

In questo caso si parla di combinazioni semplici
(di classe r di n oggetti) e dev'essere ovviamente
r < n. Ogni combinazione semplice rappresenta
un sottoinsieme di r oggetti di S e si indica con |l
simbolo {aq, ..., }.
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Richiami di calcolo combinatorio

Comb. Semplici. Il numero di combinazioni semplici
si indica con il simbolo C), , e rappresenta il numero di
sottoinsiemi distinti di r oggetti che si possono formare
con gli elementi di S.

Osservando che ogni combinazione semplice da luogo
ad r! disposizioni semplici (distinte per |'ordine), segue:

Dyr=1rxCy,,,

e quindi :
D, n! n
Cpr=—-—= = : 22
’ r! ri(n —r)! ( r ) (22)
Il simbolo ( Z ) si legge coefficiente binomiale n su

r. Ovviamente essendo:

(7)) = (2 )=

segue che C), , = Cy, p—»-.
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Richiami di calcolo combinatorio

Un’altra formula utile & la seguente :

()= Ca) =)

OVVEro. Cn,r — n_lﬂﬂ_l + Cn_l,/r.

Osserviamo che, volendo costruire un generico sottoin-
sieme I C S, si deve eseguire una procedura di n
passi, con 2 alternative in ogni passo. Infatti, oc-
corre decidere per ciascuno degli elementi a4,...,a,
se includerlo oppure no in 1.

Pertanto, il numero di sottoinsiemi di S, compreso il
sottoinsieme vuoto () e lo stesso S, & dato da

2 (0) -

come segue anche dalla formula del binomio di Newton
ponendo a = b = 1:

wror =5 (2 )

r=0
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Richiami di calcolo combinatorio

Combinazioni con ripetizione. Infine, in relazione
al numero (7, ,. di combinazioni (con ripetizione) di
classe r di n oggetti, con un opportuno ragionamento
combinatorio si potrebbe verificare che risulta :

;[ r+n-—1 [ r+n-1
= ()= ()

Coefficiente multinomiale. Dati n interi v, > 0, tali
che r1 +7r9 4+ ---+ 17, = r, si definisce coefficiente
multinomiale il seguente:

r!

Tj!TQ!---Tn!

esso individua il numero di modi in cui r elementi
uguali (palline) si possono ripartire in n scatole in mo-
do che la scatola k£ contenga rj elementi.

scatola 1 | scatola 2 | ... | scatola n
T T2 ... T'n
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Richiami di calcolo combinatorio

Paradosso di De Méré. Riprendendo I'Esempio 3,
possiamo intanto osservare che lanciando 4 volte un
dado i casi possibili sono 6% (disposizioni con ripetizione
di classe 4 di 6 oggetti). | casi favorevoli all’evento
E), = la faccia 6 esce esattamente h volte sono dati
dal numero

1 A—h _
(h )5 Ch=0,1,....4.

Infatti, ( ;t ) e il numero di modi distinti in cui la

faccia 6 esce in h dei 4 lanci del dado, mentre 5%~ " & il
numero di modi distinti in cui nei rimanenti 4 — A lanci
puo uscire una delle altre cinque facce diverse da 6. |l
prodotto di tali numeri rappresenta i casi favorevoli ad
E;, e quindi la probabilita di £}, & data da:

()

40



Richiami di calcolo combinatorio

Pertanto :

h

w7
h=1

64

In modo analogo, si puo dimostrare che :

24 ( 2; )3524—’f
P(B) = ) _ ~ (.49 ,

3624
k=1

e quindi : P(A) > P(B).

Ricordiamo che alla stessa conclusione si puo giungere
in modo piu rapido utilizzando le relazioni

P(A)=1- P(A°) ; P(B)=1- P(B).

41



Numero Aleatorio

Numero Aleatorio

Dati n eventi Ei,FEs,...,E, ed n numeri reali
x1,%2,...,%, S definisce numero aleatorio semplice
la seguente quantita:

X:x1-|E1|+a¢2-|E2\+---+:1:'n-]En] (23)

Al variare in tutti i modi possibili, dei valori 1 o 0 degli
indicatori I;, con ¢ = 1,...,n, il numero aleatorio X
definisce una funzione reale. Osserviamo che a priori
non e conosciuto il valore assunto da X, mentre e
noto il suo codominio che & dato da tutte le possibili
somme ottenute considerando i costituenti C, ..., C,,
generati dagli eventi E4, ..., E,.

Esempio. Dato un evento E, il suo indicatore & un
(particolare) numero aleatorio

X =1-|E|+0-|E°| = |E],

con valori possibili 0 e 1.
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Numero Aleatorio

Esempio.  Consideriamo il lancio di un dado e
definiamo gli eventi

E; = "esce il numero¢”, ¢=1,2,...,6.

l| risultato aleatorio X del lancio si puo rappresentare
nel modo seguente

X =1-|E{|+2|E3]+---+6-|Eg|.

In questo caso E1, Es, ..., Eg formano una partizione
e quindi i coefficienti x1,x9,...,Tg rappresentano i
possibili valori di X.

Forma Canonica. Dato un numero aleatorio
X = a1 |Hi| + 22 |Ho| + -+ 2 - | Hpl,

dove {Hi,H,,...,H,} & una partizione di €, il
codominio di X & {x1,x2,...,2,}.

In generale non & cosi semplice determinare il
codominio di un numero aleatorio X.
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Numero Aleatorio

Esempio Dati tre eventi Eq, Es, F/3, con le seguenti
relazioni logiche

E1\Ey=0, FE3CE,

determiniamo i valori possibili del numero aleatorio

X = 2|E1|— |Ex|+|E3| = 2-|Ey|+(—1)- | Ea|+1-|E3].

Calcoliamo i costituenti generati da FE1, Fo, F5 (che
non formano una partizione) ed i corrispondenti valori

di X.
C1=E1E5E3, x1=3; Cy=E1E5ES, x2=2;
C3 = ETEsES, x3=—1; Cs= E{ESES, x4=0.

Pertanto I'insieme dei possibili valori (o codominio) di
X &{-1,0,2,3}.

In una situazione generale, con eventi arbitrari e con
certe relazioni logiche, per ottenere la forma canonica
occorre calcolare i costituenti e i valori possibili di X.
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Numero Aleatorio

Sia {F1, Es,...,E,} una famiglia di eventi e siano
Ch,C5,...,C,, i relativi costituenti. Sia inoltre X |l
numero aleatorio X = x1|F1| 4+ xo|Ea| + - - - + xp | Enl.
Se si verifica il costituente C}, X assume un ben
determinato valore xy.

C — X1
Co — X2
Cmp — Xm

Possiamo esprimere il numero aleatorio X in funzione
degli indicatori dei costituenti.

X =x1-1Ci|+x2-1Co| 4+ -+ Xm - |Cnl.

In questo caso 1 possibili valori di X saranno
X1, X2,--->Xm (alcuni dei quali potrebbbero anche
coincidere). Il legame che esiste tra gli x; e gli xp, € il

seguente:
Xh = E Ly -
i:CthZ-
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Previsione di un numero aleatorio

Previsione di un N.A.
Siano dati n eventi E4, Es, ..., E, e siano

p1=P(F1), po=P(Es), ..., pn=P(E,)

le rispettive valutazioni di probabilita. Considerato il
numero aleatorio

si definisce Previsione (o Speranza Matematica o Valor
Medio) di X la seguente quantita:

P(X) = p1z1 + p2z2 + - - + puy (24)

Diamo un’interpretazione in termini di scommessa della
previsione di X. Supponiamo che il n.a. X sia una
vincita aleatoria, nel senso che

se si verifica By (|E

1| =1) = sivince 2,
se si verifica Fs (|E3] =1

) = sivince

se si verifica F,, (|E,| =1) = sivince z,
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Previsione di un numero aleatorio

dove X rappresenta il totale di quello che si riceve.

In termini di scommessa P(X) indica
la quantita che si e disposti a pagare per ricevere X,
oppure

la quantita che si é disposti a pretendere per pagare
X . Infatti osservando che

. . x1, se siverif. By,
si paga p1xq per ricevere

0, sesiverif. b1,
(ovvero, per ricevere x1|Eq])

Si paga  paoxo per ricevere xo|FEs|

Si paga  pnTn per ricevere x,|E,|.

Allora sommando tali termini si puo dire che
si paga ».._p;x; perricevere > " . x;|Fy
cioe: si paga P(X) per ricevere X.
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Previsione di un numero aleatorio

Esempio. Sia
X = |E| =1|E| + 0|E°|
esiap=P(F). Siha
P(X)=P(E|)=1-p+0-(1—-p)=p,

cioe la previsione dell'indicatore di un evento coincide
con la probabilita dell’'evento (P(|E|) = p).

Baricentro. Sia {Hi,...,H,} una partizione di ).
Siano

P1 :P(Hl),pQZP(HQ),,pn:P(Hn)

le rispettive probabilita. Ricordiamo che Y "  p; = 1.
La previsione P(X) del numero

si  puo interpretare come il baricentro di wuna
distribuzione di n masse di pesi p; e di ascisse x;
cont=1,2,...,n.
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Previsione di un numero aleatorio

x 1 x 2 PreviX) x 3 x 4
$
N p 3
E p_ 4
p 1
4
Yor-l
1

Osservazione. La previsione P(X) di un n. a. X
gode della seguente proprieta

min(X) < P(X) < max(X). (25)
Dim. Consideriamo solo il caso in cui
X = x1|Hy| 4+ x2|Ho| + -+ + x| Hy|

con {Hy,...,H,} una partizione di ().
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Previsione di un numero aleatorio

Come sappiamo, affinche le probabilita pi,ps,...,p,
siano coerenti dev'essere

n
sz':L pi>0, 1=1,...,n.
i=1

Quindi P(X) = p1x1+poxo+- - -+ppx, € combinazione
lineare convessa dei punti (ascisse) x;. Osserviamo che,
perognii=1,...,n, sl ha

min(X) < z; < max(X),
e quindi

pimin(X) < px; < p;max(X).

Allora, sommando per 7 che vada 1l an, si ha

(sz) min(X) < szl’z < (sz) max(X),

OVVero
min(X) < P(X) < max(X).
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Previsione di un numero aleatorio

Combinazione lineare di n.a. Siano X e Y due
numeri aleatori

X = x| Br| + @ Ba| + -+ + x| By
Y =y1|Ar] + ya|A2| + - + Y| A

e siano a e b due numeri reali arbitrari. La quantita
C' = aX 4+ bY e il numero aleatorio che si ottiene dalla
combinazione lineare degli indicatori degli eventi

E17'°°7En7A17°"7Am7
con coefficienti
ari,...,aTn,0y1, ..., 0Um,

OvVVvero

C=aX+0bY = axi|E1] + axs|Es| + - + axp|Ey|+
+  bya|Ax| + by2| Ao + -+ bym|Am] -

Linearita della Previsione. Dati due numeri aleatori
X e Y e due numeri reali arbitrari a e b si ha

P(aX +bY) = aP(X) + bP(Y). (26)
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Previsione di un numero aleatorio

Infatti

P(aX +bY) = P(L1, azi| B + T, by |Aj]) =
D im1 0z P(E;) + Zj:l by; P(Aj) = aP(X) + bP(Y').

In particolare P(b) = b. Cio deriva dal fatto che una
costante b si puo vedere come il numero aleatorio
Y =0|Q|, quindiP(Y)=0b-P(Q2)=0b-1.

Casi particolari

P(aX) = alP(X), P(b) = b,
P(aX +0) =aP(X)+b, P(—X)=-P(X).

Dati n n.a. X1, Xs,...,X,, applicando ripetutamente
la (26) si ottiene

P(X1+Xo+- -+ Xp) =P(X1)+P(X2)+ - - +P(X,).

Piu in generale si ha

n n
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Previsione di un numero aleatorio

con ai,as,...,a, h numeri reali arbitrari.

Esempio. Supponiamo di effettuare n estrazioni
con restituzione da un urna di composizione nota
contenente palline bianche e nere . Indichiamo con

E; = esce pallina bianca alla i-esima estrazione.

Parliamo di successo all’i-esima estrazione nel caso in
cui F/; € vero e di insuccesso nel caso contrario. |l
numero aleatorio

X = |E1| + [E2| + -+ |Ey)

rappresenta il numero di successo nelle n prove. Se
supponiamo che gli eventi E; siano tutti equiprobabili,
OVVero

allora si ottiene

P(X) = P(E1]+ |[E2| + -+ |Ey]) =
> i P(E:]) = >7.2, P(E:i) = np
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Previsione di un numero aleatorio

Se invece considero il numero aleatorio

B+ B + -+ B
n

A

che rappresenta il numero medio di successi, si osserva
che P(Z) = P(2) = p ovvero la previsione della media
n

coincide con la probabilita di successo.
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Varianza

Varianza

Relativamente ad un numero aleatorio X abbiamo
visto che la previsione P(X) si puo interpretare come il
valore centrale della distribuzione di probabilita di X.
In alcuni casi la conoscenza della previsione puo essere
sufficiente per sintetizzare la distribuzione di probabilita
(un analogia la si riscontra con il baricentro).

In generale e troppo restrittivo descrivere delle
valutazioni di probabilita solamente attraverso la
previsione.

Ad esempio se Enzo mangia 2 polli e Marco non ne
mangia, allora la previsione si limita a dire che entrambi
mangiano un pollo.

Per tale motivo si introduce il concetto di varianza, un

indice che valuta la dispersione di X attorno al suo
valor medio P(X).

Definizione. Sia X un numero aleatorio e sia P(X)
m. Si definisce Varianza di X e si indica con Var(X)
o con 0% la seguente quantita

Var(X) = P[(X —m)?] (27)
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Varianza

La Var(X) si definisce come la previsione del numero
aleatorio Y = (X —m)?. Indicando con z1, s, ..., 2,
tutti i possibili valori di X e con p; = P(X = x;) le
rispettive probabilita, possiamo rappresentare X nella
seguente forma canonica

X =x1|X =z1| + 22| X = 22|+ - + 2,| X = 2,
e la previsione P(X) nella consueta espressione
P(X) = p171 + paw2 + -+ + Py

I n.a. Y = (X —m)? si pud rappresentare nella forma
seguente

(x1 —m)?| X = 21|+ + (2, — m)?| X = 2,
Allora, per la varianza si ottiene

Var(X) =P[(X —m)?] =

= p1(513‘1 — m)2 —i—pz(ﬂ?z — m)2 + .- —|—pn(l‘n — m)2 —

— Z?ﬂ pix; — m)2 -
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Varianza

Come si puo intuire, la varianza di un n.a. & tanto
piu grande quanto piu la distribuzione di X e dispersa
attorno al suo valor medio, ovvero quanto piu sono
probabili i valori di X lontani dal valor medio P(X).

x 1 x 2 PreviX) x 3 x 4
$
p_2 p_3
p 1 ) p_4
4
A P
1
z 1 z 2Prew(Z)z 3 z 4
¢
T
p 2 P_
p 4
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P(X)=P(Z2), Var(X) > Var(Z)

Dal punto di vista meccanico, dato un sistema di
masse, la Var(X) rappresenta il momento d’inerzia
rispetto al baricentro e quindi misura la dispersione di
massa rispetto al baricentro P(X).

Scarto quadratico medio (deviazione standard).

ox = \Jok = VEIX—mP]  (28)

Esempio. Siano X.,Y.Z tre numeri aleatori
ripsettivamente con le seguenti distribuzioni:

-2 -1 1 2
x4
SN
z 4 :
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cioe o
PX=-1)=PX=1)=1
PX=-2)=PY=-1)=PY=1)=PY =2)=1
P(Z=-2)=P(Y =2)=1

Le previsioni sono uguali, essendo P(X) = P(Y) =
P(Z) = 0, mentre le varianze sono diverse. Infatti

ok = 3(-1-02+3(1-02=1
oy = $(=2-0)2+3(-1-0)*+

+:(1-012+3(2-02=3
o= 3(-2-02+32-0)2=4

Quindi: Var(Z) > Var(Y) > Var(X).
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Varianza

Esempio. Consideriamo la scelta a caso di una per-
sona da una popolazione statistica costituita da due
individui: uno mangia 2 polli (supponiamo, a setti-
mana) e I'altro 0 polli. Sia X il numero (aleatorio) di
polli mangiati settimanalmente dalla persona estratta.
Si ha

l\DlH [\DlH

0, P(X

X =
2, P(X

0)
2)

Adesso, consideriamo il caso in cui entrambi gli in-
dividui mangiano 1 pollo a settimana. Sia Y |l
numero (aleatorio) di polli mangiati settimanalmente
dalla persona estratta. Si ha

Allora:

mentre:
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Varianza

Varianza di un indicatore. Dato un evento F con
P(E) —p € p(EC) = 1—p = q, essendo ]P)(|ED = D,
si dimostra che Var(|E|) = pq. Infatti

ot =Pl|E| — p)*] = p(1 —p)* +q(0 — p)* = pq.

Osserviamo che, come mostrato nel grafico sotto, risul-
ta: Var(|E|) =pg < %.

pg TY-°
+8.25
P
E.:E 1
-8.25 - \
-A.5

Figura 1: Var(|E])
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Varianza

Proprieta della varianza.

1. Var(X) > 0;

2. Var(X +¢) =Var(X);

3. Var(aX) = a*Var(X), per ogni a € R;

4. Var(aX +b) = a*Var(X), per ogni a,b € R;

5. Var(—=X) = Var(X);

6. Var(X)=P(X?) — [P(X)]%

Ricordando che m = P(X), dimostriamo la 6.
05 =P[(X —m)?] =P(X? —2mX +m?) =
= P(X2) — 2mP(X) +m? = P(X?) — [P(X)]2.

Osserviamo inoltre che dalla proprieta 4 per la
deviazione standard si ha

O(ax+b) = |alox, perognia,beR.
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Standardizzazione
Dato un n.a. X con P(X) = m e deviazione standard

ox, consideriamo il seguente n.a.
X —m

4 = :
25'¢

Utilizzando sia le proprieta della previsione che della
varianza si ha

P(Z)=0, o5 =0z =1.

Il n.a. Z = X;j;xm dicesi numero aleatorio ridotto o
standardizzato.

Disuguaglianza di Markov. Dato un n.a. X > 0,
con P(X) = m, e un numero reale a > m, si ha

(29)

Disuguaglianza di Cebicev. Dato un n.a. arbitrario
X con P(X) = m e deviazione standard o si ha

P(|X —m| > ko) < VkeR (k>1). (30)

1
ﬁ )
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Covarianza

Covarianza

Ricordiamo che, dati due numeri aleatori X e Y, si ha
P(X +Y)=P(X)+P(Y). Posto

P(X)=mx, PY)=my,

calcoliamo Var(X +Y).

Var(X +Y) =P{[(X +Y) — (mx + my)]*} =
=P{[(X —mx) + (Y —my)]’} =
=P(X —mx)?*+ (Y —my)? + 2(X —mx) (Y —my)] =
=Var(X)+ Var(Y) + 2P[(X — mx)(Y — my)].
(31)

La quantita P[(X — mx)(Y — my)| si definisce co-
varianza di X,Y e si indica con Cov(X,Y), oppure

oxy,; quindi

OO’U(X, Y) = O0OXYy — IP)[(X — mx)(Y — my)] . (32)

. 2 2 2
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Covarianza

Osserviamo che

Cov(X,Y) =P[(X —mx)(Y —my)] =
= P(XY) — mxmnmy — TMyTmx —|— mxmy

J
Cov(X,Y)= P(XY)—P(X)PY).
(33)

In particolare
Cov(X,X)=P(XX)-PX)P(X) = o%.

La covarianza di X e Y € una misura della tendenza
di X e Y ad associarsi prevalentemente secondo valori

X Y X Y
l.grande grande, piccolo piccolo (< oxy > 0)
2.grande piccolo, piccolo grande («— oxy < 0)

dove con grande indichiamo valori di X > P(X)
e valori di Y > P(Y) e analogamente per piccolo
indichiamo valori di X <P(X)eY <P(Y).

Se come tendenza prevale il 1° caso si ha correlazione
positiva (oxy > 0).
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Covarianza

Se prevale il 2° caso si ha correlazione negativa
(O'XY < O).

Esempio. Si hanno 2 palline (una bianca e una nera)
da ripartire in 2 scatole. Siano

X = “numero di palline nella prima scatola”

Y = “numero di scatole non vuote”.

Calcoliamo le rispettive previsioni. Si ha:

X €{0,1,2}, Y e{1,2}.

Inoltre, si hanno 4 casi possibili

(0,6n)  (bn,0) (b,n) (n,b)
PX=0)=P(X=2)=1 P(X=1)=1
P(Y=1) =3 Py =2)=1

con

X =0X=0+1X =1+ 2/X =2,
Y =1y =1|+2]Y = 2],
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€ con

P(Y)=1-242-2=3.

Come si vede nella tabella sotto, si ha XY € {0,2}.

Y\X 0 1 2
—T —T

1 S no | si
2 no si% no

Allora, per la previsione di XY si ottiene

1 3 3
P(XY)=0--+2--==
(XY) 0-7+2-7=73,

e utilizzando la (33) risulta

= 0.

Cou(X,Y) =P(XY) - P(X)P(Y) =

DO | o

3
2
Incorrelazione. Duen.a. X eY sidicono incorrelat:
se Cov(X,Y) =0.
Dati due n.a X, Y incorrelati, si ha

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y).
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Proprieta della covarianza.

Cov(aX +b,cY +d) =---=acCov(X,Y).

Coefficiente di correlazione
Dati due n. a. X e Y, si definisce coefficiente di
correlazione la seguente quantita

Cov(X,Y) OXY
PXY = = :
VVar(X)Var(Y) oxoy

pxy Si chiama anche covarianza normalizzata in quan-
to coincide con la covarianza dei due n. a. ridotti.
Infatti

CO’U(X;mX Yomyy — Cop(2X —mx Y myy

ox O‘X7O'y oy

Y oy
= COU(X,L) = L Cov(X,Y) = pxvy.

OXO0Y

Osservazione. Dati X e Y, consideriamo X' = aX +b
eY' =cY +d, cona,b,c,deR,a#0,b#0.Siha

0(&X—|—b)(cY—{—d) __ acoxy
O(aX+b)0(cY+d)  lacloxoy

PX'Y! =

= Tpxy-
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Proprieta.
1. pxy =0<= oxy =0 (incorrelazione);
2. =1 < pxy <1

3. pr::I:1<:>Y:aX—|—b.
(CL>O:,0X}/:1, CL<O:,0X}/:—1)

La proprieta 3 esprime numericamente il caso in cui
tra X e Y esiste una dipendenza lineare.  Pri-
ma di dimostrare tali proprieta facciamo le seguenti
osservazioni:

e Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)+ 2Cov(X,Y)
o Var(X —Y)=Var(X)+Var(Y) —2Cov(X,Y)

e Var(aX + cY) = a*Var(X) + *Var(Y) +
2acCov(X,Y)

Dim. della prop. 2. Si ha
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2 2

Va/r*(% + % = Ji + X4 ZCO’U(UX, o) =
— 24+ C""’<XYY> =2(1+ pxy) > 0;
Va/r*(% — % = 2(1—pxy)>0;
U
—1<pxy <1.

Dim. della prop.3. Se Y = aX + b, segue

Cov(X,aX+b) _ aCov(X,X)
CX%aX+b  laloxox

= +1.

PXYy =

Viceversa, sia |pxy| = 1 e dimostriamo che esiste una
dipendenza lineare tra X e Y.

Se pxy = —1, segue Var(% + %) = 0 cioe il n.a.

E—F% ha varianza nulla. Allora (con prob. 1)

E —|— —~_ e costante e coincide con il suo valor medio
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__mx | my ST
) = = + o Quindi

(prob.1)
X 4 Y — mx . my
ox T oy - ox T oy
oy oy
Y:my—%(X—mx) = ——X +my + —myx
\-.\O-/).% & EX y
Y = aX 4+ b con a:—%,b:my—l—amx
oppure
X =cY + d con c:—%,b:mx+dmy
Una dimostrazione analoga si pud fare nel caso in cui
X Y

pxy = 1 osservando che il n.a. = — = ha varianza
” 2D'¢ oy
nulla.

Covarianza di due indicatori. Siano A e B due
eventi, si ha

Cov(|Al, |Bl) = P(|AB|) — P(|ADP(|B|) =
— P(AB) — P(A)P(B).

In particolare dato un evento E di probabilita P(F) =
p e ponendo g =1 — p, si ha

Cou(|E[, |E®]) = P(0]) — P(IEDP(E®]) = —pg,

71



Covarianza

ed inoltre essendo |E¢| = 1 — |E| si ha pjgge| = —1.

Esempio. Estrazioni senza restituzione da un’urna
contenente due palline, una bianca e una nera.

A=La prima pallina estratta & bianca;

B=La seconda pallina estratta e bianca.

Si dimostra che: Cov(|A], |B|) = —1.

Nello stesso esempio, se si effettuano estrazioni con
restituzione, si ha Cov(|A|, |B]|) = 0.

Esempio. Una pallina bianca e una nera vengono
distribuite a caso in due urne U, V. Definiti i n.a.

X = numero di palline bianche in U,

Y = numero di urne non vuote,

si puo verificare che Cov(X,Y) = 0.

Esempio. Considerate due urne U,V, contenenti
ciascuna una pallina bianca e una nera, da U si estrae
a caso una pallina e la si inserisce in V. Definiti i n.a.
X ="numero di palline bianche in U ",

Y ="numero di palline bianche in V" ",

determinare pxy.

72



Matrice delle varianze e delle covarianze

Matrice delle varianze e delle covarianze. Dati
n na. Xq1,X9,...,X, ed m na. Yi,Y5 ....Y,
consideriamo le seguenti combinazioni lineari:

X = iaiXi, Y = iij},
1=1 7=1

con

ai, b cR, 1=1,...,n; 7=1,...,m.

Calcoliamo la covarianza dei n.a. X,Y.

Cov(X,Y)= Cov(d; ,a;Xi, Z}L b;Y;) =

n m
— Zz’:l ijl a,@'bjO'XZ.Yj.
In particolare

Cov(X,X)=Var(X)=> ., afai-i +2) .., QiajoX, X
(34)
Indicando con a’ = (ay,as,...,a,) il vettore dei

coefficienti e con X la seguente matrice (delle varianze
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e covarianze)

011 O12 = -°- O1n
Y — 021 022 -  O2p .
= : 5 E : v Tij = 0X;X5
Onl1 On2 e Onn

possiamo scrivere la (34) nella seguente forma
matriciale

Cov(X,X)=Var(X)=a'-X-a=

Jg11 012 **+ O1n ai
021 022 +++ O2n ao
:(al,ag,...,an) _ _
Onl On?2 ot Onn an
(35)
Se Xq,...,X,, sono a due a due incorrelati si ha

Var(X) =31_, a?agg =

011 0 0 an

0 029 - -- 0 as
:(al,ag,...,an) _
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Frequenza di successo. Datin eventi £, Es, ..., E,
a 2 a 2 incorrelati e posto P(E;) = p;, indichiamo con

con
|Eq1|+ |Ea| + -+ | En|
fn —
n
la frequenza relativa di successo.  Calcoliamo |a
previsione e la varianza di f,. Si ha

(36)

P(fn) — ..._— DP1tp2t-tPn

n J

Var(f,) = Var(B508) = £ 570 pigi <

n 4n *

Al tendere di n — oo si ha Var(f,) — 0. Cio
significa che la dispersione di f,, attorno al suo valor

2

medio %pi diventa sempre piu piccola al crescere
del numero delle prove. Sfruttando la disuguaglianza
di Cebicev si perviene alla seguente legge (debole) dei
grandi numeri

| >¢e)=0.

lim P(|f, — 22i=LP:
n——>00 n

Se in particolare gli E; sono equiprobabili, con
P(E;) =p, si ha: lim,_,. P(|fn, —p| >¢)=0.
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Probabilita condizionate

Dati due eventi E ed H, con H # ¢, si definisce
evento condizionato il seguente ente logico a tre valori

vero se I/ ed H sono entrambi veri
E|H = falso se F/ & falso e H & vero
indeterminato se H é falso.

L’'evento E si chiama condizionando, mentre |'evento
H si chiama condizionante. Gli eventi sono una sot-

toclasse degli eventi condizionati. Infatti, se H = (},
segue F|H = E|QQ=F.

La probabilita di E|H (secondo un certo individuo)
misura il suo grado di fiducia nel verificarsi di E
assumendo vero H. Per misurare tale grado di fiducia
si pud considerare una scommessa (condizionata), che
e valida se H risulta vero ed e annullata se H risulta
falso. Pertanto, se tale individuo valuta P(E|H) = p,
significa che egli & disposto a pagare p per ricevere

1 sesiverifca FH
0 se siverifica FE°H (37)

p sesi verifica HE€.
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In generale, in tale (ipotetica) scommessa condizionata,
I'individuo si impegna a pagare pS, con S # 0, per
ricevere

S  sesiverifica EFH

0 sesiverifica E°H

pS se si verifica HE€.

Il guadagno aleatorio G coincide con |'espressione
S|HI||E| — pS|H| = S|H|(|E| — p) e i suoi possibili
valori sono:

S(1 —p) sesiverifica EH
—pS se si verifica FE°H
0 se si verifica H°€.

Il valore nullo del guadagno, corrispondente al verificar-
si di H¢, esprime il fatto che la scommessa & annullata
e tale valore, ai fini della verifica della coerenza, non
deve giocare nessun ruolo. Pertanto, per verificare
la coerenza della valutazione p, occorre considerare la
restrizione, G|H, di G ad H, cioe occorre restringersi
al caso in cui la scommessa ¢ valida (H vero). Allora
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la condizione di coerenza diventa
Min G|H - Max G|H <0.

Osservando che i valori possibili di G|H sono S(1 — p)
e —pS, segue che p & coerente se e solose 0 < p < 1.

Alcune proprieta.
e P(HH)=1, P(QH)=1, PO|H) =0,

e Se H— F, allora P(F|H) = 1.

Teorema 2 (delle probabilita composte) Dati due
eventi F ed H.,se le valutazioni di probabilita
P(EH),P(H), P(E|H) sono coerenti si ha

P(EH) = P(E|H)P(H). (38)

Dim. Posto P(E|H) = p, la vincita aleatoria (37)
corrispondente al pagamento dell’importo p coincide
con il n.a.

X =1-|EH|+0-|EH|+p-|H, (39
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che puo definirsi come 1’Indicatore di E|H.

D’altra parte, per ricevere X occorre pagare un
importo pari alla sua previsione P(X). Pertanto,
operativamente, risulta P(X) = p, cioe

1-P(EH)+0-P(E‘H)+p-P(H®) =p,

P(EH)+p|ll - P(H)] =p,
e quindi
b P(EH)= P(F|H)P(H).

Corollario 1 Se P(H) > 0, si ottiene

P(EH)
P(H)

P(E|H) = . (40)

(tale risultato € adottato da molti autori come
definizione della probabilita di F condizionata ad H).

Nell'impostazione classica il teorema delle probabilita
composte si ottiene con il seguente ragionamento.
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Siano m i casi possibili, g i casi favorevoli ad H ed
rgy 1 casi favorevoli ad FH. Ovviamente, tra i casi
favorevoli ad H, quelli favorevoli ad E sono ancora
reg. Allora, assumendo rg > 0, si ha

P(H) = -, P(EH)= -, P(E|H) = ?—HH ,
pertanto
r —£H pP(EH
P(E|H) = TE_; — % _ P((H)) .
Corollario 2 Se H = () allora si ha FH = FE
P(E) = P(E|Q)P(Q) = P(E|Q).  (41)

Esempio. Estrazioni del lotto. Sia

X = 1% numero estratto,
E = (X <45)e H= (X > 30). Calcolare P(E|H).

Generalizzazione del teorema delle probabilita
composte. Siano E4, Es, ..., E, n eventi arbitrari
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e vediamo come si puo esprimere P(E1FEs---E,).
Ilterando la formula relativa al caso di 2 eventi, si ha:

= P(En|E\Ey -+ By 1)P(E1Es -+ - By ) =

(42)

P(E\)P(Es|Ey) -+ P(Ey|E\Es -+ Ep_1).

Formule analoghe alla precedente si ottengono
permutando in tutti i modi possibili I'ordine degli E;.

Ad esempio, per n = 3 si ha

P(E1EsE3) = P(FE1)P(E2|E1)P(FEs|E1Es) =
— P(E;,)P(E:,|E;,)P(Ei,|Ei,Ei,)

dove {i1, 12,73} € una permutazione di {1,2,3}.

Esempio 8 (Gioco della roulette russa) In una pis-
tola a 6 colpi viene inserito un solo proiettile e il
tamburo viene fatto girare vorticosamente. Quindi
6 prigionieri sono costretti a sottomettersi alla prova
della roulette russa. Considerati gli eventi

E; = il proiettile esplode all'i-mo colpo, 1 = 1,...,0,
verificare che tali eventi hanno tutti probabilita %,
cioe che i 6 prigionieri hanno la stessa probabilita di
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morire.
Ovviamente, si ha P(E;) = #. Inoltre

Allora, osservando che
Ey=FE{Ey, E3s=F{E5Es, ---, Eg=FE{---EcFg,
applicando la (42) si ha

P(E;) = P(E})P(E2|Ef) =g X 5 =5 ;
P(E3) = P(EY)P(E5|EY) P(Es|ETE;) =
P(Es) = P(ET)P(ES|EY)P(ES|ETES) - --
-+ P(E§|EY - - - Ef)P(Eg|EY - - - Ef) =

X 1=

ot

X

Ol

X

N[

X 3 X

1
5 -

winN
N
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Eventi condizionati e probabilita condizionate

Dati A, B, H, con AB =1, P(H) >0, si ha

__ P(AHVBH) _ P(AH) , P(BH) _
P(AV B|H) = <P(H) = FEr + Py =

— P(A|H) + P(B|H) ,

(43)
che estende la proprieta additiva al caso di probabilita
condizionate.

La formula (43) puo essere dimostrata anche nel caso
P(H) = 0 (introducendo in generale la condizione di
coerenza).

Applicando la (43), con A = E e B = E°, si ottiene
P(QH)=PEVE‘H)=P(EH)+PEH)=1,

e quindi
P(E°/H)=1—- P(FE|H). (44)

In generale, invece, si ha

P(E|H®) £ 1 — P(E|H).
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Data una partizione {Hi,...,H,} e un evento
qualsiasi E, dalla relazione

E=FEH,V---V EH,,

applicando la proprieta additiva e il teorema delle
probabilta composte si ottiene la seguente formula
di disintegrazione

P(E) = P(EH,) +---+ P(EH,) =
(45)
— P(Hl)P(Elﬂl) T+t P(Hn)P(E‘Hn)

Esempio 9 (Problema del condannato) In un paese
orientale un prigioniero e stato condannato a morte
da uno sceicco. Prima dell’esecuzione, lo sceicco of-
fre una possibilita di salvezza al condannato, met-
tendogli a disposizione 2 urne Uy e Us, con 2 palline
bianche e 2 nere.

Il condannato deve distribuire a suo piacere le palline
nelle due urne, con la condizione che nessuna urna
rimanga vuota. Verra poi scelta a caso un’urna da
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cui verra estratta una pallina. Se la pallina estratta
sara bianca il prigioniero sara graziato.

Qual’e la migliore ripartizione delle palline nelle due
urne’?

Definiti gli eventi

B = la pallina estratta e bianca,

H, = viene utilizzata 'urna Uy,

Hy = viene utilizzata 'urna Us,

la, decisione migliore per il condannato e quella che
rende massima la probabilita di B.

Supponiamo che il condannato inserisca h palline
bianche e k£ palline nere in Uy, con 0 < h+k < 4, e le
rimanenti 4 — h — k palline in Usy. Con tale strategia
si ha

P(B) = P(H,)P(B|H,) + P(H3)P(B|H>) =

D) N—r
o
—~

Sostanzialmente, basta esaminare i seguenti casi
(tra parentesi il simbolo ~ indica una decisione
equivalente che si puo fare a meno di esaminare):
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2. h=0, k=2 (~h=2, k=0);

e Nel caso 1 siha P(B) =4(2+3%) =3 ;
e nel caso 2 si ha P(B) = (3 +32) =3 ;
e nel caso 3si ha P(B) =3(3+3) =35 ;
e Nel caso 4 si ha P(B) =4(1+3) =%

La decisione migliore pertanto € la n. 4 (una pallina
bianca in un’urna e le rimanenti nell’altra).

Il problema si puo generalizzare considerando n
palline bianche ed n nere, con n > 2. Si puo ve-
rificare che la decisione migliore e sempre quella di
mettere una pallina bianca in un’urna e le rimanenti
nell’altra. A tale decisione corrisponde per P(B) il
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valore (massimo)

1 n—1
P(B)=-11
(B) 2<+2n—1)’

che all’aumentare di n sale verso %.

Indipendenza Stocastica. Dati £ ed H, per le
probabilita P(F) e P(E|H) si puo avere:

P(E|H) > P(E), P(E|H) < P(E), P(E|H) = P(E).

Nel primo caso E & correlato positivamente con H,
cioé assumendo H vero la probabilita di £ aumenta.

Nel secondo caso E e correlato negativamente con H.

Nel terzo caso si dice che E e stocasticamente in-
dipendente da H : l'ipotesi che H sia vero non fa né
aumentare ne diminuire la probabilita di E. In questo
caso si ha

P(EH) = P(H)P(E|H) = P(E)P(H),  (46)
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cioé la probabilita dell’evento intersezione E/H coincide
con il prodotto delle probabilita di £ ed H.

Se P(E|H) = P(E) > 0, segue P(H|E) = P(H),
cioé se E & stocasticamente indipendente da H, si ha
che H e indipendente da E. In tal caso segue anche

P(H°|E)=1— P(H|E) =1— P(H) = P(H®) .

Analoghe considerazioni si possono fare per le
probabilita condizionate

P(H|E®), P(H°|E®), P(E|H®), P(E°|H®).

In generale, data una famiglia arbitraria F di eventi
(tutti di probabilita positiva e minore di 1), gli eventi
di F si dicono (stocasticamente) indipendenti se,
per ogni sottofamiglia {F1,..., E,} di F, n > 2, si ha

P<E1En):P(E1)P(En> (47)

Osservazione. Se la condizione (47) vale per un certo
intero n (ad esempio, n = 2), non & detto che valga
per n + 1 (nell'esempio fatto, n + 1 = 3).
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Esempio. Si effettua un'estrazione da un'urna conte-
nente 4 palline, 1 rossa, 1 nera , 1 bianca, 1 gialla.
Consideriamo gli eventi

R="1a pallina estratta e rossa",

N="1la pallina estratta € nera”,

B= "la pallina estratta & bianca”,

G'= "la pallina estratta e gialla"”,

F=RVB H=NVBA=GVB.

Si puo verificare che la (47) non vale per la terna

(F,H,A), mentre vale per ciascuna delle 3 coppie
(E,H), (E,A), (H,A).

Teorema di Bayes. Tale teorema mette in eviden-
za che le probabilita condizionate sono lo strumento
teorico per "apprendere dall’'esperienza”, attraverso
I"aggiornamento delle valutazioni di probabilita di una
o piu ipotesi, man mano che lo stato di informazione
cambia per effetto di nuovi dati o notizie.

Dati E ed H, per il teorema delle probabilita composte
si ha:

P(EH) = P(H)P(E|H) = P(E)P(H|E)
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da cui, assumendo P(FE) > 0, si ottiene

P(H|E) = 2RI —

(48)
_ P(H)P(E|H)
— P(H)P(E|H)+P(H)P(E|HC) *

(teorema o formula di Bayes nella sua versione pil
semplice).

Se H rappresenta un'ipotesi incerta di probabilita
P(H) ed E un fatto osservabile, di probabilita P(F)
e di probabilita condizionata ad H pari a P(E|H), la
(48) ci mostra come il "grado di fiducia” nei riguardi
di H si modifica quando si suppone di aver osservato
I'evento E .

Esempio 10 Una persona (Tizio) attende nella
stazione ferroviaria di una localita A 1’arrivo di
un amico (Caio) che dovrebbe essere partito dalla
stazione di una localita B.

Tizio sa che Caio, che € un tipo bizzarro, ha lanciato
in aria una moneta, decidendo di partire (ipotesi H)
oppure no (ipotesi H¢) a seconda che il risultato del
lancio sia stato Testa oppure Croce.
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Inoltre, nel caso che il risultato del lancio sia stato
Testa (ipotesi H vera), avendo a disposizione 6 treni
Tizio ha lanciato in aria un dado, scegliendo il treno

corrispondente al risultato ottenuto con il lancio del
dado.

Considerati gli eventi
A1 Caio arriva con il primo treno,

A6 Caio arriva con il sesto treno,

calcolare la probabilita che Caio sia partito supposto
che non sia arrivato con nessuno dei primi cinque
treni.

Posto

E=A{AS - A = (A1 V-~V A5)° = AgV H® |
si tratta di calcolare P(H|FE). Nel nostro caso si ha
P(H) = P(H) = o, P(A{[H) =
Inoltre, essendo A; = A;H,sihaperi=1,...,6,

P(A;) = P(A;H) = P(H)P(Ai|H) = 5 X § = 13,
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da cui

_HEZPMWHQ:H%HPwﬂzéig:%.

Inoltre

P(E|H) = P(AgV H|H) = P(Ag|H) + P(HC|H) =
1 1

—l40=1.
6 6

Allora, dalla formula (48) si ottiene

PUHIE) — p(HJ)DJ(»]gH) XL

Come si vede, supposto che sia rimasta possibile solo
I’eventualita che Caio arrivi con 'ultimo treno, la
1

probabilita che Caio sia partito e scesa da % a .

E da notare che con un ragionamento intuitivo errato
si pud essere indotti a valutare P(H|E) = 1. Per
convincersi che tale valutazione non e "ragionevo-

le”, basta considerare il caso in cui i treni anziche 6
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siano 100, oppure 1000, oppure ... e supporre che sia
rimasto possibile solo 'arrivo con 'ultimo treno.

Con un ragionamento analogo a quello precedente si
puo verificare che

P(H|Af) = 3, P(H|A{AS) = 35

P(H|AJASAS) = 5, P(H|A{ASASAS) = §.

Data una partizione {H1,...,H,} ed un evento F,
per ogni fissato 7 =1,...,n, si ha

P(H;)P(E|H;)
P(Hi|B) = ZUprpiit =
_ P(H;)P(E|H;)
— P(H)P(E[H1)++P(Hn)P(E[Hy)
(49)

(versione generale del Teorema di Bayes)

Nelle applicazioni, E rappresenta una "osservazione”
in un dato esperimento, mentre {Hy,..., H,} sono le
possibili ipotesi che "spiegano” |'evento osservato.
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Eventi condizionati e probabilita condizionate

P(H;), i=1,...,n, sono le probabilita iniziali
P(H;|E), i=1,...,n, sono le probabilita finali
P(E|H;), i=1,...,n, sono le verosimiglianze

La (49) ci mostra come P(H;) si modifica in P(H;|F)
quando si suppone di aver osservato l'evento FE.
In questo senso la formula di Bayes rappresenta lo
strumento formale per apprendere dall’esperienza.

Esempio 11 Uno studente deve rispondere ad un
quesito di esame indicando, tra n possibili risposte,
quella corretta. Definiamo gli eventi:

H = "lo studente e preparato”,

E ="1o studente risponde correttamente al quesito”.
Indichiamo inoltre con p = P(H) la probabilita
iniziale di H e supponiamo che le verosimiglianze
siano P(F|H) = 1 e P(E|H®) = 1/n. Quanto vale
P(H|FE)? Applicando il teorema di Bayes si ottiene

np
(n—1)p+1

PH|E)=-- =
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Eventi condizionati e probabilita condizionate

Altri possibili aspetti da esaminare sono:

P(H|E)>p? P(H|E)> P(H®|E)?

Test d’ipotesi. Se P(H|E) > P(H¢|E) vuol dire
che, assumendo vero FE, l'ipotesi H & piu probabile
dell'ipotesi H¢. Nel caso di n ipotesi, applicando il
teorema di Bayes, si puo (soltanto) determinare quale
delle ipotesi fatte & diventata piu probabile rispetto
alle altre, mentre non ha senso, in generale, parlare
dell’'ipotesi piu probabile come se fosse (quella) vera.
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Eventi condizionati e probabilita condizionate

Esempio 12 Un oggetto viene nascosto (da Tizio) in
uno fra 7 contenitori, che successivamente vengono
divisi in due gruppi di 3 e 4 contenitori rispettiva-
mente.

Un amico (Caio), per cercare 1'oggetto, puo aprire
solo 2 contenitori in uno dei due gruppi a sua scelta.
Conviene scegliere a caso nel gruppo da 3 (strategia
A) oppure nel gruppo da 4 (strategia B)?

Supposto di aver aperto 2 contenitori scelti a caso
nel gruppo da 3 e di non aver trovato nulla, qual’e
la probabilita che I'oggetto stia nel contenitore rima-
nente?

Si puo dimostrare che le due strategie sono equiv-
alenti, cosi come sarebbe indifferente aprire a caso
un contenitore del primo gruppo e uno del secondo
gruppo.

Infatti, ognuno dei 7 contenitori ha probabilita %
di contenere 1’oggetto nascosto. Allora, definiti gli
eventi

H = l'oggetto e nascosto nel gruppo da 3,

H¢ = l'oggetto € nascosto nel gruppo da 4,

E1 = Caio apre a caso 2 contenitori nel gruppo da 3 e
trova 'oggetto,
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Eventi condizionati e probabilita condizionate

E> = Caio apre a caso 2 contenitori nel gruppo da 4 e
trova l'oggetto, si ha

Inoltre

Allora, con la strategia A si ha
3 2 2
P(FE1) = P(E1H)=P(H)P(E1|H) = - X 3= 7>
mentre con la strategia B si ha

P(Ey) = P(EyH®) = P(H®)P(Ey|H°) = ; y



Eventi condizionati e probabilita condizionate

Pertanto le due strategie sono equivalenti. Inoltre,
si puo osservare che aprendo 2 contenitori scelti a
caso fra i 7 iniziali la probabilita di trovare 'oggetto
e ancora la stessa, essendo data da

(1)(1)

O

Infine, con riferimento alla seconda domanda, oc-

corre calcolare P(H|EY).
Osservando che P(E{|H¢) = 1, dal teorema di Bayes
sl ottiene

o P(H)P(E§|H) P(H)P(ET|H) _
P(H|EY) = P(Ef)l - P(H)P(EﬂH)+P(}{C)P(Ef|HC) -

3.1
7X3 1

Ovviamente risulta

C C 4
P(HED) = = .
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Distribuzione binomiale

Teorema 3 Data una famiglia arbitraria F di eventi
(tutti di probabilita positiva e minore di 1), se gli
eventi di F sono (stocasticamente) indipendenti
allora, per ogni sottofamiglia {F1,..., E,} di F, con
n > 2,eperognil<s<n,siha

P(ESES---EEy 1 --- Ey)
P(ET)P(E3) - P(ES)P(Est1) -+ P(En) .

(50)

Distribuzione Binomiale. Siano dati n eventi
Eq, E5, ..., FE, indipendenti ed equiprobabili, di prob-
abilita p. Se FE; risulta vero (risp., falso), si parla
convenzionalmente di successo (risp., insuccesso) alla
1 — esima prova. Poniamo ¢ = 1 — p. Indicando con
X il numero aleatorio di successi sulle n prove, si ha

X = ‘E1‘+‘E2‘+"'+’En"

| possibili valori di X sono 0,1,2,...,n. Per deter-
minare la distribuzione di probabilita di X, occorre
calcolare i valori P(X = h), con h =0,1,...,n. A
tale scopo conviene rappresentare |'evento (X = h)
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Distribuzione binomiale

come unione di alcuni dei costituenti della famiglia
{El,EQ,...,En}. Si ha

(X =0) = ESES--- EC

e quindi

P(X =0) = P(EJE;--- E;) = P(EY)P(E;)--- P(E}) =
=(1-p)-1=-p)---(1=p)=(1—-p)"=g

N
n volte

In modo analogo si ha
(X:n) — E1E2...En

e quindi

P(X:n)—P(ElEz"'En):P(El)P(E2)"‘P(En):
=p-p - p = p"

n voIte

In relazione all’evento (X = 1), osserviamo che si ha

(X =1) =
E\ES---ESV ESE,ES---ESV -V ESES - - ES

N n—1

En,

unione di n costituenti equiprobabili
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Distribuzione binomiale

e quindi

P(X=1)=
:P(ElEg---EgVEfEQEg.--Egv---vEng.-.E
— P(E,\ES---E°) + -+ P(ESES-- - ES_|E,) =

—1 —1 n—1 —
=pd"_ +pd" +---pg" =npq” 2 (Dpla™ .
n volte
In generale, fissato h € {0,1,...n}, il numero di

costituenti favorevoli all'evento (X = h) & (7) ed
ognuno di essi ha probabilita p¢™~". Pertanto

P(X =h) = ()p'q"". (51)

Diremo che X ha una distribuzione binomaiale di
parametri n e p, utilizzando il simbolo

X ~ B(n,p).

Owvviamente, si ha

Yo P(X=h) =35 (D" = +" =1
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Distribuzione binomiale

In particolare se p = % come ad esempio nel caso di

n lanci di una moneta ben costruita, si ha

p(xzngi,) h=0,1,2,...,n, (52)

e la distribuzione binomiale e simmetrica. Si ha infatti

Se invece p # % la distribuzione & asimmetrica, come
si puo vedere dalle seguenti figure:
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0,321

Distribuzione binomiale

Figura 2: Binomiale p=1/2, n=10

Y

Figura 3: Binomiale p=2/3, n=10 - Binomiale p=1/3,

n=10

0,377

0377
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Distribuzione binomiale

Per la previsione di X si ha

P(X) = P(E1]+ [Ea| + -+ |Ey]) =
> im1 PE]) = > i p(E;) = np.

Per quanto riguarda la varianza, osserviamo che

dall'indipendenza degli eventi E+, ..., F,, segue
Cou(|Ei|,|E;|) = P(E:E;) — P(E;)P(E;) =
= P(E;)P(E;) — P(E; )P(E]) =0, V1 7é

Pertanto

Var(X) = Var(|Ey|+ |Eo|+ -+ |Ey]) =
> Var(|E]) = > pqg = npq.

In sintesi, se X ~ B(n,p), allora

P(X)=mnp, Var(X)=mnpg, ox =+ npq.

Ad esempio:

B(10,3): P(X)=5 o% =250 ox =1.58
B(10,3): P(X)=75 o3% =188 ox =1.37
B(10,4): P(X) =25 o3 =188 ox =1.37
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Ipergeometrica

Estrazioni con restituzione da un’urna di compo-
sizione nota. Si effettuano n estrazioni con resti-
tuzione da un'urna contenente N palline, di cui pN
bianche e ¢N nere (pN 4+ gN = N). Indichiamo
con E; l'evento "l'i-esima pallina estratta € bianca”,
i=1,...,n,econ X =>"" |E;| il numero aleatorio
di palline bianche estratte nelle n estrazioni.

Gli eventi E; sono indipendenti ed equiprobabili, quindi
X ~ B(n,p).

Estrazioni senza restituzione da un’urna di com-
posizione nota. Si effettuano n estrazioni senza
restituzione da un'urna contenente N palline, di cui
pN bianche e ¢NN nere (pN + gN = N). Ovviamente
deve essere n < N. Indichiamo con FE; l'evento "I'i-
esima pallina estratta € bianca”, 1 = 1,...,n, e con
X =>"" |E;] il numero aleatorio di palline bianche
estratte nelle n estrazioni. Valutiamo P(FE;), per
1=1,...,n.
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Ipergeometrica
P(E2) = P(E2 ANQ2) = P(Ex N (E1V EY)) =

= P(E3|E,)P(Ey) + P(E3|Ef)P(EY) =

N-—1 N
=SSPt av—9a=r-
Con il calcolo combinatorio, calcolando il rapporto fra
casi favorevoli e casi possibili, si ha

(N —-1)pN

P(Ep) = NN—1) P

In generale, sempre utilizzando il calcolo combinatorio,
si ha

(N —1)(N —2)--- (N —i+1)pN
NIN—1) (N —it1)

P(E;) = =D.

In altro modo, immaginando di fare NV estrazioni, le pIN
palline bianche verranno estratte in uno dei sottoinsiemi

. N :

di pN prove fra le N e ce ne sono (pN). Quelli
. N—1\, : )

favorevoli sono 1 - (pN—l)' 1 corrisponde all'i-ma prova

N—1 . . . .
ed (pN—l) rappresenta, in relazione alle rimanenti N —1
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Ipergeometrica

prove, i sottoinsiemi possibili di p/N — 1 prove in cui
vengono estratte le rimanenti p/N — 1 palline bianche.

prova 1-esima

1 ( N-1
P(EZ) _ - <pN—1) —p.

(o)

Pertanto gli eventi sono equiprobabili anche nel caso
di estrazioni senza restituzione.
Considerando adesso il costituente

E\Ey- - EyEf - ES,

si ha

P(E1E2 .. .EthCL—i—l .. Eﬁ) — DpN,h DgNn—n _

DN,n

_ pPN(N-1)(pN—2)---(pN—(h—1))gN(gN—-1)---(gN—(n—h)+1) __
= NIN—D(N—=2)- - (N—(h—1)(N—h)---(N—n+1) =

(N—n)! —-n
(o—"h)

. (pNH)I(N—pN)!(N—n)! _ (pN=R)!(N—pN—n+h)! __ \pN-—h
- _ | _ _ | | N - N
(pN h) ! (N pIN n—i—h).N. NN )] (pN)



Ipergeometrica

Tale risultato dipende solo dagli indici i, n, quindi per
ogni scelta degli h successi si ottiene

P(EyEsy--- By Ef - Ef) =

11 Lht 1

Indicando con Ay, ,, il generico costituente

EyEi,---E,Ef ---Ef

(8! i1

favorevole ad (X = h) si ha

(X =h) = (V iy yiny An)

.....

dove |'unione e fatta rispetto a tutti gli ( ) costituenti
favorevoli ad (X = h). In definitiva si ha

(2) Gv—h)

()

Suppondendo di effettuare estrazioni in blocco si giunge

P(X =h) = (53)
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Ipergeometrica

ad una formula che si pud memorizzare piu facilmente

pNY ( aN

() ()
~ :
()

La distribuzione di X si chiama distribuzione

Ipergeometrica e si indica con

P(X =h) =

(54)

X ~H(N,n,p).
Il n.a. X ha il seguente codominio
max{0,n —¢N} < X < min{pN,n}.

Esempio. Consideriamo 15 estrazioni senza resti-

tuzione da un'urna contenente 12 bianche e 8 nere. Si
ha

N =20, pN =12, gN =8, n =15, p:%.
max{0,n — qN} = max{0,7} =7,
min{pN,n} = min{12,15} = 12

X €{7,8,9,10,11,12}, X ~ H(20,15,3/5).
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Ipergeometrica

Fissato h € {7,8,9,10,11,12}, ad esempio h = 8§, si

ha

COES) (6
() (i)
Previsione e Varianza. Essendo gli eventi FE;

equiprobabili di probabilita p, come per la binomiale si
ha

P(X =8) =

P(X) = P(E1| +|Eaf + -+ |Enl) =
= Y im POEN]) = >0, p(Ei) = np.

La varianza risulta differente rispetto a quella della
binomiale perche Cov(|E;|, |E;|) # 0. Infatti

Cov(| Eil, |E3|) = P(EiE;) — P(E;)P(E;) =

_le — __Pg
1P — p’ N—1 -

Quindi
Var(X) = Var(|Ei| + |Es| + - + |E,|) =
=> i Var(|Ei|) + 23, Cov(|Eil, |Ej]) =
=npq +2(5)(—%) = - = npg(l — =) < npq.
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Ipergeometrica

In sintesi se X ~ H(N,n,p) si ha

9 (n)

P(X) =np, Var(X)=npq(l—2=L).

P(X =h)= (M) Gnn) — )

Comportamento Asintotico.

IHHN;%@}D@4mn)::

pN(N—-1)(pN—=2)---(pN—(h—1))gN(gN—-1)---(gN—(n—h)+1) _

= limy o0 N(N—1(N—2)(N—(h—1))(N—h)--(N—n+1)

(h—1)

(n—h—1)

— lim prN(l_ﬁ)”'pN(l_ DN )quN(l_qLN)"‘qN(l_q—N) —
N —oo N(N—-1)(N—-2)---(N—(h—1))(N—h)---(N—n+1)
=p'q"".

Asintoticamente la distribuzione ipergeometrica, fissati
| valori n,p, converge alla distribuzione binomiale di
parametri n,p. Infatti se la popolazione &€ molto
numerosa (/N molto grande rispetto ad n), dal punto
di vista numerico & praticamente la stessa cosa fare
estrazioni con o senza restituzione.

111



n.a. discreti

Numeri aleatori discreti

Un numero aleatorio X si dice discreto se |'insieme dei
suoi possibili valori € finito o infinito numerabile, cioe

X e{xy,x0,...,xp,...}.

Sia {p;, i € N}, con p; = P(X = x;), la distribuzione
di probabilita di X e supponiamo che

Do pi =1, Y2 |wilp < oo

In questo caso la previsione si definisce nel seguente
modo

P(X) = szwz (55)

La funzione

Flz)=P(X <x)= ) p;, z€R, (56)

si chiama funzione di ripartizione di X.
Osserviamo che F'(z) € [0,1],Vx € R.
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n.a. discreti

Esempio. La f.d.r di X = |E|, con p = P(F), &

’

0, x <0
F(z)=44q, 0<z<1.
l=p+gq, 12

Basta osservare che per © < 0 si ha (X < z) = 0,
mentre per > 1 si ha (X < z) = Q. Inoltre, per
0<z<1siha(X <z)= (X =0). In particolare

:PJ(\EC) =0
P(X<0)=P(X=0)+P(X <0)=P(E°) =q
P(X<1)=P(X=0+PX=1)=q+p=1

Figura 4: funzione di ripartizione di |F|
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n.a. discreti

Distribuzione Geometrica. Data una successione di
eventi By, Fo, ..., E,, ..., indipendenti ed equiproba-
bili, con P(E;) =p,q=1—p, sia X il n.a. di prove
fino al primo successo. Osserviamo che X & un n.a.
discreto, infatti

X e N.

(In realta stiamo trascurando il caso in cui X = oo,
cioé si ha sempre insuccesso; come vedremo tale evento
ha probabilita nulla). Si ha

P(X=n)=q¢""'p, neN.

Infatti

P(X =2) = P(E{E>) = qp,

Si dice che X ha distribuzione geometrica di parametro
p e si indica con
X ~G(p).
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n.a. discreti

La successione {p,}, dove p, = P(X = n), &
geometrica di ragione (1 — p). Infatti

pr=p>p2=p(l—p)>ps=p(l—p)°>>- -,

quindi (X = 1) (successo alla prima prova) e il
costituente piu probabile.

Inoltre vale la o—additivita:
Yo Pn =2 p(L—p)" =
=p> . (1—-p"'= pﬁ =1.

Osserviamo che per ogni fissato n si ha
(X =00) = (X >n)=FE{ES---E;
quindi
P(X=00) < P(X>n)=q", Vn.

Pertanto P(X = oc0) = 0.
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n.a. discreti

Proprieta di assenza di memoria. Un numero aleato-
rio discreto e non negativo X ha una distribuzione
geometrica se e solo se vale |la seguente proprieta
(detta di assenza di memoria)

P(X >n+ng|X >ng) =P(X >n), Vn,ng e N
(57)
il cui significato e: "supposto di non aver avuto suc-
cesso fino alla prova ng, la probabilita di non avere
successo nelle successiven prove e la stessa di non
avere successo nelle prime n prove”.

dim. (=) Hp) X ~ G(p); Th) vale la (57).

P(X > n+nglX > ng) = P Xm0

_ P(X>n+ng) _ g0 4
= PXong) = g =4 = P(X >n).

(<) Hp) vale la (57); Th) X ~ G(p).
Dalla (57) segue
P(X >nog+n)=P(X >n)P(X > nyg).
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n.a. discreti

Introduciamo la funzione di sopravvivenza definita
come

S(x)=1—-F(z)=P(X > ). (58)

Per no = 1 si ha

P(X>n+1)=P(X >1)P(X >n), Vn eN;
allora

S(n +1) = S(1)S(n) = S([S(1)S(n — 1)] =
== [

Postop=P(X =1),gq=1—p=P(X >1)=5(1),
segue S(n + 1) = ¢" .

Osservando che
(X>n)=(X=n+1)VX>n+1),

otteniamo
PIX=n4+1)=PX>n)—P(X>n+1)=

=S(n)—S(n+1)=4¢"(1—q) =q¢"p.
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n.a. discreti

Previsione e Varianza.

n— d(q"
P(X) =0 npg" ' =pY il ing"  =py ol ) =
_ A (1—g)+qy\ _ _ 1
— Py, 220:0 q" = pd—q(lzq) = p( (1 qq)2q — p% —p-

Con un ragionamento analogo si puo provare che
2 2 —1 1
P(X*) =Y lin'pd" = —F,

Var(X) = P(X?) - P(X)P =51 - L = 1.

Distribuzione di Poisson

Si dice che un n.a. X ha una distribuzione di Poisson
di parametro )\, con A € R™, e si indica

X~ PN,

se valgono le seguenti condizioni

1) X € Ng={0,1,2,3,...,n,...};
2) P(X:n)zpn:%e_A, Vn € Np.

118



n.a. discreti
Si ha
Zoo _ZOO AT )\Ze—)\zoo_ £:€_>\€>\:1.

n=0Pn = 2. n=0 nr€ n=0 n

Nella distribuzione di Poisson la previsione e |la varianza
coincidono. Infatti

P(X) = nomPn =22, oni\je A=

= YA e =AY A e = 1=

P(X?) =3, gn*pp == A+,
Var(X) = 24+ X = X2 = ).

La distribuzione di Poisson si usa in una grande varieta
di applicazioni, ad esempio (sotto certe condizioni) si
utilizza come distribuzione di probabilita di un n.a. X
che (in un certo intervallo di tempo) rappresenta

1. il num. di telefonate che giungono ad un centralino;

2. il num. di clienti che si presentano ad uno sportello;
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n.a. discreti

3. il num. di automobili che transitano ad un casello
autostradale;

4. il num. di particelle emesse da un corpo radioattivo;

Una delle prime applicazioni si ebbe nell'esercito prus-
siano, per valutare la probabilita, molto piccola, che
un soldato dell’esercito morisse in seguito ad un calcio
di cavallo.

Osserviamo che, sotto certe ipotesi, la distribuzione
Binomiale si puo approssimare con la distribuzione di
Poisson.

Consideriamo in proposito |'esperimento di scelta a
caso di n punti in un intervallo [0,a]. Sia I un
sottointervallo di |0, a] di ampiezza ¢, ad esempio [0, ¢].
Indicando con X4, Xo,...,X,, le ascisse aleatorie dei
punti generati nell’esperimento, definiamo i seguenti
eventi

EZI(XZEI), 1=1,2,...,n.
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n.a. discreti

Se i punti sono scelti a caso, si puo valutare (come
si vedra in seguito con | numeri aleatori continui con
distribuzione uniforme)

ovvero la probabilita & il rapporto fra le ampiezze degli
intervalli. Gli eventi E; si possono ritenere indipen-
denti ed equiprobabili. Se definiamo Y,, = > 7" | |E4],
ovviamente si ha

t
Y, ~B(n,—), VnéeN.
a
Al variare di n si ha una successione di n.a. {Y,,} con
distribuzione binomiale.

Supponiamo adesso di far tendere a — oo e di man-
tenere fissa |'ampiezza ¢ di I. In questo modo ad ogni
prova la probabilita di successo t/a diventa sempre piu
piccola e i successi diventano eventi rari.

Allo stesso tempo facciamo tendere n — oo in mo-

do tale che il rapporto n/a si mantenga costante

(% = cost = a).
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n.a. discreti

Per la previsione di Y,, si ha

t
P(Y,) =n—=at =cost =\, Vn.
a

Si ottiene

limy oo P(Yo = h) = Timy oo (7) (2" (1 = 9" " =

— limn—>oo n(n—1)-- (n h+1) ( ) (1 A)n—h — AP —>\.
Pertanto: B(n,2) —,_00 P(N),

ciog, la distribuzione Binomiale (sotto certe condizioni)
si pud approssimare con la distribuzione di Poisson.

Esempio 13 In una citta esiste un parco autobus
costituito da 1000 unita. Da considerazioni stati-
stiche si sa che in media il numero di autobus guasti
che si osservano ogni mattina € pari a 2. Indichiamo
con X il numero aleatorio di autobus guasti in una
mattina specifica. Se, per ogni ¢« = 1,2,...,1000,
definiamo ’evento E; = ”1’i-mo autobus e difettoso”,

possiamo ritenere gli E; equiprobabili e indipenden-
ti, con p = P(F;). Si ha X ~ B(1000,p).
Calcolare p e P(X > 1).
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Numeri Aleatori Continui

Sia A wuna partizione dell'evento certo €2, con
card(A) > card(N). Si pud dimostrare che in questo
caso non e possibile attribuire a tutti gli eventi di
A probabilita positiva, ma al pit ad un sottoinsieme
B C A, con card(B) = card(N).

In queste situazioni si possono presentare numetri
aleatori che assumono valori in un insieme con car-
dinalita del continuo. Un n. a. X di questo tipo puo
essere visto come una funzione

X:0Q—=R

che ad ogni caso possibile w € () assegna un valore
X(w)=z€R.

Ad esempio: X puo essere |'istante di tempo in cui si
guasta un determinato dispositivo.

In questo genere di applicazioni tipicamente i val-
ori possibili di X sono (per ragioni di carattere
matematico) tutti di probabilita nulla, cioe

P(X=2)=0, Vz.
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Distribuzioni (assolutamente) continue. Un
numero aleatorio X si dice continuo se

(i) P(X =z) =0,V € R (non esistono probabilita
concentrate, tutti gli eventi hanno probabilita

nulla);

(ii) esiste una funzione reale f > 0 (non negativa) inte-
grabile secondo Riemann, tale che per ogni sottoin-

sieme A C R, misurabile secondo Peano-Jordan, si
ha

P(A) = P(X € A) = /A f(x)dz

La funzione f si chiama densita di probabilita del n.a.
X.

Osservazioni. Se A & un generico intervallo [a,b]
(limitato o non), la (ii) diventa

Pwemm:/fmm,
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n.a. continui

cioe P(X € [a,b]) coincide con |'area sottesa al dia-
gramma di f(x) nell'intervallo (a,b).
In particolare se A = (—o00, +00) otteniamo

400
P(Q) = P(X € (—00, +00)) = / F(z)dz = 1.
o (59)
Cioé |'area totale sotto la curva e 1.

Da un punto di vista meccanico la densita di pro-
babilita si puo interpretare come la densita di massa
con cui una massa unitaria e diffusa sull’asse reale.

Vediamo il legame che sussiste tra la densita di pro-
babilita e la funzione di ripartizione. Data una densita
di probabilita f(x), ricordando che

F(r)=P(X <z)=P(X €] — o0, x]),

si ha
F(x) =/_ f(t)dt

cioé la f.d.r. calcolata in x rappresenta |'area sotto la
curva da —o0 a x.
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n.a. continui

Viceversa data una funzione di ripartizione F(z), se
F(x) & derivabile in x, si ha

Quindi una f.d.r. nel caso di distribuzioni continue
soddisfa le seguenti proprieta

1. 0< F(z) <1, Vz € R;
2. F'(x) > 0 (F(x) & non decrescente).

Se abbiamo la f.d.r. F(x) e si vuole calcolare Ia
probabilita di A = [a,b], cioe P(a < X < b), basta
osservare che

P(A) = / f(z)dz = F(b) — F(a).

Sia g(x) una funzione reale di variabile reale integrabile
secondo Riemann, per vedere se essa rappresenta una
densita di probabilita occorre provare che
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1. g(x) >0, Vx € R;
2. fj;o g(x)dx = 1.

Se g(x) > 0,Vx € R e risulta

—+ o0
/ g(x)dr =k >0,

— 00

la seguente funzione

| =

flz) =

cg(z), Vr e R,

n.a. continui

ottenuta normalizzando la funzione g, € una densita di

probabilita.
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Distribuzione Uniforme

Un n.a. continuo X ha una distribuzione uniforme in
un intervallo |a, b], in simboli

X ~U(la,b]),

se ha la seguente densita di probabilita

flz) =

k>0 sexcé€la,bl,
0 altrove.

La costante k£ si determina osservando che
fj;of(:c)dx = f;kdac =k(b—a)=1,

da cui segue .
k = :
b—a
Quindi, se X ~ U(]a,b]), si ha

|+ sex€la,b],
-

altrove.
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Dato un intervallo I = (¢,d) contenuto in [a,b] si
prova che la P(X € I) dipende solo dall'ampiezza
dell’'intervallo. Infatti se [ = d — c € 'ampiezza di I, si

ottiene

PXel)=/["

C

Pertanto dati due intervalli

1 _d—c __ .
b—adx ~ b—a  b—a

[

I,J contenuti in [a,b],

rispettivamente di ampiezza [ e A, si ha

P(X el)=P(X

La funzione di ripartizione di

da

F(z) = /_ ()t = ¢

eJ)sl=A

X ~ U(la,b]) & definita

0, ser < a,
=2 sex € |a,b),

1, se x > b.
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Distribuzione Uniforme

Esempio 14 Se X ~ U([0,1]), la densita di
probabilita ¢ data da

1, sex€l0,1],

0, altrove,

e la f.d.r. diventa

(O, se r < 0,
F(x) =<z, sexel0,1],
|1, sex>1
Se consideriamo lintervallo I = [3,2], ¢ facile
verificare che
P(I)=P(Xel)=3%—-1=23.

Se inoltre consideriamo l'intervallo J = |3, 5] si ha

P(J)y=1—-1=1.
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Previsione e Varianza per n.a. continui

Previsione. Dato un n.a. continuo X con densita di
prob. f(x), la previsione di X si definisce nel modo

seguente
—+ 00

PO = [ af(a)de,

— 00

sotto la condizione
—+ 00
| leli@)s < .
—00

cioé che l'integrale sopra esista e sia finito.
Se X ~ U(la,b]) si ha

P(X) = [TZaf(2)de = [} j=dv = 5P

Varianza. Dato un n.a. continuo X con densita di
prob. f(x), ponendo P(X) = m, la varianza di X &
definita da

+o0
Var(X) = P[(X — m)? = / (z — m)*f(z)de,

— OO

sotto la condizione che l|'integrale a secondo membro
esista e sia finito.
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Previsione e Varianza per n.a. continui

Deviazione standard. Ricordiamo che lo scarto
quadratico medio (o scarto standard o deviazione
standard) & dato da: ox = /Var(X).

Se X ~ U(la,b]), si ha

Var(X) = 0% = [Tz —m)2f(2)dz =

= fj;o 22 f(x)dr — m? = f;az2 L dr — (4£0)? =

N _ (b—a)?
T T 12 )

e quindi: ox = 12’\_/%

Proprieta della previsione. Sia X un n.a. continuo
ed Y un n.a. definito da

Y = h(X),

dove h €& una funzione definita nel codominio di X.
Allora si puo provare, sotto l'ipotesi di esistenza di
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Previsione e Varianza per n.a. continui

P(Y), che risulta

Ad esempio, se h(X) = X?, si ha P[h(X)] = P(X?).
Se h(X) = (X —m)?, si ha

Ph(X)] = P[(X —m)’] = 0% .

Linearita della previsione. Sia X un n.a. continuo.
Consideriamo Y = ¢X + d, con ¢ # 0. Allora

P(Y) =P(cX +d) = [ Z(cx + d)f(z)dz =

= cfj;oxf(:v)d:c + d/+oof(az)daz =cP(X)+d.

g

-~

=1

Osservazione. Le disuguaglianze di Markov e Cebicev
valgono anche per n.a. continui. Inoltre

e min(X) <P(X) < max(X).
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Distribuzione Esponenziale.

Distribuzione Esponenziale.

Un n.a. continuo X con densita di probabilita

Ae 2 se x>0
= — 7 NERT 60
f@) =1 se z <0, (60)

si dice che ha distribuzione esponenziale di parametro
A e siindica con X ~ FExp(\).

La distribuzione esponenziale viene utilizzata ad
esempio quando X rappresenta

e il tempo di durata di un dispositivo (non soggetto
ad usura);

e il tempo di attesa del verificarsi di un certo evento
(arrivo di un cliente in una coda, arrivo di una
telefonata).
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Distribuzione Esponenziale.

Figura 5: Esponenziale

L'area sotto la curva y = f(x) al crescere del parametro
A si concentra sempre piu verso |'origine.

Ricordiamo che |'area totale sotto la curva e uguale a
1. Infatti

j_;o f(x) = 0+oo e Mdr = [—e_m]aroo = 1.
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Distribuzione Esponenziale.

La distribuzione esponenziale & |'analogo nel continuo
della distribuzione geometrica. Infatti nel discreto |l
tempo di attesa pud esser visto come il numero di
prove necessarie per il verificarsi di un evento (numero
di lanci di una moneta fino a quando per la prima volta
esce testa).

La funzione di ripartizione e data da

Ty At
Flz) = Jo Ae™Mdt, se x>0,
0, se x < 0.
Osservando che [ Ae Mdt = [—e M| =1 —e M, i
ottiene
Flz) = 1—e ., sex >0,

0, se v < 0.
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Distribuzione Esponenziale.

8.5 1 1.5

Figura 6: f.d.r. Exp

La funzione S(z) = 1 — F(x) = P(X > x), detta
funzione di sopravvivenza, & data da

e M sex >0,
1, se x < 0,
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Distribuzione Esponenziale.

mentre

P(X?) = f0+oo e Mdr = = 5.

Quindi la varianza e lo scarto sono rispettivamente

Var(X) =P(X?) — [P(X)]* = 55,

Lo scarto quadratico medio coincide con la previsione.

Proprieta di Assenza di memoria. Un numero
aleatorio continuo e non negativo X ha distribuzione
esponenziale se e solo se vale la seguente proprieta
(detta di assenza di memoria)

P(X > zg+ 2| X > 20) = P(X > x), Voo, z € R].
(61)

Se X rappresenta il tempo (aleatorio) fino al guasto
di un dispositivo, la proprieta di assenza di memoria
ha il seguente significato: supposto che il dispositivo
non si guasti sino al tempo xg, la probabilita che non
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Distribuzione Esponenziale.

si guasti per un ulteriore tempo = e la stessa che |l
dispositivo non si guasti nell'intervallo [0, x].

Tale proprieta e valida per le apparecchiature che, du-
rante il loro funzionamento, non sono soggette ad usura
(o, pil realisticamente, quando |'usura & trascurabile).

dim.(=) Hp) X ~ Exp(\); Th) vale la (61).

P(X>xo+x,X>x0) _

P(X > 2o+ x| X > 29) =

P(X>xq)
_ P(X>motz) _ S(zotz) _ e Mrot®) AT
— P(X>=z9) —  S(zo) = e Ao o

= 5(z) = P(X > ).

(«<)Hp) vale la (61); Th) X ~ Exp(\).
Da quanto visto nella precedente dimostrazione la pro-
prieta di assenza di memoria si pud scrivere anche

come:
S(xo + x)

S(CIZ‘())

— S(ZC) )
cioe

S(x + o) = S(x)S(x) .
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Distribuzione Esponenziale.

Essendo la funzione di sopravvivenza definita come
1 — F(x), con F(x) crescente, allora S(x) e positiva e

decrescente e quindi
S(z) >0, S'(z) <0, Vx € R.

Osserviamo che

S'(atwy) _ S(o)S'(x) _ S'@) _ _
S(z+xzo) — S(zo)S(x) — S(z) A, A>0,

quindi
D[in(S(2))] = §& = -1 =
In(S(x)) =Xz +k,

allora

S(z) = e ek

Essendo X un n.a. non negativo, si ha S(0) = 1, per

cui e® = 1. Allora
S(x) =e %,

owero X ~ Exp(\).
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Distribuzione normale standard

Un n.a. continuo X, con densita di probabilita

22

flz)=—7=e"7, z€R, (62)

si dice che ha distribuzione normale standard (di
parametri 0,1) e si indica con X ~ No; = N. La
densita f(x) si indica con N(x), mentre la funzione di
ripartizione F'(x) si indica con ®(z). Di tale funzione
non & possibile dare un’'espressione, ma si possono cer-
care soltanto alcuni valori riportati su apposite tavole.

Alcune proprieta:

1. il diagramma della densita ha un andamento a for-
ma di campana (con il massimo nell’origine e due flessi
inxz=—1,xz=1) ed & simmetrico rispetto all’asse ,
cioe N(x) & una funzione pari (N(—z) = N(x));

2. dalla simmetria di N(x), per ogni z € R si ha
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Distribuzione Normale

¢(—x) =1— ®(x), e quindi

P(|X|<z)=P(-z <X <z)= [ N(t)dt =

= ®(x) — P(—x) =2P(x) — 1;

P(X[>z) =1-P(X] <) = 2]l - (z)];
3. in particolare

®(1) ~0.8413, P(2) ~0.9772, P(3) ~ 0.9987,
e quindi

P(X|<1)=2®(1) — 1 ~0.6826;

P(|X| <2)=28(2) — 1 ~0.9544;

P(|X|<3)=28(3)—1~0.9974.
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Distribuzione Normale

e quindi:
Var(X) =P(X?) =1.

In generale, si dice che X ha una distribuzione normale
di parametri m,o, con m € R,0 > 0, se la densita di
X ha la seguente forma:

(z—m)?

f(x):Nm,G(a:):\/%ae_ 22, zeR. (63)

In simboli, si scrive: X ~ N,, ,. La funzione di ripar-
tizione si indica con ®,, ,(z).

Il diagramma della densita ha un andamento a for-
ma di campana (con il massimo in x = m e due flessi
inx=m—o0,r=m+4 o) ed & simmetrico rispetto
alla retta x = m.

SeY =aX +b, con X ~ N, », a> 0, indicando con
G la funzione di ripartizione di Y e g la sua densita, si
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Distribuzione Normale

a
e quindi
y—b, 1
9(y) = G(y) = Py o () == = Ny o (9).
dove
my =am+b, oy =ao. (64)

Si puo dimostrare che, se a < 0, risulta Y ~ N,
con

Y0y

my =am-+b, oy =—ao. (65)

In altri termini, se dal n.a. X, con distribuzione
normale, si passa al n.a. Y =aX + b, con a # 0, la
distribuzione rimane di tipo normale, con i parametri
che cambiano come indicato nella (64), oppure (65).
In particolare, se Y = X—m ¢ ha

my:O, O'Yzl, (66)
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Distribuzione Normale

cioe la distribuzione diventa normale standard. Allora,
tenendo conto che, se Y = 2=" sj ha P(Y) =
0, oy =1, e che X = cdY + m, si ottiene

P(X)=P(cY+m)=m, ox% = Var(cY +m) =o*.
Pertanto i parametri m, o sono rispettivamente la pre-

visione e lo scarto quadratico medio. Lo stesso risultato
si puo ottenere con calcoli diretti, verificando che

+0o0
P(X) :/_ TNy, o(x)dr = -+ =m,
+0o0
Var(X) = /_ (x —m)*Npo(z)dr = --- = 0°.

Se X ~ N, o, osservando che

e che
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si ottiene

Inoltre, per ogni k& > 0, si ha
P(IX —m| < ko) = P(m— ko < X <m+ ko) =
— (I)m,a(m -+ ka) — CIDm,J(m — ka) — cp(k) _ @(—k) _

=20(k) — 1.
Come mostrano le formule precedenti, utilizzando le

tavole della distribuzione normale standard & possibile
calcolare i valori di una distribuzione normale con

parametri m, o arbitrari.
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Vettori Aleatori

In molti esperimenti aleatori, indicando con 2 l'in-
sieme dei possibili risultati, al generico risultato del-
I'esperimento, w € (2, sono associati n numeri reali

X1,...,Tn, cOn n > 2, che costituiscono i valori di
n numeri aleatori X¢,...,X,,. Talin. a. sono le
componenti di un vettore aleatorio X = (X1,..., X,),

che puo essere visto come una funzione definita su (2
a valori in R™, cioe

X: Q0 — R”
w — r=X(w).

Due casi importanti da considerare sono i v. a. discreti
e v.a. continul.

Vettori aleatori discreti. Un vettore aleatorio X =
(X1, Xs,...,X,,) si dice discreto se esiste un insieme
finito o numerabile C' C R™ tale che

e P(X=2x)>0, Vxe(,

e P(X=2)=0, Ve &C,
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dove, ponendo =z = (z1,...,x,), l'evento (X = x)
rappresenta |'evento

(X1 :ZCl,XQZZCQ,...,Xn:QZn).

Vettori aleatori continui. Un vettore aleatorio X =
(X1, X5,...,X,) si dice continuo se

e P(X=2)=0, VzeR"
e Jf : R" — R tale che
(i) f(z) >0, Yo € R™;

(1) VA CR™, misurabile secondo Peano - Jordan,
si ha

P(X e A)= = [, f(
:ffAf(:Ch)xn)dfcldxn

La funzione f(x) si chiama densita di probabilita con-
giunta del v. a. X.
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Proprieta di normalizzazione:

Jon [(x)dx =

—f+oo-- f+oof(a:1,...,a:n)da:1---d:cn:1.

La funzione di ripartizione congiunta di X =
(X1,...,X,) & definita nel seguente modo:

F(zy,...,2n) = P(X1 <x1,..., X5 < 2,) .

Nel caso continuo si ha:

T Tn
F(xl,...,xn):/ / f(tl,...,tn)dtl"'dtn

Analizziamo in dettaglio il caso discreto, con n = 2.
Per semplicita di notazione, indichiamo con (X,Y)
il v.a. (X31,X2). Va osservato che tale notazione
pud essere utilizzata anche nel caso in cui n > 2,

iIndicando con X e Y due sottovettori del vettore
aleatorio (X1,...,X,).

149



vettori aleatori

Distribuzioni marginali. Sia
Xel,,Ye(C,, (X,Y)eCC(C,xCC,.

Ricordiamo che C & l'insieme (al pill numerabile) dei
punti di R? che hanno probabilitd positiva. Quindi per
ogni coppia (zp,yx) € C si ha

P(X =2n,Y =y) = Day.y, > 0.

Fissato un punto xz;, € C,., osservando che

Q= "\ (Y =w),

yL€Cy

possiamo decomporre |'evento (X = xp) nel seguente
modo
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Quindi, Yz, € C,, si ha
P(X =zp) =pg, = Zykecy P(X =xp,Y =yi) =
= >_,, DPayy,; (distribuzione marginale di X).
In modo analogo si ottiene
P(Y =yk) =py, = du,cc, P(X =an, Y = yi) =

= D s, Pay.y,; (distribuzione marginale di Y').

Distribuzioni marginali condizionate.

Pzp|y, = P(X =zplY = yg) =

congiunta

_ P(X==zp,Y=yp) _ Pzp,yp
P(Y =yg) Dy,
N~

marginale

La distribuzione {p,,,, » *n € Cx} si chiama dis-
tribuzione marginale di X condizionata al valore fissato
Yk di Y.

151



vettori aleatori

In maniera analoga, la distribuzione {p, ., , yx € Cy}
si chiama distribuzione marginale di Y condizionata al
valore fissato x;, di X, ovvero

Py |z, = P(Y — yk|X — xh) —

congiunta
_ P(X=zp,Y=yp) _ Pxy,y;
P(X:xh) p:l?h )
N~

marginale

Dalle ultime relazioni, per il teorema delle probabilita
composte, si ottiene:

P(X :xh,Y:yk) :P(Y:yk’X :leh)P(X :le‘h) =
= P(X — xh\Y — yk)P(Y — yk) .
ovvero
Pzy,yi, = Paplyy ~ Py, = Pyg|zp Py,

Osserviamo che, in generale, risulta

pa:h,yk # pxh | pyk )
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Indipendenza stocastica. | numeri aleatori X,Y
si dicono stocasticamente indipendenti (in breve,
indipendenti) se, V (xp, yx) , vale

P(XZCCh,Y:yk):P(X:xh)-P(Y:yk),

ovvero la distribuzione congiunta & data dal prodotto
delle marginali

pxh,yk — pxh ) pyka \% (:Ehn yk)

Quindi, se X.,Y sono indipendenti, le distribuzioni
condizionate coincidono con le marginali

Pxplyp, = Pxpys  Pyglz, = Py -
Esempio. Si lancia due volte un dado, definendo

X = risultato del primo lancio;

Y = risultato del secondo lancio.
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Ovviamente, X, Y sono indipendenti e quindi, per ogni
coppia (m,n) € {1,2,...,6} x {1,2,...,6}, si ha

P X=mY=n)=P(X=m)P(Y =n) =

Y\ X

6

P(X =m)

1

1
6

1
6

|

1
6

1
6

1
6

D= D= [ I | [ I

D=

Esempio. Due estrazioni senza restituzione da un'urna
contenente cinque palline numerate da 1 a 5. | numeri
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aleatori

X = risultato della prima estrazione,
Y = risultato della seconda estrazione,

non sono indipendenti. Infatti, ad esempio

P(X=2Y=1)=4,

Esempio. Siano X,Y due n. a. indipendenti con
distribuzione di Poisson, rispettivamente di parametri
A1 € Ao, ovvero

X ~P(A1), Y ~PAs).

Calcoliamo la distribuzione di probabilita del n. a.
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vettori aleatori

/Z = X +Y. Osserviamo che, fissato n € N, si ha
P(Z=n)= P[\/:.L:O(X =14,Y =n—1)| =

=Y PX=0i,Y=n—1i)=

p— Zn 6_>‘1>\_’L1 . e_)‘Q Ag_z — i .. —
i=0 il (n—7)!

— @—(A1+>\2)—(>‘1+')‘2)n .
mn.

Pertanto: Z ~ P(A1 + A2).

Inoltre, si puo verificare che

X|(Z =n) ~ B(n, 3735;)

Y|(Z =n) ~ B(n, +~22-) .

Teorema. Se X ed Y sono indipendenti, si ha:
Cov(X,Y)=0.
Dim.: Supponiamo che, V (z,yr) € C, sia

P(X:Cl?h,yzyk):P(X:.Ih)P(Y:yk).
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Allora, segue

P(XY) = th Zyk LhYkPap,yr = th Zyk LhYkPxp Py, =

= (2, ThPay) (2y, UkDy,) = P(X)P(Y),

e quindi: Cov(X,Y) = 0.
Osserviamo che il viceversa non vale, come mostra il
seguente controesempio.

Esempio. Si consideri il seguente vettore aleatorio
(X,Y), con la distribuzione congiunta riportata nella
tabella:

Y\X][-1]0]1
-1 a |/ |a
0 / b/
1 a |/ |a

Si ha

C = {(_17_1)7 (_171)7 (07 0)7 (17_1)7 (171)}7
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vettori aleatori
con PIX=0,Y=0)=beP(X=2xY=y) =a
negli altri casi. Ovviamente, deve essere:

da+b=1, a>0,b6>0.
Come si puo verificare, si ha

X e{-1,0,1}, Y €{-1,0,1}, XY €{-1,0,1},

P(X=0)=P(Y =0)=P(XY =0)=b,

P(X=1) =P =1)=P(XY =1) = 2a.

Pertanto X, Y ed XY hanno la stessa distribuzione di
probabilita. Inoltre

P(X)=P(Y)=P(XY)=0,
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vettori aleatori

e quindi Cov(X,Y) = 0, ovvero X,Y sono incorrelati.
Pero X ed Y non sono indipendenti, in quanto risulta

P X=x,Y=9y)#P(X=x)P(Y =vy),
ad esempio:

PX=0,Y=0=b#PX=0PY =0) =bb=10>.

Vettori aleatori continui: distribuzioni marginali e
condizionate.

Dato un vettore aleatorio continuo (X1q,...,X,), sia
f(x1,...,x,) la sua densita congiunta. Le densita
marginali fi(x1),..., fo(xy) dei n. a. Xi,..., X,
sono date dalle seguenti formule:

filzs) =
— fj;o . fj;o f(x1,...,xp)dzy - -dri_1dziyq - - - day,,
1=1,...,n.
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vettori aleatori
Ovvero, per calcolare f;(x;) si integra f(x1,...,%y)
rispetto alle variabili z1,...,x;_1,2;01,...,%n.
Consideriamo in particolare il caso n = 2, indicando
con (X,Y)ilv. a. (X1,X3) e con f(x,y) la densita
congiunta. Si ha

+0o0 + 00
fl(fv):/ fz,y)dy, fz(y)=/ f(z,y)dz .

— 00 — 00

Le densita condizionate (di Y|z ed X|y), per fissati
valori z,y ed assumendo fi(x) > 0, fa(y) > 0, sono
definite nel seguente modo

f(z,y)
filz)

f(z,y)
f2(y) '

fa(ylz) = filzly) =

Pertanto

f(z,y) = fi(z) f2(ylz) = fa(y) fr(z]y) -

Se risulta

flz,y) = fi(z)f2(y), V(z,y)
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vettori aleatori

I n. a. si dicono stocasticamente indipendenti e in
questo caso si ha

fo(ylz) = fo(y), Yy; filzly) = fi(z), Vo,

cioé le densita condizionate coincidono con le densita
marginali.

Osserviamo che la relazione di indipendenza tra X e
Y puo essere definita anche richiedendo che valga

F('rvy) — Fl(x)F2(y)7 V(a:,y),

Come gia visto nel caso discreto, si pud dimostrare che,
se X e Y sono indipendenti, segue che sono incorre-
lati, mentre il viceversa non vale. Infatti, assumendo

161



vettori aleatori

f(z,y) = fi(x)f2(y), V(z,y), siottiene
f+oof xy f(x,y)dxdy =

= (fj;o xfl(ﬂf)dw)(fj;o yfa(y)dy) = P(X)P(Y),

e quindi Cov(X,Y) = 0. Per mostrare attraverso un
controesempio che il viceversa non vale, introduciamo
la distribuzione uniforme su un insieme A C R?, limi-
tato e misurabile.

Si dice che (X,Y) ha distribuzione uniforme su A, in
simboli

(X,Y) ~ U(4),

se la densita congiunta assume un valore costante
k > 0su A ed e nulla altrove. Imponendo la condizione

/ :O / j F (o, y)dady =1,
/ /A F(,y)ddy = 1,

si ottiene k = ﬁ, dove 1(A) e I'area di A.

OVVEro
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vettori aleatori

Esempio. Supponiamo che (X,Y) ~ U(C), dove C
e il cerchio di raggio 1 e centro nell’origine. Allora

fay) ==, (@y)eC,

con f(x,y) = 0 altrove. Si dimostra che

fia) = 2122, wel-1.1],

7

con fi(x) = 0 altrove. Inoltre

Fay) = 2VT= 2, ye-1,1],

con fo(y) = 0 altrove. Allora P(X) = P(Y) = 0.
Inoltre

IP’(XY)Z//C:vyf(fv,y)dfvdy:--:(),

pertanto X e Y sono incorrelati. D’altra parte

f(x,y) # fi(x)fa(y), pertanto X e Y non sono
indipendenti.
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Rette di regressione

Rette di regressione

Dato un vettore aleatorio (X,Y’), cerchiamo una retta
di equazione y = a + bx che meglio si adatti alla
distribuzione di probabilita congiunta di (X, Y"), ovvero
che risulti piu vicina possibile a tale distribuzione.
Da un certo punto di vista, si potrebbe pensare di
voler stimare Y mediante una funzione lineare a + b.X,
con i coefficienti a,b da determinare sulla base di un
opportuno criterio. Un criterio ben noto in statistica &
il metodo dei minimi quadrati che consiste nel cercare |
valori a, b che rendono minima la previsione del numero
aleatorio (Y — a — bX)?. La retta che si ottiene si
chiama retta di regressione di Y su X. Considerando il
caso continuo e ponendo P[(Y — a — bX)?] = g(a,b),
se la densita congiunta & f(z,y), si ha (applicando la
linearita della previsione)

g(a,b) = [ fRQ(y —a —bx)?f(x,y)dxdy =
P(Y?) + a? + b*P(X?) — 2aP(Y) — 2bP(XY) + 2abP(X).

Uguagliando a zero le derivate parziali di g(a, b) rispet-
to ad a, b (indicando con my, ma, 01,02 le previsioni e
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Rette di regressione

gli scarti standard di X e Y, e con p il coefficiente di
correlazione) si ha

@:2a—2m2+2bm120,
99 20(m? + 0%) — 2(myme + poi02) + 2amy = 0.

Ricavando a dalla prima equazione (a = my — bmy) e
risolvendo rispetto a b la seconda, si ottiene
09 092
a=mg—p—myi, b=p—.
01 01
Pertanto, |I'equazione della retta di regressione di Y su
X e data da
02
y =mg+ p—(x—m).
01
Simmetricamente, |'equazione della retta di regressione
diXsuY e
1

o)
T =mi+ p—(y —ma),
02
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Rette di regressione

che si puo scrivere

Le due rette si incontrano nel punto di coordinate
(m1,m2) e, nel caso p = 0, sono perpendicolari e di
equazioni: Yy =ms, T =M.

Se |p| = 1, le due rette coincidono ed hanno equazione
(a seconda che sia p = 1 oppure p = —1)

y:mgig(a:—ml).
01
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Esercizi di Calcolo delle probabilita

1. Un numero aleatorio X ha distribuzione normale
con parametrim,o. SiaY = X +¢, Z =aX +0Y.
Calcolare Cov(Y, Z) e il valore z; tale che
P(Z > zy) = ®(—1).

2. Da una stanza Si, in cui ci sono 4 uomini e 4
donne, escono a caso tre persone che entrano in
una stanza S5, in cui ci sono 2 uomini e 2 donne.
Successivamente, da S esce a caso una persona.
Calcolare la probabilita che tale persona sia una
donna.
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3. Sia T il triangolo di wvertici i punti

(0,0), (1,1), (1,0). Stabilire se un vettore aleatorio
(X,Y) pud avere una densita congiunta del tipo

f(z,y) = = + by per (v,y) € T, con f(x,y) =0
altrove, dove b € un opportuno valore da calcolare.

. Una porta & chiusa con due serrature. In una sca-
tola ci sono 8 chiavi: 2 capaci di aprire la prima
serratura, 2 capaci di aprire la seconda e 4 che non
aprono nessuna serratura. Si prendono a caso 2
chiavi. Siano definiti gli eventi:

A; = la i-ma chiave estratta apre la prima serratura,
1= 1,2

B; = la J-ma chiave estratta apre la seconda ser-
ratura, 7 =1, 2;

C'i. = la k-ma chiave estratta non apre nessuna ser-
ratura, k=1, 2.

Calcolare la probabilita che si riesca ad aprire la
porta con le 2 chiavi prese a caso.

168



