Probabilita e Statistica (10/04/2010)
(Ing. Civile - Trasporti, Roma; esame da 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Un operatore preleva a caso 4 componenti da un lotto L contenente 5 pezzi buoni e 1
difettoso. L’operatore utilizza in periodi successivi tali componenti, scegliendo ogni volta
a caso un componente e rimettendolo insieme agli altri tre al termine dell’operazione.

Definiti gli eventi H = il componente difettoso ¢ presente fra i 4 componenti prelevati
da L7, E; = 7"l'i-mo pezzo scelto a caso dall’operatore ¢ buono”, i = 1,2,3, calcolare
v= P(H|E\Ey) e p= P(Es|ELE»).

f}/ —= p g

. Un oggetto si trova in una regione rappresentata dal parallelogramma D di vertici (0, 0),
(2,1),(2,3),(0,2). Assumendo una distribuzione uniforme per la posizione aleatoria (X, Y)
dell’oggetto, calcolare la probabilita a dell’evento condizionato (X > 1)|(1 <Y < 2).

o =
. A partire da una data posizione iniziale, su una retta si effettuano due spostamenti aleatori
Cs . (z—10)2  (y—4)2
X e Y, con densita congiunta f(z,y) = gze™ 1 "7, con (x,y) € R?. Calcolare la

previsione my e lo scarto standard oz della posizione aleatoria finale 7 = X + Y.

myg = Oz =

4. Da un’urna U, contenente 1 pallina bianca e 3 nere, si prelevano a caso 2 palline che
vengono inserite in un’urna V', contenente inizialmente 1 pallina bianca; successivamente,
da V si estraggono in blocco 2 palline. Sia X il numero aleatorio di palline nere estratte da
U e inserite in V; inoltre, sia Y il numero aleatorio di palline nere estratte da V. Calcolare
la covarianza di X, Y. (nota: si ponga p,, = P(X =2,Y =vy)).

Cov(X,Y) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio Z = X + Y.

pz(t) =

6. Un sistema S e composto da 2 dispositivi in parallelo funzionanti simultaneamente, con
tempi di funzionamento aleatorio X e Y, rispettivamente. Assumendo X, Y indipendenti e
con distribuzione esponenziale, con \x = 2, A\y = 1, calcolare, per ogni z > 0, la funzione
di rischio hz(z) del tempo di funzionamento aleatorio Z di S.

hz(Z) =
7. Un’apparecchiatura A funziona utilizzando n dispositivi simili, i cui tempi di durata fino
al guasto sono dei numeri aleatori Xy, ..., X,,, ugualmente distribuiti e indipendenti, sub-

ordinatamente a ciascun valore 6 di un parametro aleatorio ©. La distribuzione iniziale di
Oepo) = %026*9, per 6 > 0, con B(f) = 0 altrove. Assumendo che, per ogni fissato 6, la
densita di X;|0 sia f(x;|0) = e~ per z; > 0, con f(z;/0) = 0 altrove, calcolare la densita,
finale di ©, supposto di aver osservato, per i tempi di durata, un vettore (xy,--- ,z,), con

Ty +--+x, =T
By, ) =
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1. Si ha
(G _2 33_09 :
P(H) =¥ =2 P(E\Ey|H) = P(E\|H)P(Eo|H) =~ -~ = — | P(E\Eo|H) = 1;
(4) 3 4 416
2.9 9
Y= P(H)P(E\E,|H) _ 33 _ 2 _9
P(H)P(E\Es|H) + P(H®)P(E\Ep|He) 2.2 41.1 1117
. w2 27T 1 59
P(E1E2E3) = P(H)P(E1E2E3|H> + P(H )P(E1E2E3‘H ) =—-—+ =" 1=

3764 3 06’
P(E\E2E;) 3 59

= PIBIBE) = =5y ~ 1 T 6y

2. L’area del parallelogramma (in un’opportuna unita di misura) & pari a 4, pertanto f(z,y) =
1, per (z,y) € D, con f(z,y) = 0 altrove. Inoltre, osserviamo che: (i) risulta 1 <Y < 2
se e solo se (X,Y) appartiene al rettangolo R di vertici (0,1),(2,1),(2,2),(0,2), di area
u(R) = 2; (ii) risulta (X > 1,1 <Y < 2) se e solo se (X,Y) appartiene al quadrato @ di
vertici (1,1),(2,1),(2,2),(1,2), di area u(Q) = 1. Allora

_p(x>11<y <o) LX>LISY <2

P1<Y <2) ’
con (Q) .
0
PX>1,1<Y <2 Z//fx,yda:dy:—:—,
( ) (. y)dedy = TS = 4
1
Pusy =)= [ [ ey =450 =
Sy = Q@ 11
pertanto: a = W = g = 3.
3. Osservando che
1 (2-10)2  (y—4)2 1 (z—10)2 1 (y—4)2
—e 1B T2 = e 1’ - e 2 =N z)N. ,
6 3\/% \/% 103( ) 41(?/)
si ha
“+o0 +o0
fl(x) = f(a:,y)dy = N10,3($) Ny 1( )dy = N10,3($) )
+oo +o0
f2(y) = f(-%y)dﬂ? = N4,1(y) Nig 3( )de’ = Ny 1( )
pertanto

mx =10, ox =3, my =4, oy =1, f(z,y) = fi(x)f2(y), Cov(X,Y) =0,
da cui segue: my = mx +my = 14; 07 = \/o% + 0% = V/10.



4. Si ha
X e{1,2}, Y €{0,1,2}, (X,Y) € {(1,0),(1,1),(2,1),(2,2)}, XY € {0,1,2,4},

con P(X =1)=3, P(X =2) =3, econ

1
PY=0X=1)= 3 PY=1X=1)==,PY=1X=2)==, P(Y =2|X=2)
11_1 12_1 12_1 _1 1_1.
Plo—2 376’ 1011—2 37 37 ]921—2 37 37 p22—2 37§’
1 2 1
P(Y:O):pm:g,P(Yzl) p11+p21—§ P<Y:2):p22:6;
1 1
P(XY =0) = plo—g P(XY =1)=py; = 3 , P(XY =2)=py ==, P(XY =4) =py = —;
pertanto
1 1 3 1 2 1 1 1 1 1 5)
PX)=1-—"+42-=-. P(Y)=0-4+1-4+2-=1, P(XY)=0-4+1--4+2-—+4-— = —:
(X) 2+22’<) 6+3+6’() 6+3+3+63

quindi: Cov(X,Y) = P(XY) - P(X)P(Y)=3—-32-1=

5. Siha Z € {1,2,3,4}, con

1 1 1 1
P(Z:1)2p10267P(Z:2):p11=§,P(Z:3):p21:§,P<Z 4) = p22—6
pertanto, posto P(Z = h) = py, si ha:

4 . ) . .
) eith ezt + 262115 + 263115 + e4zt
E h = .

6

pa(t) = P(e") =

6. Siha Z =max{X,Y}, hz(z) =4, con

SZ(Z):P(Z>Z):1—P(Z§z):1—P(X§2,Y§z):1—P(X§z)P(Y§z):

=1-(1—e ) (1-e ) =e“+e ¥—e 2, fz(2) = -54(2) = e *+2e -3, 2>0;
pertanto
e+ 2e7% — 37 €% 4 2¢7 — 3
ha(z) = - 23>0,
2(2) e fe % — e e ter—1 "%

7. Si ha
BO|zy, - xn) = k(xy, -, 20)B0)(zy, - 2 | 0),
con
a(zr, - 10 |0) = F(]0) - F(2a]0) = B 071 - ge0n = g0
pertanto

By, xn) = k21, 20) 202707 = ky(xy, -+ 2,)0" 2 TV = G (6),

con \ ( s
Cc 7.+ n
— 43, A=T41, kw2, = —
c=n+3, T+1, k(g , Tp) I E]




