Probabilita e Statistica  (15/1/2015)
(Ing. Civ. - Trasp. - Amb. Terr. - Elettr., Roma; 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,/)
(5-6 crediti: con 5 esercizi risolti correttamente si ottiene il punteggio massimo)

. Da un lotto di 10 componenti dello stesso tipo, contenente 6 pezzi buoni e 4 difettosi, si
effettuano 5 estrazioni con restituzione. Indicando con X il numero aleatorio di volte in
cui il pezzo estratto & buono, calcolare « = P(X =3) e f = P(m—0 < X < m+ 20),
dove m e o sono la previsione e lo scarto quadratico medio di X.

o= 8=

. Un’apparecchiatura produce pezzi di lunghezza aleatoria (in cm) X, con distribuzione di
probabilita normale, con o0 = 2. Valutando che circa il 15.87% dei pezzi ha una lunghezza
di almeno 50 cm, calcolare la lunghezza media m dei pezzi prodotti dall’apparecchiatura.
Inoltre, il singolo pezzo e scartato se supera di 20 la lunghezza media; qual’e la probabilita
p di tale evento? (Nota: ®(1) ~ 0.8413; ®(2) ~ 0.9772).

m = p =
. Data una costante positiva ¢, stabilire per quale valore di ¢ la funzione f(z) = 0 per x < 0,

f(x) =% perz € [0,c], f(z) = 5%, per z > ¢, ¢ una densita di probabilita. Determinare
inoltre per ogni z > 0 la funzione S(z) = P(X > z) e la probabilita p = P(5 < X < 3).

c= S(x) = p=

. I tempi aleatori impiegati da due veicoli per percorrere un tratto di strada sono rispet-
tivamente X e Y. La densita congiunta del vettore (X,Y) ¢ f(z,y) = 4daz + (1 — a)y,

per (z,y) € (0,1] x (0,1], con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a; inoltre, posto
A= (X >Y),B=(X+Y > 1), stabilire se P(A|B) = P(A°|B).
a= P(A|B) = P(A°|B)?
. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = ae ™Y, per x > 0 e
0 <y <3z, con f(x,y) =0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di rischio hs(y).
a= ho(y) =

. Tizio effettua 2 estrazioni senza restituzione da un’urna contenente 1 pallina bianca e 2
nere, mentre Caio effettua 2 estrazioni senza restituzione da un’urna contenente 2 palline
bianche e 1 nera. Siano X e Y i numeri aleatori di palline bianche ottenuti da Tizio e
Caio. Posto Z = X +Y, calcolare la varianza di Z, la probabilita p, = P(Z = z), per ogni
possibile valore z, e la funzione caratteristica di Z.

zZ .

Var(Z) = D

pz(t) =

. La distribuzione iniziale di un parametro aleatorio © ¢ () = 2—14046*9, per # > 0, con

B(0) = 0 altrove. Le componenti di un campione casuale (X7, ..., Xj9), subordinatamente
ad ogni fissato valore # di ©, hanno una distribuzione esponenziale di parametro 6. In-
dicando con x un campione osservato (xi,...,210), con z + --- + x19 = T, calcolare la

previsione mqq e lo scarto quadratico medio oy di ©|x.

mig = 010 =
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1. Siha X ~ B(n,p) conn—5p— , X €40,1,2,3,4,5}; pertanto

a=P(X =3)= 3(2)? = 3;2_03456 m=IPX)=np=5-2=3;

J—,/np = 5 3 5 \/iNll Allora: m — o ~ 1.9, m + 20 ~ 5.2; pertanto, posto
P(X ph,81ha B=P(X €{2,3,4,5}) =1 —py — p1, con po = (2)° = 0.01024,

pL= (5)(§)( )* = 0.0768; quindi: 8 =1 — 0.01024 — 0.0768 = 0.91296.

. Per ipotesi X ~ N, 9, con P(X > 50) = 0,1587. Considerando il n.a. standardizzato
Z = X%m, si ha Z ~ Ny ; allora

X - 50 — 50 — 50 —
P(X250):P< sz 2m>:P<Z2 2””):1—@( 2”‘):0,1587;

50—m
2

ovvero: @ (50%7”) ~ (,8413; quindi (in termini approssimati)

m = 48. Inoltre, m + 20 = 52; pertanto
52 —m

g

= 1, da cui segue

—P(X252)—P(Zz )—P(ZZ2)—1—@(2):0,0228;

ovvero, circa il 2.28% dei pezzi viene scartato.

. Dev’essere fj;o f(z)dz = 1, ovvero: foc%dm + fjoo smdr = =5 + % = 1; pertanto
¢ = 1. Inoltre, per z > 1 siha S(z) = P(X > z) = [ Lat = L.
Per z € (0,1) si ha

+o0 1 1'2 1 1.2
tdt Ly 2t b
/ +/ 22 2 2 +2 2
Infine

= P(3 < X <3) = /;f(x) dz = F(3)-F (%) - (1—5(3))—(1 s (%)) — =

. Si ha
1 1 1 1_ 1_
/dx/[4ax+(1—a)y]dy:/ {4ax—|—( za)}dx:2a+ 2a:1,
0 0

da cui segue: a = =. Inoltre P(A|B) = (?BB)) con

P(AB) /d/ + d 1/1(82 27 — 1)d 13
a ZL’ == — Xr — 2T — xr = —
y Yy 3, 26

! 2 2

/d:z:/ (:z:—i— y)dyz---z/ ($2+—x)da::—.

0 3 3

Quindi P(A|B) = 3¢ da cui segue P(A°|B) = 1 — P(A|B) = X, Pertanto A|B e

Z = 30 2
A¢| B non sono equiprobabili.
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5. Si ha f0+°° dx fogz ae *Ydy = a f0+oo e

fissato y > 0, risulta

foly) = /;00

4
3

— e %) dz = a— 4% = 1; pertanto; a = 3. Inoltre,

4 4
e " Vdy = e V[—eT"]T® = 56_39

ooy 4.-3y 4
S0) =P >y)= [ gerttit=etr ha) =150 =1
y 3 e 3Y 3
6. Si ha X ~ H(3,2,3) H(3, ,3) con X e Y stocasticamente indipendenti e con
n—1 1 2 1 2 1 1
Var(X) = —2. 2.l =f=92. 2. 21— 2) = Var(Y).
ar(X) = npg1 - Ly =2 2. 20 ) 2 L= 5) = Var(y)

Pertanto: Var(Z)
con P(X=0)=2-5=13, P(X

{0,1}, Y € {1,2}, Z € {1,2,3},
% =L PYy=1)= % Allora

37

Infine: ¢y (t) = P(e?) = 35 _ p.e™* = 2eit + 32t 4 2edit,

(In alternativa: @x(t) = 5 + 2€™, @y (t) = 2 + 3 @ (t) = ex )y () = )

7. Siha fx,(2;]0) = e % i=1,...,

10; allora, per la funzione di verosimiglianza, si ottiene

a(f|x) = e 01 ... fe=0m10 = §10c=79  Pertanto

8(601) = HB(O)(01x) = K(x) 0% 0% ™ = ky(x)8e 0> 0;

ovvero O|x ~ G, (0) = Gisr41(0), con ky(x) = % = Tﬁ, Allora
m (@lx) 010 15 C10 V 15
= = g = —_— = .
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