
Calcolo delle probabilità e statistica (18/7/2006)

(Ing. Informatica - Ing. Automatica - Roma)

matricola cognome nome

Scrivere le risposte negli appositi spazi Motivare dettagliatamente le risposte su fogli allegati

1. Nel dispositivo di figura i tre componentiA, B eC hanno probabilità di funzionamento pari rispettivamente a
1
4

,
2
5

,
1
3

. Supposto che il dispositivo funzioni, e che i tre componenti siano indipendenti, calcolare la probabilità

α che il componenteA funzioni.

A B

C

α =

2. La densità congiunta di un vettore aleatorio continuo(X, Y ) è f(x, y) = 1
πe−2x2− y2

2 , (x, y) ∈ IR2. Calcolare
la probabilitàp dell’evento(X > 1

2 , Y > −1).

p =

3. Il codominio di un vettore aleatorio discreto(X, Y ) è l’insieme

C = {(−2,−1) , (−2, 1) , (0,−1) , (0, 0) , (0, 1) , (2,−1) , (2, 1)} .

PostoP (X = x, Y = y) = p(x, y), si assuma : (i)p(0, 0) = 1
2 ; (ii) tutti gli altri punti sono equiprobabili.

Calcolare la covarianza diX, Y e stabilire seX eY sono stocasticamente indipendenti.

Cov(X, Y ) = X, Y indipendenti?

4. Il coefficiente di correlazioneρ di due numeri aleatoriX, Y è 1
3 . Inoltre, le funzioni caratteristiche diX eY sono

rispettivamenteϕX(t) = eit− t2

2 eϕY (t) = e−
t2

8 . Calcolare la varianza del numero aleatorioZ = X − Y .

V ar(Z) =
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1. PonendoA =“il componente A funziona”,B =“il componente B funziona”,C =“il componente C funzio-
na”, si ha

α = P [A|(A ∧B) ∨ C] =
P {A ∧ [(A ∧B) ∨ C]}

P [(A ∧B) ∨ C]
=

P [(A ∧B) ∨ (A ∧ C)]
P (A ∧B) + P (C)− P (A ∧B ∧ C)

=

=
P (A ∧B) + P (A ∧ C)− P (A ∧B ∧ C)

P (A ∧B) + P (C)− P (A ∧B ∧ C)
.

PoichéA,B, C sono indipendenti, si ha

α =
P (A)P (B) + P (A)P (C)− P (A)P (B)P (C)

P (A)P (B) + P (C)− P (A)P (B)P (C)
=

P (B) + P (C)− P (B)P (C)

P (B) + P (C)
P (A) − P (B)P (C)

=

=
2
5 + 1

3 −
2
5

1
3

2
5 + 4

3 −
2
5

1
3

=
6 + 5− 2
6 + 20− 2

=
9
24

=
3
8

.

2. Si ha

f1(x) =
∫ +∞

−∞

1
π

e−2x2− y2

2 dy = · · · =
√

2
π

e−2x2
, ∀x ,

f2(y) =
∫ +∞

−∞

1
π

e−2x2− y2

2 dx = · · · = 1√
2π

e−
y2

2 , ∀ y ,

conf(x, y) = f1(x)f2(y) per ogni(x, y). PertantoX edY sono stocasticamente indipendenti ; inoltre,X ha
una distribuzione normale di parametrim1 = 0, σ1 = 1

2 , mentreY ha una distribuzione normale standard. Allora

p = P

(
X >

1
2
, Y > −1

)
= P

(
X >

1
2

)
P (Y > −1) =

[
1− P

(
X ≤ 1

2

)]
[1− P (Y ≤ −1)] =

=

[
1− Φ

(
1
2 − 0

1
2

)]
[1− Φ(−1)] = [1− Φ(1)]Φ(1) ' (1− 0.8413)× 0.8413 ' 0.1335 .

3. Postop(x, y) = p, per(x, y) 6= (0, 0), si ha1
2 + 6p = 1 e quindip = 1

12 . Inoltre

X ∈ {−2, 0, 2} , Y ∈ {−1, 0, 1} , XY ∈ {−2, 0, 2} ,

con

P (X = −2) = P (X = 2) =
1
6

, P (X = 0) =
2
3

;

P (Y = −1) = P (Y = 1) =
1
4

, P (Y = 0) =
1
2

;

P (XY = −2) = P (XY = 2) =
1
6

, P (XY = 0) =
2
3

.

PertantoIP (X) = IP (Y ) = IP (XY ) = 0 e quindiCov(X, Y ) = 0. Inoltre, osservando ad esempio che

P (X = 0, Y = 0) =
1
2
6= P (X = 0)P (Y = 0) =

2
3
· 1
2

=
1
3

,

segue cheX eY non sono stocasticamente indipendenti.



4. Si haV ar(Z) = V ar(X − Y ) = V ar(X) + V ar(Y )− 2Cov(X, Y ), inoltre

ϕ′X(t) = (i− t)eit− t2

2 , ϕ′Y (t) = − t

4
e−

t2

8 ;

ϕ′′X(t) = (i− t)2eit− t2

2 − eit− t2

2 , ϕ′′Y (t) =
t2

16
e−

t2

8 − 1
4
e−

t2

8 .

Quindi
ϕ′X(0) = i = iIP (X) , ϕ′Y (0) = 0 = iIP (Y ) .

ϕ′′X(0) = i2 − 1 = −2 = i2IP (X2) , ϕ′′Y (0) = −1
4

= i2IP (Y 2) .

Pertanto

IP (X) = 1 , IP (Y ) = 0 , IP (X2) = 2 , IP (Y 2) =
1
4

.

Allora

V ar(X) = IP (X2)− [IP (X)]2 = 1 , V ar(Y ) = IP (Y 2)− [IP (Y )]2 =
1
4

,

Cov(X, Y ) = ρσXσY =
1
3
· 1 · 1

2
=

1
6

,

da cui segueV ar(Z) = 1 + 1
4 − 2 · 1

6 = 11
12 .

(La stessa conclusione si ottiene osservando direttamente che dalla struttura delle funzioni caratteristiche segue
X ∼ N1,1 , Y ∼ N0, 1

2
)


