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1. (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.

2. La numerazione delle formule ¢ relativa al singolo esercizio.



210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

1. [2003 (hw)I] Risolvere il problema di Cauchy

Uy +uy =1,
2 —
u(s”,s) = coss, —o<s<a,
trovando il valore massimo di « che permette 'esistenza di una soluzione
con derivate continue.

SOLUZIONE
A) Applicando il teorema di esistenza e unicita, controlliamo la condizione

0+ agh — b)) =1—2s,

che impone s # 1/2. Percid, se scegliamo o« = 1/2 sopra, il teorema garantisce
Pesistenza di una soluzione regolare; in linea di principio, questa potrebbe non
essere la scelta ottimale. Per ora sappiamo dunque che o > 1/2.

B) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo:

or=1, 1(0) =5,
5012:17 502(0):‘97

che implica
(p1(738), pa(T58)) = (T + 87,7 +5) .

Le caratteristiche al suolo sono quindi rette parallele a y = x: alcune intersecano
due volte la curva che porta il dato = = 2.

C) Risolviamo poi il problema di Cauchy per la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo,
ossia

dU
— =1, U(0;8) = coss.
dr
Pertanto
U(r;s) =T +coss, —00 < T<00.

D) Infine, per trovare la soluzione cercata u(x,y), torniamo alle variabili (x,vy).
Risolviamo in (7, s) (per i punti (z,7) € R? per cui questo & possibile,

T—|—82=a:,

T+s=y.
Per sostituzione di T si ottiene
2 _
§s°=—s+y—x=0,

che ha le possibili soluzioni

sotto la condizione
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Questo semipiano ¢ l'insieme coperto dalle caratteristiche al suolo che incontrano
la parabola che porta il dato.

Sappiamo che la soluzione sara definita in un aperto che conterra il ramo inferiore
(ove y < 0) della parabola: quindi, almeno per tale porzione di curva, dovremo
scegliere la soluzione negativa tra le due possibili, per cui

1—/1—-4(y—x) 1—\/1—4(y—x).

°T 2 o TTYT 2

In realta questa scelta del segno permette di giungere fino al valore s = 1/2. In
corrispondenza si trova la soluzione

1—m+m(1— 1—4(y—af)),

2 2

w(@,y) =y —

che pero, come si verifica con un calcolo diretto, ha derivate che divengono discon-
tinue proprio nel punto (1/2,1/4) corrispondente a s = 1/2. Quindi va scelto sopra

a=1/2.
R.
1—+/1—-4(y— 1—+/1—-4(y —
u(z,y) =y — 5 & x)+COS( 5 W x)),
< —|—1
y<a+7.

2. [16/4/2003 (ex)I] Si consideri la equazione del primo ordine
Uy +CcosTuy =u, (z,y) € R®.

a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva 1’equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

¢) Si dia una condizione su o > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.
Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.

SOLUZIONE

a) Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo
pr=1, p1(0) =2,
gy =cospr,  ¢2(0)=7,

ove con (T, %) denotiamo un punto per cui passa la caratteristica, per ora del tutto
generico. La soluzione &

(@1(7'), @2(7)) = (7' +Z,sin(t+ %)+ 7§ — sin(i)) , —00 < T <00.
b) L’equazione differenziale sulle caratteristiche &

av

—=U
dr ’
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che ha per soluzione (per un T fissato ad arbitrio)
Ur)=UF)e" 7, —00 < T < 00.

¢) Usiamo per esempio il teorema di esistenza e unicita: dovremo allora imporre la
condizione ayly, # by, per

(V1(s),¢2(s)) = (s,as), a=1, b=cosz,
che conduce a

a #coss, seR.

Questa & vera se e solo se a & [—1,1], ossia « > 1. Dal punto di vista geometrico, il
fatto che la pendenza della retta y = ax sia maggiore di 1 garantisce che essa non
sia mai tangente alle caratteristiche y = sin x + costante.

R.
a) (1(7),¢2(1)) = (7 + Z,sin(t + Z) + § — sin(2)) , —00 < T<00.
b) U(r)=U(T)e™ T, —00 < T <00.
c) a>1.

3. [16/4/2003 (ex)II] Si consideri la equazione del primo ordine

Uy uy = 3u, (z,y) € R*.

7 + 22
a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva I'equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

¢) Si dia una condizione su o > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.
Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.

R.
a) (501(7'), 502(7')) = (7' + Z,arctg(T + )+ 7§ — arctg(f)) , —0 < T<00.
b) U(r)=U(F)e* 7, —0<T< ™.
c) a>1.

4. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Uy + xYUy =0,
w@0,9) =y, yeR.
SOLUZIONE
A) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo

or=1, ©1(0) =0,
0y =192, 92(0) =s,
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ove si parametrizza la curva che porta il dato con
(0,s), se€R.

La soluzione dunque é

2

(p1(135), 02(T35)) = (7,867 ), —0 < T < 0.

B) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche

dU
@ "
U(0) =s,
ottenendo
U(r;s)=s, —00 < T<00.

C) Torniamo infine alle variabili (z,y): occorre risolvere il sistema
T
)
El

che da

u(z,y) =ye~ T,  (z,y) € R*.

5. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Uy + xYtuy =0,

u(0,y)=y*, yeR.

2

u(z,y) =y’e™",  (z,y) € R*.

6. [23/9/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

1
ugg—l—@uy:u—i—l,
u(lay):3’ y>0,

definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {y > 0}.
SOLUZIONE
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A) Troviamo le curve caratteristiche al suolo, che sono le soluzioni di

90/1:1’ 901(0):17
1

/
= — 0 =
P2 2902 ’ P2 ( ) S,

ove parametrizziamo la curva che porta il dato con
(1,s), s>0.
La soluzione é
(p1(735), 02(738)) = (T + 1, V7 + 52, —00 < T < 00.

B) Risolviamo poi la e.d.o. sulle curve caratteristiche

dU
—=U+1
dr th
U0) =3,
ottenendo
U(r;s) =4e™ — 1, —00 < T < 00.

C) Infine passiamo alle coordinate cartesiane. Dobbiamo risolvere

T+1l==z,
VT+si=y,

cha da

r—a-1,  s—P—ail.

La determinazione di s potrebbe apparire inutile ai nostri fini, visto che nell’espres-
sione di U appare solo T, ma la restrizione

v 41>z,

a cui conduce stabilisce 'aperto di definizione della soluzione.
R.
u(z,y) = 4e” 1 -1, r<y’+1, y>0.

7. [23/9/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

%ugg—l—uy:—u—i—l,

u(z,0) =, x>0,

definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {z > 0}.
R.

u(z,y) = (mr—1)eY +1, y<z®, z>0.
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8. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

2z + y)uy — zuy =€,

u(s,1—s)=s—-1, —00 < §<00.
R. )
u(,y) = —In (@ + y)e™7 —In(z+y)|,
nella regione ove x +y > 0 e la quantita [...] & positiva.

9. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

(y + Dug +yuy =0,

u(s,1) = €*, —00 < §<00.

1
u(z,y) ==Y,y >0.
y

10. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

Tuy + 2Yyuy =y,
u(cos@,sinf) =1, 0<f<m.
SOLUZIONE
A) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo il sistema
50/1:5017 501(0):(30887
b =203, p2(0) =sins,
ove denotiamo 6 = s € (0, 7). Ne segue

2

(¢1(738), p2(7;5)) = (€7 coss, e’ sins), —00 < T < 00.

B) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

g =e*sins
dr ’
U)=1,
ottenendo .
U(T;S)ZI-F%(QQT—U, —00 < T < 0.

2
C) Infine torniamo alle variabili (x,y). Occorre risolvere il sistema

e’ coss =,

e*Tsins =y.
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A questo scopo eleviamo al quadrato entrambe le uguaglianze, e dividiamo la
seconda equazione cosi trovata per ", giungendo a

647——627—332 _y2 :0,

da cui
27 z® + /xt 4 4y?
=—l
Dal sistema sopra si ricava subito
. R 2y
sins=ye T = ———F—— |
22 4+ \/xt + 4y?
R. )
Y x? + xt + 4y?
u(z,y) s ﬂ+4ﬁ( 5 )7 y>0
11. [31/3/2004 (ex)I] Risolvere
TUy + x2uy =1,
u(s,s) =2s, 0<s<1.
12. [31/3/2004 (ex)II] Risolvere
yQU:B + yuy = 3,
u(s,s) =s, 0<s<1.

13. [28/6/2004 (ex)I] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

TUy + 4yuy = u?,
u(z,1) =, x>0.

14. [28/6/2004 (ex)II] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

druy, + yuy = u?,
u(=1,y) =y, y>0.
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15. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

(T +y)ue + (r —y)uy = u+2,
u(s,0) =0, s>0.

SOLUZIONE
1) Troviamo le caratteristiche al suolo

pr=p1+e2,  ¢i1(0) =s,
gy =p1—p2,  2(0)=0.
Derivando la prima equazione, e usando poi la seconda, si ha
O =1+ =@ +p1— .
Usando ancora la prima equazione si ottiene
¢ —p1=0.

Quindi
e1(7y8) = kl(s)eﬂT + kz(s)e_‘/iT )

Dai dati di Cauchy, e dal sistema differenziale, si ha

k1(s) + ka(s) = ¢1(0;5) = s,
V2ky — V2ky = ¢ (0;5) = 1(0; ) + 02(05) = s,

da cui Y Y
2+1 2—1
ki(s) = s, ko(s) = ———s,
=7 =57

(1(r38),02(m38)) = %ﬁ((\/int DeY?™ 4 (V2 = 1)e™ V27, V27 — o= V27)

Si noti che le caratteristiche al suolo sono contenute tutte in x > 0.
2) Integriamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo:

dUu
—=U+2
dr t
U(0)=0.
La soluzione ¢
U(r;s) =2 —2, —00 < T <00.

3) Torniamo alle variabili (x,y) risolvendo

5 oV eV —
2\/5((\/5+1) +(V2-1) ) ==z,

S (NI —2r _
2\/5(6 e ) Y.
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Dividendo le due equazioni membro a membro

V2T

eV _ e Yy

(V2+1)eV? + (V2 - 1)eV2r @

Ponendo z = eﬁT, si ottiene, anche moltiplicando questa uguaglianza per z,

(V2+ 1)y + (V2 - 1)y = 2w —=,

da cu :[(ﬁ—l)y-f-x}%
z—(V2+ 1)yl
e quindi
eT_Z%_[(\/?—l)yﬂLx}ﬁ
ey
R.
V2—-1 (V2+ Dz +y\7vs
U(x,y)—2[(ﬁ+1 (\/5—1)3;—11) —1],

nel quarto di piano Q = {(v/2 — 1)z >y > —(vV2 + 1)z}.
16. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

TYUz + YUy = 0,
u(—1,s) = 5%, s>0.

(Sugg. Osservare bene l’equazione prima di iniziare i calcoli . ..)
R.
u(z,y) = (x —y +1)%, pery > x + 1.

17. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

18. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

ux—l—xuy:a,

u(0,5) = 52, 0<s<2,

10
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e trovare il piu grande aperto ove e possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {z > z¢}, con 0 > g >
—00.

19. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

Yy — Uy = ——
Y U )

u(s,0) = —s%, -1<s5<0,

e trovare il piu grande aperto ove ¢ possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {y > yo}, con 0 > yo >
—00.

SOLUZIONE

1) Troviamo le caratteristiche al suolo

§0/1:<)027 @1(0):8,
9012:_17 @2(0):07
da cui
72
(901(775)7@2(7;8)):(8—7,—7'), —00 < T <O00.

2) Risolviamo poi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

aw_ 1
dr U’
U(0) = —s>.

Per separazione di variabili si ottiene
U(r)> = U(0)* = —2r7,

da cui
4

U(r;s) =—vs*—27, T<%.

3) Torniamo alle variabili (z,y) risolvendo il sistema

s$——=ux,

2
-T=Y,

che da
Y2
T=-Y, s=x+ —,
Y 2
dove va imposta la condizione, visto che vogliamo che la caratteristica al suolo

incontri la curva che porta il dato,

y2
—1<x+5<0. (1)

11
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Si ha infine
2

4
u(z,y) = — (%L%) + 2y, (z,y) € 12,

ove I'aperto massimale {2, ricordando sia la (1) che la restrizione su T per garantire
la positivita della quantita sotto radice quadrata, é definito da

y? Y2\
Q:{—1<x+5<0,(x+7) +2y>0}.

4) Per la restrizione T < s%/2 si deve avere

<82<1
Y 5 97
ossiay > —1/2.
R.
Y2\ 4
y2 y2 4
(x,y)e{—1<a:+7<o,(a:+5) +2y>0}.
1
2) yoz—i-

20. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere il problema

Uy + xUy =0,

1
U(O,y)ZQ, y>0.

21. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere il problema

Yug +uy =0,
1

u(@,0) = x+1

, z>0.

22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare la soluzione di

Uy + uy = €,
u(z,0) =2 -1, r € R,

e il piu grande aperto ove u € definita.

23. [6/2/2006 (hw)I] Risolvere

eu, +xe Yuy =,
u(s,In2s) = s, l1<s<oo.

12
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SOLUZIONE
Risolviamo il sistema caratteristico

90/1:69027 ¢1(0) =s,
0y = pre” 2, p2(0) =1n2s,
che da
v1(T38) = %(367— —e ), pa(r;s)=1In [%(367 +e 7|, —00 < T < 00.

Va quindi risolto il problema di Cauchy
U'z%(SeT—e_T), U(0;8) = s,

da cui s
U(T;S):E(?)GT-F@_T)—S, —00 < T < 00.

Il sistema ¢1(7;s) = x, w2(T; 8) =y, risolto, da

7=1In

1+ xev . ey\/(l +xze Y)(1 —xe7v)
3(1 — ze=v)’ N 3 '

Sostituendo nell’espressione di U si ottiene infine la soluzione.

w(z,y) = e <1 _ \/(1 + xe—y)?)(l - a:e—y)> .

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere

2ug + (6 +2cosx)uy =0,
u(0,5) = 5%, 0<s<3.
Trovare

supu,
Q

ove {2 ¢ I'aperto massimale di definizione della soluzione .
SOLUZIONE

Risolviamo per caratteristiche:

1) Troviamo le curve caratteristiche al suolo:

¢1 =2, ¢1(0) =0,
0 =6+ 2cosp, w2(0) = s,

che da subito
v1(158) = 27, p2(7;8) = 67 +8in(27) + s, —00 < T < 00.
2) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo:
U'(r;s) =0,
U(0;5) = 52,

13
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che ha la soluzione
U(r;s) = s?, —00 < T <00,

3) Torniamo alle variabili (x,y) risolvendo

p1(158) =217 =,

w2(158) = 67 +8in(27) + s =y,
che implica

T==,

< ol

s=y—3x—sinzx.

Non sono presenti restrizioni su 7, mentre deve risultare 0 < s < 3.

Infine, visto che la derivata di u lungo le caratteristiche al suolo é nulla, e che per
definizione {2 é coperto da caratteristiche al suolo che partono dalla curva che porta
il dato,

supu = sup u(0,s) = sup s>=9,
2 0<s<3 0<s<3

R.
u(z,y) = (y — 3z —sinx)?, 0<y—3zr—sinx <3,
e
supu=29.
Q

25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere

(94 3siny)uy — 3uy =0,
u(s,0) = s, 0<s<2.

Trovare
supu,
(0]

ove {2 ¢ I'aperto massimale di definizione della soluzione u.

R.
u(z,y) = (x — 14 3y — cosy)?, 0<z—1+4+3y—cosy <2,

supu =8.
19

26. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

ux—i-xuy:e%,
u(s,s?) = s, 0<s<1,

determinando anche ’aperto massimale di definizione della soluzione.

14
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SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

p1=1, p1(038) = s,
h=1p1,  2(0;s) = 5.
Questo sistema ammette 'unica soluzione
2

(@1(7;5),<p2(7';s)) = (T—I—S,%—I—ST—FSQ), TeR.

Si noti che sulle caratteristiche vale

2 s?

Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:
UI — 62U
)
U(0;s) =s.

Procedendo per separazione delle variabili si ottiene

d oy
al 9
dr © ’
da cui .
U(r;s) = —5 In (e72* —27), 21 < e,

Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

T+Ss=ux,
2

T 2
?—l—sr—i—s =Y.

Da qui
s=+2y—2a%, T=x—+2y—2?,
sotto la restrizione
0<2y—a?<1.

La soluzione sara quindi
1 for 2
u(z,y) = —Eln (672 2y—a? —2x—|—2\/2y—x2) ,

il cui aperto di definizione sara sottoposto alle restrizioni sopra.

R.
1 o
u(w,y) = —5In (e Wt 2x 4+ 24/2y — 22)
definita in

{0<2y—a? <1}N{e V2" _ 224+ 9\/2y — 22 > 0}.

15
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27.[20/4/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

_ w
YUy — Uy = —€ 7,

u(s?,s) = 52, —1<s<0,

determinando anche ’aperto massimale di definizione della soluzione.

R.
2422 [ 2,2 2
U:(x,y):—ln <€_%_y_ H%)a
v2+2z 249
{0<y2+2x<3}m{e‘ + —y—\/ijTx>o}.

28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

definita in

zuy —2(1 — y)uy = zu,

u(s,0) =s, —00<5<00.

Determinare anche I'aperto massimale di definizione della soluzione.
SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

o) =1, ©1(055) = s,
oh=—=2(1—¢2),  ¢2(0;5)=0.

Questo sistema ammette 'unica soluzione
((pl(T; ), pa(T; s)) = (seT, 1-— 62T) , TER.

Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle caratteri-
stiche al suolo:

U =se"U,
U(0;s) = s,

che ha come soluzione
T_
U(T;S)——Sese s, TER.

Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

se” =x,
1—e’ =y.
Da qui
1 T
:—1 ]_— N = N
T 2n( Y) s —

16
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sotto la necessaria restrizione

exp(a:— - ), in 2 ={y <1}.

29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy
2(1 — z)uy — yuy = yu,
u(0,s) = —s, —00 <5< 00.

Determinare anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.
R.

u(x,y)z—%exp(—y—i—\/%), in 2 ={x<1}.

30. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere

Uy + uy = u(l —u),
1

u(s,0) = =, —00 < §<00.

2

SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

i =v1, @1(0;8) =s,
ey=1, ©2(0;8) =0

Questo sistema ammette 'unica soluzione
(gpl(r; s), pa2(T; s)) = (se”,7), TER.
Si noti che sulle caratteristiche vale
x = se¥.

Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:

U= U1 -U),
1

Procedendo per separazione delle variabili si ottiene

%[IHU—ln(l—Uﬂ =1,

da cui
e’T

Ulrss) = 1

s —0 < T .

17
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Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

se” =,
T =
Da qui
ey
1+eY

il cui aperto di definizione sara sottoposto alle restrizioni sopra.
R.

u(z,y) = , (z,y) € R?.

ey

u(z,y) = H_—ey

. (z,9) € R2.

31. [15/12/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy
20Uy — Uy = —u2,
u(s,Ins) =1, 0<s<oo,
specificando 'aperto massimale di definizione {2 della soluzione.

Si dimostri anche che, in {2, v non cambia mai segno.
SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

v1=2p1, ¢1(0;s) =s,

oy =—1, 02(0;5) =1Ins.
Questo sistema ammette 'unica soluzione

(501(7;5),902(7; s)) = (5627,—T+lns), TER.
Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:
U/ —_ _U2
U(0;s)=1.

Procedendo per separazione delle variabili si ottiene

dl_1
dru 7’

da cui

U(r;s) = -1<7<00.

147’

Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

2T

se’T =x,
—T+Ins=y.
Da qui
1
s =mxe 2T, T:§(lnx—y),
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sotto la restrizione
x>0.

La soluzione sara quindi
3

u(z,y) = Stho—y’

il cui aperto di definizione é
2={(z,y)|x>0,y<lnz+3}.

Poiché il denominatore di u si mantiene sempre positivo in {2, risulta dimostrato

che u > 0.
R.

3

iy @y el={@yle>0y<hr+3}.

u(z,y) =

32. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

YUz + (= 2y)uy =y,
u(s,0) = s, 0<s<o0.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (z,y) non sara necessario risol-

vere del tutto il sistema.]
SOLUZIONE
A) Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

01 =2, 01(0;5) = s,
Ph=p1—2p2,  2(0;5) =0.
Derivando la prima equazione differenziale e sostituendo poi w2 e @ si ottiene
o1 +2¢) — 1 =0,
che ha per integrale generale

o1(7) = k1e”HVDT | e~ (1=VDT,
Imponendo le condizioni iniziali si ha

(p1(758), 2(7;8)) =

s <(\/§ 1)e~0+VDT 4 (/2 4 1)e= (VDT _o=(+VD)r | 67(17\/5)7) 7
2v2

perte€ Res>0.

B) Integriamo 'equazione differenziale Iungo le caratteristiche al suolo, imponendo

il dato di Cauchy. Si ottiene il problema

dU S

av 5 (V)T —(1-v2)7
= e +e ,

dr 2\/5( )

U(0;s)=s

19
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cha ha per soluzione

e—(l—ﬁ)T e—(1+\/§)7)

+ TER,
V2-1 V241

U(r;s) = 2\8/5(

per ogni s > 0.
C) Torniamo infine alle variabili (z,y). Il sistema da risolvere sarebbe

((\/5 —1)e~ VDT L (a4 1)6—(1—@7) —z,

S —(1+V2)7 —(1=v2)r
—(—e€ +e
25 )

Tuttavia non € necessario svolgere tutti i calcoli; basta osservare che la prima
equazione da subito

5
2V2

s e—(l—ﬁ)T e—(l—i—\/ﬁ)‘r
peneny
2\/5( V2 -1 V2+1

u(z,y) ==x.

33. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

(y — 2x)uy + zuy =,
u(0,s) = s, 0<s<o0.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (z,y) non sara necessario risol-

vere del tutto il sistema.]
R.

w(@,y) =y

34. [12/7/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

TUy — YUy =€,

u(s,s) =s, s>0,
specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che
Qc{(z,y) ]| 0<z<ye}.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

20



210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

Si ottiene
((pl(T; s), pa(T; s)) = (se",se"7), —00 < T<00.

B) Risolviamo poi 'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo

e
U0)=s.

Si ottiene per separazione delle variabili
S

U(r;s)=—In(e™ — 1), —o<T<e °.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

Si noti che il sistema é risolubile se e solo se x > 0 ey > 0, perché deve essere s > 0.
Procedendo per sostituzione si trova

s =./zy, T:ln\/g,
_ ~VEY _ z
u(z,y) In (e In \/;),

per (z,y) € £2, ove sull’aperto massimale di definizione {2 vanno imposte le restri-
zioni x > 0, y > 0 gia incontrate, e la 7 < e~*, che diviene

da cui

In, /2 <e Vi = z< yezefm. (1)
Y

Si osservi che per x > 0, y > 0, vale

— /Ty
626 < 2

1< e”.

Percio se vale la (1), allora vale anche la

x < ye.

R.

“@”:‘m@”@_m¢§’ in Q={@y)]0<z <y 7.

35. [12/7/2007 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

TUy — YUy =€,

u(s,s) = —s, 5>0,
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specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che

QC {(z,y) | > ye ?>0}.
uy) =1 (e\/ﬁ—i—ln\/g)’ in Q={(z,y)|x>ye 7},

36. [20/9/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

TUgy + 2yuy = 2U,
u(l,s) = f(s), -1<s<1,

ove f € CY((—1,1)), specificandone I’aperto massimale di definizione, e
trovando la condizione necessaria e sufficiente su f perché u sia limitata su
0.

SOLUZIONE

A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

¢ =1, ¢1(0) =1,
3 =202,  p2(0) =s.
Si ottiene
(501(7—;8)7902(7—; 8)) = (eTase2T)7 —00 < T <00.

Le caratteristiche al suolo sono dunque le mezze parabole
y = sx*, x>0, se(=1,1).
B) Risolviamo poi 'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo

av

Y
U(0) = f(s).
Si ottiene
U(r;s) =e® ~1f(s), —00 < T < 00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema
el =x,
se =y.
Si noti che il sistema e risolubile solo se x > 0.

Si trova
Yy

s = pol T=Inzx.
Ricordando che —1 < s < 1 si deve imporre (x,y) € {2, ove

Q2 ={(z,y) |z >0,-2* <y <2}.

22
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C) Quindi
u(z,y) = em_lf(%) , (z,y) € 2.

La u si mantiene limitata su tutto {2, e in particolare per x — 00, se e solo se

f=0.
R. y
u(xay)zexilf(P) ) in Q:{x>0,—$2 <y<$2}.

La u é limitata se e solo se f = 0.
37. [14/12/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
Uy + COSTUY = 2,

T
u(s,coss) = s, ——<s<-m.

4 4
Si dimostri che il dominio massimale {2 di © € contenuto in una striscia
—00 < =Yy <Yy <y <oo.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

o =1, p1(0) = s,
/
Yy = COS Y1, v2(0) = cos s.

Si ottiene
(¢1(738), p2(758)) = (s + 7,sin(s + 7) —sins +coss), 7€ R.
Le caratteristiche al suolo sono dunque le curve
y=sinz —sins+coss, —oo<z<oo,s€ (—n/4,37/4).

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

F 9
dr ’
U)=s
Si ottiene
U(r;s) =27+ s, —00 < T <00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

S+T1T=ux,

sin(s +7) —sins + coss =y.

Si noti che il sistema é risolubile solo se |y| < 3.
Si trova
—sins+coss =y —sin(s +7) =y —sinz,

23
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da cui

( +7T) coss —sins y —sinz
cos(s+—) = =
4 V2 V2

Ricordando che —7/4 < s < 3w/4 e che arccos : [—1,1] — [0, ], si ha

T y —sinx
T:x—kz—arccos(i),

V2
6= _T 4 arccos (w)
4 V2
C) Quindi _
T y —sinx
u(x,y) = 2z + — — arccos <7)
(z,9) 1 7
R.
s y —sinx
u(x,y) = 2x + — — arccos (7) ,
(2,9) 1 7

(z,y) € 2 ={—00 <z <o0,ly—sinz| <2} C{|y <3}.

38. [28/3/2008 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

(1 —z)uy +uy =y,
u(a,s) = s, —00 < § < 0,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale {2 di esistenza della soluzione
U.
SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo
p1=p1l—¢1), ¢1(0)=a,
P2 =1, 902(0) =S.

Le due equazioni sono disaccoppiate; la seconda é di immediata risoluzione. Dalla
prima si ha
(o) =t
$1 01 1— 01 ’

pr(l—a)| _
a(l — 1)
Si ottiene infine, tenendo presente che 0 < a < 1,

da cui
In

ae”

1—a+ae™’

(@1(7;3),@(7;3)):( S+7‘>, TER.

Le caratteristiche al suolo sono dunque le curve

ae¥—*

e g —00 <Y< 00,8 € (—00,00).
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B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

du +s
-~ 7
dr ’
U0)=s
Si ottiene )
U(T;S)Z%—I—ST—I—S, —00 < T < 00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

T

ae _
1—a+ae™
S+1=1y.

)

Si noti che il sistema é stato in effetti gia risolto (si veda la (1)). Poiché il sistema
¢ risolubile per ogni z € (0,1) e y € R, Paperto massimale di esistenza ¢ la striscia
(0,1) x R.

R.

) = (o — nx(l—a) 1 nx(l—a) 2

(z,y) e 2=(0,1) x R.

39. [28/3/2008 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

—Ug + y(]' - y)uy = -,

u(s,a)

-5, —00 < 5 < 00,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione
U.
R.

40. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
r?uy + (v — Vu, =2,
u(s,s) =s—s 1, 0<s<o0.

SOLUZIONE
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A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

()0/1:()0%) @1(0):85
po=p1—1,  2(0) =s.

Le due equazioni sono disaccoppiate. Dalla prima si ha

/o d 1
07 dr 1
da cui )
P1
= 1
or(r) = 20 1)

Si ottiene infine, tenendo presenti le condizioni iniziali e la seconda equazione del
sistema caratteristico, ora di immediata soluzione,

S

1
,—1n(1—TS)—T—|—8>, T< -

1—7s

(p1(7:8), pa(738)) = (

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

aw_ s
dr  1—71s’
1
U(0)=s5——.
0)=s--
Si ottiene ) .
U(r;s) =—In(1 —718)+s——, —00 < T < —.
s s

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

S

= R

1—7s
—In(l—7s)—7+s=y,

o meglio ricavandone che

1 1 1
—In(l-7s)+s——=y+7—-—=y——.
s s x

1

U(x,y)=y—g-

41. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

(1 - y)ua: +y2uy =Y,
1

u(—s,s) =s—s 0<s<o0.
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1
u(w,y) =~z — -

42. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
sinyug + 2uy = Vv,
u(s,0) = s, 0<s<o.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

) =singy,  1(0) =s,
0y =2, ©2(0) =0.

La seconda equazione é indipendente dalla prima. Risolvendo la seconda equazione
e poi la prima, che diviene cosi di integrazione elementare, si ottiene la soluzione

1 1
(cpl(T;s),gpg(T;s))z —§COSQT—|—§+S,2T, —00 < T<00.

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per ’equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

w_ g,
dr
U)=s.

Si ottiene )
U(T;s)=<\/§+%) , —2V/s <71 <00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

L 5 2 +1+ =
2(:057' 5 s=ux,

che da

/ 1 1 2

U(I,y):( $+§C08y—§+%) ’
1-— / 1 1
x>%, y>—4 x+§cosy—§.
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43. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

1
2u, + gsinxuy =u,

u(0,s) = 3s, 0<s<o0.

7\ 2
3y+—cosx——+z) ,
1 —cosy
y>T, xz>—4 3y—|——cosx——.

44. [12/1/2009 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

1
—zux—i—uy:x,

1
u(s,—)zl, 0<s<o0.
S
Determinare ’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione u.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

La seconda equazione é di immediata risoluzione, e da

1
@2(7;8)27'4—;.

Dalla prima si ha quindi

da cui infine

1 1
(501(7;3),502(7;3)) = (— T +2s,7—|—;>, T>——.

T+ < s

s

Le caratteristiche al suolo sono dunque i rami di iperbole

1
r=——+42s, 0<y<oo,s€ (0,00).
Yy
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B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle carat-

teristiche al suolo
+ 2s,

B 1

dr T+ 5

Si ottiene
1
—— <7< .
s

1
U(T;S)ZQST—ln(T—I—;)—1n8—|—1,

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

1
— l—|—25:a:,

BT
T+ —-—=y.

s

Si ricava subito

1( +1)

s=—(ax+ -
2 y/’

2
T=y— T
:E‘f'g

Le condizioni da imporre sono 7+ 1/s > 0, e s > 0, ossia

1
y >0, x+§>0.

1
u(z,y) =2y —Iny —In (x—|—§) +1n2,

(z,y) € 2={(z,y) |y >0,2+y " >0}.

45. [12/1/2009 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

1
U$+Puy—yv
1
u(—,s)zO, 0<s<o00.
S

Determinare ’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione u.

R.
1
u(x,y):xy—lnx—ln(y—i——)—|—1n2—1,
x

(z,y) € 2 ={(z,y) |2>0,y+2"' >0}.
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46. [15/6/2009 (ex)I] Trovare la soluzione di

TUy + uy = (1 + y)u,
1

Ins’

u(s,0) = s>1.

Trovare anche ’aperto massimale di definizione.
SOLUZIONE
A) Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo il sistema caratteristico

er=p1, 1(0)=s,
0y =1, ©2(0) =0.

Si ottiene immediatamente

(p1(738), 2(7, 8)) = (s¢”,7),  TER.
B) Si risolve quindi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo
U =se"(1+1)U,
1
ottenendo per separazione delle variabili
1
U(r;s) = ——expse’T, TER.
Ins

C) Infine si torna alle variabili (x,y) invertendo il sistema

che da

s=xze Y, T=1y.

Si noti che la restrizione s > 1 implica
Ins=Inz—y >0,

che definisce 'aperto massimale di definizione, insieme con x > 0.
R.
1

e™
y—Inx

u(xay) =

)

definita in
R={(z,y)|z>0,y<Ilnz}.

47. [13/7/2009 (ex)I] Trovare la soluzione di
up oy _ 1

)

x Y U
2

u(s,—)zl, s> 0.
s
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SOLUZIONE

Si noti che i termini 1/x e 1/y presenti nell’equazione impediscono a x e a y di
annullarsi; visto che la curva che porta il dato é contenuta nel primo quadrante,
anche 'aperto massimale di definizione della soluzione sara contenuto nel primo
quadrante.

A) Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo il sistema caratteristico

, 1

= 0257
Y1 o1 ©1(0)
1 2
’
=—, 0)=".
P2 o ©2(0) S

Si ottiene integrando per separazione di variabili
@i(T) = V27 + 9i(0)?,
cioe

/ / 4 52 2
(501(7—;8)’502(7—’8)):( 2T+827 2T + 5_2)7 T>maX<—§,—S—2).

B) Si risolve quindi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

ottenendo per separazione delle variabili

U(r;s) =V1+27, T> -3

C) Infine si torna alle variabili (x,y) invertendo il sistema

4
Vor+s2=ux, \/2T+ = =y,
s

che da (ricordando s > 0)

\/ar?—y2+\/(y2—x2)2+16 2? +y? — /(y? —2?)” + 16
s = T =
2 3

4

Si noti che le restrizioni su T trovate risolvendo il sistema caratteristico sono auto-
maticamente soddisfatte, mentre imponendo la 7 > —1/2 si ha dai calcoli

3— a2
y>\/—x2+1, 0<z<V3,

che definisce I’aperto massimale di definizione, insieme con x > 0, y > 0.

R.
1
u(x,y) = ﬁ\/2+$2 +y2 -V (y2 —x2)2 + 16,
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definita in

2+ 1

Q:{(x,y)|\/§>a:>0,y> 3_x2}u([\/§,oo)x(0,oo)).

48. [13/7/2009 (ex)II] Trovare la soluzione di

Ue Uy 1
r oy ou’
2
u(s,—)zl, s> 0.
S
R. )
u(x,y):ﬁ\/2—x2—y2+\/(y2—x2)2+16,
definita in

2= ((0,1] x (o,oo)) U{(x,y) [z>1,y< %}

49. [15/9/2009 (ex)I] Trovare la soluzione di

1
2xuy +Yuy = —,
U
u(l,s) =s, s>0,
determinando anche ’aperto massimale di definizione.
SOLUZIONE

A) Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo il sistema caratteristico

©r =201, p1(0)=1,
©y = P2, ©2(0) = 5.
Si ottiene
(p1(138), p2(1,8)) = (¥, s¢7), TER.

B) Si risolve quindi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

U =
U)=s,

3

S =

ottenendo per separazione delle variabili
2

s

U(r;s) = Vs> +21, T>——.

2

C) Infine si torna alle variabili (x,y) invertendo il sistema
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che da
32%7 T:hl\/E.

Si deve quindi avere x > 0 e y > 0, perché s > 0, e imponendo la 7 > —s?/2 si ha
dai calcoli I'ulteriore restrizione

y > —zlnzx, O<z<l.

2
u(z,y) = ”y; +Inz, (x,y) € 2={z >0,y > /max(—zlnz,0)}.

50. [15/9/2009 (ex)II] Trovare la soluzione di

1
TUg + 2yuy = "

u(s,1) =2s, s>0,

determinando anche ’aperto massimale di definizione.
R.

422 1
u(z,y) = 1/%+lny, (x,y) € N = {y>0,x> 3 max(—ylny,O)}.

51. [9/4/2010 (ex)I] Si determini la soluzione del problema

SOLUZIONE
A) Troviamo le curve caratteristiche al suolo, risolvendo

] =1, @1(0) =1,
oh=wpap1",  a2(0) =35,

da cui -
(901(7—’ S),QDQ(T, S)) = (eTaselie ), TER.

B) Risolviamo poi la e.d.o. lungo le caratteristiche
U=e, U@) =0,

da cui
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C) Infine da
el =x,
sel=¢ =y,
otteniamo immediatamente la u(zx,y).
R.
u(z,y) =2 —1, x>0,y>0.

250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

1. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema

xux+yuy:$2+y2,

u(m,y):x, SU$2+Z/2:1>
e mostrare che la soluzione non & C*(R?).
SOLUZIONE
Definiamo

v(r, ) = u(z,y),
ove (r, ) sono le solite coordinate polari. Il problema diviene allora

ro, =12,

v(1,p) =cosp, 0<¢p<2r.

Da qui si ottiene v,, = r e per integrazione

v(r ) = 5 + £(9),

ove la f si determina poi imponendo il dato su r = 1:

Flg) = cosg— 3.

Dunque
()= =+ .
v(r = —4cosp— =
P B) 2 5

e tornando alle coordinate cartesiane
2 4+y? -1 T

+ .
2 /2 + yz

E chiaro che u & di classe C™ in x? + y2 > 0, mentre non ¢ neppure continua

u(@,y) =

nell’origine.
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R.
2 +y? -1 T 9 9
u(x,y) = + , o +y">0.
2. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema
TUg + Yuy = 21y,
u(x,y)zl, SUQ?Q‘*‘?JZ:L
e mostrare che la soluzione non & C*(R?).
R.
— gy — Y
u(z,y) =y PR +1,
7"2 —
v(r,p) = 5 sin2¢ + 1.
3. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema
TUgy + Yuy = 27y,
w(z,y) =wy,  suat+y’=1,

e mostrare che la soluzione & C1(R?).
R.

u(r,y) =y,

v(r, ) =12 cospsing.

4. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema

Uy + yuy = —u\/z? +y?,

u(z,y) =m, x2+y2:4,

e dimostrare che & continua in R?, ma non di classe C'(R?). (Sugg. Consi-

derare la particolare geometria del problema.)
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari il problema diviene

TV, = —TU,
v(2,p0) =T, 0<p<2r.

Si ha subito

v(r, ) = me "2,
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Quindi

u(z,y) = ne2 VI

La u é continua come composizione di funzioni continue. Tuttavia, e.g.,

Uy = —me2~VETY? __r
x \/m’

che non é continua. In alternativa, si puo ragionare cosi: v é radiale; dunque per
essere di classe C' nell’origine, dovrebbe essere v, — 0 per r — 0, mentre invece

v, — —me? per r — 0.

R.
u(z,y) = me?~V w2ty , 2 +y?>0.

5. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema

TUg + YUy = —U,
’U/(x,y):ﬂ_, x2+y2:47

e dimostrare che non & continua in R%. (Sugg. Considerare la particolare

geometria del problema.)

R.
21

uw7y :7’
(@) =~

22 +y% > 0.

6. [20/1/2004 (hw)I] Trovare la soluzione definita nel semipiano x > 0 di

Yz — TUy = + 1,
u(v/s,0) = s, s>0.

U(wyy)Z—y—arctgngszry?, x>0.
X

7. [14/4/2004 (ex)I] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

zuy + yuy = f(z,y)Va? +y2, 1<a?+y% <4,
u(z,y) =z, 2?4yt =1,
u(z,y) =y, Yt =4

SOLUZIONE
In coordinate polari r, ¢,
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

per cui la e.d.p. diviene

rop = g(r,o)r,
ossia
vr = g(r, ),
da cui
2
v(2,0) —v(l,p) = /g(r, p)dr =2sinp — cosgp.
1
R.

2
/f(rcoscp,rsingp)dr:2singp—cosgp, 0<p<2r.
1

8. [14/4/2004 (ex)II] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

zuy + yuy = f(z,y)vVa? +y2, 4<a?+y? <9,
u(z,y) =y, x2+y2:4,
u(z,y) =, 2?4y’ =9.

3
/f(rcosgo,rsinga)drz3cos<p—2sin<p, 0<p<2r.
2

9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare la soluzione di
_ Y
Tuy + Yyuy = arctg 7’
uly)=y*, B+ yP=4,2>0,

e trovarne 'aperto massimale di definizione. Esprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

10. [15/9/2004 (ex)I] Risolvere

YUz — Ty = 3T,

11. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare la soluzione di

TUz + YUy = T,

u(z,y) =y*, a=1,
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e trovarne 'aperto massimale di definizione. HEsprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

12. [15/9/2004 (ex)II] Risolvere

YUz — TUy = 2y,

u(y,y) =2 +y*, y<O0.

13. [4/2/2005 (hw)I] Trovare tutte le soluzioni di

(137?/) : vu(xvy) + DQU(J},y)(J},y) ’ (137?/) =V r? + ?/27

definite in R*\ {(0,0)}. Qui D?u(x,y) indica la matrice hessiana:

Du(z.y) = (Umc(xay) uxy(w,y)> ’

U;ry (l‘, y) uyy (l‘, y)
e quindi D?u(z,y)(x,y) - (z,y) la forma quadratica
g (2, y) + 22yt (€, y) + yPuyy (2,y)

(Sugg. Passare a coordinate polari, ¢ ovvio).

R.
u(z,y) = Vo2 +y% +ci(p) In /a2 + y2 + ca(),

ove ¢ e ¢z sono arbitrarie funzioni in C?(R), periodiche di periodo 2.
14. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere
Ty + YUy = 1,

. 2 s T
u(cos p, sin p) = ¢*, —§<g0<§

(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari, e ponendo v(r, p) = u(zx,y), si ha

da cui, integrando 'equazione differenziale,
v(r, ) =Inr 4+ C(p),

e usando poi il dato di Cauchy,

o(r, @) =Inr +¢?, 7‘>0,—g<go<g.
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In coordinate cartesiane:

2
u(z,y) =In x2+y2+<arctg%) , x>0,y € R.

15. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere

—Yug + Uy = 1,
u(z,0) =z, 0<z<l1

(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari, e ponendo v(r, ¢) = u(z,y), si ha

{ v, =1,
v(r,0) =r, 0<r<l1
da cui, integrando I'equazione differenziale,
v(r,p) =9+ C(r),
e usando poi il dato di Cauchy,
v(r,p) =@+, O<r<l,—m<ep<m.

In coordinate cartesiane (restringendoci per brevita al semipiano x > 0):

u(x,y):arctgg—i—\/xQ—i— 2, x>022+y2<1.
T

16. [14/4/2005 (ex)I] Si determini a € R in modo che il problema

TUg + YUy :a%, in (2,
u(z,y) =0, 2?+yP=10<y<z,
U(ﬂc,y)zg, P 4+yP=4,0<y<uz,

abbia soluzione u € C1(£2), ove

Q={(z,y) | 1<z’ +9*°<4,0<y<z}.

17. [14/4/2005 (ex)II] Si determini @ € R in modo che il problema

—yuy + zuy = a(z? +y?), in (2,
u(z,0) =0, l<z<?2,
1
u(z, ) = 222, —2<$<\/§,
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abbia soluzione u € C1(£2), ove

Q={(z,y) | 1<z +y*<4,0<y<z}.

18. [23/6/2005 (ex)I] Dimostrare che ogni soluzione di
TUz + YUy
Vat+y?
in 2 ={(z,y) | z > 0} si puo scrivere come

u(z,y) = f(\/ac2 + y2 + arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

= —yug + Ty,

19. [23/6/2005 (ex)II] Dimostrare che ogni soluzione di

TUg + Yyuy = (Yug — xuy) V22 + Y2,

in 2 ={(z,y) | z > 0} si puo scrivere come

u(z,y) = f(\/ac2 + y? — arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

20. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

TUg + Yuy = (2 22442 — 2?2 — e VY 4yt > 1,
u(cos @,sin6) = up(0), 0<6<m,
ove ug ¢ una qualunque funzione in C([0,]), soddisfa
lim w(rcosf,rsinf) = up(f),
T—00

per ogni fissato 6 € [0, 7].

21. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ty + yuy = /22 +y2el TV w24y 24yt > 1,

u(cos@,sin @) = ug (), 0<6<m,
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ove ug ¢ una qualunque funzione in C([0,]), soddisfa

lim u(rcosf,rsinf) = ug(f) +1,

7—00

per ogni fissato 6 € [0, 7).
22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni di

Tug +yuy =u+1, 2+ y? > 0.

23. [6/2/2006 (hw)I] Trovare una soluzione in un aperto {2 che includa la
curva
v={(scoss,ssins) |21 < s < 67}

che porta il dato, del problema

TUg + YUy = 2u,

u(scoss,ssins) =s, 2m < s < 67.

SOLUZIONE
Ponendo v(r, p) = u(z,y), ove (r,¢) sono le usuali coordinate polari, ’equazione
diviene

rv. = 20,

da cui subito

v(r, ) = flo)r*.

Su vy = (¢1,12) vale

17 = 1(s)” + a(s)? = 5%, o =s;
la v e percio un tratto della spirale r = ¢. Dunque deve valere
1
s=uv(s,s) = f(s)s?, equindi f(s)==-.
S
Infine
@4 22 4 32
u(z,y) = .
o(z,y)

Per chiarire cosa abbiamo fatto, e in particolare trovare la forma dell’aperto {2 in cui
risulta definita la soluzione, dobbiamo investigare piu in particolare la trasforma-
zione di coordinate da cartesiane a polari; soprattutto potrebbe risultare inusuale
il fatto che ¢ vari su un intervallo di ampiezza 4.

L’aperto di definizione U di v nel piano (r, ) contiene il segmento

C={(p,p) | 2m < @ < 67};

d’altra parte in U non devono cadere punti che rendano non biunivoca la trasfor-
mazione (z,y) < (r,¢). E pertanto necessario che

UcUy={(ro)|2n<p<brm,—m+o<r<m+¢}.
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1l parallelogramma Uy corrisponde all’aperto {2y del piano (x,y) definito da

90: U Isa

2 <s<6m

ove I ¢ il segmento sulla semiretta radiale per W(s) composto dai punti che distano
da ¥(s) meno di w. Si noti che i segmenti I, non si intersecano tra di loro. Si vede
subito che in {2 la trasformazione ¢ biunivoca se in ogni punto (x,y) scegliamo

r(z,y) =2 +y2,  plz,y)=s,

ove s = s(x,y) ¢é individuato dalla richiesta (x,y) € Is.

L’insieme di definizione di v [u] risulta infine proprio Uy [f29] perché non si sono
introdotte altre restrizioni.

R. La soluzione ¢&, in coordinate polari,

u(r,p) = ',
definita su
Up={(rp)|2r <o <bm,—m+o<r<m+p}.

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere

Uz + YUy =T+ Y,
u(2,s) =1, sE€ER,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare
I'aperto massimale di definizione della soluzione.
SOLUZIONE
In coordinate polari (r,p) Ie.d.p. diviene (se v denota la u come funzione delle
coordinate polari)

rv, = r(cosp +sinp),
ossia

v, = COS(p +singp, r>0.

La curva che porta il dato, cioé la retta x = 2, in coordinate polari corrisponde a

2 7r< <7T
r= —= —.
cosp 2 5% 79

Quindi

2 T
v(r,g@)zv( ,<p> + /(cosgo—i—sin(p)df
cos
2

cos ¢

2
=1—|—(cos<p+sin<p)<r— )

cos

=rcosp+rsinp—1—2tgyp.
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L’aperto massimale di definizione & il semipiano x > 0 che & coperto dalle carat-
teristiche al suolo (cioé le semirette uscenti dall’origine) che intersecano la retta
T =2

R.
_ y .
ulz,y)=x+y—1-2= x>0;
x
. ™ T
v(r,p) =rcosp+rsinp —1—2tgp, —§<gp<§.

25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere
xux+yuy:y_$7

u(s,—1) =0, se€R,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare

I'aperto massimale di definizione della soluzione.
R.

U(x,y)=y—x+1—§, y<0;

v(r,p) =rsinp —rcosp +1 — cotgp, —T<p<O0.

26. [20/4/2006 (ex)I] Si considerino tutte le soluzioni di

$Uz+yuy=f(v$2+y2)7

u(cos g, sin ) = up(p), O<p<m.

E possibile scegliere f € C 9((0,00)) indipendente da ug in modo che valga
una sola delle due condizioni

A lim w(x,y) =0, B lim wu(x,y) = +o0,
) (z,y)—(0,0) (.9) ) (z,y)—(0,0) (=.9)

per tutti gli ug € C*([0,7)).

Dire quale delle due condizioni A) e B) ¢ possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.

SOLUZIONE

In coordinate polari, denotando con v I'incognita, il problema si scrive come

rue(r, ) = f(r), v(1,¢) = ug(y) -

Percio

v(r,ap):v(l,go)—i—/@ds:uo(ap)—k/@ds, r>0.
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Quindi si puo soddisfare solo la condizione B), prendendo per esempio
f(r)=-1, r>0.

In questo modo
v(r,p) = up(p) —Inr — +oo, r—0.

R. La condizione B), prendendo per esempio

f(r)=-1, r>0.

27.[20/4/2006 (ex)II] Si considerino tutte le soluzioni di

wug + yuy = Va2 + 2 f(Va? + y?)u,

u(cos ¢, sin @) = uo(y) , —-<p<

T 7'('
2 2"

E possibile scegliere f € C°((0,00)) indipendente da ug in modo che valga

una sola delle due condizioni

A lim wu(x,y) = +o0, B lim wu(x,y) =0,
) (z,)—(0,0) (=9) ) (2,y)—(0,0) (z.9)

per tutti gli ug € CY([—7/2,7/2]).

Dire quale delle due condizioni A) e B) ¢ possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.

SOLUZIONE

In coordinate polari, denotando con v I'incognita, il problema si scrive come

vr(r; @) = f(rjo(r,e), ol @) = uo(p)-

Percio . ’
v(r,p) = v(l,go)efl fls)ds — uo(go)efl Fo)ds — p 5.

Quindi si puo soddisfare solo la condizione B), prendendo per esempio
f(r)=-, r>0.

In questo modo

v(r, ) = uo(@)ell 79 = ug(p)e™ " = uo(p)r -0, 0.
R. La condizione B), prendendo per esempio
[ =1, >0
r)=—, r .
r
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28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy
—YUg + TUy = Sinx,

u(s,0) = s, s>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-

piano z > 0.
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari (r, ),

v(r, ) = u(rcosp,rsiny),
il problema diviene

v, = sin(rcos ),
v(r,0) =1, r>0.

Percio
@
v(r,p) =r+ /sin(r cost)dt,
0
da cui, ricordando che in x > 0
© = arctg (y) ,
x

arctg(%)

u(z,y) = Va* +y? + / sin(y/22 4+ y2 cost) dt.

arctg(¥)

w(z,y) = Va2 +y? + / sin(v/x2 + y? cost) dt x>0;

0

©
U(T7<P)=7”+/sin(rcost)dt, —g<¢<g.
0

29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

—YUg + TUy = €Y,
u(s,0) = s%, 5>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-
piano z > 0.
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arctg(%)

u(z,y) =2 +y* + / exp(v/x? + y?sint) dt x>0;

s

0
7

v(r,<p):r2—|—/e”intdt, —g <p< =
0

\V]

30. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C'(R?) di

Ylg — TUy = az? —by?,

u(s,0) =0, 0<s<o0,

e determinare la funzione u.
SOLUZIONE
Passiamo alle coordinate polari (r, ). Posto

v(r,p) = u(rcosp,rsiny),
si ha

—Vp = ar? cos? o — br?sin’ ¢,
v(s,0) =0, 0<s<oo.

Integrando su (0, ) si ha, usando anche il dato di Cauchy,

b— b
5 ar250 — —Z ar2 sin2¢p.

)
o(r, ) = / (br? sin® 0 — ar? cos® ) d =
0

Se v deve essere continua in R? si dovra intanto avere
v(r,2w) =v(r,0) =0, r>0.

Percio deve essere a = b. In questo caso

Zsingpcos g,

v(r. ) = —ar
u(z,y) = —azy

risulta di classe C'(R?).
R.
a="b, u(z,y) = —azy, (x,y)ERQ.
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31. [2/4/2007 (ex)II] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?\ {(0,0)}) di

YUy + TUy = ay — ba?,
u(s,0) =0, 0<s<o0,

e determinare la funzione w.
R.

aceR, b=0, u(z,y) =a(/22+y>—x), (z,y) ERQ\{(O,O)}.

32. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C'(R?) di

YUy — TUy = a + bx,
u(s,0) =0, 0<s<oo,

e determinare la funzione w.

33. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di
Tug +yuy =u+1,
u(s,1) =0, —00 <8< 00,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.
SOLUZIONE
Passando alle coordinate polari r, p, e definendo

v(r, ) = u(rcosp,rsiny),
il problema diviene
o, =v+1,

1
v(. ,<p)=0, O<p<m.
sin @

Integrando per separazione delle variabili si arriva a

1
IGT Rk S 71" 7
U(sirll<p7(p)+]' sin
da cui
v(r,p) =rsinp — 1.
R.
v(r,p) =rsinp — 1, r>0,0<p<m;
u(z,y)=y—-1, y>0.
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34. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di

TUy + YUy = u + 2,
u(3,s) =0, —0 < §s< o0,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.
R.

s m
_<SD<_

2
v(r,gp)=§rcosga—2, r>0,—2 2;

2
u(x,y)=§x—2, x>0.

35. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy
TUg + YUy = 2u,
u(s,1 —s) =s, 0<s<1.

SOLUZIONE
Passiamo a coordinate polari (r, p) con v(r,p) = u(z,y).
La curva che porta il dato e il segmento

y+rx=1, O<z<1,

che in coordinate polari & dato da

1 s
r = e — 0 < 80 < =
cos ¢ + sin 2
II problema diviene dunque
TV, = 20,
1 cos
U( B 7@) = SD B 0< "2} < z .
COS  + sIn COS  + sIn 2
Quindi
Up 2
v’
e

v(r, ¢)
1
v ( cos p+sin @’ (,0)

perr>0e0<p<m/2.
Sostituendo il dato di Cauchy

In =2Inr(cosp +sinyp),

v(r, ) = 1% cos p(cos p + sin @) .
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u(z,y) =z(z+vy), z>0,y>0.

36. [12/7/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

TUz + YUy = U,

u(s,2—s)=s, 0<s<2.

u(z,y) =z, z>0,y>0.

37.[28/3/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
—YUz + TUy = YCOST,
u(s,s) =4, 0<s<o0,

esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.
SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene

v, = rsinpcos(rcosp) = ~3% sin(r cos @) .
¥

La condizione di Cauchy si puo scrivere come

v(r,g)zél, r>0.

Dunque, integrando la (1) su (7w/4, ) si ottiene
r
v(r, ) = 4 — sin(r cos —|—sin(—).
() (7 cos o) 7

La soluzione é definita in tutto il piano meno 'origine.
R.

\/5 )

v(r, ) =4 — sin(r cos ) + sin (%) , r>0.

u(z,y) =4 —sinz + sin (z,y) € R*\ {(0,0)},

38. [28/3/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

YUz — TUy = TSINY,

u(s,s) =1, 0<s<oo,
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esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.
R.

\/5 ’
v(r, ) = 1+ cos(rsin p) — cos (L) , r>0.

V2

u(z,y) =14 cosy — cos (z,y) € R*\ {(0,0)},

39. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la soluzione u(z,y) del problema di
Cauchy

(x —Dug + (y — Duy = u?,

u(s,1—/1-(s—1)2)=1, 0<s<2.
Determinare anche il dominio massimale 2 di definizione della soluzione.

SOLUZIONE
Passiamo alle coordinate polari

r=1+rcosyp, y=1+rsinyp,

v(r,p) =u(l+rcosp, 1+ rsinyp).

Si ottiene il problema

U, = 07,
v(l,p) =1, —T<p<0.
Quindi
o _ 1
v2 7
da cui ]
——+C(p)=Ilnr, r>0,
¢ 1
Imponendo il dato di Cauchy si ha
U(T7¢):1—1n7"7 O<r<e, —7w<e<0.
R.
(2.1) <
u ) = )
1-Iny/(z—1)2+ (y—1)2
in

Q={(z,y)|0< (z -1 +(y—-1)2?<e,y<1}.
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40. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la soluzione u(x,y) del problema di
Cauchy

(= 2)uz + (y — 2)uy = u,
u(s,2—4—-(s=2)?) =1, 0<s<A4.

Determinare anche il dominio massimale 2 di definizione della soluzione.
R.

u(e,y) = 5@ = DEF 5O,

Q2 ={(z,y) |y<2}.

41. [16/9/2008 (ex)I] Scrivere la soluzione del seguente problema:

(x —Dug + (y — 2)uy = «,
U(B,S) :/857 SERu

ove «, B € R sono costanti.

Inoltre si trovino i valori di a, 8 € R che rendono la soluzione estendibile a
tutto il piano come funzione di classe C*.

SOLUZIONE

A) Passiamo a coordinate polari

r—1=rcosy, y—2=rsinp, 7">0790€(_7T’7r)7

definendo
o(r, ) = u(z,y).

Nelle nuove coordinate la retta x = 3 si esprime come

2 T < < T
r= _Z T
cosp’ 2 S¥=3
Quindi il problema diviene
rU, = o,
2 2
( 790)— ( smgp—|—2)7 ——<p< =
cos cos 9
Si ha dunque
2 r 9 P
’U(T'y(p):?)( - ,@)"' /vp(p7§0)dp:1)( - ,@)‘f’ / —dp
cos cos p
ey 2
2 .
=5( sin<p+2)+alnrcow,
cos )
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

Da qui tornando alle variabili cartesiane

rz—1

y—2 )
= 25— — +2 1 1.
u(ey) = B(22—F +2) +alnZ—, @>

B) La soluzione ¢ estendibile a tutto il piano come funzione C' se e solo se a =
8 =0, ossia se essa ¢ nulla.

R.

y—2 ) z—1
=p(22—= 12 1 1.
u(e,y) = (22— +2) +aln—, 2>

a=p=0.

42. [16/9/2008 (ex)II] Scrivere la soluzione del seguente problema:

(x+Duy + (y — Duy = a,
u(l,s) = Bs, se R,

ove «, B € R sono costanti.
Inoltre si trovino i valori di a, 8 € R che rendono la soluzione estendibile a

tutto il piano come funzione di classe C*.
R.

_ y—1 ) z+1 B
u(x,y)—6(2x+1+l +aln—2 , x>—1.

a=p=0.

43. [12/2/2009 (ex)I] Si consideri il problema

—Yuy + Uy = ax + b,

u(s,0) = cs, s>0,
ove a, b, ¢ sono costanti.
Trovare tutti i valori di a, b, ¢ per cui esiste una soluzione del problema in
C1(R?\ {(0,0)}), e scrivere tale soluzione sia in coordinate cartesiane che
polari.
SOLUZIONE
Passiamo alle variabili polari

v(r,p) = u(rcosp,rsiny).
1I problema diviene
v, = arcose +b,
v(r,0) = cr, r>0.
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

Quindi

%)
v(r, @) = v(r,0) —l—/(arcos@—i—b)de =cr+arsing + bp.
0

Per ottenere una funzione u continua in R\ {(0,0)} occorre percio che b = 0; in

questo modo si ottiene
u(@,y) = cva® +y* +ay,

che ha la regolarita voluta per a e c arbitrari.
R.

u(r,y) = cv/2? +y* +ay, v(r,) =cr+arsing,
con a e c arbitrari.
44. [12/2/2009 (ex)II] Si consideri il problema
—Yuy + TUy = ax + by,
u(s,0) = cs, s>0,
ove a, b, ¢ sono costanti.

Trovare tutti i valori di a, b, ¢ per cui esiste una soluzione del problema in

C'(R?), e scrivere tale soluzione sia in coordinate cartesiane che polari.
R.
u(z,y) = ay — bz, v(r,p) = arsing — brcos ¢,

con c = —b, e a e b arbitrari.
45. [13/7/2009 (ex)I] Trovare la soluzione u(z,y) del problema

Tugy + yuy, = arctg J ,
x
u(l,s) = as, seR,
ove a € R ¢ una costante.

Determinare anche ’aperto massimale di definizione (2, e i valori di a che
rendono la soluzione limitata in

2N{l <z <2}

SOLUZIONE

Notiamo che §2 dovra comunque essere contenuto in {x > 0}, poiché il termine y/x
nell’equazione impedisce a x di annullarsi, e la curva che porta il dato é contenuta
nel semipiano {x > 0}.

Passando a coordinate polari

v(r, ) = u(rcosp,rsiny),
si ha

T = @,

1 sin m
v( ,@):a =atgy, —=<p<
cos ¢ cos ¢
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

Percio
1
cosp’

gp) + / P ds = atgy + pln(rcosy).
s

_1
cos ¢

o(r¢) = o

Dunque, tornando alle coordinate cartesiane,
Y Y

u(z,y) a- + In(z) arctg .

L’aperto massimale di definizione &
2 ={z>0}.
Su2n{l<z<2}=(1,2) x R, i termini
In(z), arctg J ,
x

sono limitati. Invece y
‘—‘ — 00, ly| = oo.
T

Pertanto 'unico valore di a che rende u limitata ove richiesto ¢ a = 0.
R.

u(z,y) = o + In(z) arctgg, (x,y) € 2=(0,00) x R.
x x
a=20.

46. [13/7/2009 (ex)II] Trovare la soluzione u(z,y) del problema
TUg + Yuy = arctg Yy ,
x
u(l,s) =In(1 +as?), sER,

ove a > 0 € una costante.
Determinare anche ’aperto massimale di definizione (2, e i valori di a che
rendono la soluzione limitata in

2Nn{l <z <2}.

2
u(z,y) =In [1 —l—a(%) ] + In(z) arctg%, (z,y) € 2=(0,00) x R.
a=0.

47. [15/9/2009 (ex)I] Si calcoli la soluzione del problema

Uz + YUy =T + Y,
u(x,y):a(x—i—y), .’E2—|—y2:1,
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

ove a € R ¢ costante.
Si determinino inoltre gli eventuali valori di a che rendono la soluzione di

classe C°(R?).
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari

v(r,p) = u(rcosp,rsiny),

si ottiene il problema
TV, =T COSP+TSsing,
v(1, ) = a(cosp + sinp) .

Integrando I'equazione differenziale si ha

T

v(r,p) =v(l,p) + /[cosgp + sin ] dp = r[cos ¢ + siny] + (a — 1)[cos ¢ + sin ¢] .
1

L’unico valore di a che rende v continua fino nell’origine é a = 1.

R.

_rry

v(r, ) = rlcosp + sin] + (a — 1)[cos ¢ + sin ] ;
a=1.

u(z,y) =z +y+(a—1)

48. [15/9/2009 (ex)II] Si calcoli la soluzione del problema
Ty + YUy =2+,
ul@,y) =al+y), a?+y’=1,

ove a € R ¢ costante.
Si determinino inoltre gli eventuali valori di a che rendono la soluzione di
classe CO(R?).
R.
2 +y?—1 T+
Y n Y

U;(J?,y): 2 a‘\/ma

r2—1 .
v(r,¢) = T + aleos o + sing];

a=0.

49. [9/4/2010 (ex)I] Si determini la soluzione del problema

YUy — TUy = u?,

u(s,s) = s*, s>0,
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ove ¢ > 0 € una costante assegnata, e si mostri che ’aperto massimale di
definizione non puo contenere

A={(z.y)]0<y<a}.

SOLUZIONE
In coordinate polari

v(r, ) = u(rcosp,rsiny),

e
Vs 'S a
o= o(ni)=(75)"
da cui .
v(r, @) = o
() +e-3

Dunque I'aperto massimale di soluzione

2= {en| (L) +e-T50)

4
soddisfa . -
ano={r< ﬁ(%_(p)l/a,o<<p<z}¢,4
R.
u(z,y) = :
o () et

290. Edp del I ordine: modelli

1. [3/2/2003 (hw)I] Si consideri una popolazione di batteri; indichiamo
con n(z,t) la densita di batteri rispetto all’eta z al tempo ¢t. Cioe, per
0< 21 <z9, >0,

z2

/ n(z,t) dz

1

¢ il numero di batteri con eta compresa tra x1 e xo, nell’istante t. Assumiamo
e non nascono nuovi batteri;

e i batteri che hanno eta z muoiono con un tasso proporzionale alla loro
eta e al loro numero n; sia a > 0 la costante di proporzionalita.
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290. Edp del I ordine: modelli

1) Dimostrare che n verifica
Ng+Ng = —QIN .

[Sugg.: n(z,t +h) —n(x —h,t)=...]

2) Che dimensioni fisiche hanno n e a7

3) Supponiamo che per t = 0, n(z,0) = ¢, a < x < b, ove a, b, ¢ sono costanti
positive; determinare il numero totale di batteri N(¢) dopo un tempo t.

4) E possibile, nel modello matematico qui introdotto, considerare una

popolazione di batteri che abbiano tutti la stessa eta?
SOLUZIONE
1) Vale per h >0

n(x + h,t + h) —n(x,t) = —hazn(z,t) + o(h),

poiché i batteri che hanno eta x + h al tempo t + h sono quelli che avevano eta x al
tempo t, meno quelli morti in (t,t + h). Dividendo per h, e mandando h — 0 si ha

Ny +Np = —axn .

2) Sia x che t hanno la dimensione T' di un tempo. Dunque n per definizione ha
dimensione T~1, e per esempio dall’e.d.p. appena ricavata per n, la dimensione di
« risulta essere T2,

3) Si tratta di risolvere

Ng + Ny = —axn,
n(z,0) = c, a<z<b.

Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo

90/1:1’ 501(0)23’
ey =1,  ©(0)=0,

ove la curva che porta il dato ¢
(s,0), a<s<b.
Le curve caratteristiche sono dunque
(gpl(T;s),gpg(T;s)):(T—i—s,T), —00 < T<00.

[Nel seguito possiamo considerare in modo formale anche valori negativi di T, no-
nostante sopra si siano introdotti solo tempi positivi.] L’aperto spazzato da tali
caratteristiche é percio la striscia

t+ta<z<t+b.

La
U(r) = n(e1(7:5), pa2(75 8))
risolve
dU
E = —Oé(’T + S)U,
U)=c
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Quindi
(7—+s)2+ P
U(r) = ce 2 —0 < T < 0.
Tornando a (z,t):
n(z,t) = ce "3 ati<a<btt.
Infine
b+t g
oy
N(t) = / n(x,t) dz = ce - [e—aat o e—abt] .
«
a+t

Per t — 0 si ha, come si deve, N(t) = (b— a)c.
4) No, almeno se si vuole considerare un numero positivo M di batteri e una funzione
regolare (diciamo continua) n: se tutti i batteri hanno eta xo > 0, per definizione
di n si ha

xo+h

M = / n(z,t)dz,

wofh

per ogni ¢ > h > 0, mentre il termine a destra tende a zero per h — 0.

R.

300. Equazione delle onde

1. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—02um:0, —ca<x<ct,0<t,
u(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) = b(t), 0<t.
Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C%(Q), Q = {(z,t) | —ct <
x <ct,0<t}.
SOLUZIONE

Si sa che u risolve I'equazione delle onde in @ se e solo se
u(x,t):f(x—ct)—i—g(x—i—ct), (xvt)EQv

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C?. Per trovare f e g usiamo
i dati al contorno

f(=2¢t) + g(0) = u(—c

t,1) = a(t),
f(0) +g(2ct) = u(ct, 1) =

b(t) .
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300. Equazione delle onde

Quindi, ponendo s = —2ct < 0, 7 = 2¢ct > 0,

f(s):a(—i)—g(O), $<0,

2c
-
91 =b(5:) — 0, >0
Notiamo che in ) valgono
x—ct <0, x+ct >0,

e dunque si puo scrivere

ct—x)+b(a:+ct

0 =a(
u(@,t) =a 2c 2c

) = 9(0) = £(0). 1)
D’altronde, se u deve essere continua in Q, si deve avere
a(0) = b(0) = u(0,0),
per cui dalla (1) segue
a(0) = b(0) = u(0,0) = a(0) + b(0) — g(0) — f(0).
Infine le costanti f(0) e g(0) devono soddisfare
f(0) +9(0) = a(0) = b(0) .
Si vede che nell’ipotesi a(0) = b(0), a, b € C?([0,0)) la u cosi definita risulta essere

in C%(Q).
R.

) ) e,

se a, b € C?%(]0,00)), con a(0) = b(0).

2. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—02um:0, —c<x<ct,0<t,
ur(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) =b(t), 0<t.
Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C?(Q), Q = {(,t) | —ct <
x <ct,0 <t}
SOLUZIONE

Si sa che u risolve I'equazione delle onde in () se e solo se
u(x,t):f(x—ct)—i—g(x—i—ct), (xvt)EQv

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C?. Per trovare f e g usiamo
i dati al contorno

—cf!'(=2ct) +cg’(0) = ug(—ct,t) = al(t),
£(0) + g(2¢t) = u(ct, t) = b(t).
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Quindi, ponendo s = —2ct < 0, 7 = 2¢ct > 0,

Fs)=—2a( - ) +40),  s<0, (1)
9(r) = b(52) — £(0). >0 2)
Integrando la (1) su (s,0) si ha
f(s) = f(0) — %/a( - 210) do +¢'(0)s.
0

Restano per ora indeterminate le costanti g’'(0) e f(0). La ¢’(0) si ricava derivando
la (2):

§(0) = H(0).
Allora si ha in Q
uet) =10~ [ o~ 5)dr ¥ @ L p(T ) - £(0),
0

e quindi la scelta di f(0) ¢ in effetti ininfluente nell’espressione di u.
R.

ct—x

2c

—ct

200 +2 / a(s)ds,
0

X

x4+ ct
u(z,t) = b( 5

) +v(0)
se a € C([0,00)), b € C%([0,00)).

3. [15/9/2004 (ex)I] Scegliere o in modo che il seguente problema abbia
soluzioni in C1(2), ove 2 = {0 < z < ct,t > 0}, e determinarle:

U — gy = 0, in £2,
u(0,£) =0, £>0),
ug(ct,t) = cost — a, t>0.

SOLUZIONE
Si sa che u risolve I'equazione delle onde in {2 se e solo se

u(z,t) = f(x —ct) + gl + ct), (x,t) € 12,

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C2.
Si puo osservare subito che non si avra soluzione unica; se infatti u risolve il
problema, anche ogni funzione nella forma

v(z,t) = u(z,t) + Az, AeR

¢ soluzione. Ancora in via preliminare, se u deve essere in C*({2), si deve avere

1 —a=u/(0,0)= %U(O,t)f_o =0,
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e quindi
a=1.

Per trovare f e g usiamo i dati al contorno

f(=ct) +g(ct) = u(0,) =0,
—cf'(0) + cg'(2¢t) = ug(ct,t) = cost — 1.
Quindi, ponendo s = —ct < 0, 7 = 2ct > 0,

f(s)=—g(—s), s<0,
oy = 1o 2
g(T)—f(0)+E|:COb26 1}, >0,
da cui
9(r) = g(0) + f(O)r +2sing- — =, 720,
f(5) = —g(0)+ f'(0)s +2sin - — 2 5<0.
2c ¢
Infine

u(wt) = —g(0) + f'(0)(x — ct) +25in L= L=

c
. x+ct x+ct
+g(0) + f/(0)(x + ct) + 2sin 50 T g
1 r—ct r+ct
:2( / ——) 2si 25i .
£(0) p x + 2sin 90 + 2sin 5

La costante f’(0) non pud essere determinata, come osservato sopra

R.

t
u(a:,t)=4sin%cos§+)\x, AER.

4. [15/9/2004 (ex)II] Scegliere o in modo che il seguente problema abbia

soluzioni in C1(£2), ove 2 = {0 < x < ct,t > 0}, e determinarle:

U — gy = 0, in {2,
u(0,4) =0, t>0),
ug(ct,t) = e —a, t>0.
R. » -
u(x,t) =2e 2¢ —2e 2 + \v, AeR.

5. [6/2/2006 (hw)I] Discutere I'unicita di soluzioni u € C?(£2) del problema

U — gy =0, in 2={(x,t) |0 <x<wvt,t >0},
u(0,t) =0, t>0,

u(vt,t) =0, t>0.

61



300. Equazione delle onde

Qui ¢ > 0, v > ¢ sono parametri assegnati.
(Si noti che u = 0 € una soluzione. Si tratta di accertare se esistono altre

soluzioni.)
SOLUZIONE
E noto che deve essere per ogni fissata soluzione u

u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct),

da cui, imponendo i dati al contorno,
f(=ct) +g(ct) =0, (1)
f((w=10)t) +g((v+c)t) =0. (2)

Nel caso v = ¢ si ha da (2) che g é costante; allora, per la (1), anche f é costante,
e quindi u essendo costante deve essere la costante nulla.
Nel caso v # ¢, le (1)—(2) si possono anche scrivere come

f(=s)=—g(s), s>0, (3)
f(_s):_g(ﬁs)v ﬁ8>05 (4)
ove si e definita per brevita la costante
c+v
B = -
c—v

Se v > ¢, allora § < —1. In questo caso le (3)—(4) permettono di ottenere f in
funzione di g sia per argomenti negativi che positivi. Quindi la soluzione u sara
data da

(5)

o Ja@tet) —glct—a), 0<z<ct,
ueh = gz +ct) —g(Blct —x)), ct<az<ot.

Resta tuttavia da imporre che u sia in effetti in C?(£2). Si vede con calcoli elementari
che questo segue da g € C?([0,00)), con

g0 (1-p)=0, ¢"0)(1£p*=0, ciotcon  ¢'(0)=0, ¢"(0)=0.

Quindi esistono infinite soluzioni, date dalla (5) al variare di g specificata come
sopra.

Un caso interessante. Il caso v < ¢, ossia f > 1, é interessante ma contiene
qualche complicazione tecnica. In questo caso sia la (3) che la (4) valgono per
s > 0, e quindi in particolare

g(s) =g(sB71), per ogni s > 0.

Iterando quest’uguaglianza si ottiene, per ogni fissato s > 0, se L denota il limite
finito di g nell’origine,

g(s)=g(sp™")=g(sB7?) =---=g(sp7") = L,

da cui g(s) = L. Percid g & costante, e quindi anche f lo &, per esempio per la (1).
La soluzione u si mantiene quindi identicamente nulla.

Tuttavia si osservi che l'esistenza di L non é automatica: sia f che g potrebbero
essere di classe C? solo, rispettivamente, in (—o00,0) e in (0,00) (in questo caso
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dovrebbero comportarsi vicino all’origine in modo tale da mantenere la regolarita
di w). Occorre quindi dimostrare I'esistenza del limite finito L di g. L’argomento
sopra implica

g(s) = g(B"s), (6)

perognis>0en > 1.
Considerando il comportamento di u sulla semiretta x = A\t, t > 0, per ogni fissato
0 < A <, si ha in modo simile a quanto visto sopra,

glas) = —f(=s) + u(Ae— N5, = N)7hs) = —f(=s) +w(Xs),  (7)

per ogni s > 0, ove si & posto a = (c+\)/(c—A); si noti che I'uguaglianza precedente
e vera per ogni s >0 e ogni 1 < a < f. Per ogni 0 < 7 < 1 esiste un unico n tale
che 1 < ™1 < B; scegliamo poi a = "7. Vale allora (denotando s = ar)

g9(1) = 9(1) = g(1) — g(B"7a™)
=g(r) — g(ra™!) = g(as) — g(s) = w(Ma),s) — w(1,s).
Si noti che « dipende da T, ma in ogni caso

A < t)| =:
lw(A, 8)| < Oétgrgg)_lslu(xv )| =:wo(s),

che non dipende da \. Quindi

lg(T) — g(1)] < 2wo(BT) — 0,

per 7 — 0. Questo dimostra che il limite per T — 0 esiste finito, e permette di
ricondursi al caso precedente.

Un esempio importante. Una funzione che soddisfa la (6), ma non é continua
nell’origine, &, per B > 1,

1
G(s) = sin (277%) , s>0.

Definiamo (prendendo 8 = (¢ +v)/(c —v))
u(z,t) = G(x + ct) — G(ct — x);

questa u non deve soddisfare almeno una delle proprieta richieste sopra, altrimenti
contraddirebbe quanto detto. Quale?

6. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di
utt—c2um:O, x>ct,t >0,
u(et,t) =t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,

e dimostrare che e unica.
SOLUZIONE
Si sa che deve valere
u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct).
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Imponendo le condizioni iniziali e al contorno si ha

f(z)+g(x)=0, x>0,
f(0)+g(2ct)=t, t>0.

Dunque, ponendo T = 2ct,

g(T)Z—f(O)+2—C, T>0,
€ X
@)= —g) = fO) - 5=, x>0
Ne segue
x—ct T+ ct
u(,t) = f(0) T () + T =
R.
u(z,t) =t, x>ct,t>0.
7. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di
utt—CQum:O, x>ct,t >0,
u(et,t) = 2t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,
e dimostrare che € unica.
R.
u(z,t) = 2t, x>ct,t>0.

8. [16/9/2008 (ex)I] Si dimostri che se u € C%(Q) soddisfa

Uy — Clige =0, (z,1) €Q,
ug(ct, t) =0, t>0,
ug(—ct,t) =0, t<0,

allora u e costante in @), ove
Q={(z,t) ]| —co <t <oo,clt] <z <o0}.

SOLUZIONE
Si sa che
u(z,t) = f(z —ct) + g(z + ct),
da cui
ug(z,t) = f/({E —ct) + gl(x +ct),
ur(z,t) = —cf'(x — ct) + cg'(z + ct) .
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Si noti che sia f che g sono calcolate sempre in argomenti non negativi. Dunque,
per le condizioni al contorno,

£1(0) + g (2ct)
—cf'(=2ct) + ¢g'(0)

t>0,

:0,
=0, t<0.

Dalla prima di queste equazioni segue che g’ & costante, mentre dalla seconda segue
che anche f’ lo &; pitl in particolare le due equazioni si possono combinare ottenendo

=g =-f

che implica che entrambe [’ e ¢’ si annullino. Quindi f e g sono costanti e la tesi
e dimostrata.

9. [16/9/2008 (ex)II] Si dimostri che se u € C%(Q) soddisfa

utt_CQUII :07 ($7t) € Qu
wg(ct,t) =0, t>0,
Ug(—ct, t) =0, t<0,

allora u e costante in @), ove

Q={(z,t) | —co <t <oo,clt|] <z <o0}.

10. [12/1/2009 (ex)I] Una funzione u € C?(R?) soddisfa
Upt — 02um =0, in R2,

u(ct,t) =0, 0<t<

olNo |t

u(L,t) =0, 0<t<

ove L, ¢ sono costanti positive.

Determinare un aperto £2 di R? ove u = 0.
SOLUZIONE
Si sa che

u(z,t) = f(x —ct) + gz +ct),

da cui si ottiene subito, per le condizioni assegnate,

£(0) + g(2et) = 0.
f(L—ct)+g(L+ct)=0,
per 0 <t < L/ec.

Queste due condizioni possono essere riscritte (introducendo le nuove variabili y =
2¢t e z =L — ct) come
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Si noti che queste uguaglianze valgono per ogni valore di y e z negli intervalli
specificati. Dunque si avra

u(z,t) = fle—ct)+g(z+ct) = f(2) +9(y) = —9(2L—2)+9(y) = f(0) - f(0) = 0,
ammesso che si possano scegliere y e z in modo che:

x—ct=2z€][0,L], z+ct=ye€|0,2L],
cosicché valga anche 2L — z € [0,2L]. Questo conduce a

cd<zx<L+ct, —ct <x<2L—ct.

N={(z,t) |t <z <L+ct,—ct<z<2L—ct}.

11. [12/1/2009 (ex)II] Una funzione u € C%(R?) soddisfa
Uy — gy = 0, in R27

L
u(ct,t) =0, 0<t<—,
c

u(a:,é):(), 0<z<L,
c

ove L, ¢ sono costanti positive.

Determinare un aperto 2 di R? ove u = 0.
R.
R={(x,t)| -L+ct<z<ct,—ct <z <2L—ct}.

310. Formula di D’Alembert

1. [30/1/2003 (hw)I] Consideriamo la soluzione u di

utt—02um:0, reR, t>0,
U(l‘,O) = UO(m)? r€R,
ut(z,0) = uy (), reR.

Assumiamo che ug = 0. Dimostrare che, se u; € integrabile in R, allora
esiste, per ogni fissato x,

lim u(z,t) = U,

t—o00

ove la costante Uy, € indipendente da .

66



310. Formula di D’Alembert

SOLUZIONE
Per la formula di D’Alembert si ha
1 xr+ct “+o00
lim u(z,t) = lim — u1(s)ds

t—o0 t—o0 2C a 2c
x—ct — 00

1
U = %/ul(x)dx
R

2. [30/1/2003 (hw)I] a) Dare un esempio di dati ug, wj, ciascuno non
identicamente nullo, tali che la soluzione di

utt—02um:0, reR, t>0,
u(z,0) = up(z), r € R,
ug(x,0) = uy(x), r€R,

soddisfi

tlgnoou(a:, t)=0, per ogni x fissato.

b) Dare un esempio di dati ug, u1, ciascuno non identicamente nullo, tali
che la soluzione del problema precedente soddisfi

lim wu(x,t) =0, per ogni t > 0 fissato.
T—+00

SOLUZIONE
a) Per semplicita imponiamo che le due parti della formula di D’Alembert

x+ct

1 1
B=Slunle — ) +u el =5 [ wilds,
x—ct
vadano ciascuna a zero. Dunque chiediamo
lim ug(s) = lim wo(s) =0,

$§—00 S—r—00

u integrabile in R, con /ul(s) ds=0.
R
Per esempio
up(s) = e, ui(s) = se™" seER.
Oppure, eliminando la richiesta che ciascuna J; vada a zero, e chiedendo solo J; +
Jo — 0, si puo prendere
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b) In questo caso basta chiedere

}E& uo(s) =0, glg{.lo ui(s) =0.

Sotto queste ipotesi infatti e chiaro che J; — 0 se x — 00, mentre

x+ct

1
| o] < — / lui(s)| ds <t sup |ui| — 0, T — 00.
2¢ ; [z—ct,z+ct]

3. [30/1/2003 (hw)I] PROBLEMA DELL'IMPULSO CONCENTRATO
Consideriamo la soluzione u. , del problema

utt—02um:0, reR, t>0,
u(m,O) = UO(x)? r€R,
ut(x?o) = ul(x)? reR,

con i dati up =0 e u1(z) = fzo(x), ove

1
fs,a(x) = @X(—E"g) (.T) s e>0.

Qui o > 0 ¢ fissato. Si scriva la soluzione e se ne calcoli il limite per € — 0,
per i vari valori di o. Si colleghino i vari comportamenti al valore di

Uy =lim [ foo(x)dx.
e—0
R

Si discuta in particolare il caso in cui ¢, € (0, 00).
SOLUZIONE
Scriviamo la soluzione

x+ct
1 1
Ueoe,) = 5 / feo(s)ds = —— (@ —ct,z+ct) N (~2,2)]
x—ct

ove |I| denota la lunghezza dell’intervallo I.
A) Se |z| > ct, si ha una e una sola delle due

r+ct>x—ct>0, r—ct<z+ct<O0.

Percio
(x—ct,x+ct)N(—c,6) =

per ¢ piccolo a sufficienza, e quindi

lim we o (2,t) =0, |z| > et > 0.
e—=0

B) Se |x| = ct, si ha una e una sola delle due

r—ct=0, r+ct=0.
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Percio
|(x —ct,x +ct) N (—¢e,e)| =¢,

per ¢ piccolo a sufficienza, e

1-0o

€
Ue,o(z,t) = Pt |x| = ct.

C) Se |z| < ¢t, si ha
r—ct<0<x+ct,

da cui
(x —ct,x+ct)N(—¢,e) = (—¢,¢),

per ¢ piccolo a sufficienza, e

61—0
U,&U(Z‘,t) = 2 |Z‘| <ct.
R.
0, |z > ct,
lim ue g (2,t) = 3:lo 2] =ct,
%EU, |z| < ct.

4. [28/6/2004 (ex)I] Determinare \g > 0 in modo che per ogni A € (0, Ao)
valga

1
\u(w,t)—l—t\gm, —co<r<oo,0<t<,
ove
utt—c2um:O, —co<r<oo,0<t,
u(xz,0) =1+ Asinzx, -0 < T <00,
ut(x,0) =1, —o00 <z <00.

5. [28/6/2004 (ex)II] Determinare Ao > 0 in modo che per ogni A € (0, o)
valga

1
|u(m,t)—2—2t\§1—0, —o<r<oo,0<t<?2,
ove
utt—02um:0, —co<r<oo,0<t,
u(x,O)zQ—i—)\e*xQ, —oo<x <00,
ut(x,0) =2, —o0o <z <00.
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6. [16/9/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:x, —oco<zT<oo,t>0,
u(xz,0) =0, —o << oo,
ug(xz,0) = sinx, —0<r <.

7. [16/9/2005 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—c2um:—cosx, —oco<zr<oo,t>0,
u(x,0) = arctg x, —oco<x <00,
ut(x,0) =0, —o00 <z <00.

320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

1. [30/1/2003 (hw)I] Scrivere la soluzione del problema per la corda semi-

infinita
utt—02um:0, z>0,t>0,
u(x,0) =sinz, x>0,
ut(x,0) =0, x>0,
w(0,t) =, £>0.

[Sugg.: passare all’incognita v = u — t.]
SOLUZIONE
La v = u — t soddisfa

Vgt — CPUge =0, z>0,t>0,
v(z,0) =sinz, x>0,
ve(z,0) = -1, x>0,
v(0,¢) =0, t>0,

e quindi coincide con la restrizione a x > 0 della soluzione espressa dalla formula
di D’Alembert con dati ottenuti per riflessione dispari:

Uo(s) =sins, 01(s) = —sign(s), seER.

Dunque per x > 0
x+ct

[sin(z — ct) + sin(z + ct)] — % / sign(s) ds.

N =

v(x,t) =

r—ct
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L’ultimo integrale vale

x+ct
ian(s) d 2ct, x> ct,
sign(s)ds =
& 2x, T <ct.

xr—ct

0, T > ct,

u(x,t) = sin(zx) cos(ct) + {

T
t——, x <ct.
c

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante la formula di D’Alembert, la solu-
zione di

Uy — gy =0, O<z<m,0<t<oo,
u.(0,t) =0, 0<t<oo,
Ug(m,t) =0, 0<t<oo,

u(z,0) =sinz, O<zx<m,
ug(x,0) = cos(2x) O<z<m.

Calcolare esplicitamente l'integrale che appare nella formula di D’Alembert.
SOLUZIONE

Occorre riflettere in modo pari i dati intorno a x = 0 e a x = w. La riflessione di
ug deve percio essere

up(s) = [sins|, seER,
e quella di uy deve essere
u1(s) = cos(2s), seER.
Quindi
1 1 x+ct
u(z,t) = 3 [|sin(z — ct)| + [sin(z + ct)| | + % / cos(2s) ds.
r—ct
R. 1 1
u(z,t) = 3 [[sin(z — ct)| + |sin(z + ct)| | + % cos(2x) sin(2ct) .

3. [23/9/2003 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il proble-

ma
utt—02um:0, z>0,t>0,

up(0,8) =0, t>0,

u(z,0) = sinz?, x>0,

ut(x,0) =sinz, x>0.
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SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo pari i due dati intorno a x = 0. Si ha subito per
Pestensione di ug:
up(s) = sin s?, s€R,
e per quella di uy:
ui(s) = [sins|, seER.
R. Perx > 0,t >0 si ha
xr+ct
1 1
u(z,t) = 3 [sin(z — ct)® + sin(z + ¢t)?] + % / |sin s| ds.
c
xr—ct

4. [23/9/2003 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—CQum:O, rz<0,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = 2 arctg x, x <0,
ut(x,0) = cosx, x<0.

SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo dispari i due dati intorno a x = 0. Si ha subito per
Pestensione di ug:

up(s) = s arctg s, seER,

e per quella di uy:
u1(s) = —sign(s) cos s, seR.

R. Perx > 0,t >0 si ha

xr+ct
u(z,t) = % [(z—ct)? arctg(z — ct) + (v + ct)? arctg(z+ct) | — % / sign(s) cos sds.
x—ct
5. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere
utt—c%m:o, O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
Ux(ﬂ',t)zo, O<t,
u(a:,O):sinz, O<z<m,
ut(x,O):sing, O<z<m.
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u(z,t) = %[uo(m—ct) +uo(z + ct)] + %{COS (x —2 ct) ~ cos (xj;ct)} |

ove uq ¢ la funzione di periodo 47 definita su R da

—cos g, —2r<x< -,
ug(z) = ¢ sinZ, —T<zr <,
cos T<x<2m.

4

6. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:0, O<ax<l1,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<1,
ut(x,0) =1—=x, 0<z<l.
SOLUZIONE

La soluzione & data da
x+ct
1 . ~ 1 _
u(z,t) = §[u0(x —ct) + up(x + ct)] + % / ui(s)ds,
x—ct
con ug e uy trovati estendendo i dati iniziali per u e u; in modo che si riflettano in
modo pari intorno a x = 0, x = 1. Si ottiene subito

uo(x) =1, —00 <2 <00,

u(z) =1-—|z|, -l<z<1,

con U definita poi come funzione periodica di periodo 2 su (—o0, 00).
R.

o e
1
u(z,t) =1+ % / dist(s, interi dispari) ds.

r—ct

7. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—c2um:0, O<x<l1,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<zx<1,
ut(x,0) = sin(mx) , 0<z<l.
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x+ct
1
[(_1)Int(m—ct) + (_1)Int(m+ct)] + % / sin(ﬂ's) ds.

x—ct

u(z,t) =

N =

Qui Int x denota il massimo intero non superiore a x.

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

utt—c2um:0, O<z,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(z,0) =z, 0<z,
ug(z,0) = 22, 0<x.

SOLUZIONE
La soluzione si trova come restrizione a x > 0 della soluzione di

vtt—c%m:O, —oco<z<—+oo,0<t,
v(z,0) = vo(x), —o00 <z < +00,
ve(x,0) = v1(x), —o00 <z <400,

ove vy e v; sono le estensioni dispari dei corrispondenti dati per u. Infatti deve
essere u(0,t) = 0. Si ha dunque

vo(z) = x, v1(z) = z|z|, —00 < T < +00.
Percio
x+ct x+ct
(t)—1[+t+ t]+1 ||ol—+1 |s|d
u(x, —2x ct+x—c e s|s|ds =x e s|s|ds,
x—ct r—ct

per x> 0,t>0.

9. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

utt—c2um:0, O<z,0<t,
uz(0,t) =0, 0<t,
u(z,0) = 23, 0<ux,
ug(z,0) = 2, 0<x.

SOLUZIONE
La soluzione si trova come restrizione a x > 0 della soluzione di

vtt—c%m:O, —oco<zr<—+oo,0<t,
v(z,0) = vo(x), —o00 <z <400,
ve(x,0) = v1(x), —o00 <z < +00,
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ove vy e vy sono le estensioni pari dei corrispondenti dati per w. Infatti deve essere

ug(0,t) = 0. Si ha dunque
vo(x) = |af?,

Percio

x+ct

stds

1
(@, t) = Slle+ et + o — et +

x—ct

[\J|’—‘

per x> 0,t>0.

vi(z) ==

1
[lz + ct|3 + |z — ct| |+ —[(x+ ct)

—o<x < +00.

o (= ct)’],

10. [14/4/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-

blema

Upp — CQUM =0,

u(0,t) =

u(m, t) =
u(x,0) = (a:2)
ut(x? 0) = ( )

11. [14/4/2005 (ex)II]
problema

2 _
Upp — C Uzg = 0,

U$(07 t) =0,
U$(7rvt) =Y,
u(x,0) = cos(x),
ug(x,0) = sin(z?),

Risolvere mediante la formula di

O<zx<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<z<m,
O<x<m.

D’Alembert il

O<z<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,
O<ax<m.

12. [15/12/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-

zione di

U — Cllge =0,
u(x,0) = cosx,
ug(x,0) = sinz,
1(0,1)
u(l,t) =

7

O<x<1,t>0,
O<z<l,
O<x<l1,
t>0,

t>0.
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13. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert,

utt—c2um:0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
Ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = 23, O<z<m,
ug(x,0) = sin(z + 1), O<z<m.

SOLUZIONE
I dati iniziali vanno riflessi in modo pari rispetto a x = m, e dispari rispetto a x = 0.
Dunque, tali riflessioni saranno

z°, —T<z<m,
up(z) = ¢ (27 — )3, < <2,
(=21 — )3, 2r<r < -7,
e
sin(z 4+ 1), O<z<m,
N —sin(—xz + 1), —T<xz<0,
ui(z) =< .
sin(2r —x + 1), T <x<2m,
—sin(2r +x+1), 2m<r< -7,

ove si suppone poi, in entrambi i casi, che le funzioni siano prolungate su tutto R
come funzioni periodiche di periodo 4.

R.
x+ct
1. N 1 e
u(z,t) = 3 [to(x + ct) + ug(x — ct)] + % / ui(s)ds,
x—ct
ove
() 3, —T<r<T,
uo(x) =
0 sign(z)(2m — |2)3, 7 < |7 < 27,
N sign(z) sin(|z| + 1), —r<zr<m,
ur(z) =9 . .
sign(z) sin(—|z| + 1), m < x| < 2m,

e up, U1 sono poi prolungate come funzioni periodiche di periodo 47 su tutto R.

14. [20/4/2006 (ex)II] Risolvere, usando la formula di D’Alembert,

utt—CQum:O, O<z<m,t>0,
up(0,1) = 0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cos(2 + x), O<z<m,
ug(x,0) = O<z<m.
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R.
x+ct
1. N 1 e
u(z,t) = 3 [to(x + ct) + ug(x — ct)] + % / ui(s)ds,
x—ct
ove
_ cos(2 + |z]), —-T<zr<T,
oty = {eos2+la)
—cos(2 — |z]), T < x| <27,
N( ) x4, —nrT<xr<Tm,
ui(x) =
! —(27 — |z|)%, < |z| <2m,

e up, U1 sono poi prolungate come funzioni periodiche di periodo 47 su tutto R.

15. [6/7/2006 (ex)I] Determinare una condizione su € > 0 che garantisca
che

lu(l,1) —v(1,1)] <

100"
ove u e v risolvono
utt—02um:0, vtt—c%m:O, z>0,t>0,
u.(0,t) =0, v.(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = cos 22, v(x,0) = cos(z® + ¢), x>0,
ut(2,0) =0, v (x,0) =0, x>0.

SOLUZIONE
Le u e v si possono rappresentare mediante la formula di D’Alembert, usando i dati
iniziali riflessi in modo pari rispetto a x = 0:

up(x) = cosz?, r€ER,

oo(z) = cos(x? +¢), reR.
Per il teorema di dipendenza continua della soluzione dai dati iniziali, si ha

u(z,t) —v(z,t)| < sup [up(x) —vo(z)|

TER
= sup ‘cosac2 — cos(z? + 5)‘ < esup [sinz| =¢.
z€R z€ER
R.
< 1
£< —.
100

16. [6/7/2006 (ex)II] Determinare una condizione su € > 0 che garantisca
che

1,1) —v(1,1 —
|u(7 ) /U(7 )|<1007

7



320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

ove u e v risolvono

utt—02um:O, vtt—c%mzo, z>0,t>0,
uz(0,1) =0, vs(0,8) = 0, t>0,
u(z,0) = sinz? v(x,0) =sin(z* + ¢) , x>0,
ug(2,0) =0, v (x,0) =0, x>0.
R.
100"

17. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert, il pro-
blema

utt—62um:O, l<ax,0<t,
ug(1,¢) =0, 0<t,
u(x,0) =z, 1<z,
ug(z,0) = cos(z?), l<z.
SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo pari i dati intorno a x = 1. La riflessione di u(zx,0) é
N x, z>1,
uo(x)—{Q_% r<l1,
mentre quella di u¢(x,0) é
N cos(z?), x>1,
up(z) = )
cos((2 — x)7), r <1,
La formula di D’Alembert quindi fornisce la soluzione
1 1 x+ct
u(o,t) = 3 [ﬂa(x +oet) + do(x — ct)} + 5 / ai(s)ds,
c
r—ct
perx >1
R.
N T, r>1, N cos(xz), r>1,
up(z) = ui(z) = )
2—x, x<1; cos((2 — x)*), r <1,
18. [15/12/2006 (ex)I] Trovare la soluzione di
utt—c2um:0 O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, O<z<m,
ut(a:,O): , O<z<m,
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usando la formula di D’Alembert.

SOLUZIONE

Occorre riflettere i dati iniziali in modo pari intorno a x = , e in modo dispari
intorno a * = 0, prolungando poi su tutto R con periodicita 4w. Nel periodo
(=2, 27) le estensioni saranno date da:

N -1, —2r<x <0,
uo(z) =
1, 0<z<2m,
e da
-2t —x, —r<x < —m,
ui(x) =4 =, —r<z<m,
2 —x, T<x<2m.
R.
1 1a:+ct
u(a:,t):i[u'vo(a:—f—ct)—k%(x—ct)}—|—2—/ﬂvl(s)ds, O<z<m,t>0,
c
xr—ct
ove
— 2T —x, —2r<x < —m,
N -1, —2r<ax<0, __
uo(z) = ) 0< <o ui(xz) =< =, —T<zr<T,
’ 7 27 —x, T<x<2T .

19. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

Ugt — CQUm =0,
ug(0,t) =1,
u(z,0) =z,
ug(x,0) =z

SOLUZIONE

z>0,t>0,

t>0,
x>0,
z>0.

Per ricondursi a un problema con condizioni al bordo omogenee introduciamo la

trasformazione

v(z,t) = u(z,t) —z.

Allora v risolve

Vgt — Pge =0,
v2(0,1) =0,
v(z,0) =0,
ve(z,0) =2
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Per risolvere questo problema riflettiamolo in modo pari intorno a x = 0, cosicché
v risultera la restrizione a x > 0 della soluzione di

5)‘,1‘,_(3267737:0, reR,t>0,
v(x,0) = vo(z), reR,
ve(x,0) = v1 () reR.

I dati estesi sono

vo(x) =0, vy (z) = |2, reR.
Quindi
1 x+ct
v(z,t) = — /|s|ds, reR,t>0.
2¢c
x—ct
R.
x+ct
1 T+ xt, x> ct,
u(x,t) =+ — slds =
(z,1) 2 /|| { F Pl )<<t

x—ct

20. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—02um:0, z>0,t>0,

ug(0,t) = 2, t>0,

u(z,0) = 2z, x>0,

ut(z,0) = x>0.

R.
1 e 2x + xt > ct
T+ T >c

uw,t=2x+—/sds: ! ’
(2,7) 2c i {2x+¥, O<z<ct.

xr—ct

21. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—62um:O, z>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, x>0,
u(x,0) =z x>0.
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22. [20/9/2007 (ex)I] Scrivere mediante I'opportuna formula di rappresen-
tazione la soluzione di

utt—02um:0, r<—1,t>0,
ug(—1,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, r<—1,
ug(x,0) = zsinz, x < —1.
SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati iniziali in modo pari intorno a x = —1.
Si ottengono le estensioni
_ T, r<—1,
ug(x) =
o(@) {—2—x, x> -1,
e
_ rsinz, r<—1,
ui(z) = .
(24 x)sin(2 + z), x>-1,
R. La soluzione é
xr+ct
1. — N 1 —
u(z,t) = §[u0(x+ct) +up(z — ct)] + % / ui(s)ds, r<—1,t>0,
c
r—ct
ove
_ T, r<—1, _ rsinx, z<—1,
ug(r) = uy(z) = .
—-2—-z, z>-1, 24+ z)sin(2+2x), z=>-1,

23. [28/3/2008 (ex)I] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione di

utt—02um:0 O<z<m,t>0,
u(0,£) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(x,O):cos;, O<z<m,
ug(z,0) = 22, O<z<m.

SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati in modo dispari intorno a x = 0, e in modo pari intorno a
x = m. Si ottiene per ug:

x
—(:0557 —nm<x<O0,
x
cosi, O<z<m,
uo(z) = o — x
cos 5 T<x<2m,
2t —x
— cos 5 2r < x < 37.
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In modo simile si estende wy. Poi entrambi i dati si estendono a tutto R come

funzioni periodiche di periodo 4.
R.

x+ct
1. _ — 1 —
u(z,t) = 3 [to(z + ct) + uo(x — ct)] + % / ui(s)ds,
x—ct

ove ug e uy sono funzioni periodiche di periodo 4 tali che

—cosg7 —-T<z<0,
x
COSE, O<zx<m,
up(z) = >
—cos§7 T<z<2m,
x
COSE, 2r < x < 3m,
e
) = x|z|, —rT<zr<T,
! 27 — x)|27 — |, T<x<3m.

24. [28/3/2008 (ex)II] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione
di

utt—02um:O 0<l‘<g,t>0,
u(O,t):O, t>07
ux(g,t)zo t>0,
T T
u(x,O)—cosg, 0<:1:<§,
ug(x,0) = 22, 0<l‘<g.
R.
1 1 x+ct
u(a,t) = 3 [Tl + ef) + Tl — )] + 5 / Ti(s)ds,
xr—ct

ove ug e uy sono funzioni periodiche di periodo 4w tali che

x T
—cos§7 —§<x<07
T
cos — , 0<a < —,
~ N 2 2
up(z) = o o
Slni, §<IE<7T,
.z ™
—sing, 7r<x<3§,
e
T
B {E|{E|, —§<$<§,
u\x) = T
T—x)|T—x <xr<3—-.
( )l 5 5
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25. [13/7/2009 (ex)I] Esprimere mediante la formula di D’Alembert la
soluzione del problema

utt—02um:O, 0<l‘<g,t>0,
u(0,t) = 0 t>0),
7r
u(z,0) =1, 0<:1:<g,
ut(x,0) = cosx, 0<m<g.

SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati iniziali in modo dispari intorno a * = 0, e in modo pari
intorno a x = w/2, e poi estenderli in modo periodico su R. Si ottiene

T (@) 1, O<zx<m,
up(x) =
0 -1, —nm<x<O0.
Poi, per le proprieta del coseno,
_ |cos z|, O<z<m,
up(z) =
— |cos x|, —mT<z<0.
R.
x+ct
1 __ _ 1 _ T
u(x,t)zE[uo(x—ct)—i—uo(x—i—ct)]—l—? ui(€)deg, 0<{E<§,t>0,
c
xr—ct
ove ug e u1, funzioni periodiche su R di periodo 2w, soddisfano
- 1, O<zx<m, - |cos x|, O<zx<m,
up(z) = ui(z) =
-1, —mTt<z<0; — |cos x|, —mr<z<0.

26. [13/7/2009 (ex)II] Esprimere mediante la formula di D’Alembert la
soluzione del problema

utt—02um:0, 0<m<g,t>0,
u(0,t) =0 t>0,
T
%(§¢):0 £>0),
u(x,0) = cosx, 0<m<g,
u(z,0) =V, 0<:1:<g.
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x+ct
1 __ — —
u(x,t)z—[uo(x—ct)+u0(x+ct)]+2—c ui(€)deg, 0<{E<g,t>0,

xr—ct

ove ug e uy, funzioni periodiche su R di periodo 2w, soddisfano

77
\/E, O<Z‘<§,
77
— |cos x|, O<z<m, N - Vlzl, —§<x<0,
uo(x) = . 1(z) = -
—|cosz|, —mT<x<O0; ey §<x<7r,
—Vr—m, 7T<$<3g.

350. Principio di Duhamel per ’equazione delle onde

1. [18/4/2008 (ex)I] Usando il principio di Duhamel si calcoli la soluzione

del problema

utt—62um:atsinx, —oco<zr<oo,t>0,

u(z,0) =0,
ut(m,O) =0,

—oo<r<oo,
—oo <z <00,

ove a ¢ una costante positiva. Calcolare tutti gli integrali.
SOLUZIONE
La u si ottiene dal principio di Duhamel come

t ztc(t—T) t

1
u(z,t) = %/ / arsinsdsdr = % /T[cos(x—l—m'—ct)—cos(a:—cr+ct)] dr.

0 z—c(t—7) 0

R.

t
u(z,t) = Z—2 sinz + %[cos(m + ct) — cos(x — ct)].

2. [18/4/2008 (ex)II] Usando il principio di Duhamel si calcoli la soluzione

del problema

Uy — Cugy = ate® —o<xr<oo,t>0,

u(xz,0) =0,
ut(x¢0) =0,

—oo<x <00,
—oo <z <00,
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ove a € una costante positiva. Calcolare tutti gli integrali.
R.

i(eQCt _ 1)emfct o gtem.

u(z,t) = 503 =

3. [12/2/2009 (ex)I] Determinare mediante il principio di Duhamel la solu-
zione di

Upp — CUgy = T2, O<ax<l1,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
up(1,8) =0, t>0),
u(z,0) =0, 0<z<l1,
ug(x,0) =0, O<zx<l.

SOLUZIONE
Occorrono due riflessioni, dispari intorno a x = 0, e pari intorno a x = 1. Dalla
prima si ha, posto f(z) =z,0 <z < 1,

f@) = —f(~z) = —a?, ~1<z<0.

Infine mediante ’altra riflessione si ha

o) = F2— ) (2 —x)?, l<a<?2,
xTr) = — ) =
—(2—x)?, 2<r<3.
R.
) t z+e(t—T)
u(x,t)zZ—C/ / f(s)dsdr,
0 z—c(t—7)
ove
— 22, —l<x<0,
f() z? O<z<1,
xTr) =
(2 — )2, l<z<?2,

—(2-12)%, 2<x <3,

e poi fv é estesa a tutto R in modo periodico con periodo 4.

4. [12/2/2009 (ex)II] Determinare mediante il principio di Duhamel la
soluzione di

utt—c2um:sinm, O<ax<1,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<x<l1,
ut(x,0) =0, 0<z<l.
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R.
) t x4c(t—7)
u(z,t) = 2—0/ / f(s)dsdr,
0 z—c(t—7)
ove
-~ sin|z|, -l<ax<l1,
fz) = .
—sin|2 — 2|, l<a <3,

e poi fv é estesa a tutto R in modo periodico con periodo 4.

5. [15/9/2009 (ex)I] Esprimere mediante la formula di Duhamel la soluzione
del problema

utt—c2um:cosx2, O<z<oo,t>0,
u(0,t) =0 t>0,
u(z,0) =0 0<z<oo,
ug(2,0) = 22, 0<z<o0.

SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati in modo dispari intorno a x = 0. Si ottiene

up (z) = x|z|, f(z) = sign(z) cos 22 .

Poi, per linearita, si ha u = v + w, ove

vtt—czvmzo, —xo<r<oo,t>0,
v(z,0) =0, —o<r <00,
ve(x,0) = x|z|, —00 <z <00,
e
wtt—Cmezf(x), —co<x<oo,t>0,
w(z,0) =0, —0o<xr< oo,
we(z,0) =0, —o00< T <00.
R.
x+ct 1 t z+tc(t—7)
1 - ~
u(x,t)—%/ul(f)df—i—%/ / f(s)dsdr, x>0,t>0,
xr—ct 0 z—c(t—7)
ove N
up (z) = x|z|, f(z) = sign(z) cos z2 .
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6. [15/9/2009 (ex)II] Esprimere mediante la formula di Duhamel la solu-
zione del problema

utt—CQumx:cost, O<z<oo,t>0,
ug(0,¢) =0 t>0,
u(z,0) =0, 0<z<oo,
ug(x,0) = sinx, 0<z<o0.
R.
z+ct t z+c(t—T)
u(x,t)z%c /ﬁ({)df—i—%c/ / f(s)dsdr, x>0,t>0,
zlet 0 z—c(t—T)
ove N
up (z) = sinlz|, f(z) = cosx?.

420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

1. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di

Up — Uy = 0, O<z<l1,t>0,
ug(0,t) =0, t>0,

u(l,t) =1, t>0,

u(z,0) =z, 0<z<l1,

soddisfa
lim |u(z,t) — 1|t = 0.
t—o0

2. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Up — Ugy = 0, O<zr<2,t>0,
ug(0,t) =0, t>0,
u(2,t) =3, t>0,
u(x,O):;m, 0<z<2,

soddisfa
lim |u(z,t) — 3|10 =0.
t—o0
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3. [15/12/2005 (ex)I] Determinare il massimo nel rettangolo = € [0, 7],
t € [0, 7] della soluzione u di

Ut — Ugy = 0, O<ze<m,0<t<T,
ug(m,t) =0, 0<t<T,

u(0,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) =cosz —1, O<z<m.

4. [7/4/2006 (ex)I] Determinare il massimo su Qr = [0,2] x [0,7] della
soluzione di

Up — Upy = —1, O<zr<2,0<t<T,
u(0,t) = —t, O<t<T,

ug(2,t) =0, O<t<T,

u(z,0) =z, 0<z<2.

SOLUZIONE

Il massimo deve venire assunto su O,Qr, per il principio di massimo. D’altronde
non puo venire raggiunto su x = 2 per t > 0 per il Lemma di Hopf.

Quindi

max v = max ( max (—t), max x) = max(0,2) = 2.
Qr 0<t<T 0<a<2

maxu = 2.

Qr

5. [7/4/2006 (ex)II] Determinare il minimo su Q7 = [0,1] x [0,7] della
soluzione di

Up — Uy = 2, O<r<1l,0<t<T,
uz(0,t) =0, 0<t<T,
u(l,t) =3+, 0O<t<T,
u(z,0) = 3z, 0<z<l.
R.
minu = 0.
Qr

6. [20/4/2006 (ex)I] La soluzione u di

Ut — Ugy = 0, O<ax<l1,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
u(l,t) =2, t>0,
8
u(x,0) = —arctgx, O<x<l,
T
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soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(x,t) = azx +b, 0<z<l.

t—o00

Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.
SOLUZIONE
Per determinare a e b studiamo il problema stazionario

_U’I"I'(x) = 07
U0) =0,
2,

che ha come unica soluzione
U(r) =ax+b=2x, 0<z<l,
ossia a = 2, b = 0. Per dimostrare la relazione di limite, poniamo
v(x,t) = u(z,t) — U(x) = u(x,t) — 22.

Allora v soddisfa

V¢ — Vge = 0, O<x<l,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
v(1,t) =0, t>0,
v(x,O):§arctgx—2x, 0<z<l,
™

Confrontiamo v con la soprasoluzione
w(x,t) = Ce 'cosx,
con C > 0 da scegliere. E immediato vedere che

Wi — Wee =0, O<zxz<1,t>0,
w(0,t) = Ce™ " > v(0,t) =0, t>0,
w(l1,t) = Ce tcosl>v(l,t) =0, t>0.
Infine 8
w(z,0) = Ccosz > Ccosl > v(x,0) = —arctgz — 2x,
i

se C' é scelta e.g.,

8
~ meosl’
Dunque per questa scelta di C,
v=u—U<Ce tcosz, 0<z<l1,t>0.
Consideriamo poi la sottosoluzione
2(z,t) = —Coe ‘cos,
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con Cy > 0 da scegliere. La z soddisfa

2t — Zpe = 0, 0O<z<l1,t>0,
2(0,t) = —Coe~ "t < v(0,) =0, t>0,
2(1,t) = —Coe eos1 < v(1,t) =0, t>0.

Infine 8
2(x,0) = —Cpcosx < —Cpcosl < v(zx,0) = — arctgx — 2z,
i

se Cy é scelta e.g.,
2
cosl’

Dunque per le scelte di C' e Cy effettuate sopra,

—Coe teosx < u(x,t) — 20 < Ce 'cosz, O<z<1,t>0,

che dimostra la relazione di limite.
R.

7.[20/4/2006 (ex)II] La soluzione u di

Up — Uy = 0, O<z<2,t>0,
u(0,t) =1, t>0,
w(2,t) =0, t>0),
u(z,0) = cos (%x), 0<z<2,

soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(x,t) = azx +b, 0<z<2.

t—o00

Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.

R. ,
== b=1.
a 2,

8. [6/7/2006 (ex)I] Sia u la soluzione di

Ut — Uy = 0 O<z<m,t>0,
us(0,8) =0, t>0),

u(m, t) =0, t>0,

u(z,0) = (1 —x)?, O<z<m.
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Dimostrare che
lim u(z,t) =0, O<z<m.
t—o00
SOLUZIONE
Per il principio del massimo, u deve assumere i suoi minimi sulla frontiera parabolica
del dominio. Per il Lemma di Hopf, non puo tuttavia assumerli su

{r=0,t>0}.

Ne segue che u > 0. Bastera dunque trovare un maggiorante di u che tenda a zero
per t — oo. Consideriamo per esempio

w(z,t) =Ce 16 cos%,
che soddisfa
Wy — Wge = 0, O<z<m,t>0,
ww(ovt)zov t>0,
w(w,t):Ce_llb‘cos£>0, t>0,
x C
w(z,0) =Ccos— > —, O<z<m.

Per il principio di massimo e il Lemma di Hopf applicati a w —u si ha w —u > 0

purché
w(z,0) > u(z,0),

il che si ottiene scegliendo per esempio

C=vV2r?.

Quindi
0< tlim u(z,t) < lim w(z,t) =0.
— 00

t—o0

9. [6/7/2006 (ex)II] Sia u la soluzione di

Up — Ugy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = —ze”, O<z<m.
Dimostrare che
tlirgou(x,t)zo, O<z<m.
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10. [20/9/2006 (ex)I] Sia u la soluzione di

Up — Ugy = 0, 0<l‘<g,t>0,
u(0,t) =1, t>0,
T
—,t):2, t>0,
“(2
4
u(x,O):cosac—F—m, O<z<=.
T 2

Dimostrare che

2x T
lim u(z,t) =14+ —, O<z<—.
t—o0 s 2
SOLUZIONE
Consideriamo la nuova incognita
2x
, 1) = ) —-1——.
oo t) = ulw,t) —1- =
Questa soddisfa
T
Vg — Vgg = 0, 0<a:<§,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
™
Z.t) =0, >0,
”(2
2
v(x,O)zcosa:—l—F—x, O<az< ™.
T 2

Costruiamo un maggiorante di v che tenda a zero per t — oo. Consideriamo per

esempio
x
w(z,t) = Ce 7 cos 3

che soddisfa
Wi — Wee =0, 0<{E<g,t>0,
w(0,t) > 0 = v(0,t), t>0,
T T
w(§¢)>0_4(§¢), t>0),
w(x,O)chosg, 0<z< -

Si potra dunque invocare il principio di massimo per asserire che w > v se deter-
miniamo C' in modo che

w(x,0) > v(z,0), 0<a:<g.

Ma per tali x si ha, scegliendo per esempio C' = /2,

2 2 2
2—E>—x2cosx—1+—x=v(x,0).
7r

C
= >
w(z,0) = Ccos = > B n2 oy

|8
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Troviamo poi una sottosoluzione
_t T
z(x,t) = —Cpe™ 1 cos 3

Ragionando come sopra, si ottiene che v > z purché

z(x,0) < wv(x,0), 0<x<g.
Come sopra,
2
z(x,O):—Cocosg <—% §—1§cosx—1+;x:v(x,0),

di nuovo scegliendo Cy = V2. Dunque
t 2 t
—V/2e¢7 1 cos z <u(z,t)—1—=—x< V2e~ 1 cos z ,
2 T 2
e per t — oo si ha la tesi.

11. [20/9/2007 (ex)I] Si considerino le soluzioni dei due problemi

Ut — Uige = 0, Uop — U2z = 0 O<z<L,t>0,
u1z(0,t) =0, u2,(0,%) =0, t>0,
uix(L,t) =0, ug(L,t) =0, t>0,
ui(x,0) = uo(z), uz(x,0) = up(z), 0<z<L,

ove ug € C([0,L]), up >0, ug Z 0, up(0) = up(L) = 0.
Dimostrare che vale una delle due disuguaglianze:

ui(x,t) > ug(z,t), perogni 0 < x < L, t >0,

oppure
ui(x,t) < wug(z,t), per ogni 0 <z < L, t > 0.

SOLUZIONE
Consideriamo la funzione

v(x,t) = ui(x,t) — ua(x,t),

che soddisfa
Vp — Vge = 0, O<z<L,t>0,
UI(Oat):Oa t>0,
Um(L,t) = —UQ;I;(L,t)7 t> 07
v(z,0) =0, O<z<L.

Per il lemma di Hopf, il minimo di v non puo essere assunto su x =0, t > 0.
D’altronde, su x = L, t > 0, uy raggiunge il suo valore minimo us = 0, e dunque,
ancora per il lemma di Hopf, us, < 0. Quindi

vy (L, t) = —uo,(L,t) > 0, t>0,
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e v non puo assumere minimi sux = L, t > 0.
Percio per il principio di minimo, il minimo di v € assunto su t = 0, ossia v > 0.
R.

up(z,t) > us(x, t), perogni 0 <z < L, t>0.

12. [14/12/2007 (ex)I] Trovare la condizione necessaria e sufficiente su L > 0
perché la soluzione del problema

Up — Uy = U, O<z<L,t>0,
ug(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =L —x, O<x< L,
soddisfi
tli}r&u(m,t)zo, 0<z<L.
SOLUZIONE

Consideriamo la funzione
v(x,t) = e tu(x,t),

che soddisfa
Ut_vr(:m:07 0<3§'<[/,7ﬂ'>07
Uw(oyt):07 t>0,
U(L7t):07 t>0,

v(z,0) =L —x, 0<z<L.

Per riflessione pari, la v puo essere considerata come la restrizione a 0 < © < L
della soluzione di

Wy — Wgz =0, —L<x<L,t>0,
w(—L,t) =0, t>0,

w(L,t) =0, t>0,

w(z,0) =L — |z, —L<x<L.

La w ha la rappresentazione

w(z,t) = ni_o:l a(t) sin (mrx;LL) ,

ove le a,, sono determinate da

22
, . nem B
an+—4L2 on, =0,
1 r L
. x+
an(0) =7, .—Z/(L—|x|)sm<n7r 5T )dx.
-L
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

Quindi
7127\'2

an(t) = ype  4LZ t

Quindi, per 0 <z < L, t >0

n2x2

%) ~ + I
t = t t = n (1 2 )t 51 ( i ) .
u(z,t) = e'w(x, t) 7;:17 e\ ¥ sin (nm—0r

Si noti anche che vale v1 # 0. Quindi tutti i termini della serie tendono a 0 per

t — oo se e solo se 5 o
nem

m, n=1.

1<

vl 3

13. [28/3/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Uy — DUy, = ax, O<z<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =b, t>0,
u(z,0) =1, 0O<z<L,

ove a, b sono costanti positive.
Si dimostri che

tlggou(ac,t):w(a:), 0<z<L,

e si identifichi la funzione w.
SOLUZIONE
Se il limite w esiste é ragionevole supporre che soddisfi

—Duwgy(x) = ax, w(0)=0, w()=0",

che ammette 'unica soluzione

Consideriamo quindi la funzione

v(z, t) = u(z,t) —w(z),

che soddisfa
vy — Dvge =0, O<z<L,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
v(L,t) =0, t>0,

v(z,0) =1—w(x), 0<z<L.
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

Vogliamo dimostrare che
tlim v(z,t) =0.
— 00

Troviamo una soprasoluzione per v; la funzione
(,t) = ke~ 572" cos ()
w(z,t) = ke 1622" cos (—=x
4L
¢ una soluzione dell’equazione del calore che soddisfa
w(0,t) ,w(L,t) >0.
Per dimostrare che v < w, in virtu del principio di massimo, basta quindi scegliere

k come segue:
L3 k
v(z,0) <1+b+ %—D = 7 = minw(z,0).

In modo simile si dimostra che v > —w (per la stessa scelta di k). Dato che

lim w(x,t) =0,

t—o0
segue la tesi.
R. b
_0 @ 22
w(x) = Lx—i— 6Dac(L x®)

14. [28/3/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

Uy — Dugr = a, O<z<L,t>0,
u(0,1) , t>0,
u(L,t) =b, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,

I
S

ove a, b sono costanti positive.

Si dimostri che
lim u(x,t) = w(x), 0<z<L,
t—00

e si identifichi la funzione w.
R.

w(x) =b+ ﬁx(lj —x).

15. [18/4/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dy = o — u, O<z<m,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

ha limite

Jim u(z, 1) = w(w),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.
SOLUZIONE
Se w esiste é ragionevole supporre che risolva il problema ai limiti

—Dwyr = —w, wz(0) = w(m) =0.
La e.d.o. ha integrale generale
w(x) = kie VB + kye VP +a.
Imponendo le condizioni al bordo si ottiene k1 = 0, ko = 0, cioé
w(z) =a, O<z<m.
Allora cambiamo variabile, in modo che la nuova incognita
v(z,t) = u(z,t) — a,

che dovrebbe tendere a 0 per t — oo, risolva

v — Dvgg = —v, O<z<m,t>0,
v5(0,8) =0, t>0,
ve(m,t) =0, t>0,
v(z,0) = cosz — «, O<z<m.

In considerazione della forma che ha assunto I’e.d.p., operiamo la nuova trasforma-
zione di variabili
w(x,t) = e'v(x,t),

che da
wy — Dwge =0, O<z<m,t>0,
wﬂi(oat):Oa t>0,
we(m,t) =0, t>0,
w(x,0) = cosz — a, O<z<m.

Per il principio di massimo e per il lemma di Hopf
—l-a<w(xt)<1l-a.

Dunque
o(z,t)] < (1 +a)e™,

e pertanto v(z,t) — 0 se t — 0.
R.
w(z) =«a, O<z<m.

97
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16. [18/4/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dy = o — u, O<z<m,t>0,
up(0,8) = 0, t>0),
u(m, t) =0, t>0,
u(x,0) = cosx, O<z<m,

ha limite

Jim u(z, 1) = w(z),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.
R.

w(x):—%(eﬁ—i—@_%)—i—a, O<zx<m.
evb +e VD

17. [14/7/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema

Uy — Dugr = a, O<zxz<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =b, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
soddisfa
0<u(z,1)<a+b, 0O<z<L.

Qui a, b, L sono costanti positive.

SOLUZIONE

Per il principio del massimo, la u deve assumere il minimo sulla frontiera parabolica
del dominio, e quindi segue subito che

u(z,t) >0, O<z<L,t>0.

Inoltre, consideriamo la soprasoluzione

v(z,t) =at+b.
La w = v — u soddisfa
wy — Dwg, =0, O<z<L,t>0,
w(0,t) =at+b>0, t>0,
u(L,t) =at >0, t>0,
u(z,0)=b>0, 0<z<L,

e quindi, sempre per il principio di massimo, w > 0, ossia

u(z,t) <a+bt, 0<z<L,t>0.
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

18. [14/7/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

Ut — Dug, = at, O<ax<L,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(L,t) =b, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
soddisfa
Ogu(a:,l)gg—i—b, O<zxz< L.

Qui a, b, L sono costanti positive.

19. [12/2/2009 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Uy — Dug, =0, O<z<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = cx, 0<z<L.

Qui D, L, ¢ sono costanti positive.
Determinare un istante ¢ in funzione di D, L, ¢, in cui

1 1
u(L,t) < §u(L,0) = §cL.

SOLUZIONE
Consideriamo la soprasoluzione

2 T

=0 50 (5
v(z,t) = Ce™ 1227 sin 5T)

che risolve
vy — Dvgy =0, 0O<xz<L,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
v (L, t) =0, t>0,
T
=Csin (| — L.
u(z,0) Csm(2L), 0<z<

Per dimostrare quindi che v > u bastera, per il principio del massimo e il lemma di
Hopf, determinare C' in modo che

T
3] _ > .
C'sin (2L) > cx
Perché v(z,0) é concava, e v(0,0) = u(0,0) = 0, é sufficiente a questo scopo imporre
o(L,0) = Csin 5 = € > u(L,0) = L,

e quindi scegliere C' = cL.
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

Percio resta provato

x2 T
) < cLe T sin (27,
(z,t) < cLe™ 327" sin 5T
e in particolare
o2
u(L,t) < cLe 3z Pt < %,
se )
_ 4L
t>t= =D In2
R. 12
_ 4
t= 2—D1n2

20. [12/2/2009 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugy =0, —L<x<L,t>0,
u(—L,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = c(L — |z|), —L<z<L.

Qui D, L, ¢ sono costanti positive.
Determinare un istante t in funzione di D, L, ¢, in cui

1 1

21. [13/7/2009 (ex)I] Si trovino tuttii punti di minimo e il valore di minimo
della soluzione di

U — Dugy =0, O<zx<m,t>0,
u(0,t) =1 t>0,
72
u(z,0)=— —x+1, O<z<m.
T

SOLUZIONE

I punti di minimo possono venire assunti solo sulla frontiera parabolica per il prin-
cipio di massimo. Pero su x = w, t > 0, non possono esserci punti di minimo,
perché in un punto (m,t), t > 0, che fosse di minimo si dovrebbe avere

uﬂ?(ﬂ-af) S Oa
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420. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. del calore

mentre u, =1 sux = .
Con uno studio di funzione, si trova che il minimo del dato iniziale é assunto solo
inx =m/2, ove
(f 0) —1-Z
“\o 4
Poiché w =1 su x = 0, il minimo della soluzione & assunto solo in (7/2,0).

e u(g,O)zl—%.

22. [13/7/2009 (ex)II] Si trovino tutti i punti di massimo e il valore di
massimo della soluzione di

Ut — Dy, =0, O<z<m,t>0,
ug(0,t) =1 t>0,
u(m, t) =1 t>0,
22
w(z,0) =——+z+1, O<z<m.
T

23. [11/1/2010 (ex)I] Si consideri la soluzione w di

U — Dugy =0, O<zx<l1,t>0,
Duy(0,t) = au(0,t), t>0,

u(l,t) =8, t>0,

u(z,0) =0, 0<zx<l1,

ove a>0e € R, S +#0 sono costanti.

Dimostrare che u(z,t) ha il segno di 8 per ogni (z,t), t > 0.

SOLUZIONE

A) Sia > 0. Per il principio di massimo, se u assume un minimo non positivo in

[0,1] < [0, 4],

per t > 0, questo deve essere preso su x = 0. Sia (0,t) un punto di minimo di
questo tipo. Allora
Du,(0,t) = au(0,t) <0,

contro la disuguaglianza
ug(0,%) >0,

che segue dal Lemma di Hopf parabolico.
B) Analogamente, se 3 < 0, e (0,%) é un punto di massimo non negativo con t > 0,
si avrebbe

Du,(0,t) = au(0,t) > 0,
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contro la disuguaglianza
uz(0,7) <0,

che segue dal Lemma di Hopf parabolico.

24. [9/4/2010 (ex)I] Si consideri la soluzione u di

U — Dugy = —u+1, O<z<L,t>0,
Dug(0,t) =0, t>0,

u(L,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, 0<z<L,

ove L > 0.
Trovare w € C1((0, L)) tale che valga la relazione di limite

tlggou(ac,t):w(x), 0<z<L,

e dimostrare tale relazione.

SOLUZIONE

Se poniamo u; = 0 nell’equazione differenziale, e sostituiamo u con il suo limite w,
si ottiene formalmente

—Dwyy = —w—+1, 0<z<L,

Dw,(0) =0,
w(L)=0.
Da qui ‘ /
evVD +e VDb
wx)=1—- —F/————

_L_ __L_ -
evD +e VD

Ora dimostriamo rigorosamente la relazione di limite: sia v = u — w. Allora vale

vy — Dvge = —v, O<z<L,t>0,
Dv,(0,t) =0, t>0,
v(L,t) =0, t>0,

v(z,0) = —w(x), O<z<L.

Con il cambiamento di variabili w = e'v, si perviene a

wy — Dwg, =0, O<z<L,t>0,
Dw,(0,t) =0, t>0,

w(L,t) =0, t>0,

w(z,0) = —w(x), 0<z<L.

Usando per esempio la sottosoluzione e soprasoluzione

=2 T 2 ™
—Ce T2t cos — < w(z,t) < Ce 1662t cos —
4L — (@,1) < 4L°
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430. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. di Laplace

ove C' = v/2max|w|, si ottiene

2
lim |v(z,t)| < lim e 'Ce 122" = 0.
t—o00 t— 00

430. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

1. [1/4/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione u del problema per 'equazione
di Laplace

Uz + Uyy = 0, O<rx<l,0<y<1,
u(0,y) =0, O<y<1,
u(l,y) =e¥ —ye, O<y<1,
u(z,0) =z, 0<z<1,
u(z,1) =0, 0<z<l.

Determinare una costante ¢ € (0,1) tale che

(1 1) <
ul=, =) <c.
2°2
(Sugg. Usare una soprasoluzione v per il problema risolto da wu.)
SOLUZIONE
La stima 11
u(33) <!

segue subito dal principio di massimo forte. Tuttavia non soddisfa il quesito.
Consideriamo allora la funzione

v(z,y) =,

che e una soprasoluzione del problema: infatti

Vg + Vyy =0, O<ex<l,0<y<1,
v(0,y) =0=u(0,y), 0<y<l1,
v(l,y)=1>¢€Y —ye=u(l,y), O<y<1,

v(z,0) =z = u(z,0), 0<z<1,
v(z,1) =2 >0=u(zx,1), 0<z<l1.

Quindi
u(l 1)<U(1 1)_£<1
2°2) = "\2°2/) 2 ’
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2. [6/7/2006 (ex)I] Dimostrare che u > v in 2 = (0,7) % (0,7), ove u e v

risolvono rispettivamente

Au=-1, Av=20, O<zr<nm,0<y<m,
u(0,y) =0, v(0,y) =0, O<y<m,
ug(m,y) =0, v(m,y) =0, O<y<m,
u(z,0) =z, v(z,0) =sinx, O<z<m,
u(z,m) =2z, v(z,m) =2sinx, O<z<m.
SOLUZIONE

Osserviamo che Awu < 0 in 2. Dunque u assume i suoi minimi sulla frontiera 012,
ma, per il Lemma di Hopf, non sul lato

{r=7m,0<y<7}.

Percio w > 0 in 2.
Consideriamo poi la funzione w = u — v, che soddisfa

Aw=-1<0, O<zrz<m,0<y<m,
w(0,y) =0, O<y<m,
w(m,y) =u(m,y) >0, O<y<m,
w(z,0) =2z —sinz >0, O<zr<m,
w(z, ) =2z —2sinx >0 O<z<m.

Per il principio di massimo segue che w > 0 in (2.

3. [6/7/2006 (ex)II] Dimostrare che u < v in 2 = (0,7) x (0,7), ove u e v

risolvono rispettivamente

Au=2, Av=20, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) = —vy, v(0,y) = —siny, O<y<m,
ulmy) =—y*,  o(my) =—(siny)®, 0<y<m,
u(z,0) =0, v(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, v(z,m) =0, O<z<m.

4. [15/12/2006 (ex)I] Trovare il massimo su @ della soluzione u di

Au=rm, in Q,
u(z,y) = cosx, suz?+2y° =1,
2 2
. T Y
= —_— —:1
u(z,y) =siny, su + 9 ,
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ove
2

2 2 z y?
Q:{(x,y)|a: + 2y >1’Z+§<1}'
SOLUZIONE .
Per il principio di massimo, il massimo di u su @) é assunto sulla frontiera 0Q), cioé

su una delle due ellissi

72

2
Bi: 2?+22=1, E: —4+% -1
1 =+ 2y ) 2 4+9

Su E1, u assume tutti e soli i valori in [cos 1, 1] (perché —1 < & < 1 su E; ). Dunque

maxu = 1.
Ey

Dato che u = siny < 1 su Fs, segue che

maxu = 1
Q
R.
maxu = 1
Q

5. [18/4/2007 (ex)I] Trovare tuttii punti di massimo assoluto della soluzione
di

2

Au=10, inQ:{%<m2+y2<w2},
: 2 2 ™
u(z,y) =siny, 2" +y"= o,
0
a—Z(m,y)zO, ? +y* =7,

SOLUZIONE

Per il principio di massimo forte i punti di massimo sono assunti solo sulla frontiera
(poiché il dominio é connesso e la u non é costante). Inoltre, per il Lemma di Hopf,
non possono essere assunti sulla circonferenza esterna z* 4+ y? = 72. Dunque sono
assunti solo su 2% + y? = 72 /16. Ma su questa curva

(z.y) =si T<y<T
u(z,y) = sin —— —
'Y Y, 473/74,
e dunque
(05)=7
maxu =u(0,— ] = —.
) 4 V2
R.
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6. [18/4/2007 (ex)II] Trovare tuttiipunti di minimo assoluto della soluzione

di
U(l‘7y):COS%7 x2+y2:47
0
0
R. 1
(0,-2),(0,2) ove u(07i2)27§.

7. [12/7/2007 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema

Au=0, 0<z<2,0<y<l1,
u(0,y) =0, 0<y<1,
u(2,y) =2y, 0<y<1,
22

u(:z:,l):?, 0<x<2,

uy(z,0) =0, 0<z<2,
soddisfa

u(l,y) <1, O<y<l.
SOLUZIONE
Consideriamo la soprasoluzione
w(z,y) =x.

La v = w — u soddisfa

Av=0, 0<r<2,0<y<1,
v(0,y) =0, 0<y<l1,
v(2,y) >0, O<y<l1,
v(z,1) >0, 0<r<?2,
vy(z,0) =0, 0<z<2.

Dunque, per il principio del massimo forte e per il lemma di Hopf la v ha minimo

(non essendo costante) solo sulla frontiera x = 0, e percio

v(x,y) >0,

Ne segue che

u(Ly) < U}(].,y) =1,

0<z<2,0<y<l.

O<y<l1.
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8. [12/7/2007 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

Au=0, O<zr<2,0<y<1,
u(0,y) =0, 0<y<l1,
uz(2,y) =0,  0<y<l,
u(w,l):g, 0<z<2,
u(z,0) =0, 0<zx<2,
soddisfa,
( 1)<1 0<z<2
ua:,2 5 T .
SOLUZIONE
Consideriamo la soprasoluzione
w(z,y) =y.

La v = w — u soddisfa

Av=0, O<zr<2,0<y<l1,
v(0,y) >0, O<y<l1,
v:(2,y) =0, O<y<l1,
v(z,1) >0, 0<x<?2,
v(z,0) =0, 0<z<2.

Dunque, per il principio del massimo forte e per il lemma di Hopf la v ha minimo

(non essendo costante) solo sulla frontiera y = 0, e percio
v(z,y) >0, 0<zr<2,0<y<l.

Ne segue che

O<z<2.

9. [18/4/2008 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

A’LL:O7 in 97
2 2
u(r,y) = arctg(|z?),  su % + % —1,
ou 2?2
- _ vy
ay(xvy) 0) su 1 + 9 ,
ove v ¢ la normale esterna a 02, e
22 42
(z,y) | T+5

Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di w in f2.
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SOLUZIONE

Per il principio di massimo, i punti di massimo e di minimo devono essere assunti
sulla frontiera di 2. Per il lemma di Hopf, i punti di estremo non possono essere
assunti sulla curva

2 2
x Y
— 4+ ==4.
4 + 9
Si tratta quindi di trovare i punti di massimo e di minimo di u su
2 2
z Y
—+==1.
4 + 9

Poiché la funzione s — arctg s é crescente per s > 0, dobbiamo solo trovare i punti
ove |x| & massimo o minimo.
R.
maxu = u(2,0) = u(—2,0) = arctg 8,
(7}

minu = u(0,3) = u(0,-3) =0.
[

10. [18/4/2008 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in (2,
1 $2 y2
u(x,y) = , su—+4+=—=1,
@Y =17 179
ou z2 P
— =0 — 4+ ==4
ove v & la normale esterna a 0f2, e
2 2
& Y
2= { , 1< —4+ =< 4}.
(2,y) | T
Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di w in £2.
R.
maxu = u(2,0) =u(-2,0) =1,
2
1
min v = u(0,3) = u(0,-3) = —.
[7] 4

11. [12/1/2009 (ex)I] Si considerino le soluzioni dei due problemi
Aup =0, in {29, Aug =0, in (2,
ui(z,y) = arctg % , su 042, ug(z,y) = arctg% , su 042,
ove

O =(1L2)%x(1,2), 2=(aa+1)x(1,2),
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con a > 2.
Si trovino condizioni su a che implichino

ur(x1,y1) > uz(w2,y2),

per ogni (z1,y1) € {21, (z2,y2) € .
SOLUZIONE
Per il principio di massimo si ha che

up(z1,y1) > minu; = min  arctg y ,
EIoN (z,y)€052 x
Yy
Us(x9,ys) > maxus = max arctg =
(w2, 92) 892 (,y) €D, B

per ogni (x1,y1) € {21, (x2,y2) € 5. Dunque si otterra la disuguaglianza voluta
se risultera

min arctgg > max arctgg.
(z,y)€02 x (z,y)€0822 x

D’altra parte, per il significato geometrico di arctgy/x, che nel primo quadrante
coincide con I’anomalia polare, si ha

i tg Y t 1
min arc — = aIcC —
(w,y)€0N & x 63

2
max arctg J_ arctg — .
(z,y)€0022 T a

Poiché I'arcotangente é una funzione crescente, si dovra chiedere

2

- <
a

N =

a>4.

12. [12/1/2009 (ex)II] Si considerino le soluzioni dei due problemi

Aulzo, in Ql, AUQZO, in _QQ,
ui(z,y) = arctg y , su 042, us(z,y) = arctg J , su 042,
x x
ove
912(172)X(1?2)7 92:(1’2)X(a’a+1)7
con a > 2.

Si trovino condizioni su a che implichino

ur(x1,y1) < uz(w2,y2),

per ogni (x1,y1) € £21, (z2,y2) € (2.
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430. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. di Laplace

a>4.

13. [12/2/2009 (ex)I] Determinare tutti i punti di massimo in 2 della
soluzione di

Au = a2, in £2,

1
uwy) =o'+ 5y, su0n,

ove
2 2

Q:{(l‘,y)\1<%+%<4}.

SOLUZIONE
Per il principio del massimo, visto che Aw > 0 in §2, i massimi devono essere assunti
sul bordo, che é costituito dalle due ellissi

1‘2 y2 1‘2 y2
m={T+G=1} B={T+5=1]

E chiaro che il massimo ¢ assunto su Es, per la forma del dato. Su E5 si ha

1
u(x,y) :$2+—<36—gw2) = §er—HL.

9 4 4
Percio
maxu = maxu = u(+4,0) = 16.
2 Es
R.

maxu = u(+4,0) = 16.
2

14. [12/2/2009 (ex)II] Determinare tutti i punti di minimo in 2 della
soluzione di
Au=—y?, in £2,
u(z,y) = 2> +2y°,  sudf,,

ove
2 2

Qz{(m,y)\1<%+yz<4}.

minu = u(0,+2) = 8.
7]
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15. [15/6/2009 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Au=uzy, in Q,
u(z,y) =2>+y*,  sudqQ,
ove @ = [0,1] x [0, 1].
Si dimostri che u soddisfa
u(z,y) =u(y,z),  perogni (v,y) € Q.

SOLUZIONE
Definiamo

v(z,y) = u(y,z).
Si noti che v risulta definita ancora in @), e che
Upa (T, Y) = Uyy(y, ), vyy(2,Y) = uaa(y, @)

Quindi
Av(z,y) = Au(y,z) =yr,  inQ.

Inoltre
'U(Z',y) :u(yvx) :y2+$2, su 8@

Dunque w = u — v soddisfa

e percio w = 0 in Q per il principio di massimo. Dunque

u(z,y) =v(z,y) =u(y,z),  perogni(z,y) € Q.

16. [15/9/2009 (ex)I] Sitrovino tuttii punti di minimo e il valore di minimo
della soluzione di

Au=-1, in £2,
u(z,y) = |z| —[y[,  sudL,
ove ) )
x Y
Q - { ’ 4 9 1}
() | 5+ 5
SOLUZIONE

I punti di minimo possono venire assunti solo sulla frontiera per il principio di
massimo forte, visto che u non & costante. Inoltre é chiaro che

minu(z,y) = min(|z| - ly[) = u(0,£3) = 3.
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430. Applicazioni del principio di mazx a prb per eq. di Laplace

w(0,£3) = —3.

17. [15/9/2009 (ex)II] Si trovino tutti i punti di massimo e il valore di
massimo della soluzione di

Au=1, in £2,
u(z,y) = |z —ly[,  suds,
ove ) )
z Y
o~ e 5+ -
@) | S+ 2
R.
w(£2,0) =

18. [9/4/2010 (ex)I] Trovare il massimo e il minimo della soluzione del
problema

Au=0, in 2=A\B,
u(z,y) = 22 + 32, su 0A,
%:0, su 0B,
ove ) )
A:{x—+y—<1}, B:{x2+y2<1}.
4 9
SOLUZIONE

Per il principio di massimo

maxu = maxu, minu = minw.
o a0 ol d

D’altronde per il lemma di Hopf, massimo e minimo non possono essere assunti su

0B. Percid

2 2 . 2
= + = dist =
maxu r%axx y r%ax is ((x,y),(0,0)) 9,

. . 2 2 . . 2
= = dist ((z,y),(0,0))” =4.
mine = minz +y° = mindis ((z,9),(0,0))
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

470. Semplici problemi al contorno per ’equazione del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] a) Dimostrare, usando il principio del massimo, che la
soluzione di

Up — Uyy = cos(zt) , 0<z<10,0<t
u(z,0) =0, 0<z<10,
u(0,8) =0, 0<t,

u(10,) = 0, 0<t,

soddisfa |u(z,t)| < t.

b) Mostrare anche che la soluzione non puo essere di classe C*! fino sulla
frontiera parabolica.

SOLUZIONE

a) Sev =wu—t allora vy — vz, <0, ev <0 sulla frontiera parabolica. Quindi v < 0
nel rettangolo. In modo simmetrico si procede con w = u + t.

b) Per esempio in (0,0), si dovrebbe altrimenti avere u; = 0, uz, = 0, a causa dei
dati assegnati, ma questo contrasta con u; — Uz, = cos0 = 1.

2. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Ugpy =0, O<ax<L,0<t
u(z,0) =z, O<z< L,
u(0,t) =0, 0<t,

u(L,t) =M, 0<t,

con M > L, soddisfa 0 < u,(0,t) < M/L (si supponga che u sia di classe
C! fino su z = 0).

SOLUZIONE

Per il principio del massimo, u > 0. Dunque i punti su x = 0 sono punti di minimo,
e percio u,(0,t) > 0.

Si consideri poi la funzione v = uw— Mz /L. Si noti che v; — vy, =0, e v < 0 sulla
frontiera parabolica. Dunque per il principio del massimo, v < 0 nel rettangolo;
ma v(0,t) = 0, e segue come sopra che v;(0,t) < 0.

3. [17/2/2003 (hw)I] Una piastra a pareti piane e parallele z =0, x = L, ¢
all’istante iniziale ¢ = 0 a temperatura u(x,0) = ¢(L — x), per 0 < z < L.
Possiamo assumere simmetria piana.

La parete x = 0 e adiabatica, quella x = L ¢ mantenuta a temperatura
nulla.

Trovare una stima per wu(z,t) per tempi grandi, e dare dei valori di L per
cui il valore di u(0,t) cala almeno del 50% nell’intervallo di tempo (0,1).
SOLUZIONE

Considerare il problema 21"1ﬂ€SSO in modo pari su —L < x < L. Qui usare la
soprasoluzione v = cLe™"! cos(ax), con o = w/(2L).
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

Si vuole avere u(0,1) < cLe=®" < u(0,0)/2 = cL/2, ossia L < 7/(2v/In2).

4. [16/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u € la soluzione di

-0 Tez<Zo<t<
Ut — Ugye = U, 4 x 47 00,
v
——¢>=1, 0<t,
“( A
v
—¢>=1, 0<t,
“(4
u(x,0) = /=1 —E<1‘<%,

allora per ogni z € (—m/4,7/4) fissato

lim u(x,t) =1.

t—o00

SOLUZIONE
Per il principio di massimo u < 1 (infatti il dato iniziale & un esponenziale con
esponente non positivo). Bastera quindi dimostrare che u > v con

: ™ T
tlgglov(x,t)—l, 3y <<y (1)

Scegliamo
v(z,t) =1 —Ce ‘cosx,

con C > 0 da scegliere cosicché (1) & senz’altro verificata. Valgono

™ ™
Vg — Vg = 0, —Z<$<Z,O<t,
i C T
——,t)zl——_t< (——,t):l, 0<t,
v( 1 \/§€ Su 1 <
(Zt)—1 Ot < (ft)—1 0<t
U 47 - \/§€ —u 4) - ) 3
v(x,O)zl—Ccosx<1—%<e%<u(x,0), —%<x<g,

se C > /2(1 —e~™/*). Quindi u > v per il principio di massimo.

5. [16/4/2003 (ex)II] Dimostrare che se u € la soluzione di

Up — Uy = 0, O<x<g70<t<oo,
w(0,t) =3, 0<t,
Y
—J>:3, 0<t,

% <

s s
u(m,O)—3—$<x—§>, 0<x<§,

allora per ogni x € (0,7/2) fissato

lim u(z,t) = 3.

t—o00
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SOLUZIONE
Definiamo w = u — 3. La tesi equivale allora a

lim w(x,t) =0.

{00
Inoltre
Wi — Wy =0, 0<x<g,0<t<oo,
w(0,t) =0, 0<t,
w(g,t):O, 0<t,
w(x,O):—x(x—g)ZO, 0<x<g,

e quindi w > 0 per il principio di massimo. Basta dunque dimostrare che w < v
con -
lim v(x,t) =0, O<z<—. (1)

t—o0 2
Scegliamo

v(z,t) = Ce cosg ,

con C' > 0 da scegliere, cosicché (1) é senz’altro verificata. Valgono

Vg — Vg = 0, O<5E<g,0<t,
v(0,t) = Ce™" > w(0,t), 0<t,
v(ﬁ t) =L >w(ﬁ t) 0<t
27 _\/5 p 2) ) )
C 2
v(x,O)—CcosgzﬁZT—Zw(x,O), 0<x<g,

se C' > /272 /16. Quindi w < v per il principio di massimo.

6. [30/6/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Up — Uy =0, O<zr<7m,0<t< o0,
u(O,t):e_%, 0<t<oo,
u(w,t):e*%, 0<t<oo,

u(x,0) =1+sinzx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, 7) fissato

lim u(z,t) =0.
t—o0 ( ’ )
SOLUZIONE
E chiaro che uw > 0 per il principio di massimo. Cerchiamo una soprasoluzione nella
forma
_t . X
v(x,t) = Ce™ 2 sin (— —|—a) ,

V2
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con C' >0 e« >0 tale che

—ta<TmT—0,
V2
per esempio prendendo « = 7/1000. Vale
Vg — Vgge = 0, O<z<m,t>0,
v(0,t) = Ce % sina > u(0, ), t>0,
t 71'
v(m,t :Cefisin<—+a)2u7r,t, t>0,
(, t) 7 (m,1)
x
v(x, 0 :Csin(——l—a)Zux,O, O<z<m,
(2,0) 7 (2,0)

ove (3), (4) valgono perché per (1)

Csin(l—i—a) >Csina>1,

V2

pur di scegliere C' in modo opportuno. Infine (5) vale per ogni 0 < x < 7 perché

Csin(i—ka) > Csina > 2 > u(x,0),

V2

ancora scegliendo C' abbastanza grande (per esempio C' = 2/sinq).
Per il principio di massimo dunque v > u, e percio

< li < 1i =
0< tlggou(x,t) < lim v(z,t) =0.

t—o0

7. [30/6/2003 (ex)II] Dimostrare che se u € la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<z<m,0<t <00,
u(O,t):2e_§, 0<t<oo,
u(m,t) =2e" 3, 0<t<oo,
u(x,0) =2 +sinzx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, 7) fissato

lim w(z,t) =0.

t—00

8. [23/9/2003 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Ugy = 0, 0<x<bh,0<t <00,
u(0,t) =0, 0<t<oo,
ug(5,t) =0, 0<t<oo,

u(z,0) =25 — (z —5)*, 0<z<5,
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soddisfa per ogni x € (0,5), a > 0 fissati
lim w(z,t)t*=0.
t—00

SOLUZIONE
Prima di tutto osserviamo che u > 0 per il principio di massimo e per quello di
Hopf. Consideriamo poi la v, riflessione pari intorno a x =5 di u, che soddisfa

Vg — Vg = 0, 0<xr<10,0<t < 00,
v(0,t) =0, 0<t<oo,
v(10,t) =0, 0<t< oo,

v(x,0) =25 (x —5)?%, 0<z<]10.
Usiamo una soprasoluzione per mostrare che v (e quindi u) decade esponenzialmen-
te. Sia

7[_2
w(x,t):Ce*Wtsin<210x+%), 0<x<10,t>0,

con C' > 0 da scegliere. E chiaro che w & una soluzione dell’equazione del calore
con w > 0. Quindi é una soprasoluzione del problema per v se per 0 < z < 10

w(zx,0) =Csin<210x+%) ZCsin(g) = % > 25> w(z,0),

ossia se per esempio C' = 25v/2. Dunque

7(2
0 < lim t®u(z,t) < lim t%25v2¢ 70" sin (133 + f) ~0.
t—o00 t— 00 20 4

9. [23/9/2003 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Uy = 0 —g<x<0,0<t<oo,
u(—g,t)zo, 0<t<oo,
u,(0,t) =0, 0<t<oo,
2
u(x,O):%—xQ, —g<1‘<0,

soddisfa per ogni = € (—7/2,0), o > 0 fissati
lim u(z,t)t* =0.

t—o00
SOLUZIONE
Prima di tutto osserviamo che u > 0 per il principio di massimo e per quello di
Hopf. Consideriamo poi la v, riflessione pari intorno a x = 0 di u, che soddisfa

T T
Ut_vxx:()a —§<$<§,O<t<00,
v(—g,t):O, 0<t< oo,
v(g,t):(), 0<t< oo,
w2 T T
0) = — — 22 - — Z.
v(z,0) 7% 5 <% <3
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Usiamo una soprasoluzione per mostrare che v (e quindi u) decade esponenzialmen-

te. Sia

T T
w(z,t) = Ce 'cosz, —§<x<§,t>0,

con C > 0 da scegliere. E chiaro che w & una soluzione dell ‘’equazione del calore
con w =0 se x = £7/2. Quindi é una soprasoluzione del problema per v se per
|z] < 7/2
2
w(x,0) = Ccosx > Vi 2% = v(z,0).
Poiché w = v = 0 in (—7/2,0), e le due funzioni sono pari, bastera per esempio
verificare che in —m/2 < x < 0 valga

wy(x,0) = =Csinz = Clsinz| > —2z = 2|z| = v,(x,0).

Clioé bastera definire

C =2 sup
[_%70)

. ‘ 9
sin x
in vista del fatto che tale sup é finito, come noto. Dunque

0 < lim t%u(z,t) < lim t*Ce tcosz =0.
t—00 t—o0

10. [31/3/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<zr<l1,0<t,
us(0,8) = 0, t>0),

u(l,t) =, t>0,

u(z,0) = 7z, O<x<l1,

soddisfa

lim sup |u(z,t) —n|=0.
=00 g<z<l

11. [31/3/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<zr<l1l,0<t,
u(0,t) =5, t>0,
ug(1,¢) =0, t>0,

uw(z,0) =2 +5, O0<z<l1,

soddisfa

lim sup |u(x,t) —5]=0.
100 Q<<
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12. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

Ul — Ulgpe = du, Ugp — U2gy = U, O<z<m,
up(0,t) =0, U2, (0,¢) =0, t>0,
up(m,t) =0, g (m,t) =0, t>0,
ui(z,0) =sinx, uz(x,0) = cosx, O<z<m.

Dimostrare che per ogni fissato 0 < x < 7 esiste un t, tale che
ui(x,t) > us(z,t), per ogni t > t;.

SOLUZIONE
Le soluzioni w; si trovano per separazione delle variabili: tentando con uw, =
T, (t) sinx si ottiene per Ty il problema

T +T, = 4Ty, T1(0) =1,

ossia
Ti(t)=¢€%, t>0.

Tentando con us = T5(t) cosx si ottiene per T il problema
T2/+T2:3T2, TQ(O)Z].,

ossia
To(t)=¢€*, t>0.
Dunque la disuguaglianza richiesta si riduce a
e3tsinz > et cosx ,

che é ovvia per ognit > t, =0 se 7/2 < x < w, mentre richiede

cos T
t>tm:max<0,1n - ),
sin x

se0 <z <m/2.
R.
0, T/2<x <,

sinx

ty =
max(O,lnm>, O<z<m/2.

13. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

U T
Ul — Ulge = OU, U2t_u2a:a::§> 0<~T<§>
ulx(O,t) =0, UQ(O,t) =0, t>0,
T T
u1<§,t):0, u%(?t):o, t>0,
ui(x,0) =cosx, uz(x,0) =sinz, 0<zx< g
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Dimostrare che per ogni fissato 0 < z < 7/2 esiste un ¢, tale che

ui(x,t) > us(z,t), per ogni t > t;.

2 sinx
t =max | 0,= In .
9  cosx

14. [14/4/2005 (ex)I] Trovare il limite

Jim ale.t)
ove u risolve il problema
Up — Upy = 0, O<z<l,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(l,t) =1, 0<t,
u(z,0) = 22, 0<z<l.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

15. [14/4/2005 (ex)II] Trovare il limite

Jim )
ove u risolve il problema
Ut — Uge = 0, O<r<2,0<t,
u(0,t) =, 0<t,
u(2,t):g, 0<t,
23
u(m,O):W(l—E), 0<z<2.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

16. [18/4/2007 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Up — Ugy = U, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), O<z<m,

e Dimostrare che la soluzione & limitata su (0, 7) x (0, c0), per ogni scelta
del dato ug € C([0, 7).
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e Trovare un dato ug € C([0,7]), con ug # 0, tale che

lim u(x,t) =0, O<z<m.
t—00

SOLUZIONE
Introduciamo la nuova incognita

v(x,t) = e tu(x, t).

Si verifica subito che v risolve

Vg — Vg = 0, O<z<m,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
v(m,t) =0, t>0,
v(x,0) = ug(x), O<z<m,
Percio -
v(z,t) = Z et sin(nz) ,
n=1
con
2 [
ap = — /uo(x) sin(nz)dz.
"3
Quindi

u(z,t) = Z et sin(nz) ,

n=1

per cui, per esempio, pert > 1,

o0 o0
u(z,t)] < sup|a =" < 2 maxlu el=n" —
| ( ) )|— np| n|z = | 0|Z v

n=1 n=1

Si ha inoltre
lim u(z,t) = arsinz.
t—o0

Per avere limite nullo, ossia oy = 0, basta scegliere ad esempio up(x) = sin(2z).
Per I'usuale relazione di ortogonalita si ha allora, infatti,

™

2
o = — /sin(2x) sinedz =0.
T
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17. [18/4/2007 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

Up — Ugy = 2U, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), O<z<m.

Trovare

1. un esempio di dato iniziale uy € C([0,7]) per cui la soluzione diviene
illimitata per t — oo;

2. un esempio di dato iniziale uy € C([0,7]), ug # 0, per cui la soluzione
rimane limitata su (0,7) x (0, 00).

18. [15/9/2009 (ex)I] Si consideri il problema

U — DUy = a —u, O<z<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), 0<z<L.

ove a € R & una costante, e ug € C([0, L]).
Determinare la funzione w(x) tale che

tlgglou(a:,t):w(x), 0<z<L,

e dimostrare tale relazione.

SOLUZIONE
La funzione w si determina risolvendo il problema al contorno

—-Du" =a—-w, 0<z<L,
w(0) =w(L)=0.

L’equazione differenziale ha come integrale generale
w(x) = kle% + kge_% +a,

ove imponendo le condizioni ai limiti si ottiene

L L
e VvD — 1 evD — 1
k1 =a—2 L > ky = a—7 -
evD —e VD e vD —evD
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La funzione v = u — w risolve

vy — Dvgy = —v, 0<z<L,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
o(L,t) =0, t>0),
v(z,0) = up(x) — w(x), 0O<z<L.

Passando alla variabile w = etv, si ha

wy — Dwge =0, O<ax<L,t>0,
w(0,t) =0, t>0,
w(L,t) =0, t>0,
w(x,0) = up(r) —w(z), O0<z<L.

Per il principio di massimo,
|w(z,t)] < C = max|ug — w|,

da cui
|u(z,t) — w(z)] = |v(z,t)] < Ce™,

che dimostra la tesi.

R.
6_% -1 . 6% -1 R
w(x)=a—F——F€eVD +a— —e VD +a
evD —e VD e VD —eVD
19. [15/9/2009 (ex)II] Si consideri il problema
Ut — Dy, = a —u, O<ax<L,t>0,
up(0,8) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), 0<z<L.
ove a € R & una costante, e ug € C([0, L]).
Determinare la funzione w(x) tale che
tlgglou(a:,t):w(x), 0<z<L,
e dimostrare tale relazione.
R.
1 o 1 _
w(z) = —a— —evD —a— —e VD 4a
evD + ¢ VD e VD 4+ evD

480. Semplici problemi al contorno per I’equazione di Laplace
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Considerare la soluzione u di

Ugz + Uyy = 0, O<zx<m,0<y<1,
u(0,y) =0, O<y<1,
u(z,1) =4, O<z<m,
u(m,y) =0, O<y<l1,
u(z,0) =sinz, O<z<m.

Determinare una stima inferiore per u(mw/2,1/2).

SOLUZIONE

Una prima risposta viene subito dal principio di massimo forte: u(m/2,1/2) > 0.
Per ottenere una stima migliore, usiamo la sottosoluzione v(x,y) = €Y sinx, che da
in (7/2,1/2), u > v = +/e.

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema per ’equazione di
Laplace nella corona circolare

Upe 1y =0, 1 <a?4y? <4,
u(z,y) =1, x2—|—y2:1,
u(z,y) =3, 2P +yP=4.
(Sugg. Considerare la particolare geometria del dominio e dei dati.)

SOLUZIONE
Ricerchiamo la soluzione in forma radiale

u(z,y) =v(r).
La v deve quindi risolvere
1
~(rv,), =0, 1<r<2,
v(l) =1,
v(2) =3,
da cui segue
2
v(r)—mlnr—kl, l<r<2.
R. )
u(z,y) mln(xQ—i—yQ)—kl, l<z?+y?<4.

3. [23/9/2003 (ex)I] Posto

A={(z,y) | 2> +y* > 1},
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

dimostrare che il problema

Ugz + Uyy =0, in A,
u(z,y) =17, su 0A,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto A, e trovare tale soluzione.

4. [23/9/2003 (ex)I] Determinare il valore massimo assunto sul cerchio
chiuso B, ove
B ={(z,y) | #* +y* < 1},

dalla soluzione di

Au=0, in B,
u= f(z,y), su 0B,

ove f e la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=r(1+lsing])?,

e trovare tutti i punti di B ove tale massimo & raggiunto.
SOLUZIONE

Per il principio di massimo forte, visto che u non & costante (perché f non lo é
su dB), il suo massimo & raggiunto solo su B, e quindi ove |sin ¢| = 1, ossia per

p=m/2, ¢ =3m1/2.
Dunque il massimo di u su B vale 4, ed é raggiunto solo in (0,1) e (0, —1).
R.

maxu = u(0,1) = u(0,-1) =4.

B
5. [23/9/2003 (ex)II] Posto
B={(z,y) | 2* +y* > 4},
dimostrare che il problema
Ugpz + Uyy = 0, in B,
u(x,y) = -3, su 0B,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto B, e trovare tale soluzione.

6. [23/9/2003 (ex)II] Determinare il valore minimo assunto sul cerchio
chiuso A4, ove
A={(z,y) | 2> +y* < 1},

dalla soluzione di

Au=0, in A,
u= f(z,y), sudA,
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

ove f & la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=p*1—[sing|)?,

e trovare tutti i punti di A ove tale massimo & raggiunto.
R.

minuw = u(0,1) = u(0,-1) =0.
A

7. [31/3/2004 (ex)I] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet

Au=0, inR={1/4<z®+y><1},
U(.T,y):l‘, Sux2+y2:]~a
u(z,y) =1, suz?+y* =1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.

8. [31/3/2004 (ex)II] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet
Au=0, in 2={1/4 <2®+y* <1},
u(az,y):—%, suz?+y? =1,
u(z,y) =y, sux?+y?=1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.

9. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo la soluzione di
Au=0, in 2=A\B,
w(z,y) =2>+y°,  sudf,

ove

2 2

A:{@wn§6+%q<@, B:{@ﬂn4ﬁ+y%<@.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento
1 —
L:{@£H§§x§4}cﬂ.
SOLUZIONE

Per il principio del massimo, u assume il minimo e il massimo sulla frontiera 0f2.
Dato che

2
u(z,y) = dist ((x,y), (0, 0)) , (z,y) € 092,
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

si vede subito che
. 1 1
minu = U(E’O) =1
max u = u(4,0) = 16.

Sul segmento L che unisce i due punti la u é continua, e quindi assume tutti i valori
intermedi ai valori raggiunti negli estremi del segmento, che sono poi i suoi valori
massimo e minimo. Percio su L la w assume tutti i suoi valori.

10. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo la soluzione di

Au=0, in 2=A\B,
u(z,y) = 22 + 2, su 012,

ove

2 2 2 2

A:{(m,y)\%+g—5<l}, B:{(m,y)\%+yz<l}.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento

L={(0,y)|2<y<5}CR.

11. [15/9/2004 (ex)I] Trovare tutti i punti di minimo della soluzione u €
C?(A) di

Au=-1, inA={z2+4%><1},

w(z,y) =2, 2P+ yt =1,

12. [15/9/2004 (ex)II] Trovare tutti i punti di massimo della soluzione
u € C%(A) di

Au=1, in A= {2?+y* <1},
u(z,y) =y*, P4y’ =1.

13. [1/4/2005 (ex)I] Sia

0 =1[(0,2) (—1,1)} U [(—2,0] X (— ii)]
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

Dimostrare che la soluzione di

Au=0, in £2,
u(z,—1) ==z, O<x<?2,
u(z,1) ==, 0<z<2,
u(2,y) =2, —-l<y<1,
u(z,y) =0, su 02 N{z <0},
soddisfa
u(z,y) > x, in 0.
SOLUZIONE
Si ha, posto v = u — x, che
Av= in 2,

e in particolare, per esempio,

1 1
—2,y) =2 —= -, 1
v(=2,y) >0, 1<Y<73 (1)

Dunque per il principio di massimo forte v > 0 in {2, e anzi v > 0 in {2 perché
altrimenti si avrebbe v =0 in {2 contro la (1). Quindi

u(z,y) —ax >0 in £2.

14. [1/4/2005 (ex)II] Sia

0= [(— %%) X (—1,0]] U [(—1,1) x (0,2)] .

Dimostrare che la soluzione di

Au=0, in (2,
(1y)——y, 0<y<2,
u(l,y) = 0<y<2,
u(z,2) = — -l<z<1,
u(z,y) =0 su 002N {y < 0},
soddisfa
u(z,y) < =y, in £2.
SOLUZIONE

Si ha, posto v = u + y, che



480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

e in particolare, per esempio,
1 1
v(z,—1)=-1<0, 5 <e<y. (1)

Dunque per il principio di massimo forte v < 0 in {2, e anzi v < 0 in {2 perché
altrimenti si avrebbe v =0 in {2 contro la (1). Quindi

u(z,y)+y <0 in {2.

15. [23/6/2005 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2 ={(z,y) |4 <2>+9* <9},

u = xy?, su 0f2.
Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di 2 dato da

20{(z,y) |y >z >0}.

16. [23/6/2005 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2 =A{(z,y) | 1 <lz|+ |yl <2},
u=|zyl, su 012.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di {2 dato da

20{(z,y) x>y >0}.

17. [15/12/2005 (ex)I] Trovare 'unica soluzione radiale del problema

Au=0, 22+t >1,
u(z,y) =1, 2?4yt =1,
lim  w(z,y)=1.

z2+y2—o00

18. [20/9/2007 (ex)I] Trovare la soluzione radiale

u(@,y) = v(Va? +y?),

129



480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

del problema
Au=0, 1<a2®+y><A4,
u(z,y) =1, 2?4yt =1,
ou
— =1, 2>+4>=4.
on 4
SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene

1(7"1)T)T=0, 1l<r<2,
,
v(l)=1,
ov
5(2)—1.

L’integrale generale dell’equazione differenziale é
v(r) =k lnr+ky,

e le costanti k; si determinano con le condizioni alla frontiera:

’U(].)Zkgz].,
k1
r(2)=—=1.
b =5
R.
u(z,y) = In(2? +y?) + 1, l<a2? +y* < 4.

19. [14/12/2007 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni radiali

u(@,y) =v(Va? +y?),

del problema

Au=——, 1<z 442,
(z2 +y?)?

0

a—:;:o, x2+y2:1.

SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene

1 1
;(rw)r:;, 1<r,
ov
E(l)_O.
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

L’integrale generale dell’equazione differenziale ¢
v(r)=kilnr+ky+r.
Imponendo la condizione alla frontiera:
v(l)=1+k =0,

si ottiene k1 = —1, mentre ks rimane arbitrario.
R.
u(z,y) = —In(2® + 92 + (@2 +9°)7 + ko,  L<a®+y>.

20. [14/7/2008 (ex)I] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({x? +y* >
1}) del seguente problema:

Au= (Va2 +y?2) ", vVaz+y?>1,
Vu(z,y) - v=20, vai+y?=1,

ove v & la normale a /22 4+ y2 =1, e @ > 0 & assegnata ad arbitrio.
Si dimostri che

lim  wu(z,y) = .
x24y2—o00

SOLUZIONE
Passando a coordinate radiali

v(r, ) = u(rcosp,rsiny), r>0,p€(—mm),

il problema diviene

Upp + =0 =77%, r>1,
ve(1) =0, r=1
Si ha dunque
%(rvr) = pmotl, r>1,

da cui, assumendo per ora o # 2,

T

rop(r) = /p’”ldp:

1

roet2

2—«

Dividendo per r e integrando si ha

v(r) —ov(l) = /Twi_(ﬂds.

2—«

Si vede subito che I'ultimo integrale tende a +oco se r — 0o, il che prova la tesi.
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

Se poi o = 2, si ha come sopra

0
—(rvy) =r7oFl =71

>1,
or "

da cui,
T

rop(r) z/p_ldpzlnr.
1

Dividendo per r e integrando si ha
f Ins
v(r) —ov(l) = / Tds.
1

Anche quest’integrale diverge per r — 0.

21. [14/7/2008 (ex)II] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({x?+y? >
1}) del seguente problema:

Au= (Va2 +y2)",

Vu(z,y) - v=0,

Va2 +y?>2,
VaZ+y?2=2,

ove v ¢ la normale a \/x2 + y?2 = 2, e a < 0 & assegnata ad arbitrio.
Si dimostri che
lim

, u(z,y) = 0.
z24y2—o0

22. [11/1/2010 (ex)I] Sia 2 = (0,1) x (0, 1), e si considerino i due problemi
al contorno

Au=0, Av=0, in £2,
u(z,0) =1, (z,0) =2, O<zx<l,
u(z,1) =1, (r,1) =2, O<zx<l,
u(0,y) =0, (0,y) =—1, 0<y<1,
u(l,y) =0, v(l,y) = -1, O<y<l1.

Dimostrare che vale
(1 1) _ (1 1)
22) = "\22)-
(Sugg.: usare le simmetrie del problema, e il teorema di unicita di soluzioni.)

SOLUZIONE
Definiamo

w(z,y) = v(z,y) —u(@,y).
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Allora w soddisfa

Aw=0, in 2,
w(z,0) =1, 0<zxz<1,
w(z,1) =1, 0<z<l1,
w(0,y) = —1, 0<y<l1,
w(l,y) =—1, 0<y<l.
Dobbiamo dimostrare che 11
w(2’§) =0
Definiamo
wl(x7y) = ’LU(y,:E)7 wQ(xay) = —’LU({E,y), (x7y) €.

Sia wy che wy risolvono il problema

Az=0, in 2,
2(z,0) = —1, 0<z<l1,
z(z,1) = -1, 0<x<1,
z2(0,y) =1, O<y<l1,
2(1,y) =1, O<y<l1.

Percio per Iunicita wy = ws e

(1 1)_ (1 1)_ (1 1)_ (1 1)
Wag) = W\33) = "2\3'3) = "\33)-

520. Formula di rappresentazione eq. del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Up — Uy =0, 0<z<oo,
u(x,0) = arctg x, 0<z,
uIB(O)t):O) 0<t,

come restrizione a z > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy

su R.
R.

oo

u(z,t) = /arctg|£|F(x—§,t)d£.

— 00

Infatti si verifica direttamente che questa soluzione & pari.
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

2. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Up — Upg = 0, O<z<oo,
u(x,0) = cosz, 0<uz,
u(0,t) =0, 0<t,

come restrizione a x > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy
su R.
R.

u(z,t) = / sign(&) cos(§)IN(x — &, 1) dE.

(sign(é) = 1 se &€ > 0, sign(§) = —1 se & < 0) Infatti si verifica direttamente che
questa soluzione é dispari.

3. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione u del problema di Cauchy
corrispondente al dato iniziale ug(z) = x[—1,1)(%), * € R soddisfa

—1<z<1,1<¢.

(1) > —
u(x,t) >

’ ev/nt’
SOLUZIONE

Si utilizza la rappresentazione della v mediante la soluzione fondamentale, stimando

dal basso ’esponenziale che appare nell’integrale usando le —1 < x <1, 1 <.
Iniziamo cioé con lo scrivere

1
u(w,t) = #E/XHJ](&) -l dg_?/ 2
R

Dato che —1 < x < 1, nell’ultimo integrale si ha

e quindi, set > 1,
(== s>2
e >e

Quindi

4. [1/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Uge = 0, —o<r<o00,0<t <00,

u(z,0) = up(z), —oo<r <o,
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

ove

uo(w) = 1= X0 (#) = {(1) v

allora per ogni x € R fissato

lim w(z,t) =1.

t—00

5. [30/6/2003 (ex)I] Consideriamo le tre funzioni wj, wue, us soluzioni
limitate di

Ut — Urze = 0, reR,0<t <00,
u1(z,0) = X(0,4+00)(z) arctg x, r € R;

Ut — Uy =0, r>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
ug(x,0) = arctgx, x>0;

Uzt — Uz = 0, x>0,t>0,
us.(0,t) =0, t>0,
us(x,0) = arctg x>

Mostrare che

ug(x,t) < up(z,t) <ug(zx,t), per ogni x > 0, t > 0.

6. [30/6/2003 (ex)II] Consideriamo le tre funzioni wj, ug, us soluzioni
limitate di

Ul — Ulgz =0, reER,0<t< o0,
1
Ul(x;O) = X(O’—HX))(:E)I‘Q—H s S R,
Ugt — Ugge = 0, z>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
1
0) = ——— >0
u2(x7 ) m2+17 x— )
Uzt — Uggz =0, z>0,t>0,
us,(0,t) =0, t>0,
1
0) = >0.
ug(2,0) = 5=, x>0
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Mostrare che

ug(x,t) <up(z,t) < ug(x,t), per ogni x > 0, t > 0.

7.[28/6/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di

Up — Uy = 0, —co<r<oo, t>0,
’LL(J,‘7O) = X(O,oo)(x)v —00<x <00,
soddisfa )
tlggo u(z,t) = 3 per ogni z € R.

8. [28/6/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di

Up — Uy = 0, —co<zr<oo, t>0,
uw(,0) = —2X(—00,0)(T) s —oo<x <00,
soddisfa
lim u(z,t) = —1, per ogni x € R.
t—o0

9. [15/9/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Up — Ugy = 0, O<zr<oo,t>0,
uIB(O)t):()) t>0,
u(x,O):mcosm, 0<z< o0,

e dimostrare che ¢ limitata su (0, 00) x (0, 00).

10. [15/9/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Ut — Ugy = 0, O0<x<oo,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(x,O)zﬁsinx, 0<x<o0,

e dimostrare che & limitata su (0, 00) x (0, 00).
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

11. [1/4/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di

Ut — Ugy = 0 —o<r<oo,0<t,

1, >0,
u(z,0) = v —oo <z <00,
0, xz <0,

soddisfa per ogni t > 0 fissato

lim w(z,t)=1.

T—+00

SOLUZIONE
Si ha dalla formula di rappresentazione

1 o0 , 1 +o0 , 1 PN

(z—8) (z—&) 2
7t = — 00 T4t d = — T4t d = — -z d .
— 00 —o0

Dunque, per t > 0 fissato,

2Vt

k
1 1
lim w(z,t)= lim — /e_zzdz: lim —/e_ZZdz
z— 400 T—400 /T k—>+ooﬁ

—o0

17
:ﬁ/eﬁgdz:l.

12. [1/4/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di

Up — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t,

0, >0,
u(m,O):{l v 0 —oo << o0,
’ r <0,

soddisfa per ogni t > 0 fissato

lim w(z,t)=1.

T——00

SOLUZIONE
Si ha dalla formula di rappresentazione

“+o0
1 _(@-8)? 1 _(@-8)?
u(a:,t)zm /X(foo,())(é.)e = dfz—/e - dg

2v/ 7t
L
= \/_E 672 dZ
2%/?
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Dunque, per t > 0 fissato,

“+o0 “+oo

. . 1 _,2? . 1 2
_x k
2Vt

1 i
zﬁ/e_zzd,z:l.

13. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore il problema

Ut — Ugy = 0, O<x<m,0<t,
w(0,t) =0, 0<t,

Ug(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = sin(z), O<z<m.

14. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni del problema di Cauchy per ’equazione del calore il problema

Up — Ugy = 0, O<z<m,0<t,
u,(0,t) =0, 0<t,

u(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = cos(z), O<z<m.

15. [7/4/2006 (ex)I] Sia w l'unica soluzione limitata di

Ut — Uge = 0, —o<r<oo,t>0,
2|z
U($,O):m7 — o< r<oo.

Determinare un tempo #y tale che per ogni t > g

u(z,t) < —00 < T < 00.

1_0 9

[Si noti che maxu(x,0) > u(1,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere ¢y > 0.]
SOLUZIONE
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Maggioriamo la u a partire dalla formula di rappresentazione:

_—g? 28
2\/_/ (1+¢2)?

u(x,t) d¢

*2\/_/ 1—2F|££|2 \/_/1+£2

! [ 1 r’_ 11
CVAt | 1+€x],  Jat 107
se t > 100/7.
R.

to=—.
™

16. [7/4/2006 (ex)II] Sia w 'unica soluzione limitata di

Up — Ugy = 0, —oco<zr<oo,t>0,
262lx]

u(z,0) = m ,

—o0 <z <00.
Determinare un tempo ty tale che per ogni t > tg

— 0 < T <0,

t —
u(z,t) < 0

[Si noti che maxu(x,0) > «(0,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere g > 0.]
SOLUZIONE
Maggioriamo la u a partire dalla formula di rappresentazione:

w2 22l
ul@,t) = 2\/_/ T At &

2¢21¢] 2¢2¢

1 o0
—2\/_/ (1 + e2l€l)2 \/wt/l—i—e%
0
1

1 1 e 1
= — _— = —_—— = < —,
Vot [ 1+€25}0 Vat 2 10

set > 25/m.
R.

to = ==
™

17.[2/4/2007 (ex)I] Sia up una funzione continua e limitata su R, periodica
con periodo a > 0.
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Si dimostri che la soluzione w di

Ut — Uge = 0, —o<r<oo,t>0,

u(z,0) = up(z), —o0o <z <o,
¢ periodica in x con periodo a, ossia
u(z + a,t) = u(z,t), per ogni z € R, t > 0.

SOLUZIONE
Usando la formula di rappresentazione si ha

u(z +a,t) = 2\/_/ ~EHE g () de

]. (m—z)2 _ (a— 2)2
= — e” % wug(z+a)dz=—— / a z)dz = u(z,t).
NH/ o+ a)ds = o uo(z) dz = u(a, )

18. [2/4/2007 (ex)II] Sia up una funzione continua e limitata su R, con un
unico punto xy di massimo assoluto su R, tale cioe che

uo(xo) > up(z), per ogni x # xy.
Si dimostri che la soluzione w di

Up — Uy = 0, —oco<zr<oo,t>0,

u(z,0) = up(z), —oo <z <00,
soddisfa la disuguaglianza stretta

u(z,t) < uo(xo), per ognixz € R, t > 0.

19. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione del calore nel semipiano, la soluzione di

Up — Upy = 0, O<z<l1l,t>0,
u(0,t) =0, 0<t<oo,
ug(1,t) =0, 0<t<oo,
u(z,0) = 22, 0<z<l.

SOLUZIONE
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = 0, e poi in modo
pari intorno a x = 1. Si ottiene

—x°, —1<x<0,
_ 2?, 0<z<l1,
to(@) = (2 —x)?, l<z<2,

—(2—x)?, 2<z<3.

La ug va quindi estesa su R come funzione periodica con periodo 4.

R. La soluzione &
oo

1 s (z—8)2
[ T dE,

— 0o

u(z,t) =

ove ug ¢ una funzione periodica con periodo 4 tale che

—x“, -1l<x<0,
. z?, 0<z<l,
to(@) = (2 —x)?, l<z<?2,

—(2—x)?, 2<z<3.

20. [12/7/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
us(0,8) =0,  t>0,

u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = e, O<z<m.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = m, e in modo pari
intorno a x = 0. Si ottiene Iestensione

elel 0 < |z < 7; —e2m =l < x| < 2.

11 dato iniziale da sostituire nella formula di rappresentazione si ottiene poi esten-

dendo questa funzione in modo periodico su R, con periodo 4.
R. La soluzione é

17 .2
u(x,t):%/H/uo({)e*( W d¢, O<z<m,t>0,
—o0

ove ug ¢ periodica su R con periodo 4w, e

el 0<lz|<m;
o) = —e? el <z < 2m.
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

21. [12/7/2007 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Up — Ugy = 0, O<z<m,t>0,
u(O,t):O, t>07
uI(Tr7t):Oy t>07
1
u(x,0)21+x2, O<z<m.

R. La soluzione &

_(=—9)?

1 (o]
u(x,t)zm/uo(f)e 1w dE, O<z<m,t>0,

ove ug € periodica su R con periodo 4, e

sign(x) 0< o] <7
’ _ sten(@) _ T <|x| <27
14+ (27 —x)2’ '

22. [14/12/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione per
il problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Up — Upy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,

Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = zsinx, O<z<m.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo pari intorno a x = 7, e in modo dispari
intorno a x = 0.
Si ottiene I'estensione
N || sinz, —rT<zr<T,
o(z) = .
|27 — x| sin(2m — z) , T<x<3m.

La ug va poi intesa come estesa a tutto R in modo periodico, con periodo 4.
R. La soluzione e

oo

1 N lo—s|?
u(x,t)z—/uo(s)e_ o ds, O<z<m,t>0,
—00

V2t
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore
ove la ug ha periodo 4w e soddisfa

_ || sinx, —rt<z<m,

uop(z) =

|27 — x| sin(2w — z) , T<x<3m.

23. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

U — Dugy =0 O<zx<1,t>0,
u(z,0)=1—=x, 0<zx<l1,
u(0,8) =0, t>0),
us(1,8) =0, t>0),

mediante 'opportuna formula di rappresentazione.
SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato in modo dispari intorno a x = 0, e in modo pari intorno a
x = 1, ottenendo:
—1—-z, -1l<x<0,
N 11—z, O0<z<1,
uo(z) =
-1+, 1<z <2,
-3+, 2<z<3.

_@=6?

1 o0
u(x,t)zm/e i ug(§) dE, 0<z<1,t>0,

ove ug ¢ l'estensione periodica a R con periodo 4 di

—1—=x, —-1<x<0,
N 1—=x, 0<ax<l1,
WE = o<,

34z, 2<z<3.

24. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

U — Dugy =0 O<x<1,t>0,
u(x,O):1—$2, O<z<l1,
u(0,t) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.
R.

G

1 o0
u(x,t)zm/e iy (€)dE, 0<z<1,t>0,

143



520. Formula di rappresentazione eq. del calore

ove ug ¢ l'estensione periodica a R con periodo 4 di

—1+a?, -1<x<0,
N 1—z2, O<z<11,
to(@) = 34dr—a?, l<az<?2,

3 —dx+ a2, 2<x<3.

25. [15/6/2009 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

up — Dy, = —Cu, O<zr<oo,t>0,
ul(oat)zoy t>07
u(z,0) = sinz, 0<z<oo.

Qui D, C sono costanti positive.
Si dimostri che

lim u(x,t) =0, per ogni = € R.
t—00
SOLUZIONE
Mediante una riflessione pari intorno a x = 0, possiamo passare a studiare la

soluzione v del problema

v — Dvgy = —Cv, —oco<zxr<oo,t>0,

v(z,0) = sin’x, —oo <z <00,

poiché la restrizione di v a x > 0 coincide con wu.
Introduciamo poi la nuova variabile

w(z,t) = e“to(z,t),
che risolve

wy — Dwgy, =0, —oco<z<oo,t>0,
w(z,0) = sin’x, —o0o< T <00.

Teoremi noti implicano che vale

2

0 = minsin® s < w(z,t) < maxsin®s =1, reR,t>0.

SER SER

Dunque
0 <wv(z,t) =e “tw(zr,t) <e

il che implica che vale la relazione di limite cercata (addirittura in modo uniforme
su R).
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

26. [15/6/2009 (ex)I] Esprimere mediante la formula di rappresentazione
per ’equazione del calore la soluzione del problema

U — Dy, =0, O<ax<l1,t>0,
u(0,8) = 0 t>0),
u(1,t) = 0 t>0),
u(z,0) =sinz, O<z<l.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = 1, e in modo pari
intorno a x = 0. Si ottiene

—sin(2 — z), l<ax<?2,
_ sinz, O<z<l,
uo() = [sin x|, —-1l<z<0,
—sin(2 + z), —-2<z<—-1.
R.
wwt) = —— [ @@= de,  0<a<1,t>0,
2V Dt
R
o —sin(2 — z), l<ax <2,
N sinx, O<ax<l,
uo(z) = |sin x|, —-1l<z<0,
—sin(2 + 7), —2<z<-—1.

27. [13/7/2009 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugr =0, —oco<zr<oo,t>0,

u(z,0) = up(x), —oo<x <00,
con ug limitata e continua in R, e tale inoltre che

IEIEOO up(x) =0.

Si dimostri che

lim w(z,t) =0, per ogni fissato ¢ > 0.

r—+400
SOLUZIONE

Si sa che la soluzione si puo rappresentare come

_(z—9)?

u(x,w:ﬁ / up(€)e™ B ae
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Prefissato € > 0 si scelga x. tale che
lug(z)| < e, T > T .

Consideriamo poi che

_(z—9)?

1
u(x,t)zm /uo(é)e i d¢

1 T (@=9)?
+ — [ uo(§)e” "t d€ =: Jyi(x,t) + Jo(x,t).
[ wl© £ =2 (@, t) + (e, )

Si ha intanto
oo

5 (z—€)?
o, )] < —/— de<e,
2v/ Dt

Te

per ogni (x,t).
Inoltre, se M = sup |uo|,

M
Ji(z,t)] £ ——— e~
ol < [

per x — o0o. Si puo quindi scegliere y. > x. tale che
|[Ji(x,t)] <e, per x > y..
Infine si ottiene
|u(z, )] < |Ji(z,t)| + |J2(z, t)| < 2e, per x > ye,

che implica la relazione di limite cercata.

28. [13/7/2009 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugy =0, —oo<r<oo,t>0,
u(z,0) = up(x), —oo<x <00,
con ug limitata e continua in R, e tale inoltre che
lim wug(z) =0.
Tr—r—00

Si dimostri che

lim w(z,t) =0, per ogni fissato ¢ > 0.

T—r—00
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

29. [8/2/2010 (ex)I] Si consideri la soluzione w di

U — Dugr =0, —oco<zr<oo,t>0,

(.0) 2|sin z|, <0,
(4 x’ = .
|sin x|, x>0.

Dimostrare che
u(—z,t) > u(z,t), per ogni > 0, t > 0.

SOLUZIONE
Si ha dalla formula di rappresentazione

_(cz—6)? (z—&)2

+oo
u(—x,t) — u(xyt) = QL\/E / |:u0(£)e Dt — uo(é‘)e_ e | d¢

*
|

+oo
—z#m / [u0(~€) — uo(€)] e~ ae

o— )2
= —— sinéle” apt d€ + /sm e~ 4pt d
o= [ inel £+ 57 [kine] ¢
z—¢)2 x 2
*:2%/7 /|sin§|{e_(4D£t) — e~ 5Dt }d§>0,
T

perché nell’ultimo integrale si ha x > 0, £ > 0. Nei passaggi segnalati da * si é
usato il cambiamento di variabili & — —¢&.

530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Ugy + Uyy = 0, O<xr<oo,0<y <0,
uz(0,y) =0, 0<y < oo,
u(z,0) = arctg 0<z<oo.

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Ugz + Uyy = 0, O0<xr<o0,0<y <00,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
1
U($,O):m7 0<$<OO
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

3. [30/6/2003 (ex)I] Sia u la soluzione limitata di

Ugg + Uyy = 0, r€eR,y>0,
u(z,0) = up(z), r € R,

ove si assume che g sia una funzione continua e limitata in R, con
(e}
/\uo(a:)|dx < 0.
—0o0
Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:

/u(x,y)2 dy < o0.
1

4. [30/6/2003 (ex)II] Sia u la soluzione limitata di

Ugg + Uyy = 0, r€e€R,y>0,
u(z,0) = up(z), r € R,

ove si assume che g sia una funzione continua e limitata in R, con
o
/\uo(az)|dx < 0.
—00

Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:

oo

/u(a:,y)4 dy < o0.

2

5. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(oay):0¢ y>0,
ux(l,y):0, y>0,

u(z,0) =z, 0<z<l.
R. Siha -
1
U(x,y)Z; /uo(f)md&
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

ove ug € dato da

; -l<z<1, L .
uo(x) = * * ug periodica su R con periodo 4.
2—x, l<ax <3,

6. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=1, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, y>0,
uz(1,y) =0, y>0,
u(z,0) =0, 0<z<l.

(Sugg.: cambiare I'incognita per ridursi a un problema per I'equazione di
Laplace).

SOLUZIONE

Se per esempio v = u + [1 — (x — 1)?]/2, v soddisfa un problema simile a quello
soddisfatto da u, con le differenze che Av =0, e v(x,0) = (22 — 22)/2. Allora

oo
2 — 22

1 Y
2 +;/’UO(§)($_£)2+ygd§a

— 00

u(z,y) = —

ove vy ¢ definita da

1
) 52z —|z|x), -l<zx<1,
vo(x)_{1(4—2x—|2—x|(2—x)) l<z<3
2 ) ’
e dalla condizione che vy sia periodica su R con periodo 4.

7. [31/3/2004 (ex)I] Trovare mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, z>0,y>0,
u(O,y):O, y>0,
u(x,0) =, x>0.

8. [31/3/2004 (ex)II] Trovare mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y >0,
Uw(o’y)zov y>0,
1
U(.’E,O)——m, l‘>0
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

9. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y<0,
uy(x,0) =0, x>0,
u(0,y) = cos(y?),  y<0.

SOLUZIONE
Si tratta di riflettere in modo pari intorno a y = 0 il dato su x = 0 per ottenere il
problema nel semipiano x > 0

Av=0, x>0,
v(O,y)zcos(yQ), —oco<y <.

Poi si applica la formula risolutiva per I’equazione di Laplace nel semipiano.

R.

o0

X

1 2
Y) = — dn, >0,y<0.
ulw,y) = — / Ay s dn, e >0,y

— 0o

10. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y<0,
u(z,0) =0, x>0,
w(0,y) =sin(y®),  y<O0.
R. -
@)= [ sl >0,y <0
ux,y _7T $2+(y_7])251n 7777 77’ X 7y .

11. [14/4/2005 (ex)I] Sia ug : R — R una funzione continua e limitata non
crescente, cioe tale che

ug(x2) < up(zy), per ogni 1, T2 € R, 29 > x7.

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —o<r<oo,0<y,
u(z,0) = up(x), —oo<r <o,
soddisfa
u(zg,y) <u(x1,y),  perognizy, x2 € R, 22 > 21 ey>0.
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

12. [14/4/2005 (ex)II] Sia up : R — R una funzione continua e limitata
non decrescente, cioé tale che

uo(x2) > up(zy), per ogni x1, T3 € R, 1o > 1.

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —o<r<oo,0<y,
u(z,0) = ug(x), —oco<x <o,
soddisfa
u(xe,y) > u(xy,y), per ogni x1, x9 € R, 29 > 11 ey > 0.

13. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Ugg + Uyy = 0, z>1,y>0,
ux(l,y):(), y>0,
u(z,0) = el ™7, x>1.

14. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Ugz + Uyy = 0, >0,y >1,
uy(x,1) =0, x>0,
1
u@0,y)=—, y>1.
Yy

15. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione per
I’equazione di Laplace nel semipiano,

Au=0, z>0,y<0,
u(z,0) =0, x>0,
u(0,y) =€, y<0.

SOLUZIONE
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

Occorre ricondursi a un problema posto nel semipiano x > 0, riflettendo in modo
dispari il dato su x = 0. II dato esteso sara:

. ey, y <0,
uo(y) = i y >0

Quindi la soluzione del problema esteso sara

_ 17 _
u(x,y)zg/muo(@d& rz>0,-c0o<y<o0.
R. -
1
u(x,y)z;/msign(f)e_mdf, x>0,y <0.

16. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione
per I'equazione di Laplace nel semipiano,

Au=0, x>0,y >0,
uw(O,y):O, y>0,
u(x,0) =sin(x + 1), x>0.

SOLUZIONE
Occorre ricondursi a un problema posto nel semipiano y > 0, riflettendo in modo
pari il dato su y = 0. II dato esteso sara:

o) = sin(z + 1), x>0,
0 sin(—z + 1), x<0.

Quindi la soluzione del problema esteso sara

ﬁ(x,y)Z%/mﬁo(f)d& y>0,—00o<x<00.
R. .
u(x7y):%/m81n(|£|+l)d£, x>0,y>0.

17.[20/9/2006 (ex)I] Si consideri I'unica soluzione limitata di

Au=0, reR,y>0,
u(x,0) = xr(x), r€R,
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

ove
00

I= |J i2n.2n+1).
n=—oo
Supponendo noto che esiste una costante ¢ € R (indipendente da z) tale che
lim u(z,y) =c, per ogni = € R,
Y—00

si determini tale c¢. [Sugg.: usare Iinvarianza dell’equazione di Laplace per

traslazioni, e il teorema di unicita.
SOLUZIONE
Si consideri 'unica soluzione limitata v di

A’U:O, SUGR,ZJ>07
v(z,0) = xr41(z) = x1(z - 1), reR,

ove
00

I+1={zeR|z-1el}= |J 2n+1,2n+2).
Dato che
soddisfa il problema per v ed ¢ limitata, per il teorema di unicita segue che w = v.
Dunque

lim v(z,y) = lim u(z —1,y) =c, per ogni x € R.

:[[A)OO :[[A)OO
D’altronde z = u + v soddisfa

Az=0, re R,y>0,
z(z,0)=1, r€R,

e pertanto coincide con I'unica soluzione limitata, costante, z = 1, sempre per il
teorema di unicita. Dunque

1= lim z(z,y) = lim u(z,y) + lim v(z,y) = 2c, per ogniz € R,
Yy—>00 Yy—00 Yy—oo
da cui c=1/2.
R.
1
c=—.
2

18. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(1,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = 22, O<z<l.

153



530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato al bordo y = 0 in modo dispari intorno a x = 0, e poi in
modo pari intorno a x = 1. Si ottiene

— 22, —1<z<0,
_ z?, 0<z<l,
to(@) = (2 —x)?, l<z<?2,

—(2—x)?, 2<z<3.

La ug va quindi estesa su R come funzione periodica con periodo 4.
R. La soluzione &

u(z,y) Z% /%(f)m d¢,

ove ug ¢ una funzione periodica con periodo 4 tale che

—x?, -1<z<0,
N z?, 0<z<l,
Uo(®) = 2 — )2, l<z<2,

- (2-2)*, 2<z<3.

19. [18/4/2007 (ex)II] Scrivere, usando la formula di rappresentazione
dell’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, 0<zr<2,y>0,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
u(2,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = 23, 0<z<2.
R. La soluzione &
u(e >—1/oou~<£>$dg
Y _7'('_ 0 y2+($—€)2 )

ove ug € una funzione periodica con periodo 8 tale che

— 23, —2<x<0,
N z3, 0<z<2,
to(@) = — (4 —x)3, 2<z<4,

(4 — )3, 4<z<6.
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

20. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

Au=0 —oco<r<0,-c0o<y <0,
u(z,0) =€, —oco<z<0,
u,(0,y) =0, —oco<y<0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.
SOLUZIONE

Occorre riflettere il dato in modo pari intorno a x = 0, ottenendo:

to(x) = e 17! —00 < T < 00.
R.
_ 1 ly| —l¢|
u(x,y)—;/me d¢, —o<zr<0,-c0o<y<0.

— 00

21. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

Au=0 —oo<r<0,-c0<y <0,
u(z,0) =0, —oco<x <0,
u(0,y) = €Y, —oco<y<O0,
mediante I'opportuna formula di rappresentazione.
R.
o= Tt _ae ecoyeo
W=TT TG et

22. [12/1/2009 (ex)I] Risolvere con la formula di rappresentazione per il
problema nel semipiano per ’equazione di Laplace il problema

AUZO, $>07y>07
. Y
07 = <—)7 >07
u(0,y) = arcsin Ty y
uy(z,0) =0, x>0.

SOLUZIONE

Per ricondurre il problema a uno nel semipiano x > 0 occorre riflettere il dato su
x = 0 in modo pari intorno all’origine. Dunque ’estensione del dato sara

— (Yl
uo(y :arcsm( ), yeER.
W Tty
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535. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel cerchio

Ll )y
u(z,y) = — arcsin dn, z>0,y>0.
(®:3) / (1+|77| 2y -2 Y

3

— 0o

23. [12/1/2009 (ex)II] Risolvere con la formula di rappresentazione per il
problema nel semipiano per ’equazione di Laplace il problema

A’LL:O, $>07y>07
. Y

0,y) = arcs (—), >0,

u(0,y) resin T+ Yy

u(z,0) =0, x>0.

R.
17 . n x
= — 3 d 0 0.
u(z,y) 7r/ arcs1n(1+|n|)x2+(y_n)2 n, x>0,y >

535. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel cerchio

1. [8/3/2004 (hw)I] Si usi la formula di Poisson per dimostrare che la
soluzione u di

Au=0, in B = {2®49° < 4},
U(.I‘, y) = X{z>0,y>0} (l‘, y) ) su dB,
soddisfa
u(1,1) > u(—-1,-1).

2. [28/6/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, 2?4yt <1,
u(z,y) :max(xZ—yQ,O), a:2+y2 =1.

3. [28/6/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, 2?4yt <1,
w(z,y) = min(zy,0),  2*+y>=1.
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600. Teoria di Fourier
600. Teoria di Fourier

1. [8/3/2004 (hw)I] Siano f e g due funzioni in L?((—m, 7)), e siano a,, b,
i coefficienti di Fourier di f, rispettivamente «,,, 8, quelli di g. Dimostrare
che le serie

0 ) ) )
§ anQp , § anfBn, § bno, , § bnBn
n=1 n=1 n=1 n=1

sono convergenti.

2. [23/6/2005 (ex)I] Calcolare la somma della serie

> buf,
n=1

ove i b, e i B, sono i coefficienti di Fourier definiti da
o
Z bpsin(nz) =m —x, in L*(0,7),
n=1

, in L*(0, 7).

Tiﬁn sin(nx) = ‘g —x

3. [23/6/2005 (ex)II] Calcolare la somma della serie

[ee]
> bnB,
n=1

ove i b, e i 3, sono i coefficienti di Fourier definiti da

o

Z by sin(nx) = |7 — 2z| , in L*(0,7),
n=1

(e}
Z Br sin(nz) = x, in L2(0, 7).
n=1

4. [20/4/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie
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600. Teoria di Fourier

ove i numeri reali a,, sono determinati dall'uguaglianza

2 o0
flz)=|2> = =|=ag+ Y ay,cos(nz), in L((0,7)).
n=1
SOLUZIONE
Introduciamo il sistema ortonormale
(2) = — (2) = —=cos(na), > 1
r) = — n(x) = —=cos(nr), n>1.
®o \/7_'(' ) ® ﬁ
Allora
S TR PR W
0 — = - \/E ,P0)

Dunque per lidentita di Parseval:

> T ™ > T
112 = D2 1) =7ad + 3" Za2 = 23" aZ + Ta.
n=0

Ne segue
- 2 2 2
> an=Z|fI? - af.
T
n=0

Calcoliamo infine
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600. Teoria di Fourier

ove i numeri reali a,, sono determinati dall'uguaglianza

flx) = ‘23: - %‘ =g + ;an cos(nx) , in L2((0,7)).

oo

3629
2 2
7;0“" “ 3072

6. [15/12/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie

oo
Z anBn,
n=1

ove
o0
fl@)=a*=> aysin(nz), O<z<m,
n=1
o0
9($)=$20=Zﬁnsin(n$), O<z<m.
n=1
SOLUZIONE

Si sa che, posto

on(x) = \/gsin(nx) :

il sistema {p, }52; & ortonormale e completo. Valgono le

= \/g(ﬂ ¢n),  Bn= \/g(g, ©n) -

Per le proprieta di {¢,}°2, (e per le identita di Parseval), vale

™
22

nz::lomﬁn: ;nz::l(fa@n)(g;@n) = ;(fhg) = ;O/xQde:22_3.

22

23

7.[2/4/2007 (ex)I] Calcolare la somma della serie



600. Teoria di Fourier

ove la successione «,, ¢ definita da

flx)=ag+ Z ay, cos(nx) in L2((0,7)),

n=1
© 1
T)=—1=, O<zx<m.
@) =
SOLUZIONE
Si ha che il sistema
1 2 2

C= {ﬁ, iﬂ_ cosx, % cos 2z, . .. } = {on}ry

¢ ortonormale completo in L2((0,7)). Dunque I'identita di Parseval implica che
2
IF12 =D (f.en)”
n=0

D’altronde 1 5

050:_71_(,]07@0); an:ﬁ(fa@0)7 n>1,
percio

n=0 n=1 n=1
2 — 1 2
=—=(f,00)" + =D (f.on)? = ==(f,00)" + = fII?
ﬂ—n:O ™ ™
Calcoliamo infine
T 1 _
I1£11? = ﬁdx— [2vz], =2V,
0
1 [ 1 4 5] 4,
G = 7z [ o= [t = 57
0
R. -
S 20
n=0 " 9\/7_-[-

8. [2/4/2007 (ex)II] Calcolare la somma della serie
Do
n=0
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600. Teoria di Fourier

ove la successione «,, ¢ definita da

f@)=ao+ > apcos(nz),  in L*((0,7)),

n=1
(§]
F) = — 0<a<
= T.
Ve’
R. -
Z 2
2 Mur

9. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la somma della serie

%
Z anBn,
n=0

ove i coefficienti «y, € 5, sono definiti da
[ee]
flx)=Vx = Z o, cos ((2n + 1)) | in L?((0,7/2)),
n=0

g(z) =z = Zﬁn cos ((2n+ 1)z), in L?((0,7/2)).
n=0

SOLUZIONE
Si ha, definito il sistema ortonormale completo in L*((0,7/2))

2
on(z) = NG cos(2n + 1)z, n>0,

che i coefficienti o, e 3, sono dati da

an:%(,ﬂ(pn); ﬁn:%(g,@n)

Quindi si ha per 'identita di Parseval

Z 0B =23 (fepn)an) = 21.9)

nO

- [ B
0

12 (77)%
11\2
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600. Teoria di Fourier

10. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la somma della serie

00
Z anBn,
n=0

ove i coefficienti o, e 3, sono definiti da

fl@)y=2=> apsin((2n+1)z), in L2((0,7/2)),

n=0

g(x) =z = Busin(2n+1)z),  in L*((0,7/2)).
n=0

11. [15/6/2009 (ex)I] Calcolare la somma della serie

o
Z(_nanﬁn + nbnan) 5
n=1
ove
[o.¢]
flx) = 22—’ = ag + Zan cosnx + by, sinnx ,
n=1

[o.¢]
gx) =€ =ag+ Zan cos nx + By sinnx
n=1
in L?((—m,7)).
SOLUZIONE
E noto che, essendo f € CY([—m,7]) con f(r) = f(—n), allora

o0
fl(x) =22 = Z(—nan sin nz + nb,, cosnx) .
n=1
In effetti b, = 0 per ogni n > 0 perché f’ & dispari (o perché f & pari).
Dunque, ricordando la definizione dei coefficienti di Fourier,

0o oo
Z(_nanﬁn + nbnan Z ) @1 z -1 )
n=1

=1
ove {;}$2, indica il sistema ortonormale di Fourier.
Per una conseguenza dell’identita di Parseval,

s
[ee]

Z " 0i) (g, i) /f x)de = /2xemdx: 2" (m—1)+2e " (r+1).

=1 —r
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605. Calcolo di serie di Fourier

2 He™(m — 1)+ e ™ (m + 1)].

605. Calcolo di serie di Fourier

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare i coefficienti della serie di coseni

[ee]
ao—l-Zancos(nm):‘x—g‘, O<z<m.

n=1

Calcolare la somma

[eS)
2
g ar .
n=0

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare i coefficienti della serie di seni

oo
ansin(nx):‘m—g , O<z<m.
n=1

Calcolare la somma

i b2 .
n=1

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la serie di Fourier di

f(x) =2|sinx|, —T<r<T.

4. [8/3/2004 (hw)I] Calcolare la serie di Fourier di

f(z) =7 —|x| +cosx, —T<x<T.

T 4 4

5. [31/3/2004 (ex)I] Una delle due funzioni seguenti non si puo sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

D f@=5+e 2 gla)=@+m

163



605. Calcolo di serie di Fourier

6. [31/3/2004 (ex)II] Una delle due funzioni seguenti non si puo sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

) fl) = . 2) gla) = ta

7. [28/6/2004 (ex)I] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

B, soddisfino
costante

1Bnl <

Dire quale e, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:

fl@)=(r—2)*, gl@)=a(x-z), hz)==z.

EUR n=>1;

8. [28/6/2004 (ex)II] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

B, soddisfino

costante
1Bn| < o n>1;

Dire quale e, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:

flx) =|m —af, g(m):‘w—g‘, h(z) = = —

9. [1/4/2005 (ex)I] Calcolare lo sviluppo

f(z) =ap+ Z an, cos(nx) + by sin(nz) ,

n=1
ove

f(@) =7 —|z| + x01)(z), —T<x<T.
SOLUZIONE
Scriviamo

f(@) = g(x) + x01) (@),

con g(x) = 7 — |z|. Calcoliamo prima i coefficienti dello sviluppo

g(z) = ap + i ay, cos(nx) + By, sin(nx) .

n=1
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605. Calcolo di serie di Fourier

Dato che g é pari, si ha 3, = 0 per ognin > 1. Si ha poi

s ™

1 1
a0 === [ (x—|al)da = _/(ﬁ_@dxzf,
27 m 2
g 0
e, per ognin > 1,
1] 2 [ 2
Oy = — /(w —|z|) cos(nz) dz = = /(7T — ) cos(nz)dr = —2(1 —(=1)").
p . ™
et 0

I coefficienti di

X(0,1)(z) =0 + Z Y cos(nz) + o, sin(nx) ,

n=1
sono dati da _
1 1
il de = —
=5 X(0,1)(7) dz 5
e, per ognin > 1, da
1 7 sinn
Yo == [ X(o,1)(x) cos(nx) dx = ,
T ™
1 r 1—cosn
b= = in(na) dz = 2 %"
- /X(071)(x) sin(nz) dz —
Dunque
fla) = Iy i {i(l —(-1)") + sinn} cos(nz) + L cosn sin(nz)
T2 — mn? n ™ '

10. [1/4/2005 (ex)II] Calcolare lo sviluppo

f(z) =ap+ i an cos(nx) + by, sin(nz) ,

n=1
ove
T
T — 5 O<zx<m,
fz) = x
$+§+X(,170)(l‘), —rT<x<0.
SOLUZIONE
Scriviamo

f(x) =g(x) + x(-1,0/(2),
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605. Calcolo di serie di Fourier

con g(x) = x — sign(z)mw/2. Calcoliamo prima i coefficienti dello sviluppo

g(x) =ap + Z ay, cos(nx) + By, sin(nx) .

n=1
Dato che g é dispari, si ha o, =0 per ogni n > 0. Si ha poi per ognin > 1,

s s

s s

Bn = 1 / (a: — sign(a:)g) sin(nz) dz = 2 / (a: — g) sin(nz) de = _ir et .

e 0

I coefficienti di

X(-1,0)() =70 + Z Y cos(nx) + o, sin(nx) ,

n=1
sono dati da .
1 1
Yo - X(—l,o)(ﬂf) dx = o
e, per ognin > 1, da
_1 /Tr (z) cos(nz)dz = sinn
Tn = - X(—1,0) =’
1 T sm — 1
Op = — /X(fLo)(ﬂ?) sin(nz) dx = cosn T 2
T ™
Dunque
1 =, sinn ] L+ (=1)"  cosn—1\ .
f(z) = o + ; — cos(nx) + { — - + p— }bln(na?).
11. [14/4/2005 (ex)I] Sia
f(@) =min(l,7—z), O<z<m.

Si determini quale tra i due sviluppi

flx)=ap+ Z apcos(nz), f(z)= Z B sin(nz) ,
n=1

n=1

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oo.
12. [14/4/2005 (ex)II] Sia

f(z) = z(r —x)?, O<z<m.
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605. Calcolo di serie di Fourier

Si determini quale tra i due sviluppi

flz )—040‘1'20611008 n) Zﬁnsmnw

n=1

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oo.

13. [20/9/2006 (ex)I] Determinare lo sviluppo in serie di Fourier

o0
:Zansin(Qn—i—l)x, O<z<=

27
n=0
ove
7r
x, 0<.T<Z,
f(l‘): 1 T T
—<r< .
’ 4 2
SOLUZIONE
Calcoliamo:
i 3
4 . 4 [ .
ap=— [ zsin(2n+ )azde + — [ sin(2n + 1)z dx
T i
0 i
_ 4 xcos(2n+ 1)x %+é/xcos(2n+1) e
T 2m+1 0o T 2n+1
0
4 [cos(2n + 1)x 2
Tl 2n+1 =
14— 4 1 m
== 2+ 1)~ + ———sin(2n + 1)~
7r2n+1cos(n+ )4+7r(2n+1)25m( n+l)g
i 14 4 1
- i 7r
W= 2n+ 1)+ 2~ sin2n+ 1)
On = o s g+ T Ty s+ 17

14. [12/7/2007 (ex)I] Sia
fz)=n%—2a?, O<z<m.
Uno solo tra i due sviluppi in serie

o0 o
:Zﬁnsinn:v, f(a:):ozo—l—Zancosnm, O<zx<m,
n=1

n=1

ha i coefficienti di ordine O(n~2) per n — oo.
Spiegare quale ¢, e calcolarne tutti i coefficienti.
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605. Calcolo di serie di Fourier

SOLUZIONE
A) Come é noto, sviluppare f in (0,7) in serie di seni equivale a sviluppare la
riflessione dispari di f in (—m,m) nel sistema di Fourier di seni e coseni. Viceversa,
sviluppare f in (0,7) in serie di coseni equivale a sviluppare la riflessione pari di f
in (—m, ) nello stesso sistema.
Poiché nel caso in esame I’estensione periodica a R della riflessione pari € piu rego-
lare della analoga estensione della riflessione dispari, lo sviluppo con i coefficienti
che tendono a zero con maggior velocita é quello in serie di coseni.
B) Con i calcoli si ottiene per n > 1

s

_1\n+1
Q= 2 /(772 — 2%) cos(nz) de = % ,

mentre

Bn = %/(ﬁ ) sin(na) de = 20 [ (<))
0
R. n+1
040—%772, an4(;1732 ., on>1
15. [12/7/2007 (ex)II] Sia
f(x)z(g—x)Z—Zg, O<z<r.

Uno solo tra i due sviluppi in serie

f(g;):Zﬁnsinng;, f(a:):a0+2ancosn:1:, O<z<m,
n=1

n=1

ha i coefficienti di ordine O(n~3) per n — oo.

Spiegare quale &, e calcolarne tutti i coefficienti.

R.
4

3

Bn = —[(=1)" —1].

16. [20/9/2007 (ex)I] Calcolare i coefficienti dello sviluppo di

f(z) = sin 2z 4 cos bz, O<z<m.
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605. Calcolo di serie di Fourier

nel sistema ortonormale completo in L?((0, 7))

2
cos T, cos 2z, } .

c={ e e

SOLUZIONE
Scriviamo

oo
flz)=ao+ Z Oy, COSNT
n=1

e calcoliamo:

=1|~

/ sm2x+cos5az) dx =0.
0

Poi, pern > 1:
s s

2 2
Qy = —/cos5xcosnwdx—|— —/sin?xcosnmdx
T T

0 0

T

= 05, + 1 / [sin(2 4+ n)z + sin(2 — n)z| dz
71'

1 1 T
= 05n + p {—2+ncos(2+n)az - 2_ncos(2 —n)x]o
4 (-1 -1
=05+ ——F——.
o+ T n2—4
Si e dovuto assumere che n # 2. In questo caso invece:
2 [ . 17
g = — [cos5xcos2x+81n2xc052x] dx = — [ sindxdx =0.
0 0
0 0
R.
8 nm -1
f(x) = cosbx + 3—cosx—|— Z ﬂ_(nz)illcosnx.

17. [14/12/2007 (ex)I] Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier (di seni e
coseni) di

s
T+, —7T<l‘<—§,
T ™
r)= —— <<
f(z) ’ 2 27
T
T —T, §<x<7r.

SOLUZIONE
La f é dispari, dunque

o0
x) = E Qp, sinna .
n=1
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605. Calcolo di serie di Fourier

Calcoliamo:
1 [ , °>r .
anp=— [ f(x)sinnzdr == [ f(z)sinnxdx
T T
-7 0
3 ™
2 . 2 .
= —/wsmnmdx—i——/(x—w)smnxdx
T T
0 3
o [ [ 2
= —/xsinnmdx—?/sinnmdx: —— cos (nz)
T n 2
0 3
R.
=1
T) = Z(=1)* sin 2k .
F0) =35

18. [28/3/2008 (ex)I] Data la funzione
f(z) = 2*(m —x), O<z<m,

solo uno dei due sviluppi

flx)=ap+ Z ay, cos(nx) flz) = Z B sin(nx) ,
n=1

n=1
soddisfa la maggiorazione

. . costante

|coefficiente n-esimo| < 5

Dire quale e e determinarne i coefficienti.

SOLUZIONE

Lo sviluppo in serie di seni corrisponde allo sviluppo di Fourier dell’estensione
dispari della f, mentre quello in serie di coseni all’estensione pari.

Tra le due estensioni, quella dispari é piu regolare perché é 'unica che risulta di
classe C.

Calcoliamo quindi i coefficienti della serie di seni:

T

2 2 47
— /x2 sin(nz)dz = — {—fw} + — [ zcos(nx)dx
77 77 n o TN

0

s

27 a1 4 .
= 7(—1) o W/sm(nw)dx
0
2m 4
= ey e -1,
Ty (1) 1]
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605. Calcolo di serie di Fourier

Infine
2 [ 2 (na)]” 6 [
—/x3 sin(nz)dz = — {—x3M} + —/x2 cos(nx) dx
7 7 n 0o ™
0 0
2y 12 / (nz)d
=— — sin
- —— | wsin(nz)dz
0
271—2 n+1 r
= n( )" 4+ — [zcos(nz)]y — —5 [ cos(nz)dx
0
2 12
_ n+1 ~“_1\n
e
R.

19. [28/3/2008 (ex)II] Data la funzione
f(a:):x2<a:—g>, O<z<m,

solo uno dei due sviluppi

f(z) =ao+ Zan cos(nz) , flz)= Z/Bn sin(nz) ,
n=1

n=1
soddisfa la maggiorazione

. . costante
|coefficiente n-esimo| < ———.
n

Dire quale e e determinarne i coefficienti.

R. N
X:: %{— I (—U"]}cos(nx).

| B

[\

20. [16/9/2008 (ex)I] Si considerino gli sviluppi in serie
(e}

f(x) =231 — x) Z ap sin(nz) = By + Z Br cos(nx) ,
n=1

in L2((0,)).

Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con

maggiore rapidita per n — 0o, e calcolare questi coefficienti.
SOLUZIONE
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605. Calcolo di serie di Fourier

L’estensione periodica (di periodo 2w) della riflessione pari di f su (—m,7) & di
classe C' a tratti, e continua, mentre I'estensione della riflessione dispari non &
neanche continua.
Lo sviluppo cercato sara quindi quello in serie di coseni, che corrisponde all’esten-
sione pari.
R.

T2 2

Bo = o Bn = ﬁ((—l)n—?ﬁ

21. [16/9/2008 (ex)II] Si considerino gli sviluppi in serie

flz) =3z(r —x) = Z ap sin(nz) = fo + Z Br, cos(nx) ,
n=1

n=1

in L2((0,)).
Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con

maggiore rapidita per n — oo, e calcolare questi coefficienti.

R.
12

—3 (=) 4 1).

Ay =

22. [12/1/2009 (ex)I] Si determinino i coefficienti dello sviluppo

f(m):Zansin(nx), O<z<m,
n=1

ove
T
xT, 0<l‘<§,
fz) = ™
Tr—T, §<JJ<7T.

Calcolare anche
o0
2
g o .
n=1

SOLUZIONE
Per definizione

™

Q= %/f(x) sin(nz) dz

0

s

i 2
/xsin(na:) de — = /ﬂ'sin(na:) dx
T
0

A

2N

{ﬂw + g((—1)" - cosng)} .



605. Calcolo di serie di Fourier

Inoltre, si sa per 'identita di Parseval che

2
> (Foen)” = 1IFI2,

n=1

ove @, e il sistema ortonormale

on(z) = \/g sin(n) .

Dunque
0o 2
2 2 2
2 _ % _ A2 T
ah == (fen) =ZIfI° =%
n=1 n=1
R.
2 4 T
n=—(—1 n+1 —92)— — N —
an = —(=1)"" (7 = 2) = — cosny,

[eS)
Saz=T
n=1

23. [12/1/2009 (ex)II] Si determinino i coefficienti dello sviluppo

:L‘):Zansin(nm), O<z<m,

ove
T
xT, O<z< § 5
flz)= -
T—xT, —<z<T.
2
Calcolare anche
o0
2
Sl
n=1
R.
. ™
a, = —=sinn—,
" 2 2
o 2
™
DR
n=1

24. [12/2/2009 (ex)I] Determinare quale dei seguenti sviluppi in serie in
L?((0,7)) ha i coefficienti che tendono a zero pilt rapidamente per n — oo,
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605. Calcolo di serie di Fourier

e calcolarli (solo per questa tra le quattro serie).

2 T 2 > >
f(a:)zl—kz—(:z:—g) :Zansinnx:z:ancosnac;
n=1 n=0
g(m):z—<x—§> :ansinnx:z:5ncosna:.
n=1 n=0

SOLUZIONE

Come & noto, sviluppare una funzione in (0,7) in serie di seni [coseni] equivale a
svilupparne 'estensione dispari [pari] a (—m, ) in serie di Fourier.

Delle quattro estensioni I'unica di classe C', quando ¢ poi estesa periodicamente a
R, & quella dispari di g. Dunque i coefficienti cercati sono i by,.

Con i calcoli si ha

w2 ™7 .
by, = %/ [z - (x - 5)] sin(nz) dz

Il
|
—
3
8
|
8
[\&)
N—
@,
=
—~
3
8
~—
(ol
8

7 n )
T 7’ f
= _%(_1)n _ %{(_1)n+1; + % [z sin(nz)]; — % /sin(na:) da:}
0
= Sl (-]
R. 4
b= sl = (1)

25. [12/2/2009 (ex)II] Determinare quale dei seguenti sviluppi in serie in
L?((0,7)) ha i coefficienti che tendono a zero pilt rapidamente per n — oo,
e calcolarli (solo per questa tra le quattro serie).

o [o¢]
flx)=7%— 2z —7)* = Zansinnm = Zan COSNT ;
n=1 n=0

[o¢] [o¢]
g(x) = — (22 — 7r)2 —2= ansinnm = Zﬁncosmc.
n=1 n=0
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610. Fourier equazione delle onde

16
an =
mn3

[1=(=1)"]

26. [9/4/2010 (ex)I] Uno solo dei due sviluppi

o
f(:c):xZ:ao—l—Zancosnm—i—ﬁnsinnm, —nT<zr<m,

n=1

o
g(x):x?’:ao—l—Zancosnm—i—ﬁnsinnx‘, —nT<zr<m,

n=1
ha i coefficienti che soddisfano

costante

2 , n>1.

o] +[Bn] <
Determinare quale ¢ e calcolarne i coefficienti.
SOLUZIONE B
Consideriamo la funzione f [rispettivamente g] definita come 'estensione periodica
di periodo 2m di f [rispettivamente di g] a tutto R. Si osserva che f & Cl a tratti,
mentre g non é neanche continua su R.
Dunque lo sviluppo desiderato sara quello di f. Essendo poi f una funzione pari,
si deve avere (3, = 0, n > 1, nel suo sviluppo. Si calcola poi

™
2

1
a0:2— xdez%,
s
1 [, 4
n — — d = —]_ n_.
« 7T/;Ucosnxac()nQ
R.
2 m’ = 4
fl@)== =?+;(—1)"ﬁcosnx, —T<x<T.

610. Fourier equazione delle onde

1. [4/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2
Upp — CUge = 0,

O<ax<L,t>0,
t>0,

t>0,
O<ax< L,
O<z<L.
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610. Fourier equazione delle onde

SOLUZIONE

Riportarsi nell’intervallo (0, ) per sviluppare 1 in serie di seni.

t) = Z B sin (%x) cos (%ct) ,
n=1

2

Bo=—(1—-(-1)").

nm

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2
Upp — C Uge = 0,

ug(0,1) =
u(m,t) =0,
u(z,0) =0,
ui(z,0) =0,

SOLUZIONE

O<z<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<x<m,
O<ax<m.

Poniamo v = u — (x — 7)t2. Allora v soddisfa

Vit — C Vg = —2(x — )
v2(0,) =0,
v(m,t) =0,
v(z,0) =0,
ve(z,0) =0,

O<z<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<zx<m,
O<z<m.

Riflettiamo v in modo dispari intorno a x = m; chiamiamo w questa riflessione.

Allora w risolve il problema

Wit — CWpy = —2(zx —m7),

wy(0,t) = 07
we(2m,t) =0,

( ) 7
wi(z,0) =0,

0<z<2r,t>0,
t>0,

t>0,
0<z<2m,
0<ax<2m.

Infatti le riflessioni dispari dei dati iniziali e della funzione sorgente nell’equazione
delle onde sono quelle indicate nel problema per w. Rappresentiamo

w(z,t) = ap(t —|—Zan cos( ),

cosicché gli a,, soddisfano
2,2

c™n
" _
a, + 1 an = fn,




610. Fourier equazione delle onde

Qui gli f,, sono i coefficienti di Fourier

nxT

2)7 fn_ 5 (1_(_1)71)’ fOZO

n2m

—2(x—7)=fo+ Z fn cos (
n=1

Dunque

an(t) = A/n (1 — cos (%Ct)> , ap(t) =0.

n2c?

3. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c%m:o, O<z<m,0<t,
u(0,t) = 2, 0<t,
u(m,t) = cost, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ur(x,0) =0, O<z<m.

Si assuma ¢ > 1.

4. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—02um:0, O<z<m,0<t,

u(0,t) = cosht, 0<t,

u(m,t) =4, 0<t,

u(z,0) =0, O<z<m,

ut(x,0) =0, O<z<m.

5. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere
U — gy = €7, O<z<m,t>0,

u(0,t) =0, t>0,

Ug(m,t) =0, t>0,
u(x,0) =z, O<z<m,
ug(x,0) =1, O<z<m,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione.

6. [14/4/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c2um:xt2, O<zr<m,0<t,
up(0,1) =0, t>0),
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =sinx, O<z<m.
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SOLUZIONE
Riflettiamo in modo pari il problema intorno a x = 0; si ottiene per la nuova
incognita v

Vg — gy = |2]t? O<z<m,0<t,
v(—m,t) =0, t>0,
v(m,t) =0, t>0,
v(z,0) =0 —r<x<m,
ve(z,0) = |sinz|, —r<z<T.

Traslando e riscalando in modo opportuno il sistema ortonormale dei seni in (0, ),
cerchiamo v nella forma

vz, t) = iTn(t) sin (nx_gﬂ-) ,

n=1

ove T, risolve
n2
T+ ha=ant®,  To(0)=0, T,(0)=bn.

Qui gli a,, sono i coefficienti della serie di Fourier di ||, ossia

1 / . T+ 2 "
an—;/|x|bln(n 5 )dx_g[l—(—l)].

Inoltre

1 T
by = — /|sinx|sin (nx—i—ﬂ) dz,
T 2

da cui

z{ L sin (n_w) _ sin (T) n # 2
bp={ 7ln+2 2 n—2 2/ ’
0, n=2.

Si vede che una soluzione particolare della e.d.o. per T), é

day, 32a,,
Ant> +Cry Ay = o Cp= -0
c“n

cind’

Segue che 'integrale generale della e.d.o. e
T, (t) = k1p, cos (%t) + ko, sin (%t) + A2+ C,,

ove le costanti ki, ko, sono individuate con I'aiuto dei dati iniziali:

kin + Chn :Tn(O) =0, kip = —Chy,
—
ﬂan - T,;(O) = bn; /fgn = % .
2 cn
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610. Fourier equazione delle onde

u(x,t)Zi{ C,, cos (02n )—F& i (%t)—l—AntQ—l—Cn}Sin(nx;ﬂ),

n=1

O<z<m,t>0.

7. [14/4/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ug — gy = (z + 1), O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,
ug(x,0) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Riflettiamo il problema in modo pari intorno a x = 7, e otteniamo

Vi — g = f(2)E, O<z<2m,0<t,
(Ot):0 t>0,
v(2m,t) = t>0,
v(z, )—cosx 0<z<2m,
ve(x,0) = 0<z<2m,

ove la sorgente f vale

f(x):{(%'—x—kl), T<x<2m,

(x+1), O<z<m.

Scegliamo come sistema ortonormale per sviluppare v in serie il sistema:

1
—sin(n—;), n=1,2,3,...

cosicché siamo condotti a ricercare i coefficienti «,, della serie

Zan bln( )

Questi sono determinati dai problemi di Cauchy

2 2

n

"+ TOén = Yont ,
an(o) = Tin s
a,,(0) =0,
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ove
2
70":%/f(a:)sin (n_;:) dx
0
:;/W(x—f—l)sm(—)dx+%7(27r—x+l)sm( 5 )dx
0 ™
:%[1—(—1)"} +%sm (%),
e
Yin = %7cosxsin (%) dzr = %{1 ;(_’__;)n + ! ;(__;)n}, n#+2,

0
Y12 = 0.
Un integrale particolare della e.d.o. non omogenea lo si trova come polinomio di
primo grado in t, ossia
4’7071
2n?
Quindi I'integrale generale della e.d.o. sara

t.

cn . [cn 4v0n
an(t) = ki, cos (?t) + ko, sin (775) i C;Y;)th.

Imponendo i dati iniziali si ha

k = Y1n

cn 4Y0m
Y 2n‘|‘ ;/0 =0.
c2n?

s 8Yon 4von 7 .
u(z,t) = Z [fyln cos (%t) — cg:ﬁ sin (%t) + C;Y:Lét} sin
1 . /nT
Yon = — a:—f—lsm )d —|— (27r—a:+1)sm(7)dx,
Yin =

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—02um:0, O<zez<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(rm,t) = w2, 0<t,
u(z,0) =z, O<z<m,
ut(x,0) =1, O<z<m.
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SOLUZIONE
Per ridursi a un problema con dati al bordo omogenei si ponga per esempio

v(z,t) = u(z,t) — at?,

cosicché v risolve

vtt—c2vm=—2x, O<zx<m,0<t,
v(0,t) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
v(z,0) =x, O<zx<m,
ve(z,0) =1, O<z<m.
Si sviluppa quindi
(o]
v(z,t) = Z Bn(t) sin(nx) .
n=1

Si ottiene la famiglia di problemi di Cauchy per e.d.o.:

s

By + By = fn = %/(—2@ sin(nz) dz = %(—1)”,
0
Bn(0) = %/xsin(nm) dz = _%fn — %(_1)77,4-1 ,
0
B8(0) = %/bln(nm) dx = %(1 —(=1)")
0

Usando l'integrale generale della e.d.o.:

fn

Bn (t) = Cin COS(CTLt) + Con sin(cnt) + W y

si ottiene infine
1 1 \4
) X

2 + c2n?

(—=1)" cos(ent) + anQ (1= (=1)") sin(cnt) + %(—1)" )

e quindi

u(z,t) = ot + i { - (l + 21 2)%(—1)” cos(cnt)

(1= (—=1)") sin(cnt) + (—1)”} sin(nz) .

men? c2n3

181



610. Fourier equazione delle onde

9. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2
Upp — C Uge = 0,

0 (0,6) = 0.
Uy (m,t) = 2wt
u(z,0) =1,
ut(x,0) =0,

O<x<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,
O<ax<m.

SOLUZIONE
Per ridursi a un problema con dati al bordo omogenei si ponga per esempio

v(x,t) = u(x,t) — 22,
cosicché v risolve

vtt—02vm=2c2t, O<ax<m,0<t,

v,(0,8) =0, 0<t,

v (m,t) =0, 0<t,

v(z,0) =1, O<z<m,

ve(x,0) = —2?, O<z<m.
Si sviluppa quindi

v(x,t) = ap(t —l—Zan cos(nx)

Si ottiene la famiglia di problemi di Cauchy per e.d.o.:

s

1
ay == /202tda: =2,
T

e, per ognin > 1,

2
o+ cEnfay, = fr = /(262t) cos(nx)dz =0,
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Per n = 0 si ha, usando 'integrale generale della e.d.o.,

t3
ao(t) = c1o + caot + =,

3
e imponendo i dati di Cauchy,
2 3
t)=1— —t+c*—.
ao(t) Tt

Per ogni n > 1 si ha, usando l'integrale generale della e.d.o.,
o (t) = c1p, cos(ent) + cop, sin(ent) |

e imponendo i dati di Cauchy,

4
n(t) = —(=1)""sin(cnt) .
(1) cn3( ) sin(cnt)
Quindi
u(z,t) = 2%t +1— —t + 02ﬁ + i i(—l)"'|r1 sin(ent) cos(nx)
’ 3 3 cn? '

n=1

10. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

U — gy = 77, 0<z<1,t>0,
up(0,1) = 0, t>0),
ug(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =e", 0<z<l1,
u(z,0) = 0<z<l.

SOLUZIONE
Usiamo il sistema ortonormale in L?((0,1))

Yn(x) = V2cos(nmz), n>1, Yo(z) =1.

Quindi la soluzione u verra espressa come
u(z,t) = ap(t) + E ay, (t) cos(nmx) .

Proiettando il problema sull’n-esima funzione 1, n > 1, si ottiene il problema

1

2,22 =9

all +nirictan, i+

e cos(nmr) dz = yone’,

[}

1
(—D)"e—1

an(0) =2 [ €®cos(nmz) dx = yon = QW

3

(—1)me? -1
4 + n2x2

1
2/62T cos(nmx)dex =1, =4
0
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L’integrale generale di questo problema di Cauchy é:
an(t) = k1 cos(nmet) + kop, sin(nmet) + wy, (t) ,

ove w, € una soluzione particolare della e.d.o. non omogenea. Provando con
soluzioni della forma

wy(t) = Cpet,
si ottiene o
wy(t) = n ¢
n(t) 1+ n2nm2c2
Quindi
- Yonn2m?c?
b 22

Infine per n = 0 si ha

Dall’integrale generale

si ottiene subito

ap(t) = 5 t+(e—1)e
R. .
u(z,t) = ap(t) + Z ay, (t) cos(nrx) ,
n=1
con 12
ap(t) = (6_2 ) t+ (e —1)e,
¢ "o
W(t) = kin £) + ko, i f o Jon ¢
a (1) 1n cos(nmet) + kop, sin(nmet) + T n2m2e?
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ove
Ao 272e?
kin=——%5>55,
1+ n2n2c2
1 Yon
k n — n 7 . 9 99 |
2 nmwe <’Y1 1+ n27r202>
(=D"e—1
n = 2-—"——%——,
Yo 1+ n2r2
—1)me? — 1
Yin = 4( ) 2.9
44 n’mw

11. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

U — gy = 217 0O<z<1,t>0,

u(O,t):O, t>07
u(l,t) =0, t>0,
(,0) = e, O<zx<l1,

ug(x,0

e

~— — ~—

=, O<z<l.

u(z,t) = Z Bn(t) sin(nrx) ,

con
Yon 2t

B (t) = k1n cos(nmet) + kop, sin(nmet) + gy

)
ove
3 4+ n2m2c?

= T 5. 5500
44 n2n22 7

kon = L <’71 - A)
" onme U 44 n2n2e2 )

(=1)"e—1
1+ n2x2

(—1)e? — 1
44+ n2p2

kln

Yon =

)

"Yln:4

12. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

utt—c2um:0, O<zx<m,0<t,
u(0,t) = sin(wt) 0<t,
u(m,t) =0, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =, O<z<m.
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Qui w e ¢ sono costanti positive.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la
trasformazione

v(z,t) = u(x, t) + T sin(wt) .
La v soddisfa
Vit — CP Vg = —w? _ﬂ-sin(wt), O<z<m,0<t,
i
v(0,£) = 0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
v(z,0) =0, O<z<m,
vt(x,O)za:—i—g(a:—w), O<z<m.
i
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )
2 .
Yn(x) =1/ = sin(nx), n>1,
T

sviluppando la soluzione come
o0
vz, t) = Z ay, (t) sin(nx) .
n=1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti o, :

QJQ

all + n?c?ay, = yon(t) := ( — —Y1n + LUQ’)/Qn) sin(wt) , 0<t,
T
a,(0) =0,
, w
an(O) = (1 + ;)'Yln — WY2n,

ove con calcoli elementari si ottiene

T

2 2
Vin = — /xsin(nx) doe = =(=1)"*1,
T

n
0
——/ﬂ" () de = — (1= (-1)")
Yon = sin(nz)dx = —
0
Quindi
2w? , 2 n W
Tou(t) = “sin(et), 0l (0) = == ((<)" + 2) =i

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

an(t) = kin cos(net) + kop sin(nct) + wy, (t) ,
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ove la soluzione particolare wy, si cerchera, se w # nc, nella forma
wy(t) = Chp sin(wt) ,

ottenendo per semplice sostituzione

2w?

wp (t) = sin(wt) .

™ n2c? — w?
Se invece w = ngc per un ng > 1, si cerchera wy, nella forma
Wny (1) = t[Cin, sin(wt) 4+ Cap, cos(wt)|

ottenendo .
Wh, (t) = ——t cos(wt) .
T

I coefficienti k;,, si determinano ora imponendo le condizioni iniziali; si ottiene per
ognin

kln = 0
Poi, nel caso w # nc si ha
o — 1 { 203 1 }
= e P T 2 — w2l

Nel caso w = ngc si ha

[ 1 [ + C:|
2n0 - noc ’)/3?’7,0 T .

R. Nel caso in cui w # nc per ognin > 1,

r—T

sin(wt) + Z {kzn sin(nct)

n=1

u(z,t) = —

202 . .
by sm(wt)} sin(nz) ,

con
2 w 2w

3
bon = o[ =2 ()4 2) —ﬁﬁ]-

Nel caso in cui w = ngc per un ng > 1,

u(z,t) = { 1z ; LI nigc [ - %((—1)"0 + ;) + %] sin(nox)} sin(wt)

— cos(wt) sin(nox)
T
2

+ i {k‘gn sin(nct) + —

. m Sln(wt)} Sin(nﬂ:) s

n#ng,n=1

con ks, come sopra.
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13. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—02um:0, O<z<m,0<t,
uz(0,) = ¢, 0<t,
Ug(m,t) =1, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) = cos 2z, O<z<m.

SOLUZIONE
Per ridurci al caso di condizioni al bordo omogenee, introduciamo la nuova incognita

v(z,t) = u(z, t) + 2 —tx,
T
che risolve il problema
2 ot — 1
Vit — C Vgp = —C , O<ax<m,0<t,
™
v.(0,8) =0, 0<t,
v (m,t) =0, 0<t,
2
v(x,O):—%, O<z<m,
2
vt(x,O):cos2x—|—2——x, O<z<m.
T

Cerchiamo la soluzione nella forma
v(x,t) = ap(t) + Z a, (t) cos(nx) ,
n=1

ove i coefficienti «,, saranno determinati dai problemi ai valori iniziali

o +n*ctay, = yon(t — 1),
an(0) = 1n,
a5, (0) = y2n ,
e (pern>1)

™
1 2 2 2 2
fyOO:——/C—de:—C—, fyOn:——/C—COS(Tm?)dQ?:O,
™ ™ ™ ™ ™
0 0
2

1 2 - 2 2(—1 n+1
7102—;/x—d$=—%, 71n=—;/§—cos(n$)dx:7( )2 )
0 0

2 m ™
1 7 2
’7202—/{cos2x+x——x}dx:—z,
7 2 3
0
2 | 2 2(-1)"  _1—(=1)»
’ygnz—/{cos2x—|—x——x}cos(nw)dxzégn—i— ( 2) +2 (2) .
T 27 ™ ™
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Pertanto per n > 1 la soluzione sara data da

o (t) = k1y, cos(net) + ko, sin(net) ,

con ki, ko, determinati da
kln = Y1in

Se n =0 si avra invece

nckay, = Yon -

3

ao(t) = k1o + k20t + 700 ( 5 ,sin(net) ,
con kg, koo determinati da
k10 — % =0,
koo + % =20
R.
1—t 4 T 2 2 r c? 3
) = tr— — — — (———)t——t—l
) = 5o e - g — et g 7 3) e Y
oo 2(_1)n,+1 2(_1)77 1— (_1)n )
+ Z { ) cos(nct) + e (52n + p +2 - ) sm(nct)} cos(nzx).

14. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere con

2
Ugp — C Uzg = 0,

il metodo di Fourier il problema

O<ax<m,0<t,

u1(07t):_]-7 O<t7
Uy (m,t) = —t, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) = cos 2x O<z<m.
R.
1=t T c? A 7 2 3
u(z,t) = —a — +§_6_7T+(%+E)t_6_7r(t_1)
S 2 1 2= 1= (=D .
+Z{_W cos(nct)—l—(—l)”E(&gn—i— (7m2) +2 W(nQ) )Sm(nct)}cos(nx).
n=1

15. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — CUgg =0,
uz(0,t) =1,
ug(m,t) =1,
u(z,0) =0,
ug(x,0) =0,

O<z<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,
O<ax<m.
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16. [20/9/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

U — gy =0, 0<x<g,0<t<oo,
u(0,t) =1, 0<t<oo,
ux(g,t)zo, 0<t<oo,
u(z,0) =0, 0<x<g,
up(2,0) =1, 0<x<g.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

v(x,t) = u(z,t) — 2.

Si verifica che v risolve il problema

Uyt — gy = —2, O<x<g,0<t<oo,
v(0,t) =0, 0<t< oo,
vm(g,t)zo, 0<t<oo,
v(z,0) =0, O<x<g,
ve(z,0) =1, O<x<g.

Cerchiamo v nella forma
vz, t) = Z ap(t)sin(2n + 1)z .
n=0

1I coefficiente a,, n > 0, & soluzione del problema

ap+E2n+ 1%, = =29, 0<i<o0, (1)
an(0) =0, (2)
o, (0) = on , (3)

ove denotiamo per n > 0

z
4 4
n=— [sin@n+Drdr = ——.
Yo 7T/sm(n—i— )z dx @ D)
0

Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma
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Sostituendo nella (1) si determina la costante

Yon
Cip=-2——"——.
! c2(2n + 1)2

Dunque per n > 1 la soluzione di (1)—(2) é
an () = kin cos(2n + 1)ct + ko, sin(2n + 1)ct + Cyy
ove le costanti ki, e ko, sono determinate imponendo le condizioni iniziali

an(o) = kln + Cln = 07

al (0) = c¢(2n + 1)kan = Yon -

(o)
u(z,t) =t* + Z an(t)sin(2n + 1)z,
n=0

ove

8

anlt) =~ a5, e (!

— cos(2n + 1)ct)

———sin(2 1)ct.
+7rc(2n+1)2 sin(2n + 1)c

17. [14/12/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

U — gy =0, O<z<m,0<t<oo,
u(0,t) = sinwt, 0<t<oo,
u(m,t) = sinwt, 0<t<oo,
u(z,0) =0, O<z<m,
u(x,0) = w, O<z<m.

Qui w > 0 ¢ una costante.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

v(z,t) = u(z,t) — sinwt .

Si verifica che v risolve il problema

vtt—czvm:chSinwt, O<zr<m,0<t<o0,
v(0,t) =0, 0<t<oo,
v(m,t) =0, 0<t<oo,
v(z,0) =0, O<z<m,
ve(x,0) =0, O<z<m.
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Cerchiamo v nella forma
v(z,t) = Z an,(t) sin(nz) .
n=1

1I coefficiente a.,, n > 1, é soluzione del problema

o+ cnfa, = youw?sinwt,  0<t< oo, (
an(0) =0,
a,(0) =0, (3)

—~
[N
— —

ove denotiamo per n > 1

1+ (_1)n+1

2 [ 2
Yon = — /sin(nx) doe = —
T 77 n

0

L’integrale generale della (1) ha la forma
() = kiy, cos(ent) + kayp, sin(ent) + wy, (t) .

La ricerca della soluzione particolare ci conduce a distinguere i due casi seguenti.
A) w # cn: Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma

wp (t) = C1p sin(wt) .
Sostituendo nella (1) si determina la costante

2
W Yon

Cin=—55—3-
202 — 2

Dunque pern > 1, n # we™! la soluzione di (1)—(2) si trova imponendo le condizioni
iniziali:

B) w = ¢ng (possibile al piti per un solo ng): Una soluzione particolare di (1) si
trova nella forma

Wne (t) = Cripgt sin(wt) + Cap,t cos(wt) .
Sostituendo nella (1) si determinano le costanti

WYong

Clno = 07 CZno = - 9

Dunque per n = ng = wc™! la soluzione di (1)—(2) si trova imponendo le condizioni
iniziali:

Qn, (0) = kin, =0,

O/ (0) = cnOang + CQno =0.

no
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R. Se n # wc™! per ognin:

w Yon - w . "
u(z,t) = sin(wt) + Z o a— {sm(wt) - sm(cnt)} sin(nz) .

Se invece ng = wc™! per un ng € IN:

2
u(z,t) = sin(wt) + Z % {sin(wt) - % sin(cnt)} sin(nx)
n>1,n#ng

+ PO;O sin(wt) — ’Y;notcos(wt)} sin(nx) .

— n dispari;

0, n pari.

18. [14/7/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ug — gy = acos(Bx)sin?(bt), O<z<m,t>0,
up(0,1) = 0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<zx<m,
ug(z,0) =0, O<z<m.

Quia > 0,b>0, 8 >0 sono costanti.
SOLUZIONE
Cerchiamo u nella forma

u(z,t) = ag(t —|—E o, (t) cos(nx)

1I coefficiente a.,, n > 1, & soluzione del problema

o+ *nay, = Yon sin® (bt) t>0, (1)
an(0) =0, (2)
a,(0) =0, (3)
ove pern > 1
™ arsin(n — B)r  sin(n + B)w
Yon = 2/ [acos(Bz)] cos(nz) da = Tl n-p8 * n+ 3 } ’ p#m,
T
0 a, B =n.

Inoltre per n = 0 si ha

o = oo sin’(bt) t>0,
a,(0) =0,
a,(0) =0,
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ove
™

Yoo = %/ lacos(Bz)] dz =a

0

sin(Bm)
pr

Per trovare la soluzione dei problemi di Cauchy per «,, osserviamo che
1

1
- 2 _ - -
sin®(bt) = 575 cos(2bt) .

Dunque una soluzione particolare di (1) é data da

“Yon Yon cn
- 20t), bt
on(t) = 2c2n2  2(c?n? — 4b?) cos(2bt) 7 27
" N Yon Yon , . cn
— —t 2bt b= —.
2c2n?  4b sin(26t) 2

Dunque la soluzione del problema di Cauchy si trova imponendo i dati iniziali
nell’integrale generale

i (t) = ki sin(nct) + kay, cos(net) + vp, (¢) -

Se invece n = 0, si ha integrando direttamente la e.d.o.

ao(t) = ﬁ ~_ cos(2bt) —1
o(t) =007 = 00— 5 -
R.
t? cos(2bt) — 1 >
u(z,t) = Yoo T N0 e + nz::l [vn(t) — v,(0) cos(nct)} cos(nz),
ove
a [sin(n —B)r  sin(n+ B)?T:| B+4n
Yon =94 T n—p n+ 03 ’ ’ n>1;
a 5 6 =n s
oo = asin(ﬁﬂ') .
00 677 )
Yon "Yon cn
- 2bt b# —
n(t) = 2¢2n?  2(c?n? — 4b2) cos(2bt), 7 2’
e Yon Yon , . cn
_ oy n(2 o
5272 " ab tsin(20t) , b 5

19. [14/7/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugt — gy = acos(fz) cos>(bt), O<z<m,t>0,
up(0,8) =0, t>0),
Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =0, O<z<m.
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Quia > 0,b>0, 8 >0 sono costanti.

R.
t? cos(2bt) — 1 >
u(z,t) = Yoo + ’Yoo% + Z [vn(t) — v,(0) cos(nct)} cos(nz),
n=1
ove
a [sin(n — B n sin(n + B)?T:| B+4n
Yon =94 T n—p n+ 03 ’ ’ n>1;
a, B =n,
oo = asin(ﬁw) .
00 677 )
Yon Yon cn
20t b4 —
on(t) = 2c2n? - 2(c?n? — 4b2) cos(2bt) 7 2"’
" N Yon Yon , . cn
——tsin(2bt b= —.
2c2n? + 4b sin(25t) 2

20. [15/6/2009 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c2um:0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
uz(m,t) = sin(pt), t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,
ug(z,0) =0, O<z<m.

Qui 8 > 0 ¢ costante.
SOLUZIONE
Per ridurci a un problema con dati al bordo omogenei passiamo alla nuova incognita

v(z,t) = u(z,t) — xsin(ft) ,

che risolve il problema

Vit — CPUge = Basin(Bt), O<z<m,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
vy (m,t) =0, t>0,
v(z,0) =0, O<z<m,
ve(z,0) = —fz, O<z<m.

Cerchiamo lo sviluppo in serie

(o)
L 2n+1
t) = n S .
v(x, t) ngzoa (x) sin 5%

I coefficienti «,, risolvono i problemi

2 1\2
all + 62( n2—|— ) an = B*yon sin(Bt),
a,(0) =0,
O[;(].) = _5’707“
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ove
™

2 2+ 1 8(—1)"
’yon:;/xsmedx:m, TLZO
0

Dunque, si ha

2n+1 2n+1

() = kip, cos (c t) + ko, Sin (c t) + zn(t),

ove z, € una soluzione particolare della e.d.o. non omogenea. Per determinarla, se

2n+1

B# =

(1)
si procede con la sostituzione
zn(t) = Ay, sin(Bt)

che conduce a
2
B=Yon

Ay =——F5—.
C2(2712-1—1) _ 62
Se invece oo 4 1
no
B=c=% 2)

si procede con la sostituzione
zn (t) = Chytsin(ft) + Byt cos(f5t) ,

che conduce a
_ B’Y()n

2

Imponendo le condizioni al bordo si ha per n > 0, se vale (1),

Coo =0, By, =

ki, =0,
koL 4 BAL = B
Se invece vale (2),
kin, =0,
2ng + 1

anOC + Bno = —5’70% .

R. Se o4 1
n
B4
per ogni n > 0 la soluzione é
- 2n+1 2n+ 1
u(x,t) = xsin(ft) + Z {kgn sin (c n+ t) + A, sin(ﬂt)} sin ( n+ x) ;
n=0
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se invece per un ng > 0 vale

27’10 + 1
B=c
la soluzione ¢
= on+1 o2n +1
u(z,t) = zsin(Bt) + Z {an sin (c n2—|— t) + A, sin(ﬁt)} sin ( n -+ x)

n=0,n#ng

no . 2 1 2 1 /2 1
_ {% sin (c n02—|— t) +c n02—|— 'yOW,Otcos(ﬁt)} s1n( n02—|— x) .

Qui

Yon = ﬂ A = ﬁQ’YO” kQ — _2ﬁ(An+'YOn)
" (2n+1)27 " 62<2n2+1)2 e ’ " c(2n+1)

21. [11/1/2010 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c%m:o, O<z<m,t>0,
u(0,t) = et t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, O<z<m,
x—T
ug(x,0) = — O<z<m.

SOLUZIONE
Introduciamo la nuova incognita

v(x,t) :u(a:,t)—ke_tﬂ,
T
che soddista
Vit — P = et 0<z<m,t>0,
T

v(0,8) =0, t>0),

v(m,t) =0, t>0,

v(x,O)zf, O<z<m,

™
ve(x,0) =0, O<z<m.

Cerchiamone lo sviluppo in serie
o0
v(z,t) = Z ap(t)sinnz
n=1

I cui coefficienti devono soddisfare

a;: + 02n2an = fy()ne_t ,
Oén(O) = Yin
al(0)=0.
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Qui
™
2 / T—T 2
Yon = — sinnrdr = ——,
T ™ nm
0
2 [ 2
Vin = — / Zsinnzdr = (—1)"T =,
m) 7w nw
0
Percio

() = ki, cos(ent) + kayp, sin(ent) + wy, (t) ,

ove la soluzione particolare wy, si ricerca nella forma

wy(t) = Ape™,
ottenendo per sostituzione
A = Yon
" 14 e2n?’

Quindi le k;;, sono determinate dalle condizioni iniziali mediante le

Yon
n(0) = k n T o5 o5 — Tln,
o (0) = kin + T+t N
/ _ Yon _
an(O) = angn — m =0

R.
_ox—m oo[( _on ) Yon .
u(x,t) el ——+ ; Min T T e cos(ent) + . sin(cnt)
1_:0#671 sinnx,

ove pern > 1

22. [9/4/2010 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uy — gy = °TT O<z<L,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<L,
ug(x,0) = cosx, O<x< L,

ove 0 < L < 7/2 & una costante assegnata.
SOLUZIONE
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Cerchiamone lo sviluppo in serie

Zan COS Wn,T wn—(2n—|—1)2L

i cul coefficienti devono soddisfare

a —|— 620.)2 Oy, = 'yonet ,
a,(0) =0,
O‘;L(O) = VYin -
Qui
L
2 / N d 127n(—1)"el — 8L
n=— [ €’ coswpzdr = ;
Ton =T AL + (2n 1 1)2n2
0
L
2 d _ 2cos(L +mn)  2cos(L —mn)
n = — [ COSTCOSwW,T .
n L T 2L+onr+n 2L -2nm-nx
0
Percio

ap (t) = kip cos(cwnt) + kay sin(cwnt) + wy (t) ,

ove la soluzione particolare wy, si ricerca nella forma

wy(t) = Anel,
ottenendo per sostituzione
A = o
"4 w2
Quindi le k;;, sono determinate dalle condizioni iniziali mediante le
Yon
0)=k ——F— =0,
O[n( ) 1n+ 1—|—C2w%
/ . Yon _
an(()) = cwpkon + m = Yin -
R.
On .
u(z,t) = nE:O { T c2w2 cos(cwnt) + (’yln — m) cw—n sin(cwnt)
Let} COS Wn T
1+ c2w? e

ovepern>1,w, =2n+1)x/(2L), e

127n(—1)"el — 8L

402 + (2n +1)%72

_ 2cos(L+mn)  2cos(L —mn)
M= oL v onr+n 2L —2nm -7

Yon =
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ut — Uy = 0 O<ax<L,t>0,
u(O,t):O, t>07
ug(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = x(1/2,)(T) , 0<z<L,

con il metodo di Fourier.

SOLUZIONE

I) Riflettere in modo pari u intorno a x = L. Si passa a un problema con dati u = 0
sui bordi laterali, posto per 0 < x < 2L, da risolvere per serie di soli seni.

II) Usiamo il sistema ortonormale

2
,/Zsin((2n+1)2L) n=0,1,2,...,

ossia cerchiamo la soluzione nella forma

Zan bln( 2n+1)2L)

I coefficienti o, sono determinati dai problemi di Cauchy

’+((2 +1)1)2 =0
n nHen) n T
L

2 ™
_E/X(L/QL bln((Qn—i—l)ﬁ) dx
0

= ———— o8 ((2n + 1)%) .

7r(2n +1)
Percio
an(t) = Ten i) cos ((Qn + 1)%)67[(2”“)%]% .
R.
7 v § o) )
1I) i cos ((271 + 1)%)6_[(2""‘1)%]2"’ sin ((Qn +1) 2L)

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Ugy = 0, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) = cost, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m.
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SOLUZIONE
Rendiamo omogenei i dati al bordo laterale introducendo la nuova incognita v =
u — (x/m) cost, che soddisfa

vt—vngsint, O<z<m,t>0,
'U(O,t):O, t>07
v(m,t) =0, t>0,
v(x,O)z—E, O<z<m.
T

Poi scriviamo v = vy + vg, ove vy soddisfa 'equazione differenziale di v, con dati
nulli sulla frontiera parabolica, e vy soddisfa I'equazione omogenea del calore con
dato iniziale pari a —x /7, e si annulla su x = 0, m. Rappresentiamo

vi(z,t) = Z Bn(t) sin(nx) ;

si vede per sostituzione della serie nell’e.d.p. che si deve avere

5L+n26n:fn7 Bn(0) =0,
ove gli f, sono i coefficienti di Fourier di

%sint = i fn(t)sin(nz) , fa(t) = %%F sint.
n=1

Risolvendo la e.d.o. si ottiene
2n(=1)"*t | cost —e "
n(t) = {2
fal?) (n*+ 1) - n?
Infine, dal calcolo degli f,, e dall’'usuale metodo di Fourier,

o0

2A—1)" o, .
va(z,t) = Z ———e¢ " 'sin(nx).
— nm

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Ugy = 0, O<zr<l,0<t<T,
uw(0,t) = et O<t<T,

u(1,t) =0, O<t<T,

u(z,0) =1 — 22, 0<z<l.

4. [23/9/2003 (ex)I] Si trovi la soluzione u di

Up — Uy = 0, O<zez<m,0<t<T,
w0,t) =t, 0<t<T,
u(m,t) =1, 0<t<T,
u(a:,O)zE, 0<z<m,
T
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con il metodo di Fourier.
5. [23/9/2003 (ex)II] Si trovi la soluzione u di

Up — Uy = 0, O<z<m,0<t<T,

w(0,t) =1, 0<t<T,

u(m,t) = —t, 0<t<T,

u(m,O)zl—E, 0<z<m,
T

con il metodo di Fourier.
6. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere
Up — Uge = 0,
u(0,t) =0,
u(lvt) = f(t) )

u(z,0) = 22,

O<x<1,t>0,
t>0,

t>0,
O<x<l1,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione. Qui

7= {S’_l

0<t<l,
t>1.

7.[31/3/2004 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

Ut — Ugpy = xt2,

u(0,t) =1,
u(a,t) =t,
u(z,0) =0,

O<z<a,0<t,
t>0,

t>0,
O<zx<a.

8.[31/3/2004 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

Ut — Ugy = T,

u(0,t) = 2,
u(b,t) =t +1,
u(z,0) =0,

0<z<b,0<t,
t>0,

t>0,
0<x<bh.
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9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy = T, O<z<m,0<t,
we(0,6) =2t,  0<t,

u(m, t) =0, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

10. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy = T, O<z<m,0<t,
w(0,8) =0,  0<t,

ug(mt) =3t, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

11. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Ugy = 0, O<zr<l1l,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

ug(1,t) = ¢, 0<t,

u(z,0) =2 -1, 0<z<l.

12. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Uy = 0, O<zr<l1l,0<t,
ug(0,t) = —t, 0<t,

u(1,t) =0, 0<t,

u(z,0) =z, 0<z<l.

13. [15/12/2005 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =t, t>0,
u(z,0) =sinz, O<z<m.
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14. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Up — Uy = 0, O<z<m,0<t,
u(0,t) =12, 0<t,
u(m,t) =2, 0<t,
u(x,0) =sinz, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la

trasformazione "
v(x,t) = u(z,t) —t2 — Z(2 - t?).
T

La v soddisfa

vt—vm=2t<£—1), O<zx<m,0<t,
T
v(0,t) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
2
v(x,O):sinx——x, O<z<m.
7r

Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

sviluppando la soluzione come
o0
vz, t) = Z ay, (t) sin(nx) .
n=1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti o, :

2 s
o, +na, = Yout 1= t= /2(£ - 1) sin(nz) dz , 0<t,
m m
0

2 2
an(0) = y1p 1= - / (sinx - _x) sin(nz) dzx,

™
0

ove con calcoli elementari si ottiene

4 4(=1)"
Yon = —— Vln:51n+ ( ) .
™ ™
L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

an(t) = kne ™ + wy(t),
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ove la soluzione particolare w,, si cerchera nella forma
wn(t) - Clnt + CQn 5
ottenendo per semplice sostituzione
4 4
wp(t) = ——t — ——.
n(t) 3 mnb

11 coefficiente k,, si determina ora imponendo la condizione iniziale; si ottiene

4 4

(1) = (in + =g )" 4 gt
an(t) = (Vin+ — e —t—-—.
mn mnb mn3 mnb

R.
u(z,t) =t> + %(2 —t%)
. Zor/2(=D" 4 e 4 4 .
t ) - nt I
+e 'sinx + ng_l {( p— + )e + 7m3t —5 } sin(nz) .

mnb

15. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Ut — Uy = 0, O<z<m,0<t,
u(0,t) =1, 0<t,
u(m,t) =13, 0<t,
u(z,0) = sin 2z, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la

trasformazione .
v(z,t) = u(z,t) -1 - =3 —1).
T

La v soddisfa

3xt?
'Ut_va:a::_x_7 O<x<m,0<t,
7r
v(0,8) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
. 1 =z
v(z,0) =sin2zx — — + — | O<z<m.
ToT
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )
2 .
Un(x) =4/ — sin(nz) , n>1,
T

sviluppando la soluzione come

vz, t) = Z ay, (t) sin(nx) .
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti o, :

™

2 3
o, 4 nPa, = yout? == t2—/ (— _x) sin(nz) dz 0<t,
T T
0

s

2
an(0) = y1p := —/ (sin 20 — 1+ E) sin(nz) dz,
T T
0
ove con calcoli elementari si ottiene
6(—1)" ()" =1 4=+

Yon = 5 Yin = 52n + 2 + B)
m™™n ™™ TN

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque
an(t) = kne ™™ +wp(t),
ove la soluzione particolare wy, si cerchera nella forma
Wi (t) = C1nt? + Cont + Cayy
ottenendo per semplice sostituzione

6(—1)" , 12(=1)7*! 12(-1)"
wn(t) = mn3 e s b T’

11 coefficiente k,, si determina ora imponendo la condizione iniziale; si ottiene

12(—1)")e_nzt n 6(—1)" , 12(—1)”’+1t+ 12(-1)" .

an(®) = (y1n = —— :

™ o ™

R.
w(z, ) =14+ 213 — 1) + e *sin 2z
™

™ m2n mn’

1" 12(—1)"t1 12(-1)™
B, 1201, 12()
mn3 ™nd ™’

} sin(nz) .

16. [12/7/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Upy = T + T, O<zr<m,0<t<oo,
u(0,t) =0, 0<t<oo,

u(m,t) =2, 0<t<oo,

u(x,0) = sin(nx), O<z<m.

SOLUZIONE
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

'U(if,y) = U(iﬁ,y) - %iﬁ

Si verifica che v risolve il problema

Vg — Vg =X+ 1, O<zr<m,0<t<o0,
v(0,t) =0, 0<t< oo,
v(m,t) =0, 0<t< oo,
2
v(x,0) = sin(rz) — —x, O<z<m.
T

Cerchiamo v nella forma
vz, t) = Z ay, (t) sin(nx) .
n=1

1I coefficiente a.,, n > 1, é soluzione del problema
Oé,ln+n2an:70n+rylnt, 0<t<oo, (1)
2
an(o) = "2n — ;'YOn . (2)

Qui denotiamo per n > 1

2 [ 2(~1)+
Yon = — /xsin(nx) do = ¥,
n
0

Yin = 2 /sin(nx) dz = i[1 — (=",

3

i ™
0
2 [ 2(—1)"+!
Yon = — /sin(ﬂ'a:) sin(nx) dx = 2= sin 772%
i T n?—x
0
Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma
w(t) = Cq, + Cant.
Sostituendo nella (1) si determinano le costanti
_ Yon Tin _ Tin
Cln_ﬁ_?, CQn—F
Dunque per n > 1 la soluzione di (1)—(2) &
2 Yon Yin —n2t Yon Yin Yin
an(®) = (2n = Zoon = 5+ T Je 0+ T - T4 TR
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

R.

2

u(z,t) = —x
™
- 2 Yon Tin\ —n2t Yon Yin Yin .
+ 30 | (o= S0 = T+ 0 ) T - T T sinto),
ove
2(—1)n+1 2 2(—1)nt1 n

’Y(m:#, Yin=—[1=(=D"], o= ( sinm’ —— .

n ™™n ™ n< —m

17. [12/7/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Uge =t + COST, O<x<m,0<t<oo,
u(0,t) =1, 0<t< oo,
u(m,t) =0, 0<t<oo,
u(z,0) =0, O<z<m.
R.
X
) =1-=
uw,t) =1- %
> 1 Yon Yin —n2t Yon Yin Tin -
#0[(me e = S S T S ),
ove
2 n
n==[1— (=1 1 =0;
70 7_(_[ ( ) ]TLQ—]_’ n>1, Yo1 )
n—_l——ln n:__ln—‘rl, >1
= — =D e =S n

18. [18/4/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dug, = F(z,t), O<x<m,t>0,
u.(0,t) =0, t>0,
Ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive A e u, si definisce

T
A, ut<zx<m,t<—,
F(mat): K

0, altrimenti.
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Dedurre dall’espressione trovata il valore di

li .
A )

SOLUZIONE
Cerchiamo uno sviluppo in serie di u della forma

u(z,t) = ao(t) + Z o (t) cos(nx) .
n=1

Pern > 1 i coefficienti «,, saranno determinati dai problemi di Cauchy

o, 4+ Dna, = F,(t),

an(0) =0,
oveper 0 <t<m/u
2 [ 2 [
F.(t)=— /F(x,t) cos(nz)dex = — /)\cos(nx) dz
T 77
0 pt
2
=~ sin(nput) .
— sin(npt)
Invece -
F.(t)=0, t>—.
i

Quindi, dalla formula risolutiva delle e.d.o. lineari del primo ordine si ha:

t
2
an(t) = _Zle=Dn’t [ gDn*r sin(nur)dr, O<t< = ,

nmw i

0
2 :
an(t) = ——e_D"Zt/eD"ZT sin(nut)dr,
0

T
—<t.
nw 7
Se invece n = 0, si ha il problema
a6 = Iy (t) )
Oén(O) =V,
oveper 0 <t<m/u
1] h A — pit
%@:—/F@QM:—/AM: (r —ub)
0 ™
0 pt

Invece
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Quindi, in modo analogo a quanto visto sopra per n > 1,

min(t,

)
aolt) = L/ A@%ﬁﬁdr
0

TR

Vista la convergenza della serie per t > 1, e poiché i coefficienti «y,,, per n > 1
tendono a 0, con rapidita esponenziale, si ha infine

tliglo e, t) = tliglo @o(t)

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = aot) + Z o (t) cos(nx) ,
n=1
ove
A ut?
p=2(m ), 0<i<T,
@o(t) m 2
AT T
ao(t) = 5—, - < t,
(t) o .

epern>1

2\ Dn sin(npt) — t —Dn’t

Oén(t) = - nSln(nM )D2 M4COS(T;M2) + pe 5 O <t < z )
™ n*+nsu 7]
2\ pu(— 1)+l PRI 4 oDt m
o (t) = —— D2t + 1242 ’ LSt

™ n* +nu n

Segue che
A
lim w(z,t) = il
—00 2u

19. [18/4/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

u — Dug, = F(x,t), O<z<mw,t>0,
up(0,8) =0, t>0),
Ug (7, t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive X e pu, si definisce

T

I O<x<m—At,t< —,

F(z,t) = A
0, altrimenti.
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Dedurre dall’espressione trovata il valore di
li t).
A, et

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = ao(t) + Z o (t) cos(nx) ,
n=1

ove
,u( /\tQ) T
t)=E(mt— 2= O<t<-=
ap(t) —(7 5 ) <t< 3
T T
t) = — — <t
Oéo( ) 2) N
epern>1
211 Dnsin(nAt) — Acos(nAt) + e~ Pt ™
— (_1\nt1ZE -
an(t) = (—1) - Dot a2 , 0<t<)\7
—Dn?(t—1%) _1\n+1,—Dn?t
an(t)=—2—ﬂ>\e )+ A(=1)" e 7 Ty
™ D?nt 4+ n2)2 A
Segue che
' _m
) =55

20. [12/1/2009 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dug, = Cu, O<1‘<g,t>07
u(0,t) =0, t>0,
T
x _7t>: ) t )
u (2 0 >0
T
u(z,0) = cosz, O<:1:<§7

ove D e C sono costanti positive.
Nel caso poi in cui sia D = C| si determini il limite
lim u(x,t) O<az<=
im —.
Am u(z,t), T <3

SOLUZIONE
Cerchiamo uno sviluppo in serie di u della forma

u(z,t) = Z ap(t)sin(2n + 1)z
n=0

Per n > 0 i coefficienti «,, saranno determinati dai problemi di Cauchy

ol +D(2n +1)%a, = Ca,,,
Oén(o) =Tn>
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

ove pern > 1

4
Yn = — [ cosxsin(2n + 1)z dx
T

Ll (=) 1= (=D)"

- — )

™ n+1 n

O\m\a

mentre

jus

4/ . 2

Yo =— [ cosxsinzdr = —.

™ ™
0

Quindi, dalla formula risolutiva delle e.d.o. lineari del primo ordine si ha per ogni
n > 0:
an(t) = YpelC—DEn+ Dt 0<t<oo.

Se D = C, vista la convergenza della serie per t > 1, e poiché i coefficienti ov.,, per
n > 1, tendono a 0, con rapidita esponenziale, si ha infine

flggo u(z,t) = tliglo ap(t)sinz = ypsinz.

R. La soluzione ¢ data da

o0
u(z,t) = Z ’Yne[C_D(Q"H)Q]t sin(2n 4+ 1)z,

n=0
ove

171 -nH®  1—-(-1)"

fYn:_|: +( ) ( ) , nZl,
s n+1 n
2

Yo = —, n:Oa
m

Segue che, se D = C,

2
lim u(z,t) = —sinzx.
t—o0 s

21. [12/1/2009 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dy, = Cu, O<z<—=,t>0,
uy(0,t) =0, t>0,
T
—t) =
u(2,) 0, t>0,
. T
u(z,0) =sinz, 0<x<§,

ove D e C sono costanti positive.
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620. Fourier equazione del calore dim. 1

Nel caso poi in cui sia D = C| si determini il limite

T
li —.
tiglou(a:,t), 0<:L‘<2

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = Z 'yne[c_D(Q"H)z]t cos(2n + 1)z,

n=0
ove
1 —1)" 1—(=1)"
R R T Vil Y
n+1 n

Segue che, se D = C,

2
lim u(z,t) = —cosz.
t—00 e

22. [15/9/2009 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

uy — Dug, = a, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m.
Qui a, b sono costanti positive.
SOLUZIONE
Introducendo la nuova variabile

v(z,t) = u(z,t) — —%,

passiamo al problema

vy — Dvgy = a, O<z<m,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
o(m,t) =0, t>0,
b
v(x,O):—;x, O<z<m.

Cerchiamo la soluzione nella forma

vz, t) = Z ap(t) sinnz .
n=1
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630. Fourier equazione di Laplace

I coefficienti av, risolvono i problemi per n > 1
T
/ 2 2 .
o, + Dnay = von := — [ asinnzdz =
T
0

2a

[1 - (_1)77] )

™n

s

2 b 2b
an(0) =1 = —— / —zsinnrdr = —(—1)".
T w nw
0

Dunque, si ha

Oén(t) = (7117, - Ton )e_DnZt + Jon

Dn? Dn?”
R. .
u(z,t) = %I + nz::l K’hn - g(;:'?)e_Dnzt + g(;;} sinnz,
ove o 2
Yon = %[1 - (=", Vin = %(—1)”, n>1.

23. [15/9/2009 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di
U — DUz, = a, O<x<m,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, O<z<m.

Qui a, b sono costanti positive.
R. -

_ x Yon \ —pn?t . Jon ] .

u(x,t) = b(l — ;) —|—; [(’Ym - Dn2)e + D2 | ST,
ove 9 9%
a n
Yon = —[1 = (=1)"], Yin = ——, n>1.
™ nm

630. Fourier equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ugz + Uyy =0, 0<z<L,0<y<H,
uz(0,y) =0, O<y<H,

uy(z,H) =0, O<zx< L,
u(L,y) =1, 0<y< H,
u(z,0) =z, 0<zxz<L.
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630. Fourier equazione di Laplace

con il metodo di Fourier.

SOLUZIONE

Conviene scrivere u = v + w, ove v, w risolvono problemi simili a quello per u, ma
con v(L,y) = 0, e w(z,0) = 0. Riflettere v in modo dispari intorno a x = L, e
ottenere un problema con dati di Neumann v, =0 su x = 0, x = 2L. Sviluppare
in serie di coseni e ottenere

v, cosh (Z—;H) = %((—1)” -1)+ % sin (%) .

Riflettere w in modo dispari intorno a y = 0. Si passa a un problema con dati
wy = 0 sui bordi y = +H, posto per —H <y < H, da risolvere per serie di soli
coseni (in y):

w(z,t) = i A, cos (%(y + H)) cosh (ﬂx) ,

A ()bh (—n L) = ——— SIn (_n )
n¢ 2H nm 2 '

2. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugz + Uyy = 0, O<x<L,0<y<L,
uz(0,y) =0, O0<y<L,
u(L, O<y<L,
u(x,

y)—O,
0):sin2(%x), O<z<L,
u(z,L) =0, 0O<z<L.

SOLUZIONE
Scegliamo di sviluppare la soluzione u nel sistema ortonormale

2
\/ZCOS((2TL+1)%), n=0,1,2,...

Cerchiamo quindi i coefficienti «y, della serie

u(z,y) = i a (y) cos ((Qn + 1)%) .
n=0

Questi si ottengono come soluzioni dei problemi al contorno

2
all — ((271—1—1)1) a, =0,

2L
Qo (O) = Yon ,
an (L) =0,
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630. Fourier equazione di Laplace

ove

L
2 [ L, mw (1" (2 1 1
. ™ m+1 )d - { _ _ }
o L/Sm (L)COS(( nt )2 TS T \2nt1l 215 -3
0

L’integrale generale della e.d.o. é

Oén(y) _ klne(2n+1)% + kope —(2n+1) 3¢ .
Imponendo le condizioni al contorno si ottiene

kip + kop = Yon
klne(szrl)% + k2n€7(2n+1)% =0.

R.
_y Yon enanigE=5) _ oCrrlE ] cos ( o).
u(z,y) = 7;) J RS ) ER CTER {e 2l —e 27281 cos | (2n + 1)2L
_ (—1)"{ 2 1 1 }
T =T 1 2m+5 2n-3J"

3. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugz + Uyy = 0, O<x<L,0<y<L,
u(0,y) =0, O<y<L,
UI(L,y): ’ O0<y<L,

9 [ TT
u(z, L) = sin (f)’ 0<z<L,
u(z,0) =0, 0<z<L.
4. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere
Ugpg + Uyy = 1, O<z<L,0<y<H,
uz(0,y) =0, O<y<H,
u(L, y)—O O<y< H,
u(z,0) = 0<z<L,
u(z, H) = 0<z<L,

e dire quale & la classe di regolarita della soluzione.
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5. [28/6/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=2?, O<z<m,0<y<m,
u(0,y) =y, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
ug(my) =14y, O<y<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

6. [28/6/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=—x", O<z<m,0<y<m,
u(0,y) = 2y, O<y<m,
uy(z,0) =0, O<z<m,
ug(my) =142y, O<y<m,
u(z,m) =0, O<z<m.

Au=0, O<zr<m,0<y<m,
u.(0,y) =0, O<y<m,
ug(m,y) = 21y, O<y<m,
uy(z,0) =0, O<z<m,
u(z,m) =z, O<z<m.

Au=0, O<z<m,0<y<m,
u(0,y) = 2y, O<y<m,
ug(m,y) =0, O<y<m,
uy(z,0) = =27z, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

9. [16/9/2005 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier 'unica soluzione
limitata in
Q={(x,y)|x>0,0<y <7}
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del problema

Ugz + Uyy = 0, in £2,
Uy (2,0) =0, x>0,
uy(z,m) =0, x>0,

u(0,y) = ysiny, O<y<m.

10. [16/9/2005 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier I'unica soluzione
limitata in
2={(z,y) |z <0,0<y <7}

del problema

Ugz + Uyy = 0, in 2,
uy(z,0) =0, x <0,
uy(z,m) =0, x <0,

u(0,y) = ycosy, O<y<m.

11. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Au=ux, O<z<m,0<y<m,
ug(0,y) =y, O<y<m,
u(m,y) =92, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

uly) = |/ Zsin [ e

sviluppando la soluzione come

o0

u(z,y) = 3 an(z)sin [(271 + 1)%] .

n=0
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630. Fourier equazione di Laplace

Si ottengono quindi i problemi ai limiti per i coefficienti ,:

s

2n 4+ 1)2 2
a%—wanz—/xsin{@n—i—l) }dy—fy()na: O<z<m,

W
3

2
! 1 sin {(2n+ 1)= ] dy = vin,

3 |

SIS

Ot~ T— °

y? sin {(Zn +1)=z } dy = van ,

ove con calcoli elementari si ottiene

4 o8- _ 6=y 32
o= en+ ) T ren+ 02 T nr1)2 a@n+ 1)

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

(@) = kine 2 % 4 kane” 2 4 wp(2),
ove la soluzione particolare wy, si cerchera nella forma
wn(z) = Cp,

ottenendo per semplice sostituzione

470 n

Per i coefficienti ki, kopn, iImponendo ora le condizioni ai limiti si ottiene il sistema

2n+41 - 4’)/()"

kln T+ kope™ "2 = mﬂ' + Yon =: V3n ,
2 47071
kin — kop = =:
In = Fon = 5oy {(271—1— E +71n Yan s
che conduce infine a
2n+1 2n41
kl 7371 +’Y4n67 z 7 k2 _ Y3n — Yan€ 2 g
n — n n n — n n
2 +1 + _2 +1 ’ 2 +1 + _ 2 +1
R.
Z ;
ap(z)sin | (2n + 1)5 ;
ove:
2n4 27L+1,E 4’)/0,”
an(x) = kipe 2 4 kogpe” 2 —mxa
€ _2n41 2n41
kl ")/3n + Yan€ 2 kg _ Y3n — Y4n€ 2
n — n n I n — n n I
2 +17T + _2 +1 2 +17T + _2 +1
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630. Fourier equazione di Laplace

con

— 47077, T+ _ 2 4'7071 +
Y3n (2TL+ 1)2 Y2n s  Vin o+ 1 (2n T 1)2 Yin| -
Infine:
4 8(—1)” 16(—1)” 32
Yon = 5 Yin = PR Yon = 2 3
m(2n +1) m(2n + 1) (2n+1)2 w(2n+1)

12. [20/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Au=y+1, O<zrz<m,0<y<m,

uz (0,y) =0, O<y<m,
u(m,y) =0, O<y<m,
uy(x,0) = 2%, O<zx<m,
u(x,w):x, O<ax<m.
R. N
x
u(z,y) = Zan(y) cos {(2n + 1)5} :
n=0
ove:
ntl, _2n4i, 470”
an(y) =kine 2 Y +kope” 2 Y — m(y +1),
¢ 72n+17_r 2n+17‘—
ki, = Y3n + Yane 2 - Y3 — Yan€ 2
n 62n2+17r Lo anfio n ezn,2+1ﬂ_ e ETESW
con A ) \
Yon Yon
e ——— 1 n n = nl .
Y3n (2n+1)2(77+ )+ 72 Y4 2n+1{(2n+1)2+%]
Infine:
4(-1)" dm(=1)™  32(=1)" A(—1)" 3
'YOn = ( ) ’Yln = ( ) — ( ) ,.an ( )

T r@nt1)’ 2n+1  a(Zn+1)3’ T+l wn+1)2’

13. [15/12/2006 (ex)I] Risolvere per serie di Fourier

Au=0, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) =0, O<y<m,
uy(my)=1, O<y<m,
u(z,0) =1, O<zx<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
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630. Fourier equazione di Laplace

Per ridursi a un problema con dati omogenei conviene passare per esempio alla
nuova incognita

U(xa y) = u(xa y) —Z.
Questa soddisfa

Av=0, O<z<m,0<y<m,
v(0,y) =0, O<y<m,
ve(m,y) =0, O<y<m,
v(z,0)=1—=, O<zr<m,
vy(z,m) =0, O<z<m.

Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

%,(af):\/gsin [(2n+1)g] , n>0,

sviluppando la soluzione come
> x
= n s 2 1H)—|.
(@) =3 cnsin | on+ D3]

Si ottengono quindi i problemi ai limiti per i coefficienti ,:

2 1)2
ag—%an:m O<y<m,
2 [ . T
a,(0) = —/(1—x)s1n [(271—!—1)5] dz = v1n,
T
0
ap(m) =0,

ove con calcoli elementari si ottiene

B 4 8(_1)n+1
S m(2n+1)  w(2n+1)2°

Yin

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

2n+1 _2n+1
an(y) =kine 2 Y+ kope 2 Y,

ove le costanti di integrazione k;, andranno determinate imponendo i dati al con-
torno. Si ottiene il sistema

2n+1 _2n+1
kine 2 T —kope” 2 " =0,

kln + an = Y1in »

che conduce infine a

72n+1ﬂ_ 2n+17_r
- Yin€ 2 koo — Yin€ 2
In — ~2nt1 2ntl_ ) 2n — T ong1 2nfl_ *
e "2 T 67—"2 s e "2 T 67—"2 s
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630. Fourier equazione di Laplace

8(_1)n+1
2n—|— 1) 7(2n+1)2

x y =+ E
_2n+1ﬂ, 2n+1

e 2 n+11 e 2 2n+1 x
y - Yy 1
X [ 2n 2n+1 2 + 2nt1 “ant1_ € 2 ‘| S |:(2n+ 1)§:| .
&

T e 2z T4e 2 7

14. [18/4/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in @ = (0,7) x (0,00) di

Au=0, in @,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(m,y) =siny, 0<y<oo,
u(x,O):x—g, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

1‘2 .
o(,y) = ule,y) - 3-siny.

Si verifica che v risolve il problema

1 2
Av:—(%—l)siny, in Q,

T

v,(0,9) =0, 0<y<oo,
vw(ﬂ—7y):07 O<y< oo,
v(x,O):x—g, O<z<m;

inoltre v é limitata in Q.
Cerchiamo v nella forma

v(z,y) = ao(y —1—5 a, (y) cos(nx)

1I coefficiente ay,, n > 0, & soluzione del problema

/ 2

al —n*a, = yonsiny, 0<y<oo,
an(0) = 1n,
., limitato, in (0, 00).

Qui denotiamo

2 1,22 2(—1)"
'yonZE/;(%—l)cos(nx)dx: (WnQ) , n>1,
0
1 [1 a2 o1
S Y C R
700 7r/7r(2 . 6
0
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630. Fourier equazione di Laplace

Dunque per n > 1
Oén(y) = klneny + ane_ny + kSn Sinyv

ove ks, si determina per sostituzione:

Yon
1+n2’

—kap siny — n?ks, siny = Yo, siny, ossia kg, = —
Quindi dovremo imporre, per le condizioni a y = 0 e di limitatezza,

kln + k2n = VYin
kln = 07

ove la seconda uguaglianza é imposta appunto dalla richiesta che o, resti limitata
per y — oo.
Per n = 0 invece si ha

ag(y) = —yoosiny + kioy + k2o ,

con le condizioni

koo =710 =0,
k1o =0.
R.
x? T 1
u(z,y) = o Siny — (E - 7r) siny
- 2= 1
+ Z [ﬂ'nQ —1le™™ — g s smy} cos(nz) .

n=1

15. [18/4/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in @ = (—00,0) x (0,7) di

Au=0, in Q,
uy(x,0) =0, —oco<x <0,
uy(x,m) = —sinx, —oco<x <0,
u(0,y) =2y — 7, O<y<m.



630. Fourier equazione di Laplace

u(z,y) = —=— smx +

¢
+ Z [7‘(’{7,2 —1]e™ + R cos(ny) .

— —) sinx

=

n=

16. [28/3/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=0, O<z<m,0<y<1,
u(0,y) =0, O<y<1,
ug(my)=y, 0<y<l,

u(z,0) =z, O<z<m,
uy(z,1) =, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

2
v(z, t) = u(z,t) — Y.
2w
Si verifica che v risolve il problema
Av:—g, O<zr<m,0<y<l1,
s
'Ux(o,y):(), O<y<]—7
ve(m,y) =0, 0<y<l1,
v(z,0) =z, O<z<m,
2
vy(x,l)zx—%, O<z<m.
Cerchiamo v nella forma
v(z,y) = ao(y —|—Zozn cos(nx)

11 coefficiente o, n > 1, é soluzione del problema

s

2
az_n2an:—/(—g)cos(nx)dxz(), 0<y<I,
7 T

2
an(0) = - /xcos(nx) dx =: yon ,
0

p =2 [ (o Y cosre) do —
ar (1) = - (x 27r) cos(nzx)dx =: y1, ,

0
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630. Fourier equazione di Laplace

ove pern > 1

2 2
W= ——[(-1)" — 1], n=——.
Yon 2 [(=1) ] Tin n2
Inoltre per n = 0 si ha
a{)’:—g, 0<y<1,
0

Gli integrali generali hanno la forma

v

ao(y) = on + kioy + k2o, an(y) = kine™™ + kope™.
Sostituendo i dati al bordo si ottengono i coefficienti.
R.

22y P us 1 us

wew) =5 -+ (55 )v+ g
— (n€™Y0n — Y1n)e™™ + (ne " Yon + Yin)e"
+ nz::l (e e cos(nz) .
Qui
2 . 2
Yon = [(_1) - ]-] ) Yin =

N2 2’

17. [28/3/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=0, O<z<m,0<y<1,
u (0,y) =y, 0<y<l1,
ug(m,y) =0, O<y<1,
uy(z,0) =, O<z<m,
u(z,1) =, O<z<m.
R.
-y oy w1
uz,y) = or 376
o0 (n _ en)e—ny + (n _|_ e—n)eny ]
+ nz_:l Y ET— ~Yon cos(nx) .
Qui
2 n
IYOn_W[(_]') -2



630. Fourier equazione di Laplace

18. [16/9/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

i m s m
Au= f(zx,y), —— << -, —=<y< =,
f(z,y) 5 575 <Y<3
( s ) 0 7T< <7T
U Z — _ 2 =z
T Q’y s 5 ) 9
(7r ) 1 7T< <7r
Uy | = = - — —
T Q’y s 5 ) 9
( 7r> 0 7T< <7T
U y T o) — Yy PN €T 5
2 2 2
( 7r> 1 7T< <7T
uylx, =) = ——< < —=.
YN 2 ’ 2 2
Qui
1, y=>uw,
€T =
f(z,y) {0’ <.
SOLUZIONE
Introduciamo la variabile ausiliaria
2
T
’U({E,y) - U(iﬁ,y) - ? ’
che risolve
s T T s
AU—f(iE,y)——, —§<x<§,—§<y<§,
v( il ) 0 —E< <E
T 27y bl 2 y 2’
T ™ s
Ux(27y)_0a _§<y<§a
oo —T) == Tea<l
2) 2 2’
v(a:z) 1 —E<a:<z
Y\"ao) 2 2"

Cerchiamo v nella forma

v(z,y) = aoly) + i an(y) cosn(a: + g) )
n=1

1I coefficiente a.,, n > 1, é soluzione del problema

5
2
o —nPa, =y (y) = - /f(x,y)cosn(a:—i— g) dx, — g <y< =

[N

T 2 i x? s
an(——):'yln = —— —cosn(x—i——)dx,
2 T ™ 2

[SIE]
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630. Fourier equazione di Laplace

Invece per n =0 si ha

E
2 1 2 T -
" _— = — , d - —, _ < <_’
ag = Y00(y) - 7T/f(xy)x - 5 <U<3
-3
( 7T) 1] 2d o
@0 5) = o T=—150
-3
(TN
ao(z)_
Si ha con i calcoli
’YOW:(y):_Slnn(y_F_)? nzlafyoo(y):_"'_v
™ 2 T 2
¢ (—1)m+?
1)t q -
n=2——", >1, = ——.
71 7T’n,2 n Y10 I

Per trovare la soluzione dei problemi di Cauchy per «,, osserviamo che una soluzione
particolare di (1) per n > 1 ¢ data da

wn(y) = ClnSinn(y+ g) + CQn COSTL(ZJ"‘ g) ’

ove le costanti Cy,, e Cs,, si determinano sostituendo la w,, nella e.d.o.. Si ottiene
cosi

1 . T
wy(y) = b smn<y+ 5) .
Dunque la soluzione del problema di Cauchy si trova imponendo i dati iniziali
nell’integrale generale

an(y) = kine™ + kone™™ + w, (y) .

Se invece n = 0, si ha integrando direttamente la e.d.o.
3 11
ao(y) = 7 + (— - _)yz + k1oy + koo -
67 4 7

Le costanti di integrazione ki,, kon si determinano imponendo le condizioni al

contorno.
R.
2?8 1 1\ 5 3 T
D=L P (e (p By, T
ulw,y) =7 +67r+(4 w)y +( g )V 3 96
= 1
+ ;::1 {klne”y + kope Y — 3 sinn(y + g)} cosn(w + g) ,
ove
1 1" —D)" -1 s
(S 0y
enT 4 =1\ n3 ™2
1 1)t . —1)"th—1 .
P S DA TR Y
enT 4 e—nw mn3 2
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630. Fourier equazione di Laplace

19. [16/9/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

T T T T
Au= ENE —— << -, —=<y< =,
u=f@y), —S<e<i Zay<?
( T ) 0 7T< <7r
u . . _7
T 27y ) 2 y 2
T T T
u$(§7y>:37 —§<Z/<§a
T T T
U<$,—§>:0, —§<$<§,
T T T
Uy($,§>:ﬂ', —§<.’L'<§
Qui
1, y<uz,
T,y) =
f.y) {0, y>xT.
R.
( )—% y—3+(1 §)2+(7—W+3) | U 2007
WY = T e T\ T 7)Y 8 YT T 06
> " . 1 . T ™
+n2::1 {klne Y+ kope™ ™ + %smn(y—i—g)} cosn(x+§),
ove
1 (_1)n,+1 nx (_1)n,+1 -1 .
kln_e"”—i—e*"”( mn3 e +6 mn? € 2)’
B 1 (=)™ _ux (=) —1 an
k2n_e"”—|—e—"”( mn3 ¢ A0 2 62)'

20. [12/2/2009 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uz + Uyy = 0, O<er<l,O<y<m,
uy(z,m) =1, 0<zr<l,
uy(z,0) =2, O<zx<l1,
u0,y) =y, O0<y<m,
uz(1l,y) =0, O<y<m.

SOLUZIONE
Passiamo alla nuova incognita

1 2
— 22
v(x,y) =u(z,y) + 5-Y Y,
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630. Fourier equazione di Laplace

che risolve il problema

1
vm—kvw—;, <<l 0<y<m,
vy(z,m) =0, 0<z<l,
vy(x,0) =0, 0<z<l1,
1
v(0,y) = —y* -y, O<y<m,
21
v (1,y) =0, O<y<m.

Cerchiamone lo sviluppo in serie

v(x,y) = ag(x) + Z ap (x) cos(ny) .

I coefficienti v, risolvono i problemi

" 2 _
@, —N"Qpn = Yon

an,(o) = Vin
al(1)=0,
ove
2 1
'yon:—/—cos(ny)dyzO, n>1,
)«
0
1
Yoo =
™
2 2
%n=—/ —y -y COS(ny)dy=—2,
T ™
_ 1/ T
Y10 = - y y dy = 3
0
Dunque, si ha
an( )—kln6 +k2ne nm’ TLZla
22
ag(x) = k1o + k20% + 00—, n=0.

2

Imponendo le condizioni al bordo si ha per n > 1

kln + k?n = VYin

n —n
nkipe” —nkone™ ™" =0,

da cui )
o ’71n6_ " _ Yin
kln - 1+ e_2n ’ k2n - 1 + €—2n .
In modo simile
k10 = 710, k2o = =700 -
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630. Fourier equazione di Laplace

R.
22

1
u(x,y) =2y — %yz + 710 — Y00 + 7007

ove
1 2

s
Y00 = — Yin = —5 > Y10 = —3 -
T ™ 3

21. [12/2/2009 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugy + Uyy = 0, O<zr<m,0<y<l1,
uz (0,y) =3, 0<y<1,

uy(my) =2, 0<y<l,
u(z,0) =z, O<z<m,
uy(z,1) =0, O<z<m.
R.
(z,y) =3 L2y + v
= ——x J— -
u\r,y €T o Y10 — YooY ’7002
+ D TR (T e osfae)
ove 1 9 5
== W= [2 4 (—1)"HY], -7
Yoo = M 7m2[+( )" 710 6

22. [13/7/2009 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au= f(y), O<z<m,0<y<m,

u(0,y) =0, O<y<m,
ug(m,y) =0, O<y<m,
uy(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.
Qui
T 3
1’ ye(_a_ﬂ>a
_ 47 4
f(y)_ T 3
0 yﬁz(— —W)
M 47
SOLUZIONE
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630. Fourier equazione di Laplace

Cerchiamo la soluzione nella forma
u(z,y) = ao(z) + Z ap(x) cosny .
n=1

I coefficienti «,, risolvono i problemi: per n > 1

2 T
ay = nPon = Yon = ;/f(y) cosnydy,
0

a,(0) =0,
ap(m) =0,
ove
XS
2 21 3 m
'yon:—/cosnydy:— sin—wn—sin—n}, n>1.
U ™ 4 4

x
1
Dunque, si ha
an(x) = kine ™ + kope™® + z,(2),
ove z, é una soluzione particolare della e.d.o. non omogenea, che puo essere scelta

come
zn(x) = _Jon

Imponendo le condizioni al bordo si ha per n > 1

Oén(O) = kln + an - % = 07

al () = —nkine "™ + nkope™™ = 0.
Per n =0 si ha
1 T 1
“ = = — d = —
Qp = 700 7T/f(l/)y 5
0
050(0) = 0,
ap(m) =0
Dunque, si ha
22
ag(x) = T + kiox + koo ,

Imponendo le condizioni al bordo si ha per n =0,

1
{T(efnx + 672n7r+na:) o ].}COS ny,

u(z,y) = p—rr

22 7 S
on
1 2"’C+§1 n?
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810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

ove

2 [ . .m } -1
= —|sm— — sin — .
Yon . S 47'('Tl S 477, y n -~

23. [13/7/2009 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au= f(x), O<zx<m,0<y<m,
uz(0,y) =0, O<y<m,
ug(m,y) =0, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.
Qui
3
2, :1:6(%,—71),
Fla)= it
0 1‘%(— —7'(')
b 47
R.
2 o0
_y__ “Yon 1 —ny —2nm+nyy _
u(,y) = 5 7ry+n§::1n2 {71_’_6_2"#(6 +e ) l}cosnx,
ove A 5
o
_ 4.3 T N
Yon 71_n{sm 47m sm4n}, n>1.

810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

1. [30/1/2003 (hw)I] Sia u € C?*(Qr), Q1 = (0, L) x (0,T), soluzione di

U — gy =0, 0O<z<L,0<t<T,
u(z,0) = up(z), 0<z<L,
ug(x,0) = uy(z), 0<z<L,
u(0,t) =0, 0<t,
u(L,t) =0, 0<t.

a) Dare condizioni necessarie su ug, u; perché una tale soluzione possa esi-

stere.
b) Dimostrare, moltiplicando 1’e.d.p. per u; e integrando ripetutamente per
parti su (0, L) x (0,t), che, per ogni ¢t > 0,

L L L L
w(z,t)>dz + & [ up(z,t)*de = [ wi(z)?de + 2 | (up(x))*dz. (1)
[rieerin s [t fuirese]
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820. Metodi dell’energia per equazioni paraboliche

c) Dedurre dalla (1) un teorema di unicita di soluzioni per il problema in

questione.
R.

a) ug € C*([0,L)),u; € CH([0,L]);
up(0) = up(L) = 0,uy(0) = uy(L) = 0,u1(0) = us (L) =0.

2. [30/6/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione v € C*([0, L] x [0,T]) di

vtt—c%mz—vt, O<ax<L,0<t<T,
(Ot):0 0<t<T,
v(L,t) = 0<t<T,
v(z, )—vo(@") 0<z<L,
v(z,0) = v1(x), 0<x<L.

Si dimostri che I’ “energia”

L L
/ dx+%/vx(azt2
0 0

¢ una funzione decrescente del tempo.

[

l\DlH

3. [30/6/2003 (ex)II] Si consideri la soluzione v € C%([0, L] x [0,T]) di

vtt—CQ’L)m:vt, O<ax<L,0<t<T,
(Ot)zo 0<t<T,
v(L,t) = 0<t<T,
v(z, )—vo(a:) 0<z<L,
ve(2,0) = v1(x), 0<z<L.

Si dimostri che I’ “energia”

L L

? 9
/ dx+3/vx(azt
0 0

¢ una funzione crescente del tempo.

l\DlH

820. Metodi dell’energia per equazioni paraboliche
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820. Metodi dell’energia per equazioni paraboliche

1. [15/12/2006 (ex)I] Dimostrare che

™

3
/u(m,t)2dm<§7r, t>0,

0
se u risolve
Ut — Ugpy = 0, O<z<m,t>0,
u.(0,t) =0, t>0,
Ug (7, t) =0, t>0,
u(z,0) =1+ cosx, O<z<m.

SOLUZIONE
Moltiplichiamo I'equazione per u e integriamo per parti su (0, 7) x (0,t), ottenendo:

s s

t m
1
%/u(m,t)Qda:—5/u(x,O)de—i—//um(x,T)Qda:dT=O.
0 00

0

Eliminando il termine positivo che contiene u2, si ha

™ ™ ™

3
/u(x,t)zdxg /U(%O)de:/(1+2C08x+6052x)dw= PR

0 0 0

2. [14/7/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Ut — Dy, =0, O<ax<L,t>0,
Du(0,t) = au(0,t), t>0,
Dug(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C2([0, L]), ug > 0.
Si dimostri che

L
U(t):/u(x,t)dx, t>0,
0

¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)
SOLUZIONE
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910. Trasformata di Fourier: generalita

Integrando la e.d.p. in [0, L] X [t1,t2], t1 < t2 si ha

L L ty L
/u(m,tg) dx—/u(m,tl)dx = //uT(x,T) dzdr
0 0 t1 0

to L to

_ / / Dt (i, 7) dar dr = / [Duy(L,7) — Du, (0,7)] dr
0

t1 tl
to

= —/au(O,T) dr.

t1
Quindi avremo dimostrato la tesi:

ta

Ults) — Uty) = —/au(O,T) dr <0,

se dimostriamo che u > 0.

Osserviamo intanto che u > 0 all’istante iniziale. Su x = L la u non puo assumere
minimi, per il Lemma di Hopf. Se u(0,t) & un minimo, per t > 0, sempre per il
Lemma di Hopf, e per la condizione al bordo prescritta, si deve avere

u(0,%) = a~ ' Du,(0,7) > 0.
Percio u ha minimi solo positivi, e percio é in effetti ovunque positiva.

3. [14/7/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugy =0, O<zxz<L,t>0,
Dug(0,8) =0, t>0),
Duy(L,t) = —au(L,t), t>0,

u(z,0) = ug(x), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C?([0, L]), up > 0.
Si dimostri che

L
Ut) = /u(x,t)dx, >0,
0
¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)

910. Trasformata di Fourier: generalita

1. [18/4/2007 (ex)I] Consideriamo le due funzioni

3, —nm<zxz<m,
Jw) = {O, x & |—m 7],
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960. Trasformata di Laplace e risoluzione di EDO

1— |z, —-1<z<1,
g(z) =
07 J)Q/[—l,l],

Decidere quale delle due trasformate di Fourier F|[f]| e F[g] tende a zero piu

rapidamente quando w — 0o, e calcolare tale trasformata.

SOLUZIONE

La g & C' a tratti, e quindi piti regolare della f, che non ¢ neppure continua. Ne
segue che la trasformata richiesta & quella della g.

Calcoliamo poi:

-1

960. Trasformata di Laplace e risoluzione di EDO

1. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy

y +ay =0, x>0,
Qui a # 0, b, up sono costanti reali.
SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y], si ha

b
sY —ug+aY = —.
S

Dunque




960. Trasformata di Laplace e risoluzione di EDO

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

L[bl(s)Lle™**](s) = L[b*e™*"](s) .
Infine (si noti I'abuso di notazione)

Y 1 — e 0%
bxe ™ (z) = /be—“5 dg = b—.
0

1 — 0z
y(x) = upe™ ¥ + - , x>0.
a

2. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy
v' =2y +y=3, x>0,
y(0) =1,
y'(0) =0.

SOLUZIONE
Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = Lly], si ha

sQY—s—2(sY—1)+Y:§.
Dunque
36
v(s)= o2 2L L rs)ciee)(s) + £01)(s)

82—2s+1:g(s—1)2+;

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

L[2](s)L[ze"](s) = L[2 % (xe®)](s) .
Infine (si noti I'abuso di notazione)

2% (ze®)(x) = /2565 d€ = 2ze” + 2(1 — €7).
0

y(z) =14 2ze” +2(1 —€"), z>0.

3. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy

y'+dy=e", x>0,
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SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = Lly], si ha

1

S2Y +4Y = :
s+1

Dunque
d 11 . 1,
Y(s)= gy =Ll {5 sm(%)] ().

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

Y(s)=L {em * (% sin(2x))] (s).
Infine (si noti I'abuso di notazione)
e % % (% sin(2x)) (x) = % /e*(mfg) sin(2¢) d¢ = ll—o(sin(2x) —2cos(2z) +2e7).
0

R.
y(x) = 1—10(sin(2x) —2cos(2z) +2e77), z2>0.

4. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
problema

y// . 4y/ — 5y = 631 ’
y(0) =1,
y'(0)=-1.

SOLUZIONE
Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y], si ha

s7Y (5) = sy(0) = y/(0) = 4(sY (5) = y(0)) = 5Y (s) = L[e**](5) = - - 3
da cui , 1
Y(s)(s® —4s—5) = m—l—s—&
Dunque
1 1 1
Y = 365069 "5t

1 1 1 +1 1 1 n 1
6s—3s+1 6s5s—3s—5 s+1°°

Ricordando le proprieta della trasformata di Laplace,
1

Y(s) = —gﬁ[em xe "|(s) + éﬁ[eh % e5%)(s) + Lle™"(s) .
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25 1 1
y(z) = ﬂe*gﬂ + Eem - §e3m , x>0.

5. [18/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema

y" + 16y = 1 +sin2z,
y(0) =0,
y'(0) =3.

SOLUZIONE
Applichiamo la trasformazione di Laplace alla e.d.o. e otteniamo (denotando Y =

L[y])

) 1 2
s*Y (s) — sy(0) — y'(O) +16Y (s) = 3 + 4—|-—82 )
da cui
1 1 2 1 3
Yis)= 6125 412161 161 &2
1 1
= Zﬁ[sin 4z)(s)L[1](s) + Zﬁ[sin 4zx](s)L[sin 2z](s) + %C[Sin 4z](s)
= iﬁ[sin dx x 1)(s) + iﬁ[sin 4x x sin 2x](s) + Zﬁ[sin 4z](s) .
Quindi
Ll Ll 3
y(z) = 1 /sm4§d£ + 1 /s1n2€sm(4x —4£)d¢ + 1 sin4x .
0 0
- 19 1 11
y(z) = ﬂsmélx - Ecosélx—i— 6~ Esm2x.

6. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema

y" —my = cosx,
y(0) =,
y'(0) = 7.

SOLUZIONE
Applichiamo la trasformazione di Laplace alla e.d.o. e otteniamo (denotando Y =

Lly])

S

Y () = 5y(0) =/ (0) = (Y () = y(0) = 75 -
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da cui
T 1
Yis) = s—7 + (s —m)(1+s?)

=7nL[e™](s) + L[e™*](s)L[sin z](s)

=7L[e™](s) + L[e™ * sinz](s) .
Quindi

y(x) = me™ + [ " singde.
/

R.

(@) = (74 7o=g )€™ — g (cosz + sina)
=\ —F= ]€e — —=(COS T S1 .
Y 1+ 72 1+ 72 TSHLE
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