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NOTE:
o (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.
e Salvo diverso avviso:

— coni e cilindri sono circolari retti;
— 1 corpi rigidi sono omogenei;
— si assume l'ipotesi dei lavori virtuali.

e Si usa la notazione degli Appunti del corso.
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1. [22/9/2006 (ex)I] Un punto materiale ¢ vincolato a muoversi nel piano
(z,y) ed ¢ soggetto a un campo di forze di potenziale

U(z,y) = —kx?y?.

Si dimostri che non si possono avere moti illimitati in cui il punto rimanga
sempre nel settore

A={(z,y) |0<z<y<2zx}.

SOLUZIONE
Poiché le forze sono conservative, vale per ciascun moto X

Tt)-U(X(t) =F, per ogni t,
ove l’energia E é una costante reale. Dato che T > 0, deve essere
E>-U(X(t) = kX1 (t)*Xa(t)?.

Quindi Iungo ciascun moto il prodotto X2 X2 resta limitato.

Se invece il moto fosse illimitato, ossia almeno una delle coordinate X; divergesse a
infinito (su una successione di istanti t,, — 00), anche 'altra coordinata dovrebbe
divergere (sulla stessa successione), per la geometria di A, e quindi a maggior
ragione divergerebbe il loro prodotto.

2. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m € vincolato alla curva
(1) = (ar,br? cr?), —00 < T < 00,

ed e soggetto a un campo di forze di potenziale

e
U(w)z—W—ﬁ\w\Q, x e R\ {0}.
Qui a, b, ¢, a, 8 sono costanti positive.

Dimostrare che ciascun moto ¢ soddisfa
e<le®)<C,

per due opportune costanti positive C, ¢ (dipendenti dal moto), e per ogni
t per cui ¢ definito.

SOLUZIONE

I vincoli sono lisci, e le forze conservative. Quindi I'energia
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rimane costante lungo ciascun moto. In particolare dunque per ogni t per cui il

moto & definito o

Ue(t) = TR Ble))? > -E.
Ne seguono
@ 2
|¢@”2§E, Ble)l” < E,

da cui la tesi con

150. Piano delle fasi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto e soggetto a una forza di potenziale

Ulx) = kzlz|,

ove x e ’ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che

rimangono limitati per t — oo.
SOLUZIONE
Le orbite nel piano delle fasi corrispondono alle curve

p==£ %(E—i—U(x)),

definite ove E + U(x) > 0.
Nel nostro caso occorre distinguere:

:

p==% (E—ka), <0,

2
p=d= —(E+kx2), z>0.
m
1) Caso E > 0:
x < 0: L’orbita qui coincide con la semiellisse
mozy Eoa_
2Ep —I—Ex—l, z <0.

x > 0: L’orbita qui coincide con i due tratti di iperbole

mQ_E

2
o5 T E”  ©20

Si noti che come é ovvio le due porzioni di orbita si raccordano su x = 0.
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2) Caso E = 0:
x < 0: Le orbite non hanno componenti in questo semipiano.
x > 0: Le orbite qui sono le due semirette aperte

p=4/—z, x>0; p=—\—x, z>0;
m m

e il punto critico

3) Caso E < 0:
x < 0: Le orbite non hanno componenti in questo semipiano.
x > 0: L’orbita qui coincide con il ramo di iperbole

k 2 m. 9 |E|
_ N, =1 > -
I

Infine, per t — oo tutte le orbite corrispondono a moti per cui z(t) — oo, con
Deccezione delle due orbite, nel caso E = 0,

che corrispondono a moti nei quali z(t) — 0.

2. [18/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto e soggetto a una forza di potenziale

Ux) = ka®fal,

ove x ¢ l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — oo.

3. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢ soggetto a una forza di potenziale

U(x) =kcosz,

ove x ¢ l'ascissa di P misurata su 7, e k ¢ una costante positiva.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I’andamento dei moti.

SOLUZIONE
Le orbite nel piano delle fasi corrispondono alle curve

p== (E + kcosx)

2
m

definite ove E + cosx > 0.
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1) Caso E > k: La radice quadrata non si annulla mai, ed é sempre definita. Si
hanno due orbite corrispondenti a due moti (uno in cui & > 0, I’altro in cui & < 0).
2) Caso E = k: La radice quadrata si annulla solo per x = (2n+ 1), n € Z.
In corrispondenza di tali valori, che sono di minimo per il potenziale, si hanno
posizioni di equilibrio (instabile). Per i valori di x intermedi, risultano definite due
orbite che connettono (in tmepo infinito) due di tali posizioni.

3) Caso k > E > —k: La radice quadrata ¢ definita negli intervalli ove

E
cosz > -7 € (-1,1).

In tali intervalli risulta definita un’orbita periodica.
4) Caso E = —k: La radice quadrata risulta definita solo nei punti x = 2nm,
n € Z, ove si annulla. In corrispondenza di tali valori, che sono di massimo per il
potenziale, si hanno posizioni di equilibrio (stabile).

4. [13/12/2007 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti
ai moti determinati da
mi = F(x),

ove
F(z) = axsin(bz?),

e a, b > 0 sono costanti.
SOLUZIONE
1II potenziale ¢ dato da

/‘ assin(bs?)ds 4+ v = % [1— cos(bz®)] + 7,
0
e quindi possiamo assumere
U(z) = 2 cos(bx?)
2b '

Le orbite nel piano (z,p) delle fasi sono date da

p= 2 (E+UW) = LT ol

ridefinendo E' = 2bE/a.

Conviene distinguere i casi seguenti:
1) E' < —1: nessuna orbita.

2) E' = —1: le orbite degeneri

r=+/2n+1)-, p=0, n>0,

Sl

corrispondenti a quiete in punti di equilibrio stabile.
3) —1 < E’ < 1: orbite chiuse ciascuna corrispondente a un moto periodico intorno
a uno dei punti di equilibrio stabile determinati nel punto 2).
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4) E' = 1: le orbite degeneri:

a:z:l:’/2n%, p=0, n>0, (1)

corrispondenti a quiete in punti di equilibrio instabile, e le orbite

p= :I:,/%\/l — cos(bx?),

ciascuna definita tra due consecutivi punti della forma (1).
5) E' > 1: orbite definite per ogni x € R, sulle quali p non cambia segno, né si
annulla.

5. [13/12/2007 (ex)II] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti
ai moti determinati da
mi = F(x),

ove
F(z) = —ax cos(bz?),

e a, b > 0 sono costanti.

6. [1/7/2008 (ex)I] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-
dente al potenziale
U(x) = —az® + bx®,

ove a, b sono costanti positive.

7.[1/7/2008 (ex)II] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-
dente al potenziale
U(x) = —az’ +bz",

ove a, b sono costanti positive.
8. [12/6/2009 (ex)I] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi =U'(x),

con

U(x) = kade reR.

Qui m, a, k sono costanti positive.

SOLUZIONE
Per la conservazione dell’energia
1
gmi” = Ulx)+ F,

da cui 'equazione delle orbite
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Le orbite dunque sono definite, per ciascun valore dell’energia E, ove E > —U (z).
Si ha
U'(z) = k(3 — ax)x?e ",

e dunque U(x) soddisfa:

e U é crescente in (—o0,3/a); é decrescente in (3/a, 0);

U(x)=0seesolosex=0o0x=23/a;
U0) =0, U(3/a) = 27k(ae) ™ = Unax ;

lim U(z) = oo, lim U(z) =0.
Distinguiamo dunque i casi:
A) E > 0. L’orbita é definita sulla semiretta (xg,00), ove g < 0 & l'unica radice
dell’equazione —U(xg) = E.
Inoltre Porbita interseca l'asse x in x = xg, e per x — oo si ha p(x) — £+1/2E/m.
B) E = 0. A questo valore corrispondono tre orbite. Oltre alle due simmetriche

2
p({E) == EU("E)7 x>0,

si ha infatti quella degenere x = 0, p = 0, corrispondente a un punto di equilibrio

instabile.
1,2

C) 0 > E > —Umax- L’orbita é una curva chiusa definita nell’intervallo (v, x%),

ove r}; e x% sono definiti da

Per E — —Upax lorbita si stringe sul punto (3/a,0).

D) E = —Upax. L'orbita & degenere, coincide con il punto x = 3/a, p = 0, e
corrisponde a un punto di equilibrio stabile.

E) E < —Umax- Non ci sono orbite in questo caso.

9. [12/6/2009 (ex)II] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi = U'(x),

con

Ux) = —k(z —1)3% r€ER.

Qui m, a < 3, k sono costanti positive.

10. [20/11/2009 (ex)I] Tracciare le orbite nel piano delle fasi relative al
potenziale
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e discutere la stabilita dei punti di equilibrio.

11. [22/2/2010 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle orbite
corrispondenti al potenziale

U(z) = asin(Bz|z|),

ove a e [ sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

12. [22/2/2010 (ex)II] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle
orbite corrispondenti al potenziale

U(x) = —asin(Bzla])

ove a e [ sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

220. Moti centrali e simili

1. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ soggetto alla forza

F=—k oP ,
0P|

con k > 0 costante. Qui O e l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(0) = (r0,0,0), vp(0) = (0,v,0),

con 1o, vy > 0 tali che
2

k= rgvom.
Determinare la traiettoria di P.
[Suggerimento: usare la formula di Binet.]
SOLUZIONE
Il moto é centrale. Quindi é piano e ha luogo nel piano fisso (x1,x2), ove scegliamo
coordinate polari r, ¢ con centro in O e tali che ¢ = 0 nella posizione iniziale di P.
Ricordando la scomposizione polare della velocita si ha che, all’istante iniziale,

r0)=ro, #0)=0,  ¢(0)=0, ¢<o>:i—§.

Percio un integrale primo del moto e dato da

T'(t)QSb(t) = 7”(0)2sb(0) = roUp =: C.
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Per determinare la traiettoria possiamo usare la formula di Binet:

_fqﬂi@0+l}_a__JL
r2 Lldp2 \r rl T 3

da cui
d* /1y 1 k 1
O
dp? \r r  cAEmr 1
per le ipotesi. Dunque
() -
dp?2 \r ’
e
1
—— =kip+ko,
()
ossia
(0) = —
r =
14 klgo + ko
con ke = 1/rg e k1 determinato da
k1 , d 1
—— =7 = —7r(p(t)—.
CrErn AR
Pert =0 si ha
ko
k2

da cui k1 = 0, e il moto é circolare.

R. Circonferenza x% + 23 = r2 su x3 = 0, percorsa con moto circolare uniforme.

2. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ soggetto alla forza

F = —k ﬁ
OB+

con k > 0 costante. Qui O & l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(0) = (0,79,0), vp(0) = (—v0,0,0),

con 1o, vy > 0 tali che
k=rivim.

Determinare la traiettoria di P.
[Suggerimento: usare la formula di Binet.]
R. Circonferenza 3 + 3 = r3 su x3 = 0, percorsa con moto circolare uniforme.

3. [17/9/2007 (ex)I] Un punto P di massa m & soggetto al campo di forze

F:k(o-ﬁ%o—ﬁ,
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ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e £ > 0 ¢ costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione

OP(0) = Le
con velocita iniziale
v(0) = aey + fes.

Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso 11, si trovi 'equazione
di II, e si calcoli la velocita areolare di P.

SOLUZIONE

II moto é centrale, quindi ¢ noto che avviene nel piano che passa per la posizione
iniziale, e normale a

OP(0) Av(0) = —Lfes + Laes .
L’equazione di I é dunque

(x1 — L)0— 228 + 2300 =10.

La velocita areolare é per definizione

2% = 2 [0P(0) no()| = Zv/a2 T 2.

2

II: prs—ar3=0,
1

L
_TQQb: I /a2+62.

2 2

4. [17/9/2007 (ex)II] Un punto P di massa m & soggetto al campo di forze
4
F=—k ‘O7>" oD,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e £ > 0 ¢ costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione
OP(0) = Le,,

.....

v(0) = ae; + fes.

Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso I, si trovi l’equazione

di 11, e si calcoli la velocita areolare di P.
R.

II: pri—ar3=0,
1

L
_TQQb: o, /a2+62.

2 2

10
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5. [18/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

(@]
F=oar3cos?y
0P|’
ove O e lorigine e r, ¢ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

O?(O) = Ley, v(0) = vpeq.
Qui «, L e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r & crescente.
SOLUZIONE
Scomponendo I'equazione di moto nelle direzioni radiale e trasversa si ha
m(i —r¢?) = ar 3 cos® p, (1)

2p+rg=0. (2)

La velocita areolare, come é noto, ¢ definita da
1
V(t) = §T2§b .

Quindi
av
dt
per la (2). All'istante iniziale r(0) = L e

N S S .
(1) = i+ 5720 = 5r(2ig+ 1) = 0,

v(0) = voes = Tu + rpT = ey + rypes

per cui
_ _
=0, p0)="2
Percio 1 )
v
V@:V@:—ﬁfzimo
Da (1), si ha

7= rng + am ™73 cos? p>0.

Dato che 7(0) = 0, ne segue che 7(t) > 0 per ogni t > 0.

R.

V@%:Vm):%Lm.

11
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6. [18/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

0]
F = ardsin’® ¢
0P|’
ove O e lorigine e r, ¢ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

O?(O) = Reg 5 ’U(O) = VYpeq .
Qui «, R e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r € crescente.

R. :
V(t) = V(0) = =5 Ruo.

7.19/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & soggetto al campo

di forze
_ op
~lop”
ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso (O, e;).
All’istante iniziale P occupa la posizione

F

OP(0) = Res + Res,

con velocita iniziale
v(0) = cey + Pea.

Qui «, B, k, R sono costanti positive.

Si dimostri che il moto avviene su un piano fisso e si determini I’equazione
di tale piano.

SOLUZIONE

Il moto avviene in un campo di forze centrale, e dunque si sa che il moto & piano
per risultati generali. Anzi, il piano & quello che passa per la posizione iniziale e
che e perpendicolare al vettore

OP A v(0) = —SRe; + aRes — aRes .

—Bx1 + a(ze — R) —a(zs — R) =0.

12
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1. [18/7/2005 (ex)I] Sia I1(t) il piano mobile di equazione
—sin(at)xy + cos(at)ra =0,

nel riferimento fisso (O, z1, z2, T3).
Un disco rigido omogeneo di massa m e raggio R ¢ vincolato a giacere su
II(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale con I1(t),
a distanza d > 0 dall’asse x3.
Si esprima in coordinate lagrangiane I’energia cinetica del disco nel sistema
di riferimento fisso.
SOLUZIONE
Sia (w1, us2,us3) una base solidale con il disco, con uy ortogonale a I1(t).
Se ¢ e la coordinata lagrangiana, scelta per esempio come ’angolo tra e3 e us, si
ha

€3 = CoS Yus + sin pus .

Dunque si ha dal teorema di Konig

1 1
T= EmOch? + 5](2<,b2 +a?),

se I ¢ il momento d’inerzia del disco rispetto a un suo diametro.
Infatti la velocita v del centro di massa C soddisfa

2
lve|” = a?d?,

poiché C' si muove di moto rotatorio uniforme.
La velocita angolare del disco rispetto a un sistema di riferimento che trasla con il
suo centro di massa, mantenendo gli assi paralleli a quelli fissi, € poi

w = Yuy + asin pug + a cos pus .

Un modo alternativo di calcolare T e attraverso l'integrale

1 m ,
r= s——— [v(P)|" dP
//disco 2 area(disco) |v(P)] ,

ove v(P) & la velocita nel sistema di riferimento fisso del generico punto P del disco.
Per svolgere il calcolo, parametrizziamo il disco cosi:
P(r,0) = oc + CP = (dcos(at), dsin(at), z3¢)
+ r(cos(0 + ) cos(at), cos(f + @) sin(at),sin(f + ¢)) ,

ove r3c € una costante irrilevante per il calcolo di T, e 0 < r < R, 0 < 0 < 27.
L’angolo 0 ha il significato geometrico di anomalia polare (di polo C') misurata su
I1(t) a partire dalla semiretta di riferimento di ¢. Dunque

v(P(r,0)) = ad( — sin(at), cos(at),0)
—r¢(sin(6 + @) cos(at),sin(f + ¢) sin(at), — cos(0 + ¢))
+ racos(f + ¢) ( — sin(at), cos(at), 0) .

13
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Si riconosce subito che v(P) & combinazione lineare di due versori ortonormali, e
che

[o(P(r, 0))|° = (ad + racos(® + ¢))° + (5)°
= a®d® + 2ra’dcos(0 + ¢) + r*a® cos? (0 + @) + 7@

Quindi

27TR2 2 R 27 R
T= / d9/ drra®d® + / d9/ drr2ra’dcos(f + )
m 0 0 0 0

2m R
—|—/ dH/ drrr® (o cos®(0 + ¢) + ¢*)
0 0
2 252 T pa.2 2 [T 2 3 [
=7mRa"d —|—§ch + o de(ng cos(@—i—gp)—i—ZR cos’ (0 + ¢))
0
:wR2a2d2+gR4ap2+a2§R4,

che coincide con I’espressione gia trovata.
R.

1 1
T = §ma2d2 + 51r(2<p2 +a?),

2. [18/7/2005 (ex)II] Sia [I(t) il piano mobile di equazione
—sin(at)xy + cos(at)rz =0,

nel riferimento fisso (O, z1, z2, T3).

Una lamina quadrata rigida omogenea di massa m e lato 2L & vincolata a
giacere su I1(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale
con II(t), a distanza d > 0 dall’asse ;.

Si esprima in coordinate lagrangiane I'energia cinetica della lamina nel si-
stema di riferimento fisso.

R.

1 1
T= EmOchQ + 51(2<p2 +a?).

3. [13/12/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-
giane 'energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

2 2 2
$A+yA:ZA7
2 2 2
TR+ Yp = 2B,

(Ossia, AB giace tutta sul cono 22 + y? = 22. Si assuma z4 > 0.)

14
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SOLUZIONE

Scegliamo z = z4 e 'anomalia polare (cilindrica) ¢ di A come coordinate lagran-
giane.

Allora

S

P(s):<(z+%)cos<p,(z+%)sin<p,z+\/§>, 0<s<L.

S S
v(s) = | Zcosyp — z—l——)'sin , Zsin —|—(z+—)'cos ,z"),
(s) ( @ ( 73)#sine @ 5)Peose

e
. 5\2,
|v(s)|2:2z2+(z+ﬁ) o2
Percio . 2 SNz,
T:E/O f(zz' +(z+ﬁ) <p>ds.
R.
T= (2L22 + g(z + %)3& - gz?’gf) .

4. [26/3/2007 (ex)I] Un cilindro circolare retto omogeneo di massa M,
raggio R e altezza H & sottoposto ai seguenti vincoli:

e il suo centro O appartiene a una circonferenza fissa v di raggio L,
giacente su un piano fisso II;

e il suo asse si mantiene ortogonale a II.

Si trovi in termini delle opportune coordinate lagrangiane 1’energia cinetica

del cilindro.

SOLUZIONE

Sia (£2,e;) un sistema di riferimento solidale con II, ove §2 é il centro di 7y, e e3 &
ortogonale a II.

Sia poi (O, w;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tale che us(t) = es
per ogni t.

Scegliamo come coordinate lagrangiane due angoli ¢ e 0 tali che

20 = L cos we; + Lsinpes, (1)

u; = cosfe; + sinfe, . (2)

Usiamo il teorema di Konig per trovare 'energia cinetica come
1 2
T = §M|’Uo| +Ts,
ove 8’ = (0, e;). Da (1) segue

vo = Lo(—sinpeq + cospes) lvol|® = L2 .

15
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Inoltre

1 1 .
TS/ = 50’6&) W = 5[3302,

ove o ¢ il tensore d’inerzia in O, e w ¢ la velocita angolare di (u;) rispetto a (e;),
cosicché

1 1.
T = 5ML2¢2 + 513302 .

5. [19/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata ad
avere l'estremo A sulla curva

r1 = Rpcosyp,
T9 = Rypsinp,
x3 :hQO,

ove 0 < ¢ < 0o. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre 1@ /2L si mantiene coincidente con

(cos p,sin g, 0) .

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-
grangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo il parametro ¢ corrispondente alla posizione di A come coordinata la-
grangiana.

Una parametrizzazione di AB &

O?(s) - 04 + ﬁ(s) = (R cos p, Rpsin g, hyp) + s(cos ¢, sin p,0) ,
per 0 < s < 2L. Percio
v(s) = [Rpp + s¢](—sing, cosp,0) + ¢(Rcos p, Rsing, h).

Dunque
[v(s)|* = ¢°[(Rp + 5)* + R* + h?],

2L
. m. .
T'0.0) = [ grél(Re+ s + B 4 1) ds =
0

m ool 3 2, 12 1o g
¢ [3(R<p+2L) + (R + h2)2L Sch].

. m o1 1
T (p, ) = i(pz [g(Rap + 2L)3 + (R2 + h2)2L — gR?’@B] .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

6. [19/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro G sulla curva

1 = Rpcosyp,
T9 = Rpsinp,
x3 = hy,

ove 0 < ¢ < 0o. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre 1@ /2L si mantiene coincidente con

(—sin g, cos p,0) .

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-

grangiane.

R.

1
3

1

TH(p,¢) = 57 ¢*[(R+ L) = 5(R— L) + 2L(R%* + 1)) .

7.[17/9/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata:

e ad avere il centro M sulla circonferenza di raggio R > 0

r}+ 235 = R?,
7 l‘3:0;

e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto M (che ¢ il
piano ortogonale a 7 in M).

Scrivere I'energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

1. Panomalia polare ¢ di M nel piano x3 =0, con ¢ € (—m,7);

2. Pangolo 0 formato da AB con il piano x3 = 0, con 0 € (—m,7) (per la
precisione 0 ¢ tale che ﬁ -es = 2Lsin0).

Quindi .
OM = R(cos,sinp,0),

e per un generico punto P di AB
Mﬁ:s(cos@coscp,cos@singp,sin@), —L<s<L.

Dunque
0P = (cos (R + scosb),sing(R + scosb), ssinf),
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e
vp = (R + scos)(—sin g, cos @, 0) + s8(— cos psin §, — sin psin §, cos ) .
Quindi
lvp|> = *(R + scos0)* + 5262,
cosicché
T = %/_LL %|’UP|2dS = %ﬁ (R2 + %2 cos” 0) + %LQéQ :

B) In alternativa, ’energia cinetica si puo calcolare con il teorema di Kénig

1
T = §m|vM|2 +Ts,

ove Ts & l'energia cinetica di AB nel sistema di riferimento 8 = (M, e;). Quindi

1 (P m 1 [ m|d 2
Ts == | DosplPds=~ [ 2|
s 2/_L o vsplds 2/_L or | MPE)

ds = %Lz(gb2 cos? 0+ 62).

2 :
o? (R2 + - cos? 0) n %LQGQ .

="
2
8. [17/9/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata:
e ad avere 'estremo A sulla circonferenza di raggio R > 0
{ W4 ad = B2,
~
x3 =0;

e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto A (che & il
piano ortogonale a 7 in A).

Scrivere I’energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.
R.

1 212 2m o -
v_ o os2(lp2 LT 2 2M 9452
T =my (2R+ 5 o8 9+RLcos€)+ 3L9 .

9. [13/12/2007 (ex)I] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in un
sistema di riferimento solidale ¢ descritto da

C={(z,y,2) | (=R’ +y* < R*,0< z < h}.

Il cilindro & vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)
fissi su un asse fisso 7 (e quindi a ruotare intorno a 7).
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi sulla circonferenza
Y= {(l‘,y,Z) | (x—R)Q-i-yZ :RZ,Z :0},

bordo della base del cilindro.

Scrivere I’energia cinetica del sistema.
SOLUZIONE
A) Scegliamo il sistema di riferimento fisso in modo che ez giaccia su r,

l1——
e3 = EQlQQ .

Inoltre sia O = @1, e denotiamo con A il centro della base z = 0 del cilindro.
Introduciamo anche ’angolo ¢ formato da ey e u;.
Allora I’energia cinetica del cilindro sara

1 1

) ) 1 )
Tc = §aow Cw = 50‘0(9063) < (pes) = 5[33302,

ove I33 ¢ il momento d’inerzia del cilindro rispetto a r.
B) Nel sistema di riferimento (O, u;) solidale, si ha, per P, definito § come I’angolo
tra uq € ﬁ,

0P = O—z>4+z@: (R+ Rcosf)uy + Rsinfus .

Dunque ) )
vs = —ROsin Ouq + RO cosOus .

Inoltre la velocita vp nel sistema fisso ¢ data da
vp:vA+w/\ﬁ+v5:w/\((T4+ﬁ)+vg
= ¢e3 A [(R+ RcosO)uy + Rsinfus| — RO sin Oy + RO cos Ous
= —R(p+ 6)sinfu; + [R(¢+ 0) cos 6 + Ro|us .

Infine . .
Tp = §mR2(<p +6)% + §mR2gb2 +mR2p(p 4 6) cosh .
R. 1 1 1
T = 5133& + §mR2(gb +60) + §mR2<,b2 +mR%*p(¢ + 6) cos .

10. [13/12/2007 (ex)II] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in
un sistema di riferimento solidale ¢ descritto da

C={(z,y,2) | (= —R)*+y* <R*>,0< z2<h}.
Il cilindro & vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)

fissi su un asse fisso 7 (e quindi a ruotare intorno a ).
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi sulla circonferenza

Y= {(1',2/,2) ‘ (x_R)Z—i_yQ = Ivz :h}
(circonferenza che quindi ¢ solidale con il cilindro).

Scrivere I'energia cinetica del sistema.

R.
2

1 1 R : 1 1 :
T= 513;@2 + EmT(gb +0)% + §mR2¢2 + §mR2<,b(gb +6) cosf.

11. [1/4/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata:

e ad avere il centro C appartenente alla sfera di centro l'origine O e di
raggio R > 0;

e a essere ortogonale alla sfera stessa.

Calcolarne I'energia cinetica in funzione di opportune coordinate lagrangia-
ne.

SOLUZIONE

Il sistema ha 2 gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane le coordinate
polari del centro C dell’asta:

10 = Rcosypsinf
Toc = Rsingpsind
r3c = Rcosf,
con
—T<e<T, 0<O<m.

La parametrizzazione dell’asta sara dunque

=2

O?(s) —0C + s% = (R + s)(cos ¢sinf, sin ¢ sin f, cos 9) ,

per cui .
lv(s)]* = (R + 5)%(0% + $?sin6) .
Quindi
1 L m . m .
T = —/ — (R4 5)%(6? + ¢*sin® 0) ds = — (3R* + L?)(6* + ¢*sin” 0) .
2) 2L 6
R.

T = %(332 + L2)(62 + ¢2sin0) .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

12. [18/7/2008 (ex)I] Una circonferenza v di centro O, raggio R e massa
M & vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con « e fissi.

Un’asta CD di lunghezza L e massa m € vincolata ad avere l’estremo C'
sulla circonferenza, e a mantenersi parallela ad AB (il che implica che CD
giace sul piano di v).

Scrivere I'energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo come prima coordinata lagrangiana I’angolo ¢ formato dal piano della
circonferenza con la direzione fissa e, avendo scelto il sistema di riferimento fisso

in modo che D'origine sia il centro della circonferenza, e es sia parallelo ad E
Allora

ove I ¢ il momento di v rispetto all’asse per AB.
Scegliamo poi come seconda coordinata lagrangiana I'angolo 0 formato da O? e il
diametro ortogonale ad 1@ Allora, nel sistema fisso, ogni P sull’asta ¢ dato da

0P = 0C + CP = Reos O(cos pe; + sin pey) + (Rsinb + s)es,

per 0 <s < L.

Dunque
vp = R(—0sinf cos p — ¢ cos O sin p)e;
+ R(—0sinf sin g + (cos f cos p)es
+ Rf cosfes .
Percio )
|vp|2 = R?(6? + ¢? cos? 0)
e quindi
L 1 (fm 2042 | -2 2 1 2042 | -2 2
Tosta = = —R*(6 4+ ¢" cos™ 0) ds = -mR“(0° + ¢~ cos“ 0).
2 )y T 2
R. 1 1
T = §I¢2 + §mR2(92 + ¢%cos? ).

13. [18/7/2008 (ex)II] Una circonferenza ~y di centro O, raggio R e massa
M e vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con ~ e fissi.

Un’asta CD di lunghezza L e massa m ¢ vincolata ad avere l’estremo C'
sulla circonferenza, a giacere sul piano di 7, e a mantenersi ortogonale ad

AB.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Scrivere I’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

R.
1 1 : 1
T" = §I¢2 + 5mR(Re2 + Rp? cos? § + Ly? cosh) + gmL%Q .

14. [12/2/2009 (ex)I] Un disco di raggio L e massa m & cosi vincolato:

e il suo centro C appartiene alla curva
w(s):(Rcos)\s,Rsin)\s,h)\s), sE€ER.

Qui s & la lunghezza d’arco, A = 1/v/R? + h?, e R, h > 0 sono costanti.
e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco in funzione di due

opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Si scelgano come coordinate lagrangiane

z€R, p € (—m,m),
tali che, indicando con (T, N, B) la terna intrinseca della curva 1,
u; =cospT +sinp N,

Uy = —sinpT +cosp N,
U3 = B,

ove M = (u;) é una terna solidale con il disco. Il momento delle quantita di moto
del disco é
J=o0cw,

ove o é calcolata in C e w é la velocita angolare del disco rispetto alla terna fissa.
Per calcolare w usiamo la formula

W =WpN T WNM,
ove P ¢ la terna fissa e N = (T, N, B). Si sa che
wpy = —12T(2) + k2B(2) = \*2[hT(2) + RB(2)].
Infatti la seconda uguaglianza segue dai calcoli:

T(s) = )\( — Rsin As, Rcos As, h) ,
N(s) = —(cos s, sin )\5,0) ,
B(s) = A(hsinAs, —hcos As, R)
da cui
dB

k(s)=Xs,  7(s) = - N= —X\h.
S
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Poi si ha waam = B. Dunque
w = N2hT(2) + (A*2R + ¢)B(2)
= A2zhcos pu; — N zhsin pus + (V2R 4 ¢)us .
La matrice di o in M ¢, per motivi di simmetria,

g = diag([ll,ln, 2[11) .

J = 111/\22}1 cosS YU — 111)\22:’]1 sin pu + 2[11()\22R + QD)Ug .

15. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;

e ad avere 'estremo B sulla curva

¢(8) = (¢1(8)7¢2(5)7¢3(5)) ) s € (CL, b)7
ove s ¢ ’ascissa curvilinea.

Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-

nata lagrangiana.
SOLUZIONE
Parametrizziamo 'asta mediante

OP(:) = s-ls),  0<z2<2L,

cosicché .
vp = ES’I/)/(S),
¢ 2:2
lop|? = 25T
412
Dunque
po L [Fm2E o m 8L, m,
2 )y 2L 4L? 16L3 3 6
R. m
T=—3
5 $

16. [12/2/2009 (ex)II] Un disco di raggio L e massa m € cosi vincolato:

e il suo centro C' appartiene alla curva
P(s) = (Rsin)\s,Rcos)\s,h)\s), sER.

Qui s & la lunghezza d’arco, A = 1/vVR? + h?, e R, h > 0 sono costanti.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco in funzione di due

opportune coordinate lagrangiane.
R.
J = I11 N2 2hcos puy — I11 A% 2hsin pus + 201 (AV22R + ¢)us .

17. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;

e ad avere il centro C sulla curva

P(s) = (v1(s),va(s), ¥3(s)) s € (a,b),
ove s ¢ ’ascissa curvilinea.

Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-

nata lagrangiana.
R.

18. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i
vincoli

JJ%A—F.T%A—RQ:O;
x34 — 238 = 0;

T1AT2B — T2471B = 0.

Qui m, L, R > 0 sono costanti.
Determinare I'energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-

nate lagrangiane.

SOLUZIONE

Si tratta di un’asta con l'estremo A su una superficie cilindrica (primo vincolo),
che si mantiene ortogonale all’asse del cilindro (secondo vincolo), e con direzione
radiale (terzo vincolo).

I vincoli non specificano se 1@ abbia il verso di (z14, 24, 0) o il verso opposto; qui
supponiamo pertanto che

1@ = 2L(Z‘1A61 + .232,462) .
Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=x34 € R,
p € (—m,m) taleche x14 = Rcosp, xoa = Rsingp.
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Dunque ’asta é parametrizzata da

OP(s) = OA + AB(s) =

Rcos pe; + Rsinpey + ze3 + scos e + ssinpes 0<s<0L.
Percio

v (z,0;8) = —@(R + s)sinpe; + (R + s) cos pes + Zes ,
e

[0%|? = $2(R + )2 + 32,
Dunque
L . 1 (fm .2 2, .2
T(Z,%ZNP):— _[50 (R+S) +Z]d8
2 )y L

R.

Tz, 0,2, 0) = %¢2(3R2 Y 3RL+ L2) + %22 :

19. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i
vincoli

2ty + 254 — R?=0;
x34 — 238 = 0;

T1AT1B + T24x2B = 0.

Qui m, L, R > 0 sono costanti.
Determinare I'energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-

nate lagrangiane.

SOLUZIONE

Si tratta di un’asta con Iestremo A su una superficie cilindrica (primo vincolo);
Pasta si mantiene ortogonale all’asse del cilindro (secondo vincolo); sul piano orto-
gonale all’asse, che contiene I'asta, I'estremo B € su una retta ortogonale al raggio
che unisce lasse del cilindro ad A (terzo vincolo).

Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=1x34 € R,
p € (—m,m) tale che x14 = Rcosy, x24 = Rsine.

A) Usiamo il Teorema di Kénig:

.. 1 1
T (z,0,2, ) = §m|vg|2 + 50’w ‘W,

ove G é il centro dell’asta, o é calcolata in G, e w é la velocita angolare dell’asta
rispetto alla terna fissa. Visto che, per i vincoli, la distanza di G dall’asse del
cilindro é sempre uguale a L/2, si ha

v =loal +locle . Iocly=tes, Iwall=1lel
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Si consideri infatti che, detto @) il punto intersezione del piano ortogonale all’asse
del cilindro su cui giace I'asta, con I'asse medesimo, il triangolo QAB costituisce
la meta di un rettangolo, di cui I'asta é la diagonale e G il centro, che si muove
solidalmente all’asta.
Poi,
w = Yes.
Percio . 12 )
L .o .2 .2 .2
T(z,p,2,¢) = 2m( ¢ +z ) + 2I<p ,
ove I denota il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ortogonale in G.
B) In alternativa, usiamo la definizione di energia cinetica.
I vincoli non specificano se ’anomalia polare di B sia maggiore o minore di quella
di A. Qui supponiamo pertanto che

AB = L(cos(p + 6y — m)ey + sin(p + 0y — m)es),

ove

0y = arccos E
b = I
Osserviamo anche che I'altra scelta possibile sarebbe stata
AB = L(cos(p — by + m)ey + sin(p — 0y + m)ea) .
Dunque ’asta é parametrizzata da
OP(s) = OA + AB(s) =
Rcosype; + Rsinpes + zes — scos(¢ + p)e; — ssin(p + 6p)es 0<s<L.
Percio

vh(z,0;8) = ¢(—Rsinp + ssin(p + 6p))er + @(Rcosp — scos(p + 6p))e2 + Zes,

e
vl |” = @*(R? + 5% — 2Rs cos ) + 2.
Dunque
L s 1 Lm 22 2 .2
T(ZNP,Z?@)ZE f[sﬁ (R*+ s —2Rscosfy) + 27 ds.
0
R.

TL(Z,(p,Z,(p) = EL2SD2 + 522 .

20. [15/7/2009 (ex)I] Una sfera solida di raggio R e massa M ¢ vincolata:
e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;

e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

s
OA = R(acos ctey + asinctes + bes) .
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Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a® 4+ b* = 1.
Determinare I’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-

dinata lagrangiana.

SOLUZIONE

Si tratta di una sfera vincolata a ruotare intorno a un asse mobile assegnato.
Dunque ha in effetti un solo grado di liberta.

Visto che il moto ¢é di precessione, si ha

T=-0w w.
2aww

Si tratta percio di trovare la velocita angolare w della sfera. Consideriamo un
sistema di riferimento mobile ¥ = (O, w;), con ws diretto lungo l’asse mobile,
ossia per esempio

w; = —sincte; + cosctea,

wy = —bcoscte; — bsinctes + aes,

w3 = acoscte; + asinctes + bes .
Sia poi § = (O, ;) un sistema di riferimento solidale con la sfera, con
U3 = ws.

Il moto di S rispetto a X' percio non puo essere che una rotazione intorno all’asse
comune usz = ws; sia

p € (—mm)
I'angolo che misura questa rotazione. Indichiamo anche P = (e;), N = (w;),
M = (u;). Allora, per il teorema sulla composizione di velocita angolari,

W =WpmM = WPN T WNM
ove per quanto sopra
WNM = PUu3 = Qws.
Infine wp s si trova con un calcolo esplicito: posto

3

WpN = szw7 )
=1

si sa che:
d’wg .
Wy = " -ws = (besincte; — becosctey) - ws
= abcsinct cosct — abccosctsinet = 0,
dw3 .
Wy = e -wy = (—acsincte; + accosctes) - wy = ac,
dw1 .
w3 = e -wq = (—ccoscte; — csinctes) - wy = be.
Percio

w = wppm = acws + (be+ p)ws .
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Si noti che, per le proprieta di simmetria della sfera, nonostante che P non sia
solidale, la matrice di o in P &

op = dla’g(I7I7I)7
ove I indica il momento diametrale della sfera. Dunque

0
1 1 1
T = 5(O,OLC, bet+p)op | ac = ~I[a*®+ (be+¢)?] = §I[CQ+2bC¢+¢2]'
bc+ ¢

1
T = 5I[c? + 2bep + ¢?].

21. [15/7/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M & vincolato:
e ad avere il centro C sull’asse fisso x3;
e a mantenersi sempre ortogonale all’asse x3.

Scrivere il momento della quantita di moto J o del disco rispetto all’origine
O, in funzione di opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
11 disco ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane la coordi-
nata z = x3 del centro C del disco, con z € R, e un angolo ¢ che misuri la rotazione
del disco intorno a es; per esempio se S = (C, ;) indica un sistema di riferimento
solidale con il disco, si ponga

U] =cospe; +sinpes,

Uy = —sinpe; + cosp ey,

us = €3,
con ¢ € (—m,m).
Allora, come é noto,

Jo :aw+MO?/\[vc+w/\C@] =ow,
perché i tre vettori
0?2263, vo = zes, w = Yes3 = Yus,

sono paralleli. Dunque
JO = 0oWw — I33§b63,

dato che la (u;) é principale d’inerzia.
R.
Jo = 1333b63 .

22. [15/7/2009 (ex)II] Una sfera solida di raggio R e massa M & vincolata:
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e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;

e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

— R
OA = E(a sin cteq + a cos ctes + beg) .

Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a® 4+ b* = 1.
Determinare I’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-

dinata lagrangiana.
R.

1
T = 5I[c2 + 2bep + ¢?].

23. [15/7/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa M & vincolato:
e ad avere il centro C sull’asse fisso x1;
e a mantenersi sempre ortogonale all’asse x;.

Scrivere ﬂ_11>10mento della quantita di moto J 4 del disco rispetto al punto A
tale che OA = Req, in funzione di opportune coordinate lagrangiane. Qui

O & Dorigine del sistema di riferimento.
R.
Jo = Iu gbel .

24. [20/11/2009 (ex)I] Una lamina quadrata di massa M e lato 2L e
vincolata a ruotare intorno all’asse mobile r

rpcosat + xosinat = R, x3 =0,

in modo che r coincida con I’asse comune di due lati opposti della lamina.
Il centro C della lamina occupa su r la posizione

O? = R(cos atej + sin ates) .

Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momen-
to delle quantita di moto della lamina, rispetto all’origine del sistema di
riferimento fisso.

SOLUZIONE

Introduciamo la coordinata lagrangiana ¢ € (—m, ) che misura la rotazione della
lamina intorno a r. In particolare, sia S = (C,u;) ¢ un sistema solidale con la
lamina, dato da

u1 = —sinate; + cosates
Uz =uz Nuy,

U3 = COs pw1 + sin pes = cos y cos ate; + cos wsin ates + sin pes .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Qui w; é il versore nel piano x3 = 0 ortogonale a r, e ¢ é quindi I’angolo formato
dalla lamina con es; la direzione solidale us é ortogonale alla lamina, e la u; é
diretta lungo r.

Il tensore d’inerzia in C ha matrice rispetto alla terna M = (u;) data da

I 0 O
omy=10 T 0
0 0 271
Dunque
JonO?/\vc—i—aw.
Si ha

ve = Ra(—sinate; + cos ates) .

Resta da determinare w; ma in M il moto della lamina ¢ una rotazione intorno a
w1, dunque
w=Qu .
Quindi
Jo = MR*aes + Ipu, .

Jo = Iy(—sinate; + cos atesy) + MR*aes .

25. [25/1/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa M e lato 2R
¢ vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
1 e rimanendo nel semipiano xo > 0.

Un’asta FF' di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
x3 = 0, e ad avere l'estremo E coincidente con il centro K della lamina.

Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

11 sistema ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane

r=x1c €R, p € (—m,m),
tali che, posto u = ﬁ/(2L), si abbia
U = cos pe; + sin pes .

Calcoliamo a parte le energie della lamina e dell’asta.
Per il teorema di Kénig

1
Tipep = §M¢2 :

Sempre per il teorema di Konig

1 1.
Tpr = §m|vc;|2 + 5]902 ,
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

ove G ¢ il centro di massa dell’asta. Si ha poi

0C = O—K>—|—Lu= (Lcosp+ z)e; + (Lsing + R)es .

Dunque
vg = (—L¢sing + &)e; + L cos pes .
Percio 1 1
Thp = 5m(L*¢° — 2Loising + %) + 7157,
R. ) 1 1
Th = o Mi 4 om(L?¢? — 2Lgising + &%) + 5157

26. [25/1/2010 (ex)I] Un cilindro di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al suo centro C.
Il moto ¢ tale che in un certo istante ¢ si ha

—
w(f) = aCA(D) + BCE(®D)

- H

CA(E) = 583, Cﬁ(f) :Rel,

ove A & il centro di una delle basi del cilindro, ed E appartiene alla circon-

ferenza direttrice di centro C'. Inoltre «, 8 > 0 sono costanti.

Determinare il momento della quantita di moto J¢(t) per ogni ¢, in termini

della base fissa (e;) e dei parametri del problema.
SOLUZIONE
Scegliamo un sistema di riferimento S = (O, u;) solidale con il cilindro, con

CE CA

U = ——, Uz = ——, U2 = U3 \NUT .
CE cA

Allora I
w(l) = aRuy(t) + B us(l) -

In S la matrice o ¢
o = diag(l11, 11, Is3) ,

per motivi di simmetria. Dunque per i noti teoremi sulle precessioni per inerzia

H H
Je(t) = Jo(t) = ow(t) = InaRuy(t) + 13355’%@ = IhaRe; + 1335563 :

R.
H
Jco(t) = LiaRe; + 1335563 .
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27.[25/1/2010 (ex)II] Una lamina quadrata ABC'D di massa M e lato 2R
¢ vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
1 e rimanendo nel semipiano xo < 0.
Un’asta FF di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
x3 = 0, e ad avere l'estremo FE coincidente con il vertice C' della lamina.
Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
R.

T = %Mﬁ + %m(ngb? — 2L sing + %) + %Lp? .

28. [25/1/2010 (ex)II] Un cono di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al centro della sua base C.
Il moto ¢ tale che in un certo istante ¢ si ha

w(f) = aCA(R) + BCE(D),
CT>4(Z>:H€3, Cﬁ(f):Rel,

ove A ¢ il vertice del cono, ed F appartiene alla circonferenza di base. Inoltre
a, B > 0 sono costanti.
Determinare il momento della quantita di moto J(t) per ogni ¢, in termini

della base fissa (e;) e dei parametri del problema.
R.
Jc(t) = Il11aRe, + Is38Hes .

29. [22/2/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C
e massa M ¢ vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosp,
T9 = Rsinp,
xg = hyp,

ove —00 < @ < 00 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
¢ vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.

Determinare l’energia cinetica di + in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

YER, 0 € (—m,m),
ove 0 & I'angolo formato da un raggio solidale con v e da T, mentre v & tale che

O? = (Rcos, Rsiny, hy) .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Sull’elica si ha con calcoli usuali che I'ascissa d’arco é data da
s=A"1p, A= (R4 K%,
Inoltre la terna intrinseca e é data da
T = MA(—Rsin(\s), Rcos(As), h), N = —(cos(As),sin(\s),0),
B = \(hsin(As), —hcos(As), R) ,
mentre curvatura e torsione sono date da
k(s) = MNR,  7(s) = —\h.

Vogliamo determinare ’energia cinetica usando il teorema di Konig. Parametriz-

ziamo la circonferenza con
OP = OC +CP,

ove P ¢ il punto generico su ~y. Si ha
OP = Reos(6 + oR-)T(s(v))) + Rsin(0 + oR~ N (s(4))

ove 0 < o < 2mR e lascissa curvilinea su 7.
Derivando si ha, posto S = (C, e;), e ricordando le formule di Frenet-Serret,

vs(P) = %ﬁ = —Rsin(0 + oR™)(6 + ARY)T (s(1))
+ Rcos(@ +oR™ 1) (0 4+ ARY)N (s(¢)) — AhRysin( + o R~ B(s(1))) .
Dunque ) ] ]
lvs(P)]> = R*(0 + ARY)? + Ah2R%*y? sin®(0 + oR™).

Percio Ienergia cinetica relativa a C di y &

Ts =2 / o LR+ AR + NP sin(0 + 0B )} do
0 2R

1 : , 1 .
= 5MR?(H + ARv)? + ZMAQhQR%Q .

Si ha infine subito ]

1 .
M lv(0)]> = 5M(R2 + h?)y?.
1 . 1 . . 1 .
T = 5M(R2 + h2)? + 5MR?(H + ARY)? + ZMAQhQR%2 .

30. [22/2/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C
e massa M ¢ vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosp,
T9 = Rsinp,
x3 = —hp,
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ove —00 < @ < 00 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
¢ vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.
Determinare ’energia cinetica di ~ in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.
R.

T = %M(RQ + h2)? + %MRQ(G + AR)? + iM)\Qh?RQz/}Q .

31.[9/4/2010 (ex)I] Una lamina quadrata rigida omogenea ABCD di massa
m e lato 2L ¢ vincolata a mantenere il lato AB sulla retta mobile

x2 = Rcos(at), x3 = Rsin(at),

ove (O, x;) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Si esprima l’energia cinetica della lamina, nel sistema di riferimento fisso, in
funzione delle opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Si potrebbe usare il teorema di Konig, oppure direttamente la parametrizzazione
lagrangiana, come sotto.
Indichiamo con (A, w;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, ossia

U] =cospes +sinypes,

Uy = —sinpes + cospes,,

uz = €1
con ¢ € (—m,m). Si prende uy ortogonale alla lamina. Indichiamo anche, per
z€R,

OA = xeq + Rcos(at)es + Rsin(at)es .

Quindi x e ¢ sono le coordinate lagrangiane.

Allora, se P indica il punto generico sulla lamina, sulla quale introduciamo le
coordinate solidali (s1,s3) € [0,2L] x [0,2L],

0P = 0A + AP = (x + s3)er + [Rcos(at) + s1 cosples + [Rsin(at) + s1 sinyles .
Percio
vp = ey — [aRsin(at) + ¢si sin ples + [aR cos(at) + ps1 cos ples,

cosicché
wp|? = &% + a>R* + $s7 + 20 Ry cos(p — at) .

Dunque

1 2L 2L m
TL:§/ / m|’l}p|2 d51d53
0 0
m 2L

=1 [i% 4+ a®R? + ¢%s? + 2apRs; cos(p — at)] ds;
0
m ) 2 p2 8 3.2 2
= E|:2L(Z‘ +a*R%) + §L $° +4L%apR cos(p — ozt)} .
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m

TL
4L

[2L(a’c2 +o®R?) + §L3gb2 +4L2apRcos(p — at)} .

32. [8/7/2010 (ex)I] Calcolare in funzione delle opportune coordinate la-
grangiane l'energia cinetica di una circonferenza materiale v di raggio R e
massa M.

La circonferenza ¢ vincolata ad avere il centro C' su un asse mobile r, a cui
inoltre il piano di v rimane ortogonale in ogni istante. L’asse r ha equazioni

—x7 sin(wt) + x2 cos(wt) =0, x3=0.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane I'ascissa s € R, misurata su r, del centro
C di vy, e un angolo 0 € (—m, ) di rotazione di y intorno a r.

Secondo il teorema di Konig

1 1
T= §M|’Uc|2—|- 50’(;0) ‘W,

ove w ¢ la velocita angolare di «y rispetto alla terna fissa.
Dato che
0C = s cos(wt)e; + ssin(wt)ez,

vale
vo = $(cos(wt)ey + sin(wt)es) + sw(— sin(wt)e; + cos(wt)es) ,

e quindi

lve|? = &% + s%w?.

Troviamo w usando il teorema di composizione di velocita angolari. Sia P la terna
fissa, M = (u;) una terna solidale con v, e N' = (w;) una terna tale che

w1 = w1 = cos(wt)e; + sin(wt)es w3 = es3.
In questo modo wy = wu; € il versore di r. Si ha

w:pr:pr—f—wNM:weg—i—éul.

In M si ha
oc =diag(21,1,1).
Inoltre
e3 = sin Buo + cosBug ,
e dunque .
w = Ou; + wsinOus + w cos fus
e

acw-w=2192+Iw2.
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1 1.
T = 5M(s'2 + s%w?) + 5(2192 + Iw?).

33. [7/9/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa m e lato L ¢
vincolata ad avere il centro G appartenente alla circonferenza

2, .2 2
] +z5 =R, z3 =0,

e a mantenere la sua normale coincidente con la normale principale a +.
Scrivere I'energia cinetica di ABCD in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Usiamo il Teorema di Kénig. Si ha

1
T = §m|’vc|2 +Ts.

Qui § = (G, (e;)). Scegliamo le coordinate lagrangiane ¢ € (—m,m), 6 € (—m,m),
in modo che
O@ = Rcospe; + Rsinpesy

ovviamente vale
2 2.2
lvg|® = R7p°.

Consideriamo poi la terna N' = (w;)
’lU1=T, ’lUQZN, ’UJ3=B,

ove (T', N, B) ¢ la terna principale di 7y, e we quindi é normale alla lamina.
Consideriamo anche il sistema solidale con la lamina (G, M), M = (u;), ove

U2 = wsy,

e quindi w1, w3 appartengono al piano della lamina. Indichiamo con 6 I'angolo di
rotazione di w, intorno a ws,.
Pertanto, indicando con P la terna fissa,

WPM = WPpN +WNM -

Dato che il moto di N rispetto a P ¢ una rotazione di asse e3, la velocita angolare
risulta data da
WpN = gbwg = gbeg .

Invece il moto di M rispetto a N & una rotazione di asse wa, e quindi
WM = wy = Ousy .
Scomponiamo la matrice d’inerzia o rispetto alla terna N, ottenendo
o =diag([,21,1),

per la simmetria materiale della lamina.

36
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Percio ) 1
TSZ EUUJUJ: 5[(,024'192,

se I ¢ il momento d’inerzia della lamina in G rispetto all’asse comune di due suoi

lati opposti.
R.

1 1 :
T = §mR2§b2 + §I¢2 + 162,

340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

1. [15/12/2005 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w1, u2,u3) si muove
rispetto al sistema di riferimento fisso ({2, e, ez, e3) con

Vo = ceq, w = wey,

con ¢, w > 0 costanti. All’istante iniziale le terne fissa e mobile coincidono.
Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da

vs = kus, k > 0 costante.

Determinare le componenti della velocita di P lungo (eq, ez, e3).
SOLUZIONE
Per la formula della velocita relativa

3
v=vs+vo+wA 07 = kus(t) + ce; + wea A Z)\i(t)ui(t).
i=1

Resta dunque da esprimere la terna mobile (u;) nella terna fissa (e;), e da deter-
minare le coordinate \; di P nel sistema mobile.
Anzitutto si ha, per la definizione di velocita angolare w,

u1(t) = cos(wt)ey — sin(wt)es ,
U (t) = ey,

usz(t) = sin(wt)e; + cos(wt)es .
Inoltre, per integrazione,
Al(t)z)\l(()), )\Q(t):>\2(0)+kt, Ag(t):)\g(()), t>0.

Sostituendo nella formula della velocita si ha la soluzione.

R.

v = [c— wAi(t) sin(wt) + wAz(t) cos(wt)|e1 + ke
— [wA1(t) cos(wt) + wAs(t) sin(wt)] es,
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ove le coordinate di P nel sistema mobile sono date da

(Ar(t), A2(t), As(t)) = (A1(0), A2(0) + kt, A3(0)), ¢ =0.

2. [7/4/2006 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w1, u2,u3) si muove ri-
spetto al sistema di riferimento fisso ({2, e1, €2, e3) con

vo = cez, w =uwey,
e in modo che all’istante iniziale
0=1, u;, =e;, 1=1,2,3.
Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da
vs = ku .

Qui ¢, w, k sono costanti positive.
Determinare le componenti della velocita nel sistema fisso v di P lungo

(617 €2, 63)-
SOLUZIONE
Per la formula della velocita relativa

3
v=vs+vo+w /\07 = kuq(t) + ces + wea A Z)\i(t)ui(t).
i=1

Resta dunque da esprimere la terna mobile (u;) nella terna fissa (e;), e da deter-
minare le coordinate \; di P nel sistema mobile.
Anzitutto si ha, per la definizione di velocita angolare w,

u1(t) = cos(wt)ey — sin(wt)es ,
U (t) = ey,
usz(t) = sin(wt)e; + cos(wt)es .

Inoltre, per integrazione,
A1(t) = AM(0) + kt,  Aa(t) = X2(0), As(t) = A3(0), t>0.

Sostituendo nella formula della velocita si ha la soluzione.

R.

v = [kcos(wt) — wAi(t) sin(wt) + wAs(t) cos(wt)] e1 + ces
+ [ = ksin(wt) — w1 () cos(wt) — wAs(t) sin(wt)]es,

ove le coordinate di P nel sistema mobile sono date da

(A1), A2 (), A3(£)) = (A1(0) + Et, A2 (0), \3(0)), ¢ >0.
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3. [22/9/2006 (ex)I] Un punto si muove sulla circonferenza mobile
v={Rcospu; + Rsinpuy | 0 < ¢ <27},
ove (u;) ha velocita angolare rispetto alla terna fissa data da
w = wus.

Qui R, w > 0 sono costanti.

Il centro della circonferenza, l'origine del sistema di riferimento fisso, e 1’o-
rigine del sistema di riferimento mobile O coincidono in ogni istante.

I due vettori ug e e3 coincidono all’istante iniziale.

Sapendo che il moto del punto nel sistema di riferimento mobile & uniforme
(cioe che la velocita relativa ha modulo costante ¢), si trovi la velocita del

punto nel sistema di riferimento fisso.
SOLUZIONE
Usando le formule della cinematica relativa si ha

v:vg+wA(ﬁ,

ove si denota § = (O,u;). D’altra parte, denotando con ¢(t) la coordinata
lagrangiana di P, tale che

(ﬁ = Rcospu; + Rsinpus,

si ha
vs = Ro(— sin pu; + cos pus) ,
per cul (a meno della scelta del segno)
lvs| = ¢ se e solo se ¢=cR™.
Inoltre

wA (ﬁ = wug A [R(cos pu; + sin pusg)] = wR(— sin pu; + cos pug) .

v=(cR " +wes NOP.

4. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia (u;)
una terna mobile tale che

u1(t) = cos(at)e; + sin(at)es,
uy(t) = —sin(at)ey + cos(at)ey,

us(t) = es.

Consideriamo un disco D di centro C, sottoposto ai vincoli
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o OC = Lui(t);
e D giace nel piano ortogonale a u;

e D ruota intorno all’asse ad esso ortogonale in C' con velocita angolare
(scalare) costante 8 > 0.

Determinare la velocita angolare vettoriale di D nel sistema di riferimento

fisso, esprimendola nella base (e;).

SOLUZIONE

Indichiamo con P la terna fissa (e;), con N' = (w;) una terna solidale con D, ove
w1 = up € ortogonale a D, e con M la terna (u;).

L’esercizio richiede la velocita angolare w = wpy di N rispetto a P.

E noto che

WPN = WpM T WMN -
D’altra parte
wpm = aes, wmy = Pw; .

Resta solo da scomporre wi in P. Si ha

w1 (t) = uq(t) = cos(at)er + sin(at)es .

w = Bcos(at)e; + Ssin(at)es + aes .

5.[26/3/2007 (ex)I] Consideriamo tre terne M = (u;), N = (w;), P = (2;),
tali che

WMN = Aug, WNP = pwy .
All’istante t = 0

Determinare la velocita angolare wap sia in termini di (w;) che di (2;).
SOLUZIONE
Si sa che

WMP = WMN +WNP = AUt + pws .

Osserviamo che

|:d’ll,1

] 0 = nt) n o) = ) o) =0,

Quindi per ogni t
3

ui(t) = Ni()wi(t),

=1

con \; funzioni costanti, ossia, per le condizioni iniziali,

w1 (t) = wi(t).
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Percio
wap(t) = (A + pua(t)

Resta da esprimere wy in termini delle z;. Si ha come sopra

[%] =) Awa() =~ (1) A () =0,
da cui wn(t) = 210
’ warp(t) = A+ p)z (1),
R.

wamp(t) = (A + phur(t) = A+ )z (1)

6. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare waraq che soddisfa

dwanm
dt

} — awna b, 1)
M

ove a > 0 e b ¢ un vettore solidale con N. Sapendo che all’istante iniziale
t =0 vale

wym(0) = fwy,
con € R, si determini wpraq(t).

SOLUZIONE

Denotiamo
3

3
wNM:Zwiwi, bZZbl’wl
i=1

i=1
Allora la (1), ricordando che

dwoym| [dwym
dt | L odt |y

da le

w; = —aw; + by, 1=1,2,3;
wi1(0) =6, wa(0)=ws(0)=0.

Si ottiene pertanto

b
anlt) = e + (1 - em0t),
b; - ‘
wilt) = =(1—e?), i=2,3.

(67
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M)y~ By = Ba] 50,

b
wam(t) = o +€7at{(ﬁ )W T W2 w2

7. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare waraq che soddisfa

dwan m
dt

] = @ Cos puq ,
N

ove a > 0 e & I'angolo tra us e wo. Si determini wasrg, sapendo anche che

SOLUZIONE

Denotiamo
3

WNM = Zw7uz .
i=1

Allora la wpam(t), ricordando che
dw/\/M - dQJNM
e, L oAt ]

W1 = acosp, we =0, w3 =0. (1)

soddisfa

Percio
wa(t) = w2(0) =0, ws(t) =ws(0) =0, per ogni t > 0.

Ne segue che il moto di M rispetto a N & una rotazione intorno all’asse w1, cosicché
per ognit > 0:

ul(t) = wl(t) s
ug(t) = cos p(t)wa(t) + sin p(t)ws(t),
us(t) = —sinp(t)wa(t) + cos p(H)ws(?),

wym(t) = ¢(t)ur(t) = @(t)wa ().
Segue allora da (1) che
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@(t) ds
w t) = +/2asinp(t)w,, ove — =1, t>0.
Na(t) = /2acsin p{wy | =

8. [16/5/2007 (hw)I] Un punto A si muove su una circonferenza con centro
il punto B, con velocita angolare costante wae. A sua volta B si muove
di moto circolare uniforme intorno al punto C (fisso), con velocita angolare
costante wpe. Qui e ¢ un versore costante, perpendicolare al piano delle
orbite di A e B. Denotiamo

(E( _R, ‘C-B)( —d.

Determinare se la velocitd di A puod annullarsi, e in quali posizioni del

sistema. Si assuma wyg # 0, wp # 0.

SOLUZIONE

A) Introduciamo il sistema di riferimento mobile S = (B, e;), che ha velocita an-
golare nulla nel sistema fisso (C, e;). Possiamo assumere e = es. Le formule della
cinematica relativa danno subito

—
vA:vB—kvs:wBeg/\C@—kwAeg/\BA.
Segue che vy = 0 se e solo se (visto che ez ¢ ortogonale a C@ ea ﬂ)
—
wBC@—l—wABA:O,

ossia

—_— wB
BA=-—C E .
wA
Percio le posizioni ricercate esistono se e solo se
wp
R=|—|d,
wA

caso nel quale sono:
1. se wawp < 0: I tre punti sono allineati, con B tra A e C;
2. se wawp > 0: 1 tre punti sono allineati, con A tra B e C.

B) In alternativa al metodo precedente, troviamo v 4 derivando il vettore posizione
Cﬁi, parametrizzato in modo opportuno.

Introduciamo le coordinate ¢ e 0, definite come gli angoli formati da e; con @ e,
rispettivamente, con BA. Allora

CA=cCB + BA = d(cos p,sinp,0) + R(cosf,sinf,0) .
Dunque

v = (—dpsing — ROsin 0, d¢ cos ¢ + RO cos0,0)
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

lval? = d*¢? + R%6? + 2dpRé cos(p — 6) .
Questa forma quadratica, in
(d¢, RO) = (dwp, Rwa)
risulta definita positiva a meno che
2 _
cos“(p—0) =1,

caso in cui é semidefinita positiva, e in effetti si annulla nei casi:

1. ¢ =0+ 2km, dwp + Rwa = 0;

2. p =0+ (2k+ )7, dwp — Rwa = 0.

Si sono quindi ritrovate le soluzioni ottenute nella parte A).
R. Si hanno soluzioni se e solo se

le soluzioni sono:
1. se wawp < 0: I tre punti sono allineati, con B tra A e C;

2. se wawp > 0: 1 tre punti sono allineati, con A tra B e C.

9. [4/7/2007 (ex)I] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = atug .

Qui o > 0 ¢ una costante.
Determinare la scomposizione di w1, ug, us nella terna (e;) sapendo che

UZ(O):GZ(O), ’i:172,3.

SOLUZIONE
Si ha d
u
d—t3 =wAuz=0.
Quindi
’ng(t):eg, t>0.

Percio la coppia (u1, us) giace sul piano (e, e3) e quindi, per un angolo ¢ opportuno
si puo scrivere

. duy .
U1 = COs pe; + sin ey, = T = pus,
. dugy .
Uy = —sinpe; + cospes, — T = —pu .
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Inoltre
du1
F =wAu; = atuz N u; = atus,
dUQ
— = w AUy = atuz N uz = —atu; .
dt
Pertanto o
Pty =at,  o(t)=t*.
R.

u1(t) = cosp(t)er(t) +sinp(t)es(t),
uz(t) = —sinp(t)er(t) + cosp(t)ea(t) ,
us (t) €3 (t) ’

con (t) = at?/2.

10. [4/7/2007 (ex)II] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = ytu, .

Qui a > 0 € una costante.
Determinare la scomposizione di w1, ug, us nella terna (e;) sapendo che

UZ'(O):GZ‘(O), i:1,2,3.

U1 (t) = 61(75) 5
us(t) = cos p(t)ea(t) + sinp(t)es(t),
uz(t) = —sinp(t)ea(t) + cosp(t)es(t) ,

con p(t) = vt3/3.

11. [1/7/2008 (ex)I] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza

2 2 2
J}l‘i‘xQ:R, .’,1;'3:—R7

e l’asse del disco si mantiene ortogonale all’asse x3 e alla circonferenza.

Qui (O, ;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 & costante.
SOLUZIONE
Introduciamo per comodita di notazione il punto A, proiezione di C sull’asse x3.

Allora per ipotesi I’asse del disco si mantiene allineato con AC.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Scomponiamo poi
W=WNM = WNP T WpM,

ove: N ¢& la terna fissa; P = (z;) ¢ la terna data da

e

zZ] = — zZ3=e€ Z9 = 23N\ 21;
1 ﬁ Ra 3 3 2 3 1

M = (u;) & una terna solidale con il disco tale che
Uy =27 .
Se ¢ indica la coordinata tale che
@ = Rcosye; + Rsin pes ,

e noto che

WNP = gbeg .
Inoltre, visto che uwy = z1, il moto di M in P e di rotazione; sia 6 I’angolo relativo,
per esempio ’angolo tra us e il piano x3 = 0. Allora

wpm = 0z, = 9(608 ey + sinpes) .
w = pes + O(cos pe; + sin pes) .

12. [1/7/2008 (ex)II] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza
x} 4+ 23 = R?, To = R;

e l'asse del disco si mantiene ortogonale all’asse x5 e alla circonferenza.

Qui (O, z;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 ¢ costante.
R.
w = ey + O(cos pes + sin pey ) .

13. [12/1/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H e raggio di base
R ¢ vincolato ad avere il vertice nell’origine del sistema fisso (O, e;).
Inoltre & vincolato ad avere 1’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le z; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cono nel sistema di riferimento fisso, in
funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, ez, es.
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SOLUZIONE
La velocita angolare del cono, cioé di una terna solidale M rispetto alla terna fissa
P = (e;), verra calcolata mediante la formula

WPM = WpN +WNM,
ove N = (w;) & la terna mobile (non solidale)

w1 = cos pwi + sin pws ,
wy = — sin pwj + cos pws

w3 = €3 .
Qui ¢ é scelto in modo che w1 sia diretto come I'asse del cono. Quindi
wpN = pes.

Nel sistema di riferimento (O, N') il cono dunque si muove con una rotazione intorno
al proprio asse, per cui
WMP = 9101 ;

ove 0 & appunto ’angolo che misura tale rotazione.
R. ' .
wpm = Bcospe; + Osinpes + pes .

14. [12/1/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza H e raggio di
base R ¢ vincolato ad avere il centro nell’origine del sistema fisso (O, e;).
Inoltre & vincolato ad avere 1’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le z; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cilindro nel sistema di riferimento fisso, in

funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, ez, es.
R. . .
wpm = Bcospe; + Osinpes + pes .

15. [11/9/2009 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC'D di massa M e lati
8] <[] <o (50~ [5} =0
¢ vincolata ad avere il lato ﬁ sull’asse mobile r definito da
x1 = Lcoswt, r9 = Lsinwt, r3 € R.
Supponiamo anche che
x34 =0, x3p = 0.

Calcolare 'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, z;).
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

SOLUZIONE
A) Usiamo il teorema di Konig:

1
T = 5M|vG|2 +Ts,

ove Ts ¢ l'energia cinetica nel sistema di riferimento S = (G, e;), e G ¢ il centro di
massa della lamina.
Indichiamo con ¢ € (—m, ) I'angolo tale che

b
@ = L coswte; + Lsinwtes + gcos peq1 + % sin peq + 563 .

Si noti che ¢ é I'angolo che misura la rotazione della lamina nel sistema fisso.
Dunque, se I denota il momento d’ineria della lamina rispetto a AD,

1.
Ts = 51@25
e
. a. . a.
vg = (_ Lwsinwt — Eapsmcp)el + (Lwcoswt + Ecpcos gp)eg.

Allora 5

[v6l? = L2w? + —¢? + Lwagcos(wt — ).
R.

1 1 2
T = S16% + SM(L%W? + “Tp? + Lwag cos(wt — ) .

16. [11/9/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABCD di massa M e lato b ¢
vincolata ad avere il lato AD sull’asse mobile r definito da

r1 = Lcoswt, r9 = Lsinwt, r3 € R.
Supponiamo anche che
x34 =D, r3p = 2b.

Calcolare 'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, z;).

R.
1

1 b?
T=—-1p°+ —M(LQw2 + Zng + Lwbg cos(wt — ¢)) .

2 2

17.[9/4/2010 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, ;) si muove rispetto al
sistema di riferimento fisso ({2, e;) in modo che

vo = ces, w=wej.

All’istante iniziale le terne fissa e mobile, e i due punti O e 2, coincidono.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Un punto P ha velocita nel sistema di riferimento mobile data da
vs(t) = kea, t>0,
e all’istante iniziale
OP(0) = Lu, .

Qui ¢, w, k, L sono costanti positive.

Determinare le componenti della velocita di P nel sistema fisso lungo la
terna (u;), in funzione di ¢, w, k, L.

SOLUZIONE

Per la formula delle velocita relative

3
v :v5+vo+w/\0?: kes + ces + we; /\Z)\i(t)ui(t).
i=1

Si ha per definizione di w:

u; = ey,
Uy = coswtes + sinwtes

u3z = —sinwtes + coswtes .
Quindi

v = (k + ¢) coswtug — (k + ¢) sinwtus + wug A (Aaus + Azus)
= [~wA3 + (k + ¢) coswt]uz + [wAa — (k + ¢) sinwt]us .

Infine dall’integrazione di
(}\1, Aa, )\3) = k(0, coswt, — sinwt) ,

si ha, tenuto conto delle condizioni iniziali,

k k
A(t) =1L, A2(t) = —sinwt, As(t) = ;(coswt—l).
v = (k + ccoswt)us — csinwtusg .

18. [7/9/2010 (ex)I] Una terna mobile M = (u;) si muove rispetto alla
terna fissa (e;) con velocita angolare

w = auy + Buy,

cona, BER, ®+5%2=1.
11 sistema di riferimento S = (O, M) ha l'origine coincidente con quella del
sistema di riferimento fisso.
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Determinare l'insieme dei punti solidali con S tali che la loro velocita (nel

sistema fisso) si annulla.
SOLUZIONE
Si ha, come é noto,

v:vo+w/\07:(au1+6u2)/\07.
Quindi v = 0 se e solo se
OP = Mou, + fuy), A€ R.

Questa ¢ I'equazione di una retta solidale con S, che come ¢ ovvio é anche fissa nel

sistema di riferimento fisso.
R. La retta
OP = Mou, + fuy), A€ R.

350. Dinamica relativa

1. [4/7/2005 (ex)I] Una retta r(t) si muove mantenendosi sovrapposta al-
I’asse fisso x1, con velocita di traslazione —ate;, con a > 0 costante.

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a r(¢), e al tempo ¢ = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vpeq, con vy > 0.

Su P agisce la forza

F=—uvs, u > 0 costante,

ove vs ¢ la velocita di P relativa a r(t).

Per quali valori dei parametri «, u, vg il moto di P relativo a r(t) ¢ uniforme
(cioe |vs| = costante)?

SOLUZIONE

Consideriamo un sistema di riferimento mobile S, che trasla rispetto al sistema
di riferimento fisso, con l'origine O solidale con r, e con un asse coordinato coin-
cidente con r. Indichiamo con s I'ascissa su quest’asse, e con uw = e; il versore
corrispondente.

L’equazione di moto in S &

mas = —ps + Fr + Fo+ f .,

ove as e vs denotano rispettivamente accelerazione e velocita relative a S. Proiet-
tando su r si ottiene
ms = —us + ma,

S(O) =79,

dato che F¢ e f.;, sono ortogonali a u, e F'. = mau nel caso presente.

vin
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La velocita vs = $u risulta percio costante se e solo se

—pvg +ma=0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Una retta r(¢) si muove mantenendosi sovrapposta
all’asse fisso x1, con velocita di traslazione atej, con o > 0 costante.

Un punto materiale P di massa m € vincolato a r(¢), e al tempo ¢ = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vpeq, con vy < 0.

Su P agisce la forza

F=—uvs, @ > 0 costante,

ove vs ¢ la velocita di P relativa a r(t).
Per quali valori dei parametri «, u, vg il moto di P relativo a r(t) & uniforme
(cioé |vs| = costante)?
R.
— vy = ma

3. [16/5/2007 (hw)I] Un punto P di massa m e vincolato al piano ruotante
I1(t) di equazione

xysin(at) — zg cos(at) =0
(qui le z; denotano le coordinate nel sistema di riferimento fisso). Si calcolino
in funzione della posizione e della velocita di P le forze fittizie che agiscono

su P nel sistema di riferimento S = (O, M), ove O ¢ origine del sistema di
riferimento fisso, e M = (u;) ¢ data da

u;(t) = cos(at)ey + sin(at)es,
us(t) = —sin(at)e; + cos(at)es,
U3(t)

€3 .

Si dimostri anche che il lavoro relativo

to
/ (FT+Fc)det
t

1

dipende solo dalle posizioni di P agli istanti t; e ts.
SOLUZIONE
La velocita angolare di M é

w = aus .

Quindi, se, osservando che uy é sempre ortogonale a I1, denotiamo

(ﬁ:X:)\lu1+/\3u3,
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si ottiene

ar=ao0+wA (X -Xo)+wA[wA (X —X0)]

= OéQU3 N [’lL3 A ()\111,1 + /\3U3)] = —0&2)\1U1 .
Inoltre . . .
ac = 2w ANvg = 2aus A ()\1’(1,1 + /\3U3) =2a\ Uy .
Pertanto .
FT = ma2)\1u1 s FC = —2moz/\1'u,2 .
Infine

to to . .
/ (Fr+ Fo) - vsdt — / (Fr+ Fo) - (Aur + Agug) dt

t1 t1

to .
= / ma X\ dt = ma
t1 2

R. Se (ﬁ = Mui + A\3u3:
Fr=ma* \uy , F.= —2ma}\1u2 ;

. M(tz) — N3(t
/t1 (FT+Fc)"05dt:ma2w.

4. [15/7/2009 (ex)I] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso, e

w1 = coswt ey + sinwt ey,
U9 = —sinwt ey + coswt ey,

us = e3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in §. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

y%—i_y%:RQv Z/3=0-

La circonferenza e solidale con S.
Il punto P e soggetto alla reazione vincolare f.;,, che soddisfa

|fvin T‘ = /J'|[-fvin]l| ’

ove p > 0 e costante e [f,;,], indica la componente di f;, normale alla
circonferenza. Inoltre f,;, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).
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1. Scrivere I'equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in ), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rus(0),  ws(0) = vpus(0),
con vy > 0.
2. Dimostrare che in effetti vs(f) = 0 per qualche ¢ > 0.

SOLUZIONE
1) Scegliendo I'ascissa curvilinea s sulla circonferenza - in modo opportuno, questa
risulta parametrizzata da

s s
Rcos =uj + Rsin —uo
R R
cosicché

T(s) = —sin %ul + cos iuQ, N(s) = —cos%ul — sin iuQ, B(s) = ug,

R R

Prendiamo s come coordinata per P; allora
vs(t) = 5(t)T(s(t))
In S su P agiscono anche le forze fittizie: la forza di trascinamento
Fr=-mwA (WA Oj) — mw?OP = —mw?RN ,
e quella di Coriolis
Fo=-2mwAvs =—2mwsus AT = —2mwsN .

Dunque I’equazione di moto proiettata sulla terna intrinseca da

mngvin'T7
$2
my = Foin - N — mw?R — 2mws ,
Ozfvin'B'

Percio I'equazione di moto, almeno finché $ > 0 (si noti che $(0) = vy > 0), é data
da

M= P T = ~ [ TI = b Fn NI = (m’ + m Bt 2mss) . (1)
2) Senz’altro, dalla (1) si ha, finché s > 0,
§ < —pwR,
e dunque

5(t) < 5(0) — pwRt = vo — pwRt,
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che implica che $(t) = 0 per qualche istante t < vo/(uw?R).
R.

1) §= —2uws — %éQ — R

2) 5(f) =0, perunt<vo/(uw’R).

5. [15/7/2009 (ex)II] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso, e

u1 = coswt ey + sinwt ey,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

us = e3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in S. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

y%—i_y%:RQa Z/3=R-

La circonferenza e solidale con S.
Il punto P e soggetto alla reazione vincolare f.;,, che soddisfa

[foin Tl = pllfvinl ]

ove > 0 ¢ costante e [f,;,], indica la componente di f,;, normale alla
circonferenza. Inoltre f.;, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).

1. Scrivere I'equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in §), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rus(0),  ws(0) = —wpu1(0),
con vy > 0.
2. Dimostrare che in effetti vs(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

R.

1) §= —2uws — %éQ — R

2) 5(f) =0, perunt<vo/(uw’R).

6. [22/2/2010 (ex)I] Un piano mobile II(t) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ates ;
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qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F = —uvs + k:a:lel s

ove (z;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con I1(t) dato
da § = (0O, e;); si assume che O(0) coincida con l'origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con x3 = 0. Qui «, p e k sono
costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto di P.
SOLUZIONE
Si ha per le ipotesi che

vo(t) = ates .

Inoltre é chiaro che la velocita angolare di S é data da w = 0. Quindi in S le forze
fittizie sono date da

FT:—maT:—maoz—mQGQ, FC:O

Le equazioni di moto sono dunque date da

miy = —pi1 + kv,

Mo = —UTy — M.
R.

miy = —pi1 + kv,

Mo = —ULa — M.

7.122/2/2010 (ex)II] Un piano mobile I1(¢) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ateq ;

qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F = —pvs + key,

ove (z;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con II(t) dato
da § = (0,e;); si assume che O(0) coincida con origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con x3 = 0. Qui «a, p e k sono
costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto di P.
R.

mIy = —uL] — mao,

mio = —M.i?g—Fk.
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450. Corpi rigidi: precessioni

1. [4/7/2005 (ex)I] Un cilindro retto circolare omogeneo di massa m, raggio
R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo t =0 la
sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso

w(0) = woruy + wosus , wo1 ,wo3 > 0,

ove u1, U, w3 sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cilindro,
con origine in G. In particolare us ¢ diretto come ’asse del cilindro.
11 cilindro e soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = Acos(kt)us,

ove A, k> 0.

Determinare il valore massimo raggiunto da |w(t)
SOLUZIONE

Usiamo le equazioni di Eulero per ricavare w(t). Il tensore d’inerzia nel sistema di
riferimento solidale indicato vale

|2 durante il moto.

o = diag(l11, 11, I33),
per la simmetria del cilindro. Percio le equazioni di Eulero si scrivono come

Liiin = (I11 — Is3)waws,
Iwe = (Is3 — [11)wiws,
13301)3 = )\COS(kt) .

Dalla terza di queste equazioni si ricava subito

A
ws(t) = Tk sin(kt) + wos , t>0.

Dalle prime due si ottiene per ogni t
wiwy + wawa =0,

per cui
wi(t)? + wa(t)? = w1(0) + we(0)? = Wi, , t>0.

Quindi
2 2 2 2 2 A 2
w(t))? = wi(t)? + wa(t)? + ws(t)? = wdy + (nsm(kt) —|—w03) .
33
Dato che w3 > 0 il massimo viene raggiunto quando sin(kt) = 1, ossia
A 2
maxw(t)|* = why + (755 +w0s) -

t>0 Issk
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2. [4/7/2005 (ex)II] Un cono retto circolare omogeneo di massa m, raggio
di base R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo
t = 0 la sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso e

w(0) = woaug + wozus , wo2 ,wo3 > 0,

ove U1, Uy, ug sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cono,
con origine in G. In particolare us ¢ diretto come ’asse del cono.
I1 cono ¢ soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = ksin(At)ug,

ove A, k> 0.
Determinare il valore massimo raggiunto da |w(#)|? durante il moto.
R.
wgs + (w + 2—k)2
03 02 IQQ}\ °

3. [18/7/2005 (ex)I] Un cubo omogeneo di massa m e spigolo 2L precede
intorno al suo centro di massa C'. Il cubo & soggetto a una forza F' di modulo
costante u, applicata a un suo vertice A; F' si mantiene sempre ortogonale
a CA, e costante nel sistema di riferimento solidale con il cubo.

Sapendo che per t = 0 la velocita angolare del cubo nel sistema di riferimento
fisso ¢ nulla, dimostrare che il moto € una rotazione e determinare il primo

istante £; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.
SOLUZIONE
Scegliamo un sistema di riferimento solidale con il cubo § = (C, w1, w2, us), con uq

parallelo a CA e ug parallelo a F. Per motivi di simmetria, in questo sistema di
riferimento, come in ogni altro sistema di riferimento solidale con origine in C,

o =diag(Il,I,1),
ove I ¢ il momento d’inerzia centrale. Si ha, scegliendo come polo C,
—
M =CAANF = \/gL,u'u,l N ug = \/gL/.LU3 .

Dunque le equazioni di Eulero sono

Iy =0,
Iin =0,
Idss = /3Ly,

da cui, usando il dato iniziale w(0) = 0,
L
w(t) = \/éT“tug :

Quindi il moto & una rotazione (non uniforme) intorno alla retta fissa per C' con
direzione us.

57



450. Corpi rigidi: precessioni

Il primo istante t; > 0 in cul A torna a occupare la sua posizione iniziale sara
percio quello in cui A compie il primo giro nel suo moto circolare; se chiamiamo 6
la coordinata angolare di A nel piano ortogonale a w3 cui appartiene, é noto che

w(t) = 9(t)u3 , ossia 0(t) —0(0) = /Olw:s(T) dr = \/g%tz .

Ne segue che 0(t) — 6(0) = 27 quando

4l
V3Lu

t=1t =

4. [18/7/2005 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
¢ vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con 'asse x3 del riferimento fisso (O, z1, 2, x3).

Inoltre il centro di massa della lamina & fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

Axoeq , A > 0 costante.

Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano x1 = 0, ed & ferma,
determinarne l’energia cinetica nel primo istante positivo ¢; > 0 in cui la
lamina torna a giacere sul piano x; = 0.

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento solidale con la lamina § = (O, w1, us,u3), con
u3 = ez, uy ortogonale al piano della lamina. In questo sistema di riferimento

W = w3u3z = wses,
e quindi la terza equazione di Eulero é
- ext
I330J3 =M U3,

se M indica il momento delle forze esterne (con polo in O). D’altronde, il
momento delle reazioni vincolari ha componente nulla lungo us, perché il vincolo é
liscio.

Per calcolare M®" . ug parametrizziamo cosi la lamina: indicando con 6 I’angolo
formato dal piano della lamina con il piano fisso xo = 0, si ha nel sistema di
riferimento fisso per il generico punto della lamina

P(s,r) = (scosf,ssinf,r), —-L<s,r<L.

Dunque

L L
M gy = / ds/ dr(scosfe; + ssinfes + res) A Assinfe; - es
L L

4
= —§L4)\ sinZ0 .
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Tenendo presente che w3 = 9, la terza equazione di Eulero diviene
. 4 40 .
1330 = —gL Asin® 6, (1)

da cui 4
I3500 = —§L4)\é sin? 6,

e integrando sull’intervallo [0, t]

_ sin26(t) — sin 20(0))

I330(t)? = I330(0)2 — %L‘l)\(&(t) —6(0) .

Ricordando che all’istante t = 0 si ha

si ottiene nell’istante t; in cui 0(t1) = —7/2,

. 4 T T 4
g 2:—— 4 —_ - — = = — 4
I339(t1) 3L )\( B 2) 37TL )\,
e infine

1 2
T(tl) = 5_[339“1)2 = §7TL4)\.

Si noti che i vincoli permetterebbero alla lamina di giacere di nuovo sul piano x1 = 0
in corrispondenza di uno qualsiasi dei due valori

3
o(t,) = —g e O(t)=3m.

Il primo & quello corretto secondo 'equazione di moto (1) che in effetti implica
subito che durante il moto 6 é sempre non crescente. Se poi si opera la scelta
(sbagliata) 0(t1) = 3mw/2 si trova T'(t1) < 0.

R. 5
~mL).
37

5. [18/7/2005 (ex)II] Una sfera omogenea di massa m e raggio R precede
intorno al suo centro di massa. La sfera e soggetta a una forza F' di modulo
costante A, applicata a un punto A della sua superficie, solidale con la sfera
medesima. La forza F' si mantiene sempre tangente a una circonferenza
massima della sfera, anch’essa solidale con la sfera medesima.

Sapendo che per ¢t = 0 la velocita angolare della sfera nel sistema di riferi-
mento fisso € nulla, dimostrare che il moto € una rotazione e determinare il
primo istante ¢; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.

R. Se I é il momento d’inerzia centrale,

P .l
YTV R
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6. [18/7/2005 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa
m ¢ vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con lasse x1 del riferimento fisso (O, 1, x2,x3).

Inoltre il centro di massa della lamina & fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

urses > 0 costante.

Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano 29 = 0, ed & ferma,
determinarne ’energia cinetica nel primo istante positivo ¢; > 0 in cui la
lamina giace sul piano x3 = 0.

R. )

o1
T=>-1116*==L%)r.
gty =g AT

7.[12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza materiale -y di raggio R > 0 ha il cen-

tro coincidente con l'origine O del sistema di riferimento fisso (O, z1, z2, z3),

ed e vincolata a ruotare intorno all’asse verticale x3. I suoi punti di interse-

zione A = (0,0,—R) e B = (0,0, R) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze 1 e 72 in cui v ¢ divisa dai punti A e

B ¢ omogenea, di massa rispettivamente mi e mo.

All’istante iniziale « giace sul piano x; = 0, con ~y; nel semipiano zo > 0, e

w(0) = wspes, wzo > 0.

Su 7y agiscono il peso e le reazioni vincolari _fvinA e foB.

Si determinino le componenti nella base fissa e, eo, es, di
p=0ANFun* +OBA f,,,7.,

vin

come funzioni esplicite di m1, mo, R, g, w3 € t.
SOLUZIONE
Scegliamo una base solidale con v, (w1, us2,us) in modo che uz = es, e

ove G; é il centro di massa di vy;, i = 1, 2. Questa terna é principale d’inerzia in O.
Scegliendo come polo O, per la seconda equazione cardinale si ha

dui A (—migus) + d(—u1) A (—magus) + 4 = ow + w A ow,

se denotiamo con d > 0 la comune distanza di ciascuno dei GG; dall’asse x3. Dunque
le tre equazioni di Eulero si riducono nell’ordine a

n-u =0,
- ug = (ma —mq)dy,
I33ws = 0;
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infatti p - us = 0 perché i vincoli sono lisci.
Si ricava intanto
ng(t):ngo, tZO
Dunque I’angolo formato dal piano della circonferenza con il piano fisso 1 = 0
all’istante t sara 0(t) = wsot.
Infine

p = (mg —mq)dgus = (my — m1)dg[ — cos(wsot)er — sin(wsot)ez] .
Resta da calcolare d in funzione di R; un calcolo elementare da d = 2R /7.

8. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio R > 0 ha il
centro coincidente con l'origine O del sistema di riferimento fisso

(O,.I‘l,.l‘g,.l‘g) )

ed e vincolata a ruotare intorno all’asse verticale x5. I suoi punti di interse-
zione A = (0,—R,0) e B = (0, R,0) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze v; e 5 in cui 7 ¢ divisa dai punti A e
B ¢ omogenea, di massa rispettivamente mi e mo.

All’istante iniziale v giace sul piano x; = 0, con 7y; nel semipiano x3 > 0, e
w(O) = wop€2, woy > 0.

Su v agiscono il peso e le reazioni vincolari fvinA e fo P

Si determinino le componenti nella base fissa eq, eq, e3, di

I‘L:O_‘>4/\fvinA+5§/\fvinBv

come funzioni esplicite di m1, ms, R, g, wog € t.

R.
2R .
p=(mz— m1)7g[cos(w20t)el — sin(waot)es) .

9. [15/12/2005 (ex)I] Un cilindro retto di massa m, raggio R e altezza H
precede intorno al suo centro O, con vincolo liscio. All’istante iniziale

w(0) = woug(0), wo >0,

se us denota il versore della direzione dell’asse del cilindro.
11 cilindro e soggetto a un momento delle forze esterne (rispetto a O)

M (t) = —p/w(t)|us(t)
ove u > 0 ¢ costante.

Descrivere il moto del cilindro fino all’istante in cui si arresta.
SOLUZIONE
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Scegliamo un sistema di riferimento solidale con il cilindro (O, w;), ove w3 si man-
tiene allineato con I'asse del cilindro. Le equazioni di Eulero, in questo sistema (che
¢ principale), sono

I1dn = (I11 — I33)waws,

I1dg = (I33 — I11)wiws,

_ 4/, 2 2 2
I33w3 = —py/wi +w;s +ws,

0J1(0)=0, OJQ(O)ZO, ng(O)Zwo.

con le condizioni iniziali

Moltiplicando la i-esima equazione per w;, i = 1, 2, e sommando le due equazioni
si ha
Iy (w1 + watn) =0,

da cui, integrando in t,
w1 () + wa(t)? = wi(0)* + wa(0)* =0, per ogni t > 0.
Sostituendo nella terza equazione di Eulero, si ha
I3t = —p w3 = —py/ws

almeno nell’intervallo massimale [0,t) ove wsz > 0. In tale intervallo

d ws %
—(2 = 2 - __
dt( \/w_g) A/ W3 I33,

da cui ’
OJ3(t)— (JJO:_@t,
‘ A% - 2I33
w:;(t):(\/w—%), O§t<t:7 0

Quindi il cilindro ruota di un angolo
2133 BN T
t:——( ——t), 0<t<t,
o(t) 3 Vw05

ove si € scelto ad arbitrio, come indicato, il valore iniziale ¢(0).

R.
2133

A% -
w(t)z——(\/wo——t), Dst<i==2x.

10. [7/4/2006 (ex)I] Una circonferenza omogenea 7 di massa m > 0 e raggio
R > 0 ¢ vincolata a ruotare intorno a un suo diametro, che giace su una
retta fissa 7. Il centro C' della circonferenza & fisso su r.

La circonferenza e ferma all’istante iniziale ¢ = 0 ed e soggetta alla forza

F = )\u+ pe,

ove A, u > 0 sono costanti e
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e wu ¢ il versore normale al piano di ~;
e ¢ ¢ il versore della retta 7.

La forza F' ¢ applicata in un punto P di -, e con essa solidale, tale che
? R
e-CP=—.
V2

Si scrivano le equazioni di moto della circonferenza.
SOLUZIONE
Scegliamo un sistema di riferimento solidale con la circonferenza S = (C,u;), con

1l punto P in questo sistema é individuato da
R
CP = —(u2 + us).
P \/5( 2+ u3)

Quindi, scegliendo C' come polo, e ricordando che il momento risultante delle
reazioni vincolari lungo r é nullo, perché i vincoli sono lisci,

MeXt-U3:ﬁAF~u3= [%(UQ—Fug)/\()\ul—i—uug) 'ng—)\%.

Percio, essendo il moto una rotazione intorno alla direzione fissa us, si ha w = Yus
(per un’opportuna scelta dell’angolo ¢), e

R
I35 = I35 = —A\—, 0)=¢0)=0
33W3 33 2 w3(0) = ¢(0)
R. R
Issp(t) = _)\ﬁ , ©(0)=0.

11. [19/7/2006 (ex)I] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che

BA

es = ug(t) = - per ogni t.

11 cilindro e soggetto alle forze (con A\, u > 0 costanti)

N

—
F{ = Xey, applicata in P, ove AP} = Ruy,

—
Fy = puo, applicata in P, ove BP, = Ru;.
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(Ossia P; e P, sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)
I momenti delle reazioni vincolari lungo ’asse di rotazione sono nulli.
1l cilindro & fermo all’istante ¢t = 0.
Determinare I'’equazione di moto.
SOLUZIONE
Visto che il moto & una rotazione é sufficiente considerare per determinarlo quella
delle tre equazioni scalari di Eulero che corrisponde alla direzione dell’asse di rota-
zione, ciog, in questo caso, alla direzione e3 = us. Se (t) indica angolo tra i (t)
e e (supponendo ¢(0) = 0), si avra
w(t) = ¢(t)es,

e (scegliendo O come polo)

133()5 = ]\4'6)(t U3 .
Resta da calcolare

Mt = 0P, A (Ne1) + 0P, A (pus)
— (OA + AP)) A (1) + (OB + BB A (juuz)
= )\geg ANer +ARui Nep — ugeg Aug + pRug A ug
= ARuj A e; + pRug + un vettore ortogonale a us.
Per calcolare uy A ey ricordiamo che per definizione di ¢
U] = cos pe; + sin pes ,
per cui infine
M = (uR — ARsin p)ug + un altro vettore ortogonale a us.
Il moto é quindi determinato dalla soluzione del problema di Cauchy
I33¢ = pR — ARsingp,

¢(0) =0,
$(0)=0.

R. Equazione di moto:
Iszp = pR — ARsinp.

12. [19/7/2006 (ex)II] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, ;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che

BA

es = ug(t) = o per ogni t.

o
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11 cilindro e soggetto alle forze (con A, u > 0 costanti)

—
F{ = Aus, applicata in P;, ove AP, = Ruq,

—
Fy = e, applicata in P,, ove BP> = Ru;.

(Ossia P; e P, sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)

I momenti delle reazioni vincolari lungo ’asse di rotazione sono nulli.

1l cilindro ¢ fermo all’istante ¢ = 0.

Determinare I'equazione di moto.
R. Equazione di moto:
Is3p = AR — pRsingp.

13. [13/12/2006 (ex)I] Un guscio sferico S di raggio R, massa m e centro C
& vincolato a precedere intorno a un suo punto O, coincidente con l'origine
del sistema di riferimento fisso (O, ;).

Sia (O, u;) un sistema di riferimento solidale con S. In particolare sia C0 =
Rugs. Quindi (u1,us9) € una base (solidale con S) del piano tangente a S nei

due suoi punti diametralmente opposti O e O', ove appunto CO’' = — Rus.
All’istante t = 0 il guscio S & fermo.
In O’ ¢ applicata una forza

F = pfcos(At)u; + sin(At)us] .

Qui R, m, A, i sono costanti positive.

Si determini ’energia cinetica T' di .S come funzione del tempo.
SOLUZIONE

Scriviamo le equazioni di Eulero, scegliendo il polo in O:

—
ow+wAow=00"ANF =—-2Ruz A F = 2Rpu[sin(At)u; — cos(At)us) .
Dunque, visto che per simmetria 111 = Iso,

Iiw = (I11 — 133)(4}2(4}3 +2Ru sin()\t) R
Iuol)g = (I33 - Iu)wlwg - 2RM COS()\t) y
I33w3 =0,

con i dati iniziali
Dunque
e, ponendo 8 = 2Ru/I1,
{ w1 = Bsin(At),

wo = —fcos(At).
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Percio

w1(t) = =[1 — cos(At)],

>

wa(t) = —g sin(At) .

L’energia cinetica é

1 1
T = 50'44) Cw = §(Illw1u1 + [iwous) - (wruy + wous)
1
= §Ill(w% +wj)
1. p? 2 . 9
= §Inp[1 — 2cos(At) + cos”(At) + sin“(\t)]
ﬁQ
= 111F[1 — cos(At)].

62
T = Inp[l — cos(At)].

14. [4/7/2007 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base R,
e massa m ¢ vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono & =
(O,u;), con ug diretto come 'altezza OA del cono (A & quindi il centro
della base del cono), e u; e ug normali a ﬁ Il cono & sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dFyae = [(a — Bxg)ul + (a + ,Bxl)UQ] 5{13:H} .
Qui «, 8 € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.
e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a us
sia solidale con S, nell’ipotesi che w(0) - u3(0) = w3g > 0 all’istante
iniziale.

SOLUZIONE
A) Calcoliamo il momento delle forze (rispetto a O):

MeXtZ///(ﬁ/\ dFpase

= // (x1u1 + zous + Hus) A [(0& — Bxo)uy + (a+ ﬁxl)uﬂ dzy dze
z24z2<R?

N //ﬁﬂgw {[oa(at o) —aafa = Baz)]us

+ H(a — ﬁl‘g)’u,g — H(Oé + ﬁxl)ul} dxy das

= —HnR?cuq + HrR?aus + gR45U3 .
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Le equazioni di Eulero quindi divengono
I1@1 = (I11 — Is3)waws — HTR?a,
T11we = (133 — Iu)wlwg + H7TR2OZ
) T
I33ws = §R45 ;
dove si é tenuto conto della simmetria del cono, che implica che le u; siano direzioni
principali in O, e che 111 = I5s.

B) 1 vettore
w1u1 + walk2

¢ solidale se e solo se w1 = 0, we = 0, cioé

THR?>« tant
w] = ———————— = costante,
! (In1 — Is3)ws
THR?« tant
Wy = ————— = costante.
2 (11 — Is3)ws
Dato che Y
TR
ws(t) =wsg+ — [ p(r)dr,
2133 Jo

questo é possibile se e solo se 11 # I33 e

aft) = w30+%/ B(r dT

per un’opportuna costante C'.
R.

Iidn = (I — Is3)wows — Hr R«
1wy = (133 — In)wlwg + HrR%a
33003 = gR4B.

La condizione richiesta ¢

Iy # I3z, at) = wgo + —/ B(r dT C costante.

15. [4/7/2007 (ex)II] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base
R, e massa m ¢ vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono & =
(O,u;), con usz diretto come l'altezza OA del cono (A & quindi il centro

P
della base del cono), e u1 e uy normali a OA. Il cono ¢ sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dF'pase = [(a + /BxQ)ul + (a - /Bxl)uQ] 5{$3=H} :

Qui a, S € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.
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e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a us
sia solidale con S, nell’ipotesi che w(0) - u3(0) = w3g < 0 all’istante
iniziale.

Iud)l = (Iu — 133)0.)2(4)3 - H7TR2O[,

1o = (I35 — I )wiws + HrR?a,
. o

I33w3 = —§R4B.

La condizione richiesta ¢

R4
Iy # I3z, at) = wgo - — ﬁ dT C costante.
2133

16. [19/7/2007 (ex)I] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Al punto P tale che
O? = R61 s

¢ applicata la forza
F = ey + pes,

con A e u costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo ¢t = 0

3
0) = Z W;0€; -
=1

Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché esista

un istante ¢ > 0 tale che la sfera si arresti in .
SOLUZIONE
Conviene scomporre I'equazione

d
ao_w _ Mext

Iungo la terna e;, perché, pur non essendo questa solidale, per motivi di simmetria

si ha, ponendo
3
w t) = Zwi(t)ei,
i=1

che

3
t) = lei(t)ei 5
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ove la costante I ¢ il momento d’inerzia della sfera intorno a un suo diametro.
Percio

3
d :
an(t) = ;:1 Iw;(t)e; .

Inoltre
M — OP A F = —Rpes + Rhes .

Percio le equazioni di moto sono

Iin =0,
IO:JQ = —R/.L,
Iws = RA.
Quindi
Ru R
w(t) = (wlo,WQ() — Tt,W30 + Tt) .

Le condizioni perché la sfera si arresti per un t > 0 sono quindi date da w(t) = 0,
ossia
T Iw20 Iwg()

=0, t:= =———>0.
wio Ry RA
R. w20 w30
wio =0, — =——>0
" A

17. [19/7/2007 (ex)I] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iy = (Iog — I33)waws , (1)
Ipoty = (I33 — I11)wiws , (2)
I3zws = (I11 — Ip2)wiws + f(wi, w2, w3), 3)

ove f € C®°(R?) & una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [y = Ixn.
o [y = I33.
SOLUZIONE

A) Moltiplichiamo la (1) per wy, la (2) per we, e sommiamo membro a membro. Si
ottiene
Iy (w1w1 + wawe) = (f11 — 33 + I3 — [11)wiwows =0,

ossia
w% + w% = costante.

B) Dalla (1),
w; =0,
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che da subito
w1 = costante.

I =1 : wf —|—w§ = costante.

Ioo = I35 : wy = costante.

18. [19/7/2007 (ex)II] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).
Al punto P tale che

O? = R61 5

¢ applicata la forza
F = )ey + pes,

con A e u costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo ¢ = 0

w(O) = wyp€2 + w3pes .

Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché il moto

sia una rotazione.
R.
Awgg + pwsg = 0.

19. [19/7/2007 (ex)II] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iy = (Ia2 — I33)waws , (1)
Inoty = (I33 — I1)wiws + f(wi,wo2,w3) , (2)
Iszws = (111 — I2)wiws , (3)

ove f € C°®°(R?) & una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [y = In.

o I = I33.

I11 = Iy w3 = costante,

1 =133 : wf —|—w§ = costante.
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20. [1/4/2008 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa m e lato 2L ¢
vincolata ad avere il punto medio del lato AB nell’origine.
E soggetta alla forza, applicata nel vertice B, data da

k

ove AB e BC sono due lati consecutivi, e k > 0 & costante.
1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Trovare i moti in cui I'energia cinetica rimane costante.

SOLUZIONE

Il moto é una precessione.

A) Introduciamo il sistema solidale con il rigido (O, u;), ove O & scelto coincidente
con il punto medio di AB, e dunque fisso, e

AB BC

ulzfa U2=E7

U3 =u; \us.

In questo sistema si ha
F = kU3 s

e quindi rispetto al polo O
Mext = O? AN k"u,g = —Lk"u,g .

Percio, ricordando che
I3z = 11 + Iz,

le equazioni di Eulero si scrivono come

Iiin = (Io — Is3)waws = —I1waws,
Ipotog = (I33 — I1)wiws — Lk = Ippwiws — Lk,

Issws = (I11 — Iag)wiws .

B) Si ha come in tutte le precessioni

1
T= —{111w% + Ipow3 + 133w92,} )

2
e dunque
dT . . .
T Tiwiwy + Iagwows + I33wsws = —Lkws .
Quindi se
dT
— =0, <t<p,
T « p
si deve avere
wa(t) =0, a<t<f,
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da cui segue per la prima equazione di FEulero che anche wy é costante. Dalla terza
equazione segue poi che anche ws é costante. Quindi w deve essere costante con

w(t) = (w10, 0,ws0)

e
Lk
wipw3o = 7— ,
I
per la seconda equazione di Eulero.
R. Le equazioni di moto sono:
Iw = —Ihwaws,

Irows = Ipgwiws — Lk,
I3zt = (I11 — Ia2)wiws .

I moti in cui si conserva l’energia cinetica sono quelli con

Lk
w(t) = (w10,0,ws0), WiowWso = 7=
11

21. [1/7/2008 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
w1 e ug siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (z1,z2,z3) le
coordinate in S.

La lamina ¢ soggetta a una distribuzione di forze

dF = (oza:%xgul + ﬁxlx%u;),) dzq dxs,

ove a, B € R.

La lamina all’istante iniziale e ferma.

Determinare i valori di a e  in corrispondenza dei quali il moto ¢ una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in
questi casi.

SOLUZIONE

Per usare le equazioni di Eulero, dobbiamo calcolare il momento delle forze esterne
(di polo O), che secondo la definizione ¢ dato da

L L
M = / / [(z1u1 + 22ug) A (aafzouy + Briaius)| doy do,
—rJ-L

L L
/ / [Bxlxgul - Bx%x%uQ - ax%x%uﬂ dzq dzo
-LJ-L
2 _a\2 2 2
o)
5(3 Uz — @ 3 us
Dunque, tenuto presente che nel caso della lamina si ha in O

I3z = Iy + Iz, Iy = Iy,
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le equazioni di Eulero divengono
Lyw = —Iwows ,

. 4
Ihwy = Iijwiws — §5L6 ;
4
I3301)3 = —§04L6.

Si hanno come é ovvio tre casi, in corrispondenza delle tre rotazioni possibili:

A) w = wiuq: In questo caso ws e ws si annullano identicamente. La prima
equazione di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni
iniziali. La seconda e la terza equazione, per essere soddisfatte, richiedono che
a = B =0. La rotazione quindi si riduce alla quiete.

B) w = wous: in questo caso wy e ws si annullano identicamente. La prima equazio-
ne di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni iniziali.
La terza equazione, per essere soddisfatta, richiede che o = 0. La rotazione quindi
si ottiene risolvendo la seconda equazione.

C) w = w3ug: in questo caso wy e ws si annullano identicamente. La prima equazio-
ne di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni iniziali.
La seconda equazione, per essere soddisfatta, richiede che f = 0. La rotazione
quindi si ottiene risolvendo la terza equazione.

R. Per ognit > 0:

w(t) =0, sea=f=0;
4 BLS

(t) —§%tu2, se a = 0;
4 alLb

w(t)——go;?tug, se3=0

22. [1/7/2008 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa
m precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
u1 e uy siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (x1,x2,x3) le
coordinate in S.

La lamina ¢ soggetta a una distribuzione di forze

dF = (axiz3us + Brizous) dog dzs,

ove a, B € R.

La lamina all’istante iniziale ¢ ferma.

Determinare i valori di « e 8 in corrispondenza dei quali il moto ¢ una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in
questi casi.
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R. Per ognit > 0:

w(t)=0, sea = =0;
4 BLS
(t) 5%1?111, se a = 0;
4 LS
t) = =t =0
w() 9]—33 us, .Seﬁ

23. [18/7/2008 (ex)I] Si consideri un sistema di riferimento mobile S =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido ¢ dato da

C={(A1,22,23) | AT+ A3+ A3 < R*},
con densita
p(A) = [Po + mé{P}()\)] dA,
ove pp, m > 0 sono costanti e
1 V15
P=(0,7R*R).

Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C' ¢ vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed € soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

—
OA = Rug, 5§:—R’U,3.
Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
\Fal<p, |Fpl<up,

con > 0 costante.
Determinare i valori di w3 per cui ¢ possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocita angolare

W = W3us .

SOLUZIONE
Scriviamo la matrice o rq del tensore d’inerzia rispetto alla terna M = (u;). Questa
terna é principale per la sfera omogenea, mentre i momenti di P sono

15 1
5 =mR?, 121’2=1—6mR2, I;ﬁzﬁmRQ,
V15
L =0, I =0, 12P3:—1—6,mR2.
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Dunque se I é il momento d’inerzia diametrale della sfera,

I+1f 0 0
oM = 0 I+IQ‘E; IQ%
0 15 I+15

Le equazioni di Eulero sono date da
ow+wAow= M,
ossia, nell’ipotesi che si abbia un moto di rotazione come richiesto, da
0=1I3hwi+ (Ma+Mp) up,

0 =133 =(Ma+Mp)-usy,
0= +I5)s=(Ms+ Mp)-us.
Qui .
Mao=O0ANFs, Mpz=0BAFpg.

Si deve avere quindi
[I33|wi = (Ma+Mp) u = |Ms+Mp|=M,

e M pud assumere qualunque valore in [0, 2R ).
R.
32u

V15mR .

lws| <

24. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri un sistema di riferimento mobile S =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido ¢ dato da

C = {(\1, X2, 23) | X2 + A3+ \2 < R?},

con densita
p(X) = [po +mbypy(N)] dA,

ove pp, m > 0 sono costanti e
3 VT
P= (0, °R, —R) :
4 4

Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C ¢ vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed € soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

O_z>4=RU3, 5§:—RU3.
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Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
|FA|§/-L> |FB‘§/-L>

con > 0 costante.
Determinare i valori di w3 per cui ¢ possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocita angolare

w = w3us.
R.
32u
wal| < .
s < 3VTmR

25. [12/9/2008 (ex)I] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FAZGE/\’U,, FB:bE/\u,

con a, b > 0 costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro ¢ fermo al tempo iniziale.

e Determinare una condizione su a e b che rende il moto una rotazione.

e Nell’ipotesi che ’ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b > 0.

SOLUZIONE
A) Scegliamo come sistema di riferimento solidale (O, u;), ove

AB

ul:ﬁ’

Uz = usz \uy, U3 =1u.

Percio
ﬁ/\u: 2Ru; AN uz = —2Rus .

Il momento delle forze esterne quindi é
——
MeXtZOA/\FA—I—O?/\FB

= ( — §u3 — Rul) A (—2Raus) + ( - gug + Rul) A (2Rauz)

H
= F2R(-a+bjur + 2R*(a + b)ug .
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Le equazioni di Eulero sono percio

Iy = (In — Is3)wows + HR(b — a) ,
Liwe = (I33 — In)wiws,
I33003 = 2R*(a + D).

Si ha percio una rotazione, intorno all’asse ug, se a = b, caso in cui la soluzione del
sistema &

3
wl(t):07 wg(t):O, wg(t):2%(a+b)t, t>0.

B) Nel caso I11 = I33, le equazioni di Eulero diventano

Inwl = HR(b - CL) y
Ihywo =0,
I33003 = 2R*(a + D).

Dunque
2

1 1 4
T =-Inlw]* = =1 [H2R2(b —a)?+ i(a + b)2]t2 ,
2 2 Iy
R. Si ha una rotazione se a = b. Se ’ellissoide & sferico
2

1 4
T=-In {HQRQ(b —a)® + i(a + b)ﬂt2 :
2 I,

26. [12/9/2008 (ex)I] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a < b < ¢
precede per inerzia intorno al suo centro O.
All’istante iniziale

w(0) = auq(0) 4+ Suz(0) + ~yus(0),

ove (O, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢t = 0 con
il sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, B, v sono costanti positive.

e Si determini il piano fisso su cui rotola ’ellissoide d’inerzia.

e Si determini la condizione su «, 3, v per cui tale piano ha normale
parallela a
e; +ex+e3.

SOLUZIONE
A) E noto che, fissata ad arbitrio la costante di scala ¢ > 0 dell’ellissoide d’inerzia,
tale piano ha equazione

x-Jo=pu=2c/T(0),

(s



450. Corpi rigidi: precessioni

ove l’energia cinetica T, costante lungo il moto, e data da

1 1
T(O) = 50‘&!(0) -w(O) = 5(111042 + 12252 + 133’)/2) .

Invece il vettore J o, costante lungo il moto, & dato da
Jo = ow(0) = I11aui(0) + Iafus(0) + Iszyus(0) = I11ceq + Iz fBeq + I33ves .
B) Dunque la normale del piano, ossia J o, ¢ parallela a
e +ex+e3.

se e solo se
Iya =13 = I337.

1
Iaxy + IpeBro + Iz3yxs = 20\/5(111042 + 13232 + I3372) .

Iha = I3 = I337.

27.[12/9/2008 (ex)II] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FA:a/ﬁ/\u, FB:b/ﬁ/\u,

con a, b € R costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro & fermo al tempo iniziale.

e Riconoscere che sono possibili due distinti moti di rotazione (non ba-
nale), in corrispondenza di particolari condizioni soddisfatte da a e b,
e determinare tali condizioni.

e Nell’ipotesi che ’ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b.

R. Si ha una rotazione se a = b, o se a = —b. Se D’ellissoide ¢é sferico

1 4R?
T=-I {HQRQ(b —a)? + i(a +b)? 2.
2 I

28. [12/9/2008 (ex)II] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a > b >
¢ > 0 precede per inerzia intorno al suo centro O.
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All’istante iniziale
w(0) = au(0) + Suz(0) +yu3(0),

ove (O, u;) € un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢ = 0 con
il sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, 3, v sono costanti.

e Si determini il piano fisso su cui rotola ’ellissoide d’inerzia.

e Si determini la condizione su «, 3, v per cui tale piano ha normale
parallela a
e — ey —e3.

1
Iiyaxy + IppBxy + Igzyxs = 20\/5(1—11&2 + 120032 + I3372).

Iha = —1IB = —Is37.

29. [12/1/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa m ¢ vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa es, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, S = (C,u;), con uz =
es; denotiamo con (z1,z2,x3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:

e la distribuzione di forze

dF1 = ariuy;

e la forza elastica applicata in P
F.= —kpoﬁ,

ove C—PO> = Leq, ﬁ = Ru;.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All’istante iniziale il disco ¢ fermo, e u; = e;, i =1, 2, 3.

e Si determini I’equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.
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SOLUZIONE
Usiamo le equazioni di Eulero

cwtwAhow=M;+ M.+ M,y,,

ove il polo & C, M, [M.] denota il momento di dF; [F.], e M, quello delle
reazioni vincolari.
In questo caso

w = pe3 = Yug,

se  denota I'angolo tra e; e uy, cosicché

U] = cos pe; + sin pes ,

Uy = — sinpe;] + cos pes .

Inoltre con i calcoli si ha

M, = // ()\111,1 + /\QUQ) A adiug dAy dAg
{(A24A2<R?}

= a// A2 AN dhous = L Riug .
{M+A3<R2} 4

Invece
M,=CPAF,=—kCPA BB =kOPA[PC + CP)
= kRLu1 Nep = —kRL sin wus,

perché
€1 = cos pu — sin pus .

Per determinare il moto ¢é sufficiente la terza equazione di Eulero, ove ricordiamo
che, essendo il vincolo liscio,
Mvin U3z = 0.

Dunque I’equazione di moto é
ro%s
I35 = TR4 — kRLsinp,

cui vanno aggiunte le condizioni iniziali

Moltiplicando 'equazione di moto per ¢ e integrando su (0,t) si ha

I
%ng = %Rﬂa(t) + kRL(cosp —1).
Supponendo che in t valga p(t) = 27, si ha

133 .2 Oé7T2 4
)= 5
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11 fatto che il disco faccia un giro completo é garantito per esempio se vale la prima
delle disuguaglianze seguenti:

1 _ N
%R‘l > kLR > kLR— 2%

3

ove la seconda disuguaglianza vale per ogni ¢ > 0, perché 1 — cosp < .
R. L’equazione di moto e

I33¢ = %R‘* — kRLsing.
L’energia cinetica quando ¢(t) = 2w vale

I33 .2 ar? 4
0)=—5¢ =

30. [12/1/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa m € vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa eg, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, § = (C,u;), con uz =
es; denotiamo con (1, 22, x3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:

e la distribuzione di forze

dF1 = ariuy;

e la forza elastica applicata in P
Fe - _'I{:-POj )

ove C—PO> = Leq, ﬁ = Rus.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All’istante iniziale il disco & fermo, e u; = e;, 1 =1, 2, 3.

e Si determini I’equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.

R. L’equazione di moto €
I33¢ = O‘—;R‘* — kRLcos .
L’energia cinetica quando ¢(t) = 2w vale

I
T(f) = %ﬁ = ar’R*.
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31. [12/2/2009 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omoge-
nea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

o1, se dist(P, AB) < L,
p(P) = :
P2, se dist(P, AB) > L.

Qui p; > p2 > 0 sono costanti.
La lamina e vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che
si mantiene fisso.
Il peso ¢ diretto come —eg. Alla lamina ¢ applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auxapds + Buxpc ds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e BC. Qui ds ¢ ’elemen-
to di lunghezza su tali lati, e u & un versore solidale alla lamina, ad essa
ortogonale. Qui « e 8 sono costanti.

All’istante iniziale la lamina & ferma in posizione orizzontale, con u = es.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Trovare una condizione su « e 8 perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

SOLUZIONE
Scriveremo le equazioni di Eulero rispetto al polo O. Scegliamo un sistema solidale

con la lamina, con uy diretto come CB, e ug = u. L’origine viene presa in O.
1l momento delle forze esterne é dato da

MeXt = Mpeso+MF7

ove come € noto

M peso = O? A (—mges) .
Qui la massa é data da

412 412
m=prgs + p2—5= = 2L%(p1 + p2)
e il centro di massa GG, definendo G; come il centro di massa della meta con densita

pi, da

1/ 412 —>» 412 — 212 ——>  Lp—
0G = —(p1—OG1 +p2—OG2) = —(p1 — p2)0G1 = S pe,
2 2 m 2 p1+p2
II momento del peso & dunque

£P1—P2

Moo = —M
peso 92p1+p2

ui A\ e3 = lous + p3usg,
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ove le componenti p; dipenderanno dalla posizione della terna mobile, ossia dagli
angoli di Eulero.
Si ha poi

L

L
Mg = / (Lu1 + S’QLQ) A ausds + / (S’U;l + L’QLQ) A Busds
L —L

= 28L%u; — 2aL?us .
Dungque le equazioni di Eulero sono, visto che (u;) ¢ una terna principale d’inerzia,
Lin = (Iaz — Isz)waws + 2BL7,
ooty = (I3 — I )wiws + p2 — 2aL?
I33wz = (I11 — Ip2)wiws + 3 .
La lamina rimane in equilibrio se e solo se
w(t) =0, t>0,

il che, per le condizioni iniziali, & garantito dall’annullarsi di M®**. Si noti anche
che, per le condizioni iniziali, per t = 0 si ha us = es, e quindi

Lo —

Lpi—p2,

Mei =
peso mg2p1+p2

I11@1 = (Iag — I33)waws + 28L7,
Iooto = (Is3 — In1)wiws + po — 2aL?
Iszws = (I11 — Iog)wiwa + pi3 .

mg p1 — p2
B8=0, a=—-— .
4L p1+ p2

32. [12/2/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza h e raggio di base
R precede per inerzia intorno al suo vertice O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare &

w(0) = ouy + Pus,

ove S = (O, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il cono, con us
parallelo all’asse del cono. Qui h, R, «, B sono costanti positive.

Determinare w(t) per ogni ¢t > 0.
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero:

Liidn = (I11 — Is3)waws,
Iwe = (Is3 — 11)wiws,

I33w3 =0,
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ove si e tenuto conto che Iy = I3, per simmetria. Se I,1 = I33 la soluzione é
banale.
In caso contrario,

ws =, per ogni t,
e
&1 = (1= Issl )i = —CPwr,
ove
c=(1-1Is31;;)B.
Percio

w1(t) = ki cosct + kasinct.
Imponendo le condizioni iniziali
w1(0) = «, w1(0) =0,
quest’ultima ricavata dal sistema di Eulero, si ha
w1(t) = acosct,
da cui, per la prima equazione del sistema,

wa(t) = ¢ lin (t) = —asinet .

R. Se 111 7& 133
w(t) = acosctu; — asinctus + Pus, c=(1—1I3I;h8.

Se Iy = I3,
w(t) = au; + Pus .

33. [12/2/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omo-
genea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

p(P) =

01, se dist(P, AB) < L,
02 se dist(P, AB) > L.

Qui p2 > p1 > 0 sono costanti.
La lamina ¢ vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che
si mantiene fisso.
Il peso & diretto come —e3. Alla lamina & applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auxapds + Buxapds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e AD. Qui ds ¢ ’elemen-
to di lunghezza su tali lati, e u & un versore solidale alla lamina, ad essa
ortogonale. Qui « e 8 sono costanti.

All’istante iniziale la lamina & ferma in posizione orizzontale, con u = es.
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e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Trovare una condizione su « e [ perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

L1 = (Iag — I33)waws — 2BL7,
Inolp = (I33 — I )wiws + po — 2aL?,

Iszws = (I11 — Iog)wiwa + pi3 -

mgp1 — P2
=0, a=——"
P 4L p1 + p2

34. [12/2/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza h e raggio di
base R precede per inerzia intorno al suo centro O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare &

w(0) = auy + Pus,

ove § = (O, u;) & un sistema di riferimento solidale con il cilindro, con
parallelo all’asse del cilindro. Qui h, R, «, 8 sono costanti positive.

Determinare w(t) per ogni ¢t > 0.
R. Se 111 7& IQQ

w(t) = auy — Bsin ctug + B cos ctug , c= (111[2_21 —Da.

Se I11 = Iso,
w(t) = au; + Pus .

35. [11/9/2009 (ex)I] Un cilindro di altezza 2H, raggio R, massa M, e
vincolato a precedere intorno al suo centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il cilindro S = (C, u;), ove us & diretto
come ’asse del cilindro.

Sono applicate le forze

Fy=kuy, Fp=—-kuy,
nei punti A e B rispettivamente dati da
Cﬁ:RUQ"—HUg, C@:—RUQ—H’U,:;.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C' pari a
M attrito = —pw

Qui k, p > 0 sono costanti.
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e Scrivere le equazioni di Eulero del cilindro.

e Determinare 1'unico valore di w(0) che rende w costante durante il
moto.

SOLUZIONE
1) Scriviamo le equazioni di Eulero del cilindro, con polo in C. Il momento di F 4
e F'g ¢ dato da

— —
CANF4+CBAFg=2CANF4=2k(Hus — Ruy).,
Percio le equazioni di Eulero sono

o = (I — Is3)wows — pws ,
TIwe = (Is3 — [11)wiws — pws + 2kH |
133(4')3 = — w3 — 2kR.

B) Se deve essere w costante, ossia w = 0, dalla terza delle equazioni di Eulero si

ha subito
_ 2kR

1
Sostituendo nelle prime due equazioni si ottiene il sistema non singolare

w3 =

pwi + aws =0,

awy — pwy = —2kH |

ove si € posto

2kR
o = T(Iu — 133)

Ly = (D11 — I33)waws — pwn
Liwe = (Is3 — I )wiws — pwe + 2kH |
Iggd)g = —UW3 — 2kR .
% Ho 2%H 1 %R %R

= = = = —— 11 — Is3).
“ p? +a?’ w2 2+ a2’ w3 T a ? (I11 — I33)

36. [11/9/2009 (ex)II] Un parallelepipedo con sezione quadrata, di altezza
2H, lato della base 2R, massa M, ¢ vincolato a precedere intorno al suo
centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il parallelepipedo & = (C,u;), ove us
¢ diretto come I’asse del parallelepipedo, e w1, uo sono ortogonali alle facce
laterali del solido.

Sono applicate le forze

FA::IC'Uq, FB:_kula
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nei punti A e B rispettivamente dati da
CY—1>4:R’U,2+H'U;3, C@:—RuQ—Hu;),.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C' pari a
M astrito = —piw -
Qui k, p > 0 sono costanti.
e Scrivere le equazioni di Eulero del rigido.

e Determinare 'unico valore di w(0) che rende w costante durante il

moto.
R.
L = (L1 — I33)waws — pwr
1wy = (I33 — In1)wiws — pws + 2kH |
133(4')3 = — w3 — 2kR.
2%k Ha 2% Hp %R WR g
W =———, Wy=——, w3=-——-—; =" — }
1 21 a? 2 21 a? 3 p P 11 — I33

37. [20/11/2009 (ex)I] Un disco rigido di massa M e raggio R precede
intorno al suo centro O.

Il sistema S = (O,u;) € solidale con il disco, e il versore us ¢ ad esso
ortogonale.

Al disco sono applicate le forze

—
Fyu=-)uy, nel punto A, tale che OA = Ruo;
Fp=pe, nel punto B, tale che O? = Ru;.

Qui A e p sono costanti positive.
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.
Sotto 'ulteriore vincolo

u?,(t):eg, tZO,
scrivere le equazioni di moto del disco.
SOLUZIONE
A) Dobbiamo imporre che M®™" = 0, ossia

OANFA+O0BAFp=0,

che equivale a

A
uyNe =——us.
o)
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Se scriviamo
3
€1 = E o7 %}
i=1

all’equilibrio, si ha

A

Qa3 — 3Uuz = U1 N e = ——ug,

1

da cui

A\ 2
0&3:0, Oégz—p, 051=:|: 1—(—).

Bisogna di necessita assumere A < p.

B) Visto che il rigido in questo caso é vincolato a ruotare intorno a un asse fisso,
ha un solo grado di liberta. Introduciamo come coordinata lagrangiana I’angolo
¢ € (—m, ) formato da uy con ey, cosicché

U] = cos pe; + sin pesy .

In questo modo
u; Ae; = —sinpe; = —sin pus .

La terza equazione di FEulero quindi da

I¢ = M . u3 = R\ — Rusingp.

R. A) Posizioni di equilibrio si hanno solo se A < u; in questo caso si ha equilibrio
se e solo se si ha

A\ 2 A
61::|: 1—(—) U — —UuU2.
[ [
B)
I =R\ — Rusinyp.

38. [22/2/2010 (ex)I] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo é soggetto alla forza

Fo = Xe Pty ,

ove u ¢ un versore solidale con il cubo e ortogonale a CTZl; inoltre A\, 8 > 0
sono costanti.

Il cubo & fermo all’istante iniziale ¢t = 0.

Determinare una costante che limiti I’energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.

SOLUZIONE

Scegliamo una terna principale (u;) in C' in modo che

CA

ulsz— Uy =U U3 =u; \us.
|C |’ b)
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Per un noto teorema, la (u;) ¢ principale anche in A.

Scriviamo le equazioni di Eulero di polo A rispetto a questa terna. Troviamo i
momenti d’inerzia Ij. Se I denota il valore comune a tutti i momenti d’inerzia in
C, per il teorema di Huygens si ha in A

Li=1, Ip=Is=I1+M|AC|>=1+3ML>.
Il momento di F e

ACAF = —LV3u1 A (e Pluy) = —V3BALe Plus .
Dunque si ottiene

Iiiw =0,
Inowo = (Izg — I11)wiws0,

Iggdjg = (Iu — 122)0.)1(4)2 - \/§>\Le_ﬁt .

Dato che w(0) = 0, segue subito che per ogni t > 0

3AL
D) =0, wa(t)=0, ws(t)= L2 _ sty
ﬁIQQ
Dunque
1. 13\L g2
T(t) = 5122 62 (1_ t) )
¢ N2L2
1..,3
supT(t) = = I}
tzg (t) o122 32
s 3 A2L2
S(I+3ML>) T —
2( +3 ) 72

39. [22/2/2010 (ex)II] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo e soggetto alla forza

A
Foc=—+—u
iy
—
ove u e un versore solidale con il cubo e ortogonale a C'A; inoltre A\, 8 > 0
sono costanti.
Il cubo ¢ fermo all’istante iniziale ¢ = 0.
Determinare una costante che limiti I’energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.
R. 32
s
(I +3ML*) L2\,
ML)
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40. [8/7/2010 (ex)I] Una sfera di raggio R, massa M e centro C precede
per inerzia intorno a un punto fisso O sulla sua superficie.
All’istante iniziale

w(0) = a% + fu,

ove u ¢ un versore tale che uw L O(% Qui «, [ sono costanti positive.

Determinare w(t).
SOLUZIONE
Scegliamo come sistema di riferimento solidale con il rigido (O,w;), con

Si noti che questo sistema é principale d’inerzia, perché traslato di un sistema
principale centrale Iungo uno dei suoi assi. Per il teorema di Huygens si ha nella
base (u;)

oo =diag (I + MR*, 1+ MR*1I).

Dunque le equazioni di Eulero sono
(I + MRQ)wl = MRQLUQ(Ug s
(I + MR*)&y = —M R*w w3,
Tws =0.

Le condizioni iniziali sono

A questo punto le altre due equazioni danno

M R%«
. 2 _ L
W1+ Aw =0, /\'_7I—|—MR2'

. MR«
w(t) = (ﬁcos At, —ﬁsm)\t,a) , A= T MR

41.[7/9/2010 (ex)I] Un cubo di massa m e spigolo 2L ¢ vincolato a precedere
intorno al suo centro C.
Sul cubo agisce la forza

Fjp=)\u,

applicata in un suo vertice A, ove il versore solidale con il cubo

AB

“Tar
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¢ diretto come lo spigolo AB.
Scrivere le equazioni di moto del cubo.
SOLUZIONE
Scegliamo il sistema principale in C' dato da: u; = u; wy normale a una faccia
fissata tra le due che contengono sia A che B; us di conseguenza.
Quindi in particolare
C'—/>1=LUQ—LU1—LU3.

Il momento della forza dunque risulta
CANFA = AD(up+us).

Percio le equazioni di Eulero, stante la simmetria dei momenti d’inerzia centrali,
risultano

Ii1w1 =0,

Ty = — AL ,.

Iiiw3 = —)A\L
R.

Ii1w1 =0,

16 = —AL ..

Iiiw3 = —AL

470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

1. [7/7/2006 (ex)I] Denotiamo con (O, e, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m > 0
¢ soggetto a due forze

Flzkel, ng—kel,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 (§] AQ.

All’istante iniziale il parallelepipedo & fermo, con le facce A; e A, parallele
al piano x3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.
SOLUZIONE
Per la prima equazione cardinale

mag =F*"=F,{+F,=0,

per cui
ve(t) =0, per ogni t > 0.

Quindi il centro di massa del corpo resta fermo durante il moto.
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Scegliamo una terna solidale (u;) con us ortogonale ad Ay, As, e tale che
ui(O)zei, i=1,2,3.
Denotiamo

3
e = Z i (s (1),

cosicché il momento delle forze esterne ¢ (chiamando a proprio la lunghezza dello
spigolo normale ad A;)

M = Q%ug(t) A key = ak[M (H)ua(t) — Ao (H)ui(t)].

Proiettando la seconda equazione cardinale lungo gli assi solidali corrispondenti si
trovano dunque le

Liidn = (Ia2 — Is3)waws — akAa(t),
Ipowe = (I33 — L1 )wiws + akAi(t),
I3zt = (I11 — Ia2)wiwa,

che vanno unite alle condizioni iniziali
w;(0) =0, 1=1,2,3.

Il moto sara dunque una rotazione non uniforme intorno all’asse us, e di conse-
guenza
A(t) =uq(t) - ex = cosO(t), Aat) =wus(t)-e1 =0,

ove 0 rappresenta I’angolo di rotazione di w; nel piano fisso ortogonale a us. Inoltre
w(t) = (0,6(t),0),

e 0(t) risolve )
15960 = ak cos @ .

Moltiplicando questa equazione per 0 e integrando si ha
1 . .
5[229@) = aksinf(t).

Dunque

1. .
max T = max 5[229(1%)2 =ak.
maxT = ak.

2. [7/7/2006 (ex)I] Una lamina quadrata di lato 2L e massa m & vincolata
ad avere un lato sull’asse verticale fisso x3. Il vincolo ¢ tale che la risultante
delle reazioni vincolari, e il loro momento risultante, hanno componente
nulla lungo x3.
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Il peso e diretto nel verso negativo dell’asse z3. La lamina e anche soggetta
a una forza F' ad essa ortogonale, applicata nel suo centro di massa G, e di
modulo

:IC|.’E3G|7

con k > 0 costante. Determinare la velocita angolare w(t) della lamina
sapendo che questa ¢ ferma all’istante iniziale con G = (0, L, 0).
[Suggerimento: iniziare determinando la z3¢(¢) usando la prima equazione
cardinale.]

SOLUZIONE

Per la prima equazione cardinale

mag = —mges +F + f ;.

Dato che F e f,,, non hanno componenti lungo e3, ne segue che

vin

m::C.SG = —mg,
ossia che
t2
w36 (t) = 95 -

Quindi la seconda equazione cardinale da

: t2
I33w3 = (111 — Ip2)wiws + Lk‘g; .

Poiché la lamina ruota intorno all’asse w3, si avra w(t) = 0(t)es per un opportuno
angolo di rotazione 0, il che conduce a

. L
j— kg 2 :

ossia a (tenuto conto delle condizioni iniziali)

_ Lkg ,
0(t) = 24133t .
R. Ik
9.3
t) = —1t"e3.
w(t) 6

3. [7/7/2006 (ex)II] Denotiamo con (O, ey, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m > 0
& soggetto a due forze

F1:—2k‘62, F2:2k‘62,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 (§] AQ.
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All’istante iniziale il parallelepipedo & fermo, con le facce A; e Ay parallele
al piano x3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.
R.

max T = 2ak .

4. [7/7/2006 (ex)II] Una lamina quadrata di lato L e massa m ¢ vincolata
ad avere un lato sull’asse verticale fisso x1. Il vincolo ¢ tale che la risultante
delle reazioni vincolari, e il loro momento risultante, hanno componente
nulla lungo x1.

Il peso e diretto nel verso negativo dell’asse z;. La lamina e anche soggetta
a una forza F' ad essa ortogonale, applicata nel suo centro di massa G, e di
modulo

k],

con k > 0 costante. Determinare la velocita angolare w(t) della lamina
sapendo che questa ¢ ferma all’istante iniziale con G = (0, L/2,0).
[Suggerimento: iniziare determinando la z15(¢) usando la prima equazione

cardinale.]

R. Lk
w(t) = =2

= t3e; .
121, '

5. [22/9/2006 (ex)I] Una lamina materiale a forma di disco ¢ poggiata su un
piano IT inclinato sull’orizzontale con un angolo « € (0,7/2). 1l coefficiente
di attrito statico tra la lamina e il piano e p > 0. Si assuma p cos a > sin a.
Il piano II € mobile, con equazione

ct?
Tosina — x3cosa = —TSina,

ove ¢ > 0; i punti solidali con il piano abbiano velocita orizzontale. Il peso
quindi risulta diretto nel verso negativo dell’asse x3.
Si determini il valore massimo del modulo ¢ dell’accelerazione del piano
che permette al disco di restare in equilibrio relativo al piano, partendo da
condizioni iniziali compatibili con ’equilibrio stesso.
SOLUZIONE
Imponiamo che le forze esterne che agiscono sulla lamina in un sistema di riferimento
S solidale con il piano mobile II abbiano risultante nulla.
Scegliamo § = (O,u;), con O coincidente con la posizione del centro del disco
all’istante iniziale, us ortogonale al piano II , wy orizzontale e tangente a II, e
quindi ue tangente al medesimo piano, con us - ez = sina > 0.
Scriviamo dunque

F™ = Freso + Foin + Fr =0.
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Si ha

F o = —mgsin aug — mg cos aug,
__ gptang norm
-fvin_.fvin +-fvin ’
—map = mces = McCcos Uy — MeSin ausg .

=
I

Proiettando lungo us e lungo us:

vin

t .
‘f 418 = |mgsina — mccos af ,

|f3?rfm| =mgcosa + mcsina.

Dato che deve essere
tang norm
|fvin |S:u|fvin )
si hanno (discutendo i valori assoluti) i due sistemi
gsina —ccosa >0,

—c(pusina + cosa) < g(pcosa — sina) ,

gsina —ccosa < 0,

c(cosa — psina) < g(pcosa + sina) .
Il primo sistema si riduce alla sua prima condizione, ossia a

sin «

c<g .
cos o

Se

cosa — pusina <0,
il secondo sistema ¢ soddisfatto per ogni

sin «

c>g .
cos

Se invece
cosa — pusina > 0,

il secondo sistema é soddisfatto per ogni

pcos o+ sin o sin o
———— 2>c>g
cosa — psina cos o

(si vede subito che nelle ipotesi fatte questo intervallo non é vuoto).

R.

pecosa + sin o .
_, se cosa > psina,
cosa — psina

nessuna limitazione per c, se cosa < psina.
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6. [26/3/2007 (ex)I] Un sistema rigido & costituito da tre punti materiali,
Py, P, e P3, ciascuno di massa m, posti ai vertici di un triangolo equilatero
di lato L.

Il sistema e vincolato con vincolo liscio a ruotare intorno al lato P;Ps,
mantenuto fisso in posizione verticale.

Il sistema ha all’istante iniziale velocita angolare wy.

Descrivere il moto del sistema e ricavare risultante e momento risultante

delle reazioni vincolari.

SOLUZIONE

Scegliamo il sistema solidale principale S = (O, u;), ove O ¢ il punto medio di Py Ps,
e

11—
u1:ZP1P2, UQ:—O.Pg.

II momento della forza peso &

OC A (=3mguy) = ?mgLug .
In S le equazioni di Eulero si scrivono percio come
Lo = (Izg — Isg)wows + Myin - w1,
Inotoo = (I33 — I11)wiws + M yin - uz,
I3303 = (I11 — T2 )wiwe + My, - u3 + ?mgL.

Inoltre si sa che w = wiuy perché il moto & una rotazione, e che M i, - u; = 0
perché il vincolo é liscio.
Percio la prima equazione di Eulero da

wp =0,

ossia w = wq. Il moto ¢ quindi una rotazione costante.
Le altre equazioni di Eulero implicano allora

3
M i, = —%mg[/u;g ,

e infine, per la prima equazione cardinale,

3mag = f,, — 3mgu; .
R.
3 3
w(t) =wp, t>0; M, = —%mgLug s foin= —%mszuQ + 3mgu; .

7.[12/6/2009 (ex)I] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il centro
C mobile con legge assegnata

O? = Lcosate; + Lsinates.
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Nel punto che occupa la posizione

_, oC
O0A =0C +R = (R+ L)cosate; + (R + L)sinates
0C)

¢ applicata la forza
F A= )\81 .

Qui a, A\, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(0) = wiper,

con wig > 0.

1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzio-
nedia, \, L, M, R, wig e t.

—

2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che O? = 0OA

all’istante t = 0 non si mantiene a quota &3 = 0 durante il moto (qui
(&;) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

SOLUZIONE

I metodo (uso della terna fissa)

1) Scriveremo le equazioni di Eulero rispetto al polo C, e alla terna fissa (e;). Si
noti che C' ¢ il centro di massa della sfera; inoltre la terna fissa & principale in
ogni istante, con momenti d’inerzia costanti nel tempo, e tutti uguali al momento
diametrale 11, per le proprieta di simmetria della sfera.

1l momento delle forze esterne ¢ dato da

—
M™ =CANF4 = R(cosatey + sinates) A Aey = —RAsinates .

Dunque le equazioni di Eulero sono

Iyw; =0,
Liws =0,
Illwg = —RAsinat.
Dunque per ognit > 0
R
wi(t) =wio, we(t)=0, ws(t)=— (1 —cosat).
11104

Qui I1; é il momento diametrale della sfera S, che si calcola essere

M 2 M
I = /s F(S)(zg + 22)dz dzp d2s = 3v01(5) /S(zf + 22 + 22) dzy dzp dzs

M R 27 T )
= d d 4sinfdo = ZMR?.
2#R3A 7”/0 (pA T SIn 5
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2) La derivata del vettore Cﬁ, che ¢ solidale con la sfera, ¢ data da

d
Eﬁ =wA ﬁ = (wioe1 + ws(t)es) A (z1e1 + x2e2 + x3€3)
= —ng(t):EQel + (wg(t)xl — W10$3)62 + wipx2e3 .

Qui le z; sono le componenti nella terna fissa del vettore ﬁ .
Dunque

& = —ws(t)xs, ) (1)
(2)

: (3)

T R
To = w3(t)r1 — wi0Ts3 , z2(0) =0
T3 0

I3 = w1oT2,

Dobbiamo dimostrare che la soluzione di questo problema di Cauchy non ha terza
componente z3 identicamente nulla. Se cosi fosse, per la (3) si avrebbe anche
29 =0, e quindi dalla (1) anche 1 = R; la (2) condurrebbe infine all’assurdo

0=d2(t) =ws(t)z1(t) — wiozs(t) =ws(t)R #0, per qualche t > 0.

IT metodo (uso della terna mobile)
A) Scegliamo come sistema mobile S = (O, u;), ove

w1, = cosate; +sinatesy,
uo = —sinate; + cosat ey,

us = e3.
Denotiamo con z; le coordinate in S, e con y; le coordinate riferite a C, ossia
r1=y1+1L, To2 = Y2, T3 =y3.

In S agiscono le forze F 4, e quelle di trascinamento F'1., e di Coriolis F'. Denotiamo
con wg la velocita angolare della sfera in S. Le distribuzioni delle forze fittizie sono
dunque

dF; = —

(aes) A [(ces) A O?] = volL(S)Oﬂ [O?] K

(aes) A jws A ﬁ] ,

M
vol(S)

M
dF .= —-2——(ae3) Nvs = —2

M
vol(S) vol(S)

dove il simbolo [x] | indica la componente perpendicolare a es.
Con i calcoli si ottengono i rispettivi momenti (relativi a C'): per Fy si ha:

M, M
M = VO](S)a LﬁA {O?}l = VO](S)a /S(y3u3—Lul)/\[(L—i—yl)ul—i—yqu] dy
M

= o’ / [Lysus + y1ysus — y2ysui — Lyous]dy =0,
VOl(S) S

per motivi di simmetria: gli integrali dei monomi y;y;, © # j, e ¥s, si annullano.
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Poi si ha per F

M
M. = —2ma/5ﬁA les A (ws A CP)|dy

M
= —QMOZ/SBJJ&W — wsouya dy = 1 awsaus — wsius),

ove si sono usati di nuovo i motivi di simmetria, e I1 ha lo stesso significato che
sopra.
Infine

Mg, = CA N (Ae1) = —ARsinatug .

B) Si ricordi che, in S, prendendo C' come origine del sistema di riferimento solidale
con la sfera, di cui C' & anche il centro di massa,
s s
Jc =0OoWwWs.

Dunque per la seconda equazione cardinale, denotando M = (u;), e con ws la
derivata relativa a M di wgs, si ha

Mext _ [ng

c = F :O'ng‘f'WS/\O'CWS.
M

Percio le equazioni di Eulero in S sono

Ihwsi = Iyowss,

—Ijawst

Liwss
Illdjgg = —ARsinat.

Quindi, ricordando
ws (0) = wloul(O) — aus (0) y

si ottiene la soluzione

ws(t) = wig cosatug — wigsin atus — [ (1 —cosat) + a|us.

11
Infatti i due vettori w e ws sono collegati dalla formula di composizione delle
velocita angolari

w =wgs + aes,

ove il termine «es rappresenta la velocita angolare di M rispetto alla terna fissa.

R.

A 2
w(t) = wioer — (1 —cosat)es, I = g_]\/[R2 .

111a

8. [12/6/2009 (ex)II] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il
centro C' mobile con legge assegnata

O? = Lsinate; + L cos ates .

99



470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

Nel punto che occupa la posizione

_ oC
OA:O?—i—R = (R+ L)sinate; + (R + L) cos ates
o)

¢ applicata la forza
FA = )\62 .

Qui a, A\, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(0) = wyea,

con wagy > 0.

1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzio-
nedia, \, L, M, R, wy e t.

—

2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che O? = 0OA
all'istante t = 0 non si mantiene a quota &3 = 0 durante il moto (qui
(&;) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

A 2
(1 —cosat)es, = gMRQ.

w(t) = Wyp€2 — T o
11

9. [15/7/2009 (ex)I] Un disco rigido di raggio L, massa M e centro C' &
vincolato a giacere sul piano z3 = 0.
All’istante iniziale ¢ = 0 valgono:

0C = 0, ve(0) =0, w(0) = wpes .

Qui O denota l'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
del disco, e wy > 0 ¢ una costante.

Si determinino O?(t) e w(t) per ogni ¢t > 0.

SOLUZIONE

Per la prima equazione cardinale

Mac -e; = F™" . e; =0, i=1,2.

Quindi C si muove di moto rettilineo uniforme. Dato che all’istante iniziale é fermo,
si ha
O?(t) =0, per ogni t > 0.

Quindi il moto é una precessione. Per la seconda equazione cardinale, indicando

o =0c¢,
d d
—Jec=— =M*"=0.
at ¢ a’ 0
Quindi

ow = ow(0) = I3zwoes = Izzwous, (1)
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520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

dove us = e3 fa parte di una terna (u;) solidale con il disco. Possiamo scomporre
o rispetto a (u;), in modo che la (1) e la non singolarita di o implicano

w(t) = wous = wpes .
(ﬁ(t) =0, w(t) = wpes, per ogni t > 0.

10. [15/7/2009 (ex)II] Una lamina rigida quadrata di lato L, massa M e
centro C' & vincolata a giacere sul piano x5 = 0.
All’istante iniziale ¢ = 0 valgono:

0C =0, we(0)=0, w(0)=uwpes.

Qui O denota l'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
della lamina, e wg > 0 & una costante.
Si determinino OC(t) e w(t) per ogni t > 0.
R.
O?(t) =0, w(t) = woes, per ogni t > 0.

520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1. [4/7/2005 (ex)I] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosl vincolate nel sistema di riferimento fisso
(07 X1, T2, 1:3):

e entrambe giacciono nel piano z3 = 0;

e hanno in comune l'estremo B;

o A=0,o0ssia 14 =To4 =x34 = 0;

e 1yc =d, ove 2L < d < 4L (cioe C appartiene alla retta zo = d).

Si considerino solo configurazioni con 0 < z15 < x10-
Ciascun punto delle due aste ¢ soggetto a una densita di forza data da

iel , per l'asta BC,

—iel , per lasta AB; 5T

2L

con i € R costante.
Trovare le configurazioni di equilibrio.

(Si usi y = x9p come coordinata lagrangiana.)
SOLUZIONE
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520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1) Le forze sono conservative. Dunque le configurazioni di equilibrio corrispondono
al punti critici del potenziale.
2) Calcoliamo il potenziale U. Parametrizziamo la sbarra AB:

_ (B 728
P(s)_(s2L’82L’O)’ 0<s<2L.

Quindi il contributo di AB sara
2L
- _ K xl_B) ds — 1
Uap /0 ( o’ 21, ) 7T ToHnIB:

Parametrizziamo la sbarra BC':

0<s<?2L.

P(s) _ (3313 + 83310 — 1B T2c — 3323,0) :

oL BT T ar
Quindi il contributo di BC' sara

2L
_ 1
ne = [ (fy oo + 7258 - o + e - ).

Sommando si ottiene il potenziale completo

U(z2p) = g(xlB + (210 — $1B)) = %xlc .

Ora dobbiamo esprimere la variabile x1¢ in funzione dell’unica coordinata lagran-
giana xop. Per il vincolo

(218 — 210)? + (22 — T20)? = 4L?,

si ha (essendo x1¢c — x15 > 0 per ipotesi)

T1c — 1B = \/4L2 — (d—ng)Q.

Inoltre
oip +ajp = 4L7,

da cui (essendo x1p > 0 per ipotesi)

_ 2
z1p = \/4L? — 23

Ul(ap) = %(1 JAL? — a3y + /AL = (d— 225)?)

3) Infine, derivando in xsp:

Pertanto

v _ H( —Top (d — x28) )
dxap 2 \/4L2—{E%B \/4_[/2— (d—$23)2

. ﬁ —:EQB\/4L2 — (d — :EQB)Q + (d — xQB)\/4L2 — IE%B

2 \/4L2—£EEB\/4L2—(CZ—{EQB)2

Dunque i punti critici di U risolvono 'equazione

255417 — (d — m2p)%) = (d — w2p)*(4L* — 23p) ,
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520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

che ha come unica soluzione nel campo ammissibile di variazione di xop, cioé 0 <
rop < 2L < d < 4L,

Trop — —.
2

2. [4/7/2005 (ex)II] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosl vincolate nel sistema di riferimento fisso
(07 T1,T2, 1:3):

e entrambe giacciono nel piano x3 = 0;

e hanno in comune ’estremo B;

o A=0,o0ssia r14 =294 = 234 = 0;

e 110 =d,ove 2L < d < 4L (cioe C appartiene alla retta 1 = d).
Si considerino solo configurazioni con 0 > zop > Toc.

Ciascun punto delle due aste € soggetto a una densita di forza data da

A
ey, per lasta AB; — —eo, perlasta BC,

2L 2L

con A € R costante.

Trovare le configurazioni di equilibrio.

(Si usi x = x1p come coordinata lagrangiana.)
R.
x=d/2

3. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m > 0 & vincolato alla
superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva

z=a(z? — bx), x>0,
ed e soggetto alla forza
F = —k(x,y,0) — X(0,0,1),

con a, b, k, A > 0 costanti.

Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cilindriche r > 0 e ¢ € (0, 2m).
Allora P ¢é dato nella terna fissa da

P = (rcosp,rsing,a(r® —br)).

11 potenziale dunque é

k k
U(r,¢) = —§(x2 +9%) = Az = —57“2 — Xa(r? —br).
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520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Per trovare i punti di equilibrio imponiamo V U = 0, ossia

ou
o = —kr —Xa(2r —b) =0,
oUu
— =0=0.
g
Le soluzioni di questo sistema sono date da
Aab
= 2 .
r o’ 0< <227

Dato che i punti stazionari trovati non sono isolati e costituiscono una circonferenza,

Pequilibrio non é stabile in nessuno di essi.

R.
(\ab)?

2 2 _
Y= G roa?

equilibrio non stabile.

4. [13/12/2007 (ex)I] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa m > 0,
¢ vincolato

e a giacere sul piano x3 = 0;

e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso
nell’origine O del sistema fisso.

Il disco e soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CH1CA, CK1CA:
la coppia ¢ data da
Fuy = O, Fgx=-)\AC,
con A costante positiva.
e Una forza applicata nel punto B
Fp = pep,
con p > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.

SOLUZIONE

Il moto é una precessione intorno all’origine O (coincidente con il punto solidale
A). Inoltre, visto che il disco deve restare nel piano x3 = 0, si deve avere

w = ges,
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520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

ove  sia scelto come ’angolo tra e; e 1@
Scegliamo come sistema di riferimento solidale con D S = (A, u;), con

1 1
ulzﬁm, UQ:EC?, us — €3.

Il momento delle forze esterne rispetto al polo A é:

M = AHAFpy + AR A Fx + AB A Fp =2C—I—>I/\FH+2Ru1/\uel
= —2\R%e3 — 2uRsin pes .
Le equazioni di Eulero dunque sono

I1dn = (22 — I33)waws,
Loty = (I33 — I11)wiws,
133(,4.}3 = (Ill — IQQ)UJ1WQ — 2AR2 — 2,uR51n<p .
Le prime due sono identita in cui entrambi i membri si annullano. L’ultima da

all’equilibrio,
0= I33¢ = —2AR? — 2uRsinp,

ossia

A
sinp =——R.
I
Se AR < pu, la posizione di equilibrio é: sinp = ——R.
I

5. [13/12/2007 (ex)II] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa m > 0,
e vincolato

e a giacere sul piano x3 = 0;

e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso
nell’origine O del sistema fisso.

Il disco e soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CHLCA, CK1CA:
la coppia e data da

Fy = AC, Fgx=-)\AC,

con \ costante positiva.
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e Una forza applicata nel punto B
F B = —lueéq,
con p > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.
R.

A
Se AR <y, la posizione di equilibrio e: sing = —R.
I

6. [20/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

x3=—ay/r?+ 23,  ai+a3>0.

Il punto e soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza elastica

F — —kAP,

ove A ¢ individuato da .
OA = R61 .

Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Scegliamo x1 e x5 come coordinate lagrangiane.

Allora i potenziali delle forze sono:

_ _ /.2 2
Upeso = —mgzs = mgay/x7 + 23,

k 2 k
Uel = ~5 ’ﬁ’ = _5[(% — R)? + 23 + o?(a7 + x3)].

Quindi, posto U = Upeso + Ual, si ha all’equilibrio

oU
8—:mgoz jl Q—k(xl—R)—k‘ozza:l:O,
! z]+ x5
—8U = mga7x2 — k:rg — ka2x2 =0.
p) 2 2
T2 Ty + 25

Moltiplicando la prima [seconda] di queste equazioni per x4 [x1] e sottraendo le due
uguaglianze si ha o = 0.
La prima equazione da allora

mgasign(z1) — kxy + kR — ka’z; = 0.

Si hanno allora due possibilita:

r1 >0, mga — kz1 + kR — ka’z, =0, (1)
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e
r1 <0, —mga — kx1 + kR — ka’z, = 0. (2)
La (1) da
mga + kR
=—>0.
T ke
Invece la (2) da
—mga + kR
=——F7F—<0
T T ka?
purché
mga > kR.
Per studiare la stabilita dell’equilibrio calcoliamo
o*U 1 2
5 zmgaﬁ—mga%—k—kaa
Oz r1 + x5 (1 + 3)>
82U = —mga X1X9
8%18$2 (x% + x%)% ’
02U 1 3
— = mgo——— — mga———=2—— — k — ka?.
o " rm @ )

Quindi nella soluzione con x1 > 0 si ha

—k — ka? 0
DU, 0) = ( 0 me —k—ka2> :

Z1

che risulta subito definita negativa per la definizione della soluzione (z1,0).
Nella eventuale soluzione con x1 < 0 si ha

—k — ka? 0
2 —
D U(J?l,O) = ( 0 mgt‘l —k‘—k()é2> )

[E

che risulta subito indefinita per la definizione della soluzione (z1,0).

R.

kR
r1 = % , x5 =0; stabile;
— k
T = %—;2]% , x3 =0, solosemga>kR; instabile.

7.[7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato all’arco di parabola
:L‘gzax%, 3 =0, 1> 0.

Sul punto agiscono la forza peso

e la forza



530. Statica per sistemi vincolati: vincoli mobili

ove T & il versore tangente alla parabola (tale che T -e; > 0). Quia, b >0
sono costanti.

Trovare le eventuali posizioni di equilibrio.
SOLUZIONE
Si ha

(1,2ax1,0)

1+ 4a222
1

All’equilibrio deve essere
(—=mges) - T+ VT -T =0,

ossia
2ax1

g\/1+4a2x% .

b=m

R. Caso b > mg: nessuna soluzione.
Caso b < mg: si ha la soluzione

b 1
rN=-——---—-—.
' 2 m2g2 — b2

530. Statica per sistemi vincolati: vincoli mobili

1. [4/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
costante w. Se denotiamo con x la distanza di P da r, P ¢ soggetto a forze
conservative di potenziale

U(z) = a(z — d)* — bx?,

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.

Per quali valori di |w]| la posizione x = d ¢ di equilibrio relativo al piano
ruotante?

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento mobile S = (O, w;) solidale con il piano ruo-
tante, con l'origine O coincidente con un punto fisso sull’asse di rotazione, e ’asse
x1 diretto lungo r. Sia poi xo giacente sul piano ruotante, cosicché la retta x = d
coincida con o = d. In S va tenuto conto anche delle forze fittizie F e F'r.
Tuttavia F' non fa lavoro e nel caso presente

Fr=-mar=-mwA[wA O?] = m|w|*zousy .

Dungque il potenziale complessivo in S é

1
Us(z2) = Ulxa) + 5m|w|2x§ :
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almeno finché x5 > 0. Imponiamo che x5 = d sia una posizione di equilibrio, cioé

che
dUs

=2 —d)—2 2y =
iz a(xy —d) — 2bxo + m|w|“ze =0

quando xo = d > 0. E ovvio che questo accade se e solo se

b
lw? =2—.
m

2. [4/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
costante w. Se denotiamo con z la distanza di P da r, P & soggetto a forze
conservative di potenziale

U(z) = —a(z — d)* — 2bz?,

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.
Per quali valori di |w]| la posizione x = d ¢ di equilibrio relativo al piano
ruotante?
R.
|w|? = 4b/m

3. [12/9/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso
(O, x1,29,23). E inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(t) che
passa per ’asse x3 e ruota con velocita w = wes, con w > 0 costante.

Il punto A [rispettivamente il punto B] ¢ richiamato dal punto fisso P =
(0,0, R) [rispettivamente dal punto fisso P, = (0,0, —R)], con forza elastica
di costante k£ > 0. Qui R > 0 ¢ costante.

Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a m(t).

SOLUZIONE

In un sistema (O, u1,us,u3) solidale con (t) le forze che agiscono su AB e che
compiono lavoro sono quelle elastiche e quella fittizia di trascinamento. La densita
di quest’ultima e

%WQé.lul )

ove uy € un versore solidale a 7(t) e ortogonale a x3, e & & la relativa ascissa.
Dunque il potenziale della forza di trascinamento si calcola come

L L
Ur = /L %uﬂfl(s)z ds = /L %wzsz cos® O ds = %LQwQ cos? 6,

—
se 0 & I'angolo compreso tra BA e wy. Il potenziale delle due forze elastiche &

k 2 2
U= =5 |47 - 57

= k(2RLsinf — R* — L?).
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Dungque il potenziale totale é
Uf) = %LQ(,UQ cos? 0 4+ 2kRLsin § + costante .
I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici di U, ossia ai punti ove
0=U'(0) = Lcosb [2kR - %sz sin9} .

Percio i punti di equilibrio sono

0, = — 0y = =
1 9 2 27T,
e, se
6kR <1
mw?L ’
anche 0 corrispondente a
sing — OFE
T mw?L’
ossia
03 = arcsin Ok R 04 = ™ — arcsin Ok
57 mw2L’ 4T mw2L
R.
3
0, = — 0y = =
1 9 2 27T,
se Gk—R <1 03 = arcsin Gk—R 04 = m — arcsin Ok R
mw?L ’ 3= mw?L’ 1T mw?L

4. [12/9/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso
(O,x1,29,23). E inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(¢) che

passa per l'asse 1 e ruota con velocita w = we;, con w > 0 costante.

Il punto A [rispettivamente il punto B] & richiamato dal punto fisso P;
(R,0,0) [rispettivamente dal punto fisso P, = (—R,0,0)], con forza elastica

di costante k£ > 0. Qui R > 0 ¢ costante.
Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a m(t).

R.
T
1 9 3 2 271—7
se Gk—R <1 0 —arcsiHGk—R 04 = —arcsiHGk—R
mw2L ’ 57 mw2L’ =T mw?L

5. [15/7/2009 (ex)I] Una circonferenza ~ di raggio R e centro C non

omogenea ha densita p data da

adiSt(P, P0P1)2)

p(P) = po(1+a———
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ove Py e P; sono punti fissati su vy, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia Py P, ¢ un diametro solidale con . Qui a e pg sono costanti positive.
Inoltre ~ ¢ vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con l'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I7 di equazione
r1sinwt — rocoswt =0,

ove w > 0 & costante, e (z;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza

—
Fp, = —kAP,,
applicata in Py, ove A ¢ il punto
e
OA = Re3 .

Trovare tutte le posizioni di equilibrio di v rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

w1 = coswt ey + sinwt ey,

Uy = —sinwt ey + coswt ey,

us = e3.
SOLUZIONE
La normale a II coincide con us. In S su v agiscono la forza elastica F'p, e quella
di trascinamento F';, oltre a quella di Coriolis che pero é nulla all’equilibrio e percio
puo venire qui ignorata.
Scriveremo dunque il potenziale in S, visto che F'; risultera conservativa. Scegliamo

come coordinata lagrangiana ’angolo ¢ € (—m,m) formato da CPy con uy: dunque
la circonferenza é parametrizzata da

X"(¢;0) = Rcos(p + 0)uy + Rsin(p + 0)us,

=
ove § indica l’angolo formato da CP con CPy: si noti che 6 (al contrario di ¢)
riveste il ruolo di coordinata solidale con ~.
In particolare

—
APy = Rcospu; + R(sing — 1)ug,
per cui
k
Ua =3 |AP|* = —kR*(1 —sing) .

Per calcolare la forza di trascinamento osserviamo che

dF (3 0) = pw?yr dpe,
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ove (y;) indica le coordinate in S. Dunque

2

2 2
dU; = p%y% dp = p(@)%R3 cos?(p+0)dh = pO%R3(1+asin2 0) cos®(p+60)de.

Pertanto
“ 3 "o 2
Ur(p) = 7R {/ cos? (¢ + 6) d0—|—a/ sin” 0 cos (<p+9)d9}
1 (2 2 T™1—cos20 1 3(2 2
W_Rg{/ + cos( ga—i— G)dﬁ—i—a/ cos20 1+ cos(2¢p + 20)
2 2 2
0 R T_af"
2 R {7r+a2 /ﬂr cos 260 cos(2¢ + 26) d9}
P I G
2 R { ag ‘/_W[cos(2w+49)+cos2cp] d9}
_ w? 3 T 7
=p(0)—= R{?T+Oé2 a4c052g0}

Infine si pud dunque porre
w2
U(p) = kR?singp — gaR?’pow cos2¢p.

Le posizioni di equilibrio corrispondono alle soluzioni della

ouUv 2
% = kR*cos ¢ + %QR?’poﬂsin?ga =0,

ossia alle soluzioni di

w2
(k + IaRgpow sin gp) cosp =0.

Queste sono

™
50__5’ 50_5’ ¥ =¢®o, $=—T—=%o,
ove
L 4k
wo = —aerlnm,

nel caso che le due ultime soluzioni siano ammissibili, cioé se

4k < w?aRpor .

R.
o o
$="5 v=9-
Se
4k < w?aRpom,

allora posto
4k

Yo = — arcsin ————
w2aRpom’
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si hanno anche le soluzioni

¥ = Yo, Y=-T—%¢o0-

6. [15/7/2009 (ex)II] Una circonferenza v di raggio R e centro C' non
omogenea ha densita p data da

dist(P, PyP;)?
p(P) :PO<1—Q%)7

ove Py e P; sono punti fissati su -y, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia PyP; ¢ un diametro solidale con v. Qui 0 < a < 1 e pg > 0 sono
costanti.

Inoltre ~ ¢ vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con l'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I7 di equazione
r1sinwt — rocoswt =0,

ove w > 0 & costante, e (x;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza

s
Fp, =—-kAPF,,
applicata in Py, ove A ¢ il punto
—
OA = Reg .

Trovare tutte le posizioni di equilibrio di v rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

w1 = coswt ey + sinwt ey,

Uy = —sinwt ey + coswt ey,

R.

Se
4k < w?aRpom,

allora posto
4k

(pp = arcsin ————
w2aRpom’

si hanno anche le soluzioni

¥ = %o, Y=T—=¢0-
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m € soggetta ai seguenti vincoli:

e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica

x = Rcosa(,
y = Rsina(, —00 < (< o0;

z2=G,
qui a > 0 & costante;
e l’asta ¢ parallela alla tangente a ~.

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale ¢ a quota z = h > 0, con
velocita nulla.

Determinare la velocita del centro di massa quando esso raggiunge la quota
z=0.

SOLUZIONE

Le forze che compiono lavoro (cioé il peso) sono conservative, con potenziale

U=-mgzc,

ove indichiamo con C' il centro di massa dell’asta. Per trovare l’energia cinetica
dell’asta parametrizziamola cosi: indicando con P il generico punto dell’asta,

P(s)=C+sT, -L<s<L,

ove T indica il versore tangente all’elica nel punto occupato da C. Dato che

1
T = ———(—Rasina(, Racosa,1),
Ve ¢ 1)
si ha, ponendo
5= 1
V1+ R2a2

che

P(s) = (Rcos azo — Rafssinaze, Rsin azg + Rafscosaze, zo + Bs) .
Quindi la velocita di P(s) e
v(s) = (—Raz"c sin aze—Ra?Bsic cos aze, Raze cos aze—Ra2fsio sin aze, z"c) ,

e
|v(s)|2 = (Razo)? + (Ra®Bsic)? + 22,
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per cui 'energia cinetica dell’asta sara

L
m o

—s“ds
1 2L

L 1m 9 1 1
T:/LEE v(s)|” ds = Em(RQOCQ'f‘l)Z%"' §(Ra2ﬂéc)2/i

1 1 1 1
= gm(R%? +1)32 + 5 (Ra?B20)*] = §m(R2042 +1+ §L2R2a452);%,

ove I é il momento centrale d’inerzia dell’asta rispetto a un asse a essa ortogonale.
Per la conservazione dell’energia si ottiene dunque a ogni istante

1 1
T-U-= §m<R2a2 + 1+ §L2R2a462)z’% + mgzc = mgh,

e quindi nell’istante in cui zc = 0,

2gh
R2a2+1—|—%a462R2L2'

Vo = (0, OzRZc, Zc) s Zc = —\/

2. [18/7/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m € soggetta ai seguenti vincoli:

e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica

x = Rcosa(,
y = Rsina(, —00 < (< o0;

z=q,
qui a > 0 & costante;
e l’asta ¢ parallela alla tangente a ~.

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale & a quota z = 0, con velocita
corrispondente a Z(0) = vg > 0.

Determinare la quota massima raggiunta dal centro di massa nel moto
successivo.

R.

2
1
Zmax = ;j—;{R%cQ + §a462R2L2 +1}, %= (1+a*R*)7.

3. [12/9/2005 (ex)I] Un triangolo ABC' ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 2L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A & fisso.
Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana
I’energia cinetica del triangolo.
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SOLUZIONE

Scegliamo come sistema di riferimento solidale con il triangolo (A, u1,uz2,us), ove
w1 € un versore (fisso) giacente sull’asse di rotazione, e ug, us sono scelti sul piano
del triangolo (e solidali con esso).

Sia ¢ 'angolo formato dal lato AC' con una retta fissa nel piano fisso su cui giace
ABC, passante per A. Allora la velocita angolare del triangolo &

w=Qu .

Vale
T=-ow-w==|0 In Ly||[0] [0]=znH¢.
2 2\ 0 Iy Iss) \o o) 2

Resta da calcolare I11. 1l contributo di ciascuna delle due aste AB e AC &

2L
m2 2
d—— L
/0 or® 3™

11 contributo Ipc di BC si puo calcolare mediante il teorema di Huygens: se G e il
centro di massa di BC),

Ipc =I5, + mdist(A, G)?,

ove indichiamo

1§ _/ —82d8— —mL2

Dunque
4 1
L= 2§mL2 + gmL2 +m(V3L)? = 6mL?,
cosicché
T = 3mL?p?.
R.
T = 3mL*p?.

4. [12/9/2005 (ex)II] Un triangolo ABC ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 4L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A & fisso.

Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana

I’energia cinetica del triangolo.
R.
T = 12mL%**%.

5. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza

z1 = Rcosp,
r9 = Rsingp, —m<p<m.
.1‘3:0,
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Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse xo, € la
reazione vincolare f.;,, la cui componente tangente si oppone al moto ed e
tale che

|fvin'T‘ :H‘fvin'N‘ .
Scrivere ’equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale

scalare per la coordinata lagrangiana.
SOLUZIONE
Osserviamo anzitutto che un’ascissa curvilinea s é data da s = Ry, e che

T = (—singp, cos ,0), N = —(cosp,sinp,0).
Inoltre le equazioni di moto ma = F danno, proiettate lungo T e N,

ms = _mgCOS<)0+.fvin'T7

ms*k = mgsing + fo - N .
Sostituendo la seconda di queste nella prima,
52
ms = —mgcos p — um 7 gsinap’ .

Usando la relazione s = Ry si ha infine 'equazione cercata.
R.

Ry = —gcosgp—,u|Rgb2 —gsin<p| .

6. [19/7/2006 (ex)I] Un sistema vincolato ¢ costituito da un disco rigido di
raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza bordo del disco.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare I'energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

SOLUZIONE

1) Siano A e B gli estremi del diametro che giace sull’asse di rotazione. Scegliamo
un sistema di riferimento fisso (O, e;), con O coincidente con il centro del disco, e

BA

egzﬁ.

Scegliamo anche un sistema di riferimento mobile S = (O, w;) solidale con il disco,
in modo che

us(t) = es, per ogni t;

w1 sia ortogonale al disco.

11 moto del disco puo allora essere descritto mediante la coordinata lagrangiana 6,
ove 0 & I'angolo formato da ey e uy. Percio la velocita angolare del disco sara

w(t) = 6(t)es.
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Visto che il moto si riduce a una rotazione,

1 1.
Tgisco = 50'“’ W= §Ig(t)27

ove I ¢é il momento d’inerzia del disco rispetto all’asse per es.
2) Il moto del punto P puo essere descritto con una coordinata lagrangiana ¢ data

dall’angolo formato da 07 con us, ossia
07 = RcosYus + Rsinyus .

D’altra parte
us(t) = —sinf(t)e; + cosf(t)es,

percio nel sistema di riferimento fisso

(ﬁ = R{— costsinfe; + cos ) cosfes + sinpes} .

Dunque
vp = R{(¢sinysinf — O costp cosf)e;
+ (=) sintp cos @ — 0 cos ) sin ) e,
+ 1 costpes},
per cui
Tp = %m|vp|2 = %mRQ(d}Q + 62 cos 1)) .

3) In alternativa, per trovare vp si puo ricorrere alle formule della cinematica
relativa, che, essendo, vo = 0, danno

vp = [UP]$+W/\O7
= Rz/}(— sin Yug + cospus)
+ fus A (R cospuy + Rsin ug)
= —Rf cos YU — Rw. sin Yus + R cos Yug,

che permette di ritrovare subito la T'p.
R.

1. 1 o
T= 510(75)2 + 5mR?w2 + 62 cos? 1)) .

7.[19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m € vincolato alla circonferenza

x1 = Rcosp,
zo =0, —rm<p<T.
r3 = Rsinp,

Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse x1, e la
reazione vincolare f.;,, la cui componente tangente si oppone al moto ed e
tale che

|fvin'T|:)‘|fvin'N| :
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Scrivere I’equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale

scalare per la coordinata lagrangiana.
R.
Rp =gsinp — A |R<,b2 —gcosg0| .

8. [19/7/2006 (ex)II] Un sistema vincolato € costituito da un disco rigido
di raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza concentrica al disco (e giacente su
di esso), di raggio R/2.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare I'energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

R.

. 2 . .
T= %I@(t)Q + %m%(dﬂ + 0% cos? ) .

9. [22/9/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-
giane l'energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza 2L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

e A appartiene a una circonferenza fissa di raggio R > 0 e centro O;

e l'asta si mantiene sempre ortogonale nel suo moto al raggio OA.

SOLUZIONE
L’asta ha due gradi di liberta; sceglieremo dunque due coordinate lagrangiane. Se
supponiamo che la circonferenza cui appartiene A giaccia nel piano {ey, e3), si potra
scrivere

O—/>l = Rcos pe; + Rsin pe,
con ¢ € (—m, ) prima coordinata lagrangiana. Poi, visto che Iasta deve mante-
nersi ortogonale a OA, essa giace sempre nel piano individuato dalla tangente T e
dalla binormale e3 della circonferenza; possiamo scegliere come seconda coordinata
lagrangiana ’angolo 6 € (—m, ) formato da AB con T.
Dunque, AB é parametrizzata da

AP(s) = scosf1 + ssinfles = —s cosfsin pe; + s cos b cos pes + ssinbes

con (0 <s<2L.
Quindi

OP(s) = OA + AP(s)

= (Rcosp — scosfsinple; + (Rsinp + scosf cos p)es + ssinbes
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per cui
v(s) = (—R¢sin ¢ + s sin 0 sin p — s cos 0 cos p)eq
+ (Rpcosp — s0'sin 0 cos ¢ — s cos 0 sin ©v)es
+ 56 cos fes ,
e . .
lv(s)]> = R%¢? + s2(6% + ¢? cos® 0) — 2Rsp0sin 6 .
Si ha infine
1 [**'m 2 Moo 41050 o0 9
T=- — |v(s)| ds:—[Rap + - L°(0° + o~ cos 9)—2LR<p951n9}.
2), 2L 2 3
R.

4, -
T— % [RstQ + SL2(0? + ¢* cos? ) — 2L Ry sin@} .

10. [22/9/2006 (ex)I] Scrivere la funzione lagrangiana del sistema formato
da due punti materiali P; e P, di massa m vincolati a una circonferenza fissa

di raggio R, che si attraggono a vicenda con una forza elastica di costante
k> 0.

SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le due anomalie polari ; dei P; nel sistema
(O, e;), che ha origine O nel centro della circonferenza, in modo che

O?ﬁ = Rcosp;e; + Rsinyp;eq

' = R

|va'

11 potenziale della forza elastica é

_ _k;RQ[l — cos(p1 — <P2)] :

k=2
U:—§’P1P2‘

1 L
L(p1, 2,41, $2) = 5mBH T + ¢3) — kR [1 = cos(p1 — ¢2)] -

11. [17/9/2007 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di lati

(E(:2L>o, ‘E‘:H>O,

& vincolata a ruotare intorno al lato ﬁ che giace sull’asse fisso x3. 1 punti
A e D sono fissi.
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Sulla lamina agisce il campo di forze
3
dF = oz(r — 5Lcosg0)e3 A O?dS,

ove P indica il generico punto sulla lamina, o > 0 ¢ costante, O ¢ l'origine
del sistema di riferimento fisso, e dS e la misura di superficie sulla lamina.
Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate cilindriche tali che

Oﬁ:TCOSQD€1+TSng0€2+J}3€3, r>0,p€[-mm).
Determinare le posizioni di equilibrio della lamina.
SOLUZIONE
Possiamo assumere che A = O.
Dobbiamo trovare le posizioni ove si annulla la componente lungo es del momento

delle forze applicate.
Questo momento si calcola come

Mt = // OP A dF
ABCD
H 2L
= / dxg/ 07(50;7", x3) A [a(r — ;LCOSQP)E?, A 07(90;7“, xg)} dr,
0 0

ove ¢ € la coordinata lagrangiana, e r, xs i due parametri che descrivono la
superficie.
Con i calcoli si ottiene

H 2L
3
Mt = a/ dzs / (7“ — §L cos <p) [—rz3 cos pey — rog sinpes + r263] dr,
0 0
cosicché 'equazione cercata ¢
H 2L 3
Me"t~63=a/ dxg/ (r—ELcosw)Ter=404HL4(1—cosg0)=0,

0 0

che e verificata solo per ¢ = 0.

R.
p=0.

12. [17/9/2007 (ex)II] Una lamina rettangolare ABCD di lati

‘B‘:2L>0, ‘ﬁ‘:H>O,

¢ vincolata a ruotare intorno al lato /Tﬁ che giace sull’asse fisso x3. I punti
A e D sono fissi.
Sulla lamina agisce il campo di forze

dF = —B(Qr—SLcosgo)eg/\ﬁdS,
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ove P indica il generico punto sulla lamina, § > 0 e costante, e dS ¢ la
misura di superficie sulla lamina. Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate
cilindriche tali che

ﬁ’:rcosgoel—krsingoeg—ka:geg, r>0,p€|[-mmn),

ove O e l'origine del sistema di riferimento fisso. Determinare le posizioni di

equilibrio della lamina.
R.

p=0.

13. [13/12/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m € vincolato con
attrito alla circonferenza

v={(Rcosp,Rsing,0) | -7 < ¢ < m}.
La reazione vincolare ha la forma
tan tan tan
fvin: i/liolfm—l_fving) fving = fvin'TT’ ‘fving‘ :/.L‘fgﬁfm 9

con y costante positiva.
Su P agiscono

o La forza elastica

F = _KAP,
con k > 0 costante e A = (R,0,0).

e La forza peso
—mges .

Determinare I'equazione di moto.
SOLUZIONE
Scomponiamo
ma = —kﬁ —mges + f

vin »

nella terna intrinseca, supponendo che $ > 0:

ms = —kAP - T —mgey - T — | f12°%,
2
m% — kAP N —mges - N + fi35™ . N,
O — fnorm _B.

vin

Calcoliamo, per s/R = ¢,

ﬁ(s) = (Rcos% - R)61 + Rsin%eg,

T(s) = —siniel —|—cosieg, N(s) = —cos%el - sinieg, B(s) =e3.

R R R
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Quindi
AP T(s) = Rsin% ;
er-T(s) = cos% ,
e

ﬁ-N(s)z—R—!—Rcos%,

eg-N(s):—sin%.

Dunque le equazioni sopra danno

ms§ = —kRsin% — mgcos% + |frane|
‘éQ —k } S i S norm  nr
my = (R—Rcosﬁ)—l—mgsmﬁ—i—fvin -N |
0 — fnorm . B

vin
Da queste, insieme con la legge di attrito, si ricava

-2
tang, __ 8__ _ i _ . i
|foint] = ,u’mR k‘(R R cos R) mgsin o

. .S S 52 s .S
ms = —kRsmE —mgcosE —u‘mE —k(R—RCOSE) —mgsmE' .

14. [13/12/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato con
attrito alla circonferenza

v ={(Rcosp,Rsing,0) | —m < o < 7}.
La reazione vincolare ha la forma
% t %
fvin: {/1?11rm+fv?gg7 fv?r?g = fvin'TT7 ‘fv?;lg‘ :M‘f€?gm|7

con u costante positiva.
Su P agiscono

e La forza elastica

F = _KAP,
con k > 0 costante e A = (0, R,0).

e La forza peso
—mgej .
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Determinare I'’equazione di moto.
R.

. s S § S s
ms-chosﬁ —l—mgsmﬁ —u’mﬁ—k(R—Rsmﬁ) —mgcosﬁ‘ .

15. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

curva
x1 = Rcos s,

To = Rsin s, -0 <s< 00,

x3 = hls,

ove R, h > 0 sono costanti, e A = 1/v/R? + h?. Si noti che s & la lunghezza
d’arco.
Il punto e soggetto alla forza peso

F = —mges.

Il punto parte da fermo a quota x3 = 0.

Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
x3 = —27h, in funzione di R, h, A\, m, g, e dei vettori e;.

SOLUZIONE

L’equazione di moto, scomposta nella terna intrinseca (T, N, B), da, visto che il
vincolo ¢é liscio,

m§=T F,

mki> =N -F+N-f
0=B-F+B-f

vin »

Dalla parametrizzazione della curva si ha subito
T(s) = AM(—Rsin s, Rcos As, h), N (s) = —(cos As,sin As, 0) ,
B(s) =T(s) AN(s) = AMhsin s, —hcos s, R) , k(s) = A\’R.

Dunque
T -F =—mgh\, N-F=0, B-F =—-mgR\.

Percio il moto é determinato dal problema
m§ = —mgh, s(0)=0, s(0)=0,

che ha per soluzione

hA
(t):—th2, teR
Percio nell’istante t in cui
h2\?
—2rh = z3(t) = hAs(t) = -9 5 2,
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deve essere

=2 fm
AV gr
Dunque
Fon(® = 4Tmg N’ RN (s(F)) + mgRAB(s(D))
R.

Foin(®) = mgRN*(—4mh, —h, R) .

16. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m € vincolato alla
curva

x1 = Rsin s,

xr9 = Rcos As, -0 < s <00,

x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, e A = 1/v/R? 4+ h2. Si noti che s & la lunghezza
d’arco.
Il punto & soggetto alla forza peso

F = —mges.

Il punto parte da fermo a quota xg = 27h.
Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
xg = 0, in funzione di R, h, A, m, g, e dei vettori e;.
R.
fvin(ﬂ = ngA2(ha _47Tha R) .

17.[12/6/2009 (ex)I] Due punti P; e P, entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

xop, =0, xop, = 0;
a a
r3p, = z ) T1p; > Oa Tr3p, = _J} ) 1P, < Oa
1P; 1P

qui @ € R, a # 0, e (z;) indica le coordinate nel sistema di riferimento
mobile § = (O, u;), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

w1 = coswt ey + sinwt ey,
U9 = —sinwt e + coswt ey,

usz = €3,

con w > 0 costante.
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Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse 3, e le forze
elastiche
Fp = —kPP, Fp,=—kP P,

ove k > 0.
1. Scrivere la lagrangiana del sistema.

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a>0o0a < 0. Trovare in quale.

SOLUZIONE
1) Si scelgono come coordinate lagrangiane

& =mp, € (0,00), & =x1p, € (—00,0).

Percio “ “

—uz,  X3(&)=&ur — us.

& &2

Nel sistema mobile S sui punti agiscono anche le forze fittizie. Comunque la forza
di Coriolis ha componenti lagrangiane nulle, perché i punti giacciono su un piano
che ruota intorno a un asse appartenente al piano medesimo.

Dunque possiamo scrivere la funzione lagrangiana, visto che le altre forze sono tutte
conservative; i potenziali sono

X&) =&u +

=g X - Xy = fl@ et (Frg) ]
Uy = mT&(ﬁ%%),
Upeso = —mg(gil - %) :

L’energia cinetica si ricava subito dalle velocita

. .a . .a
v =&u — & U3, vy = Euy + a5 U3,

€2 &3

ed e
2

mry; a® . a
T — —[§2(1+ —) +§2(1 + —)} .
2 DI D) T T g
2) Per la conservazione dell’energia, durante ciascun moto,
T -U'=E,
e quindi
L 2 2 1 142
— W = k(6 - &)+ ()]
SRS
1 1
—mw? (&8 +&3) + 2mga(— - —) <2FE.
& &
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Segue che
1 1
(k= me) (€} + &) — 2K616 + 2mga(g — o) <28,
e quindi, visto che |2] = —&a,
1 1
(k — mw?)(€2 + €2) +2mga(€—1 - 5_2) <2E. (1)

II moto diviene illimitato se e solo se almeno una tra le quattro quantita

3 |£| 3 1= ]-7 2 5
] '
diviene illimitata.

Se a >0 ek >mw? dalla (1) segue che questo non pud accadere.
R.

2 2

) o= Blaie ) () - He e (24 2]

&t & & &
mw2 a a
+ T(f% +&3) _mg(£_1 - 5—2) .
2) a>0.

18.[12/6/2009 (ex)II] Due punti P, e P; entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

xop =0, xop, = 0;
a a
T3k = 5, T > 0; T3py = —5—, TP, < 0;
1P, 1P,

qui @ € R, a # 0, e (x;) indica le coordinate nel sistema di riferimento
mobile § = (0, u;), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = coswt ey +sinwt ey,
U9 = —sinwt ey + coswt ey,
us = €3,

con w > 0 costante.

Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, e le forze

elastiche
FPIZ—kP2P17 FPQZ_kP1P27

ove k > 0.

1. Scrivere la lagrangiana del sistema.
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a>0o0a<0. Trovare in quale.

R.
) £- %[éf(u%) +é§(1+4£—6§)] —g[(& — &) + (é - %)2}
LG -G+ ).

2) a>0.

19. [11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa m € vincolato alla circonferenza
a:%—l—x%—l—mg:RQ, To = 3.
Il punto e soggetto alla forza peso
—mges .
Il punto parte da fermo nella posizione
OP(0) = Re; .

Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

O? = —%(62 + 63) .

SOLUZIONE
Scomponendo 'equazione di moto sulla terna intrinseca si ha

ms = —mges - T,
32
m> = —mges N + £+ N,

0=—-mges-B+ f,, B.

Ci occorre dunque, oltre alla terna (T, N, B), anche il valore di $* nella posizione
indicata.
Quest’ultimo si determina subito con argomenti energetici: per la conservazione
dell’energia, vale

1 1
§ms — Upeso = §ms + mgxs3(s) = costante =0,
ove 'ultima uguaglianza segue dalle condizioni iniziali. Dunque nell’istante deside-
rato

R
75

2 =2g
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Nella posizione (0, —R/+/2,—R/+/2) si ha per ovvie considerazioni geometriche

es + e3 €y — €3
T:_e7 Nzi, Bzi
' V2 V2
Dunque
o N = TSR 4 mges . 2168
vin _R g ges \/5 ’
€ — €3
. B =mages ——= .
fvm ges \/5
R.

Foim = %(3]\7 — B) = mg(es + 2e3) .

20. [11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
a:%—l—:c%—l—mg:RQ, To = 3.
Il punto e soggetto alla forza peso
—mgey .
Il punto parte da fermo nella posizione
OP(0) = Re; .

Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

O? = —%(62 + 83) .

mg

fuin = "B(BN + B) = mg(2es +e5).

21. [20/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a muoversi

sull’iperbole
«
ro = —, a>0,
x1
sotto ’azione del peso
—mges .

All’istante iniziale

131(0)2186(07\/5)7 131(0):0
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Calcolare la reazione vincolare all’istante in cui

l‘lzl‘gz\/a.

(Si dia come noto che in questo punto la curva ha curvatura k = 1/v/2a.)
SOLUZIONE
Proiettiamo le equazioni di moto sulla terna intrinseca (T, N, B), ottenendo

ms§ = —mgey - T,
mkSQZ_mgeQ'N+fvin'N7

0=-mges-B+ f,, - B=Ff,, B.

vin vin

Si e usato qui che B = e3.

All’istante in cui 2 = \/«, per I'integrale dell’energia, si ha

1
L 4 g/ = mg

ossia o

ms® = 2mg(g - \/a) i
Inoltre .

re (i) e
1+ % 1 1+ % Ty
o7 o7

Percio 1

vin = |mE$E+ —=m }N

b [ ok
R. .
«
Fein mg[(%—1)+§}(61+62)-

22. [9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
circonferenza scabra

x3=0, 2+ a3 = R?,

e su di esso agiscono il peso diretto nel verso negativo dell’asse x32, e la
reazione vincolare f;,, che soddisfa (finché il punto ha velocita non nulla)

|fvin'T‘::U'|fvin'(N+B)|7 _fvin"USO.
Scrivere I'equazione differenziale (scalare) di moto del punto, assumendo che

la velocita non sia nulla.
SOLUZIONE
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Le equazioni di moto, proiettate lungo la terna intrinseca (T, N, B), sono

s
s—Ff . .T— .2
ms = fi, mgcosR,
-2
5 s
—=f. -N sin —
mR Fyin + mgsin 7
0=Ff,, B.

Dunque, nell’ipotesi che § > 0,

§2 S
T = — . .Nl|=— - in—| .
fvln u’|fv1n | /’I"mR mgSIHR‘

Dunque si ha

. §2 .S S
S = — m— —Mm@gsin —| — gCOoSs — .
pmyg —MISIRI T ISR
R.
=2
. S .S S
S = — M— — Mgsin —| — gCoSs — .
“' r- " R‘ IR

23. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra « che nel sistema di riferimento fisso ha equazioni

r} 423 = R?, z3=0.
All’istante iniziale P occupa la posizione
P(0) = (—R,0,0),

con velocita
Vo = (0,2}0, 0) .

La reazione vincolare, che si oppone al moto, soddisfa (se P ha velocita non
nulla)

‘fvin'T|::U’|.fvin'N+fvin'B| .

Qui R, vg, p sono costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto e dire se il punto si arresti o meno in un tempo
finito.

SOLUZIONE

Secondo la scomposizione della accelerazione nella terna intrinseca, si deve avere

m8=fon- T,
-2
$
2 —f. .N
mR fVln b)
0=fyn B.

131



580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili

Si noti che, parametrizzando y come

S .S
xlz—RcosE, xngsmE, 3 =20,

si ha
5(0) =0, 5(0) =g .

ms = —pm—
da cui
I
=2 (1 Lad t), t>0
s(t) Mn —|—Rv0
R.
P
- /j’Ra
da cui
1
=21 (1 H t), t>0
s(t) Mn —|—Rv0

Quindi il moto non si arresta.
580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili

1. [7/7/2006 (ex)I] Un’ellisse scabra E di semiassi a > b > 0 puo esercitare
una reazione vincolare f;, con

|fvin'T‘§u‘fvin'N‘7

ove (i ¢ una costante positiva, e (T', N, B) ¢ la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso 3, e ruota con velocita angolare
costante

w = wes, w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto

materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.

SOLUZIONE

In un sistema di riferimento mobile solidale con I'ellisse, di origine O, su P agisce
la forza di trascinamento

Fszsz?.

La proiezione di F'; lungo la tangente &

FT-szsz?-T.
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580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili

Per avere I’equilibrio occorre e basta
Fi+ fvin = 07
cioe
Py T| < | Fy - N .
Parametrizziamo E come
& =acosh, & =bsinb, 0<60<2r.
Un semplice calcolo da allora:

(—asin,bcosh,0)

T = ,
\/a2 sin? 6 + b2 cos? 0

N = (—=bcosf,—asinb,0)
\/a2 sin? 6 + b2 cos? 6 .

Percio la condizione necessaria e sufficiente per ’equilibrio si scrive come

mw? |(acos®,bsinf) - (—asin, bcosh)|

< umw? |(acosf,bsinf) - (—bcosh, —asin )| .

R. Se E é parametrizzata da
& =acosf, & =bsinb, 0<60<2m,
i punti di equilibrio corrispondono ai valori di 6 per i quali

pab > |a® — b?| |sin @ cos 6| .

2. [7/7/2006 (ex)II] Un’ellisse scabra E di semiassi 0 < a < b puo esercitare
una reazione vincolare f;, con

|fvin’T|§)‘|fvin’N|7

ove A € una costante positiva, e (T', N, B) ¢ la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso z1, e ruota con velocita angolare
costante

w =wey, w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto

materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.
R. Se E é parametrizzata da

& =acosh, & =Dbsinb, 0<60<2m,
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580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili

i punti di equilibrio corrispondono ai valori di 6 per i quali

Aab > |a® — b?||sin@ cos ).

3. [22/9/2006 (ex)I] Un’asta rigida di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
a glacere su un piano ruotante, con velocita angolare di modulo costante
w > 0, intorno all’asse fisso verticale 3.

Un estremo A dell’asta ¢ fisso su tale asse, mentre l'altro B ¢ richiamato
da una forza elastica di costante k > 0 e centro un punto C' solidale con il
piano ruotante.

Se denotiamo con § = (O, u1, w2, u2) un sistema di riferimento solidale con
tale piano, in modo che O = A, uz = e3, e u; sia sempre ortogonale al
piano, si ha che

O? = RUQ + RU3 .

Sia inoltre g = —gus l'accelerazione di gravita.
Scrivere le equazioni di moto dell’asta, e trovare una condizione su m, L,
R, w, k che permetta di avere una configurazione di equilibrio relativo per
I'asta quando questa e orizzontale.
SOLUZIONE
Si tratta di un sistema a vincoli olonomi mobili, a un grado di liberta. Scegliamo
come coordinata lagrangiana I'angolo ¢ formato da 1@ con ug, e scriviamo le
equazioni del moto nel sistema di riferimento S solidale con il piano ruotante.
L’energia cinetica dell’asta risulta allora

T = %UWAB ‘wap = %I¢27
ove wap = ¢uy denota la velocita angolare dell’asta in S, e I il suo momento di
inerzia rispetto a u.
1I potenziale é

U= Upeso + UT + Uelastico )

ove
Upeso = —mgLsine.
Inoltre oL
1 2
Ur = /0 % §w282 cos® pds = gmsz2 cos?
e

k
Ustastico = —5{(2L sing — R)? + (2L cosp — R)Q}
= —k{2L*+ R? — 2RL(sinp + cosp) } .

Quindi

1 2
L=T+U = §I¢2—mgL sinap—l—gmszQ cos? gp—k{2L2—|—R2—2RL(sincp+cos ©)}.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

L’equazione di Lagrange é
4
I+ mgLcosp + granL2 sinp cosp — 2kRL(cosp —sing) =0.

Le posizioni di equilibrio corispondono a

oU
— =0,
dp
ossia a
4
mgL cosp + gmw2L2 singcos ¢ —2kRL(cosp —sing) =0,
che da una soluzione ¢ = 0 se e solo se mgL = 2RLk.

R.
mg = 2Rk .

620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

1. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia

z=f(Va2+y?), feC3([0,00)).

Il peso & diretto nel verso negativo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 +%2? = 72 > 0

¢ possibile se e solo se f/(7) > 0.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangianer, 8, conr > 0 e 6 € (0,2m). La velocita di
Peé '
v =7ru+rlT + f'(r)res,

per cui 'energia cinetica risulta

1 .
T = 5m[7'“2(1 + f'(r)?) +r°6°] .
11 potenziale della forza peso &

U=—mgz=—mgf(r),

per cui la lagrangiana vale
1 .
L) =T+U = 5m[y'ﬂQ(l + f'(r)?) +r*0°] —mgf(r).

Le equazioni di moto sono quindi

S i1+ /()] — i )7 )+ mrd® —ma' ()] =0,
d

- 24 —
T [mr 0] 0.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Una soluzione (r(t),0(t)) con r(t) = 7 (e quindi O(t) = Oy + 0ot con by, Oy costanti),
é possibile se e solo se .
5 = gf'(F).

2. [12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza ~y di raggio R, centro C' e massa m ¢
vincolata a muoversi su un piano verticale fisso m. Inoltre il punto medio @)
del raggio C' A ove A ¢ un punto di 7 (solidale con essa) ¢ fisso su 7. Si noti
che @ ¢ solidale con la circonferenza, la quale percio ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato a muoversi su ~.

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo 6 formato da C'A con la verticale ascendente; I’angolo ¢ formato da

C'P con la verticale ascendente.

SOLUZIONE

Si ha, scegliendo I'origine del sistema fisso in @), e prendendo 'asse 1 come verticale
ascendente e m = {x3 = 0}, che

C= g(—cosﬁ,—sinﬁ,O),
R . .
P = 5(— cosf, —sind,0) + R(cos ¢, sin g, 0) .

Allora . R
Teore = 5[92 , Uert = —mgxic = ng cos 6

(qui I & il momento d’inerzia di v rispetto all’asse di rotazione x3). Inoltre

vp = Eﬁ(sin 0, —cos6,0) + Rp(—sin ¢, cos p,0),

cosicché .
1o .0 5

Tp = §MR [I + ¢% — Opcos(d — )] .
Infine )

Up=—-Mgzxip = MgR(E cos — cosp).
R.

1 MR2\ . .
Lp.0) =5 [(I n TR)02 + MR2p? — MR cos(6 — gp)}

1
+ mg§ cosf + MgR(E cosf) — cosp) .

3. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie liscia di equazione

1

2 2’
\Vx] + 235
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e soggetto a una forza

k
F = ——€3,

a
3

con 1> a >0,k > 0 costanti.

Dimostrare che non sono possibili moti nei quali x3 diviene illimitata.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane le coordinate polari v > 0 e 6 € (0,2m).
Allora, in coordinate lagrangiane,

1
P = (rcos&,rsin@,—),
r
vpzru+r97——263.
r

Quindi
T = om(# 420+ ﬁ)
2 rd)’

mentre il potenziale di F' &

U= —xé_a = ro-t,
@
La conservazione dell’energia dunque equivale a

rol=F

)

T _1 -2 29'2 7;2
vednlr e B ok

ove E & una costante determinata dalle condizioni iniziali. Si noti che E > 0 nelle
ipotesi fatte sopra. Inoltre, poiché T > 0,

k
11—«

rol < FB

ossia

r> (E(lk—a))ﬁ >0,

il che significa

4. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia

z=f(Va2+y?), feCc3(0,00)).

II peso e diretto nel verso positivo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 +y? = 72 > 0
¢ possibile se e solo se f/(7) < 0.

5. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza «y di raggio 2L, centro C' e massa M
¢ vincolata a muoversi su un piano verticale fisso 7. Inoltre il punto medio @)
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

del raggio CTZl ove A & un punto di v (solidale con essa) & fisso su 7. Si noti
che @ ¢ solidale con la circonferenza, la quale percio ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi su 7.

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo 6 formato da C'A con la verticale ascendente; I’angolo ¢ formato da

CP con la verticale ascendente.
R.

[(I + mL2)92 + 4mL%p? — AmL20p cos(0 — )

N =

L(p,0) =
+ MgLcosf + mgL(cosf — 2 cosp).

6. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia di equazione

1 2 2
.’Egzﬁ, .’E1+.’E2>O7
Ty + T3
e soggetto a una forza
k
F=—"es.
3

con 1 > a >0, k> 0 costanti.
Dimostrare che non sono possibili moti nei quali xg diviene illimitata.

7. [15/12/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia
z=x+y?,

ed e soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z. All’istante
iniziale il punto & fermo nella posizione (1,0, 1).

Trovare il moto del punto.

SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane (x,y). Quindi, se O
denota D'origine del sistema di riferimento,

O?: (x’y7x+y2)’

vp = (&, 9, &+ 2y5).

Pertanto

1
L=T+U = 5m[2® + (1+4y%)y? +4yx'y} —mg(z +?),
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e le equazioni di Lagrange sono
2i +2yij+ 29" + 9 =0,
(1 + 4y?)ij + 8yy” + 2yi + 2dy + 29y = 0,

con le condizioni iniziali

Non occorre risolvere il sistema in generale. Basta osservare che esiste la soluzione

(20 y(®) = (1= %¢20).

(x(t), y(t), 2(t)) = (1 - %ﬁ, 0,1— %ﬁ) .

8. [15/12/2005 (ex)I] Calcolare la lagrangiana di un punto materiale di
massa m che si muove sulla superficie

2=y,

soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z, e a una forza
costante
F =key, k>0.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane (x,y). Quindi, se O
denota Dorigine del sistema di riferimento,

(ﬁ:(‘]%y)xy))
e
vp = (&,9,4y +27) .
Pertanto
_1 2\ 2.2 2N -2 o
£—2m (I+y2)z* + (1 + 2°)y° + 2zydy| — mgzy + kx,
R.

1
L= im[(l + it + (14 2H)y* + Qxyx'y} —mgzy + kzx

9. [7/4/2006 (ex)I] Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema formato
da due punti materiali P;, P», entrambi di massa m > 0, e vincolati alla
parabola liscia



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

con a > 0. Su Py, P, agiscono le forze

—
su Py: Fi=kPP,— Jey,
—
su PQZ ngkPgPl—,ueg,
ove k, A, i > 0 sono costanti.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane le ascisse dei due punti P;, in modo che

Pj = (x,a2?,0), j=1,2.
Con questa scelta, il potenziale delle forze é
k |=—=12
U(z1,22) = 3 ‘P1P2‘ — ATy — pyo
k
= —5{(321 — x2)% 4 (ax? — ax3)?} — \ay — paxs .

Inoltre I'energia cinetica ¢ data da

L | . | :
T(x1,20,21,%2) = §m{x% + (2az1d1)%} + §m{x§ + (2aw2i2)*}
1
= Em{x%(l + 4a%z?) + #3(1 + 4a’x3)} .

Quindi

L 1 . .
L(x1,22,%1,352) = §m{x%(1 +4a?2?) + #3(1 + 4a’zd)}

- 5{(3:1 —29)% + (az? — ax3)?} — Ay — paxi.

miy (1 +4a’z?) + 8ma’x,i? + k{(z1 — x2) + 2(ax? — ax3)ar } + A =0,

mio(1 4 4a’x3) + 8ma’wads + k{(z — 1) + 2(axi — ax?)aze} + 2auzs = 0.

10. [26/3/2007 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza R e massa
M ¢ vincolata ad avere I'estremo A sull’asse fisso z3, e B sull’elica circolare

xr1 = Rcosu, x9=Rsinu, x3=hu, —00 < u < 00.

Qui h > 0 ¢ costante, e (O, x;) denota il sistema di riferimento fisso.
Oltre al peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, I’asta ¢ soggetta alla
forza elastica applicata in A

F——kOA,
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

con k costante positiva.

Scrivere le equazioni di moto dell’asta.

[Sugg. L’asta ha un solo grado di liberta.]

SOLUZIONE

Troviamo la lagrangiana. Sia y € R la coordinata tale che

O? = (Rcosy, Rsiny, hy) .
Si noti che
R* = |1@|2 = R%*cos®y + R*sin® y + (hy — x34)° = R* + (hy — w34)?,

che implica

x34(t) = hy(t), per ogni t
(ossia I’asta si mantiene orizzontale).
Dunque ’asta é parametrizzata da

(ﬁ(s)z(scosy,ssiny,hy), 0<s<R.
Quindi

M R
/ —vp(t;s)]? ds = — (5292 + h%y?) ds

Inoltre il potenziale delle forze applicate é
1
U(y) = —Mghy — §k‘h2y2 .

Percio )

. M /R . 1
L(y,y) = 7(? + h2)y2 — Mghy — §kh2 o

e l'equazione di Lagrange é

2
M(% +h2)ij+Mgh+kh2y —0.

M(R—2

. +h2)z'j+Mgh+kh2y:0.

11. [19/7/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove 1 = /2?2 +y? e ¢ sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) & un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 2.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Sul punto agisce la forza peso, nel verso negativo dell’asse z.

Si dimostri che se f'(¢o) = 0, con ¢y € (—m,7) dato, allora ¢ possibile un
moto di P in cui ¢(t) = ¢o per ogni t.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

(r,p) € (0,00) X (—m, 7).

Allora
X"(r, ) = rcospe; +rsinpes +rf(p)es,
e
dXL . . . . . . . / .
e (rcosp — prsing)e; + (Fsing + greosples + (7 f(p) +rf'(p)p)es .
Dunque

1 .. . ..
T = om[i#(L+ f(0)?) + 773 (1L+ £(9)?) + 2r7of () ()]
Inoltre il potenziale della forza peso é

U" = —mgz(r,p) = —mgrf(p).

Dunque la lagrangiana é

L= gm[P (L4 f(0) + 728 (14 T(0)) + 2050 (0)T'(9)] — marf ().

Le equazioni di Lagrange sono quindi

% [mv'“(1+f(s0)2)+mr¢f(¢)f’(so)} —mre? (14 f'(9)*) —mig f (o) /() +mgf(p) =0,
(1)

e+ 70P) +mrt ()1 ()] - mi () (0) — mi 3 () )

dt
—mri@[f (¢)? + f()f ()] +mgrf'(p) =0, (2)

Se ¢(t) = pg e quindi $(t) = 0 per ogni t, si ha dalla (2)

 frilm (oo) (o) — mi f(eo)f (o) + morf'(0) = 0,

da cui
mrf (o) [Ff (po) + 9] = 0.
Questa & soddisfatta se
f'(po) =0.

L’alternativa
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

non é realizzabile, perché la (1), nelle stesse ipotesi, da:

~9f(¢o0)
L+ f(po)?”

che ¢ incompatibile con la (3).

12. [19/7/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove 1 = y/x?2 4+ y? e ¢ sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) & un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 2.

Sul punto agisce una forza di potenziale

U =kzx,

con k > 0 costante.
Si dimostri che se f/(0) = 0, allora ¢ possibile un moto di P in cui ¢(t) =0
per ogni t.

13. [13/12/2007 (ex)I] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata
e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;
e ad avere il centro C' sull’asse x5.

Il peso e diretto come —es. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi Ay e As:

— —
Fu =-kOA,, Fa, =—kO0A;,

ove si assume ki > ko > 0.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane la coordinata y = xo € R di C, e I'angolo
¢ € (—m, ) formato da A1 Ay con ey. La parametrizzazione di Ay Ag sara data da

(ﬁ(s) - oC + C?(S) = yes + s(cospe; + sin pes),
per —L <s< L.
Poiché le forze applicate sono conservative, possiamo scrivere la funzione lagran-

giana del sistema.
L’energia cinetica dell’asta si puo ottenere per integrazione: si ha

d
507(5) = —spsinpe; + (spcosp +g)es.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Dunque
1 m|d 2 1m L m 1 m
TL - __O d:__-Q/ 2d _-2:_I-2 _-27
2/_L2L’dt () ds=gop¢” | &dst 5 =518+ 57
ove
I:mL2
3

¢ il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo asse.
11 potenziale delle forze é dato da

1 =12 1, |=—>?
U = —mgy - 3k ‘OAl‘ — 5k ‘OAQI
1 . 1
= —mgy — §(k1 + ko)y? + (k1 — ko) Lysin g — §(k1 + ko)L2.
Percio

. 1 .45, m, 1 )
Ly, 0.9,¢) = =1$* + —9° —mgy — 5 (k1 + ka)y® + (k1 — k2)Lysin .

2 2

Le posizioni di equilibrio corrispondono a punti stazionari di U*, ossia alle soluzioni
di

L
8(9[(])0 = —(k1 —ka)Lycosp =0,
ou* )
8y = —mg — (kl + kg)y + (kl — kg)LSln(p =0.

La prima equazione da
a)y=0, oppure b) we{—g,g}.

Nel caso a), la seconda equazione implica

. mg

singp = —————,
P T Lk — ko)

che ¢ ammissibile solo se

mg < L(ky — k2),

e in questo caso determina due valori per ¢ (coincidenti se in essa vale 'uguaglian-
za).
Nel caso b), il valore di y & determinato dalla seconda equazione, in corrispondenza

di ciascuno dei valori di .
R. Equazioni di Lagrange:

I — (ki —ke)Lycosp =0,
my+mg + (k1 + k2)y — (k1 — ko) Lsing =0.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Posizioni di equilibrio:

a)se  mg < L(ky —k2),

. myg
al =0, = arcsin —————,
) 7 L(kr — k)
. mg
a2 =0, =7 — arcsin ——————;
) 7 L(kr — k)

mg k1 — ko T

) Y k1+/€2+/€1+/€2 YT
mg k1 — ko s
b2 = — — L =——.
) Y ki+ks ki+ke 4 2

14. [13/12/2007 (ex)II] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L & vinco-
lata

e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;

e ad avere il centro C' sull’asse xz5.

Il peso & diretto come es. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi Ay e As:

— —
Fu =—-kOA,, Fa, =—kO0A;,

ove si assume ko > ki > 0.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.
R. Equazioni di Lagrange:
I¢p — (k1 — ka)Lycosp =0,
my —mg ~+ (k1 + k2)y — (k1 — ko) Lsing =0.
Posizioni di equilibrio:

a) se mg < L(ky — k1),

. mg
al =0, = arcsin ———— |
) Y v L(ky — k1)
. mg
a2 =0, =7 —arcsin ————;
) v v L(ks — k)
b1) y mg k1 — ko T

= + s = —,
Wt ks  kitke P32
mg k‘l—kg

b2 = —
) y k1 + ko ki+ ko’

™
9

15. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera
di raggio R > 0
2t + 25 + 23 = R?,

ed e soggetto
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e alla forza peso, diretta come —es;

e alla forza elastica F = —kzﬁ, ove N = (0,0, R). Quik > 0 ¢ costante.
Determinare

1. le equazioni di moto;

2. per quali quote x3 sono possibili moti circolari a quota x3 costante.

SOLUZIONE
Usiamo le coordinate lagrangiane

—T< o< T, 0<f<m,
tali che
x1p = Rcospsinf
ZTop = Rsinpsind,
r3p = Rcos.
Quindi
oxX*
9 = R(—sinpsin,cossind, 0),
XL
88—0 = R(cos cosb,sin pcosf, —sin) ,
e

NP = R(cospsin®, sinpsinf, cosf —1).

Le componenti lagrangiane delle forze sono

oxX* ox*
b= . _sz. =
s mges o 9o 0,

L L
Fjy = —mges - a;g _kNP. 8;2

Inoltre I'energia cinetica é secondo la rappresentazione lagrangiana

= (mg — kR)Rsinf .

8XL 20'2

9

TLzlm’

0+ —-m 50

>, X' ax' . 1 |oX"

2 dp 00 2
1 2.2 :2 1 22
:imR sin“ 8¢ —|—§mR 0.

Quindi le equazioni di Lagrange sono
d
T (mR2 sin? 9<,b) =0,
.1
mR?0 — EmR2 sin 20 = (mg — kR)Rsin .
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Se il punto si muove di moto circolare a quota costante, allora 6 ¢ costante, e dalla
prima equazione segue che

p=0, cioe p(t) = costante,

e quindi dalla seconda equazione

Percio se kR > mg sono ammissibili tutti i valori 0 € (0,7/2), se kR < mg sono
ammissibili tutti i valori 0 € (—m/2,0), se kR = mg, & ammissibile solo il valore
6 =0.

R. Le equazioni di moto sono:

% (mR2 sin? 0<,b) =0,

1
mR?0 — EmR2 sin 20 = (mg — kR)Rsin ..
I moti circolari sono possibili alle quote:

O<z3< R, kR > mg,
23 =0, kR =mg,
—R<23<0, kR <mg.

16. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato all’elica
circolare

x1 = Rcosp,
r9 = Rsingp,
r3 = ap,

ove a e R sono costanti positive.
Il punto e soggetto alla forza peso, ortogonale all’asse dell’elica,

F = —mges.

Scrivere I’equazione di moto del punto.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢. La velocita é

v=¢(—Rsinp, Rcosp,a),

per cui I’energia cinetica ¢
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Percio la funzione lagrangiana é

1
L=T"-U"= §m<,b2(R2 +a%) —mgRsin .
(R +a*)p +gRcosp=0. (1)

17. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ sottoposta
ai seguenti vincoli:

e giace sul piano z3 = 0;
e il centro C appartiene alla curva

r9 = —bcosaxy, x3=0.

L’asta e sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse xo;
e le due forze elastiche
Fi=-kAjA,  Fp=-kBB,

ove A; [rispettivamente Bj] ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;

2. dare una condizione sui dati iniziali perché I'asta nel suo moto compia
una rotazione completa.

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinate lagrangiane

T =7Tc, re R,
e I'angolo ¢ tale che
AB — 2L(cos pe; + sinpes) , —T<p< .
Le due forze F 4 e F' g sono date da
Fy=—kxay, Fp=—kxop,

che hanno potenziale

—§(~T§A +a3p).
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Quindi il potenziale lagrangiano risultera uguale a

k k
U"(z,p) = mgbcosax — 5(—bcos ax — Lsin )? — 5(—bcos az + Lsin p)?

= mgbcosax — k(b* cos® ax + L*sin” ).

L’energia cinetica dell’asta, secondo il teorema di Konig, ¢ data da

1 1
T (z, ) = §m$2(1 + a?b? sin? ax) + §I<,b2 ,

ove I é il momento d’inerzia dell’asta intorno all’asse centrale ad essa ortogonale.
Quindi le equazioni di Lagrange sono

d 1
T [mi(1 + a®b?sin® az)] — ~ma®b?2? sin 2az

— kab?sin 2az + mgabsinaz = 0,
I$+ kL% sin2¢p = 0.

2) La condizione richiesta per esempio pud essere ottenuta imponendo che la deri-
vata ¢ si mantenga uniformemente distaccata da 0, ossia che

|o(t)] > ¢ >0, per ogni t.

Moltiplicando la seconda equazione di Lagrange per ¢ e integrando, si ha
1 1 1 1
§Igb(t)2 = §Igb(0)2 + EkL2(cos 2(t) — cos2¢(0)) > §I¢(O)2 —kL?.

Dunque saremo nelle condizioni richieste se per esempio

2kL?

0 > =

R. Le equazioni di Lagrange sono:

1
mi(1 + a?b?sin? azx) + mi2a®b? sin 2ax — Ema?’b%2 sin 2ax
— kab?sin 2az + mgabsinax = 0,

I$+ kL% sin2¢p = 0.

La condizione per esempio é:
2kL?
2(0)* > =

18. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L & sottoposta
ai seguenti vincoli:

e giace sul piano z3 = 0;
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e il centro C appartiene alla curva

r9 = acosbry, r3=0.

L’asta e sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse xo;
e le due forze elastiche

FA:—kAlA, FB:_k’Blg’

ove A; [rispettivamente Bj]| ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;

2. dare una condizione sui dati iniziali perché I'asta nel suo moto compia
una rotazione completa.

R. Le equazioni di Lagrange sono:
1
mi(1 + a?b?sin® bx) + mi2a?b® sin 2bx — §ma2b3x'2 sin 2bx

— ka®bsin 2bz + mgabsinbz =0,
I¢+ kL*sin2p = 0.

La condizione per esempio é:

2k L?

19. [12/9/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza L ¢ vin-
colata ad avere 'estremo A nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, ei).

All’estremo B ¢ applicata la forza
F = —kxleg,

con k > 0 costante.
Le condizioni iniziali sono tali che al tempo t =0

L L o o
ng—e——e, vp=—=e1 + —es.

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.
SOLUZIONE
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

A) Scegliamo le due coordinate lagrangiane
p € (—mm), 0 € (0,m),
tali che AB sia parametrizzata da
X"(p,0; \(s)) = scospsinfe; + ssin psinfes + s cosfes ,
con0)0<s<0L.

La velocita v~ quindi ¢&
0. CENYD. &

P— 9 5
v =Y, T
con

X" . . .
3 = —ssinysinfe; + scospsinfes ,
2
ox" . .
20 = scosy cosfe; + ssiny cosfes — ssinfeg .

Dunque I’energia cinetica e

1 L . LQ .
T = —/ @32(¢2sin29—|—02)ds= mn (p? sin® 0 + 62).
Le componenti lagrangiane delle forze sono
ox" 2%
F- 5o =0, F. 50 = kL?cospsin® 6.

Dunque si hanno le equazioni di Lagrange

mL? d

3 E('siHQH)ZO,
L2 . L2
mTH — mT 5% sin 20 = kL? cos psin® .
B) All’istante iniziale si ha
__T _T -0 -

Dalla prima delle equazioni di Lagrange si ottiene dunque

H(t) sin? 0(t) = (0) sin® 6(0) = %0 . t>0.

R. Equazioni di Lagrange:

L?d
m3 E( »sin? ) = 0,
L2 . L2
m3 g ¢?sin20 = kL? cos psin® 6.
Integrale primo:
¢sin® 0 = v
L
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20. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

curva
r1 = Rcosyp,

.’EQ:ESIHQO7 —WSQOS’]T.

R .
T3 = —=singy,

V2

ove R > 0 & costante.
Il punto e soggetto alla forza elastica

F——kCP,

ove k > 0 e costante, e

O?:Reg,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto ¢ anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.
e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

SOLUZIONE
A) Usiamo il formalismo lagrangiano; scegliamo la coordinata ¢ come coordinata
lagrangiana in

—rT<p<T.

In questo modo 51 ha
’UL = R(p' ( — sin (2 —1 COS —1 COS QD)
’ \/§ ’ \/§ ,

e anche

Ut(p) = —g ‘Cﬁf —mgrs = —kR2(1 - %singp) - %ngsingo.

Percio

= %mR%bQ —kR2(1 — %sinap) — %ngsinga.

L’equazione di moto dunque sara
.k 1 g
= ——cosp— ——
T m A T RS

B) 11 potenziale si puo scrivere come

cos .

U"(p) = costante + il (kR —mg)sine.

V2
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Quindi ha un massimo isolato in ¢ = m/2 e un minimo isolato in p = —7/2 se
kR > mg,
e viceversa se vale la disuguaglianza opposta.
Se
kR =mg,
tutte le posizioni sono di equilibrio (instabile).
R.
. k1 g
= ——cosp— cos .
T m AT RETTY
™ . ™ . .
v=75 stabile, p=-5 instabile, se kR > mg;
p= g instabile, p= —g stabile, se kR < mg;

tutte le posizioni sono di equilibrio instabile se kR = mg.

21. [12/9/2008 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata ad avere il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, ei).

All’estremo B ¢ applicata la forza
F = —k}.1‘263,

con k > 0 costante.
Le condizioni iniziali sono tali che al tempo t =0

L L
OB = e, — — ,
\/iel \/562

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.
R. Equazioni di Lagrange:

2mL? d
77; E(gbsin2 0)=0,

2mL? . L?
77; g % sin 20 = kL2 sin @ sin® 6.

’UBZO.

Integrale primo:
»=0.

22. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m € vincolato alla

curva
r1 = Rcosyp,

.’L'QZESIDQD, _r<p<m.

sin @,

x—ﬂ
ST V2
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ove R > 0 & costante.
Il punto e soggetto alla forza

F—kCP,

ove k > 0 & costante, e

O? = —Reg,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto e anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

R.
. k1 g
= ——cosp— cos .
FTmVRY T R
m . . .
v=3 stabile, p=-3 instabile, se kR > mg;
p= g instabile, p= —g stabile, se kR < mg;

tutte le posizioni sono di equilibrio instabile se kR = mg.

23. [12/6/2009 (ex)I] Un punto P di massa m € vincolato alla curva

2 2
x x
1 2
23 =0 4+ 2=1
’ a? b2 ’

ed e soggetto alla forza
Fp— —kAD,

ove

O—1>4:Re3.

Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.
Si determinino I’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.
SOLUZIONE
A) Usiamo come coordinata lagrangiana I'angolo ¢ € (—m, ) tale che la posizione
del punto sia data da

X"(¢) = acospe; + bsinpes .

L’energia cinetica dunque é
1
T (p, ) = §7ngb2(a2 sin? ¢ 4 b% cos? ) .
11 potenziale della forza elastica é

k
U(p) = —§(a2cos2<p+b251n2<p+R2),
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per cui la lagrangiana é

1 k
L = —m¢@?*(a®sin® p + b? cos? ) — 5((12 cos? ¢ 4 b?sin? ¢ + R?).

2

L’equazione di Lagrange sara percio

d 1 k
T [me(a® sin® g + b% cos® )] — Emgb2(a2 — b?)sin2¢p — 5((12 —b?)sin2¢ = 0.
B) All’equilibrio, cioé per ¢ = g, si deve avere

k

—E(a2 —b?)sin2p =0,
cioé una tra le -
<P0=i§, wo =0, ©o =T.

La soluzione ¢y = 7 in effetti & fuori dell’aperto di variazione Q) della coordinata
lagrangiana, ma la si trova scegliendo invece ) = (0, 27): i calcoli restano invariati.

R.

1
mp(a? sin? ¢ + b cos? @) + §(mgb2 —k)(a® —b*)sin2¢p =0,

s
QD()ZZE— (p():(), Yo = T.

2 )

24. [12/6/2009 (ex)II] Un punto P di massa m & vincolato alla curva

2 2
x xr
1 2
) a2 b2 )

ed e soggetto alla forza

ove

—
OA = —Reg,
e al peso
Fpeso = —mges .

Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.

Si determinino I’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.
R.

1
mp(a? sin? ¢ + b cos? @) + §(mgb2 + k) (a® — b%)sin2¢p =0,

s
QD()ZZE— (p():(), Yo = T.

2 )

25. [15/7/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato al cilindro

r + 13 = R%.
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Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
O?(O) = Rey v(0) = vpeq.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

2. Dare una condizione su vg perché risulti O?(t) ortogonale a e prima
che x3p(t) = —R.

SOLUZIONE
1) Il punto ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=ux3p € R, p € (—m,m),

tali che
07 = Rcosype; + Rsinpey + zes .

Allora ) .

T = mlv|? = sm(R*@? + %),

2 2
e
U" = —mgzs(z,p) = —mgz.

Dunque

1
L(z,¢) = Em(Rng2 + %) —mgz,
e le equazioni di Lagrange sono

mR?¢ =0,

mz+mg=0.

2) La soluzione corrispondente ai dati iniziali assegnati, ossia a

Dunque vogliamo che il primo t tale che

|vol >
t = —1t =
le@ = &

|

soddisfi

Questo significa

156



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

R.
1) mR?>¢ =0, mi+mg=0
2) vg > %W2R.

26. [15/7/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato al cilindro
xi + a3 =R%.

Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
O?(O) = —Rey , v(0) = —vpeq .
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

2. Dare una condizione su vy perché O?(t) ritorni ortogonale a ey (per
un tempo positivo t) con xzp(t) > —R.

R.
1) mR?*)=0, mi+mg=0
2) vg > gT(QR.

27.[25/1/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata
e a giacere sul piano z3 = 0;
e ad avere l'estremo A sulla curva
xo = [ cos(axy), x3=0.
Qui «, 8 > 0 sono costanti.

L’asta ¢ soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
xZo.

Scrivere la lagrangiana dell’asta.

SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane

x=x14 € R, v € (—m,m),
tali che
1@ = 2L cosye; + 2L sin pes .
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Percio il punto generico P dell’asta e dato da
07 = O—/i + ﬁ = zej + fcos(axy)es + scosper + ssinpes
0 < s < 2L, e la sua velocita ¢ data da
v = (& — spsinple; + (—afzsin(ax) + s cosp)es .

Pertanto

2L

1
=3 % (22 =258 sin p+s2p2 +a2 212 sin? (ax) —2aips sin(ax) cos @) ds
0
= %(1 + o B2 sin?(ax))i* — mL(sin o + af sin(ax) cos p)ip +

L

2mL? 2
3 .

11 potenziale della forza peso &

U" = —mgzac = —mg(B cos(ax) + Lsin ).

R.

2mL>? .9
3 ¥

—mg(B cos(ax) + Lsing) .

L= %(1 + 32 sin?(ax))i? — mL(sin ¢ + af sin(azx) cos p)ip +

28. [25/1/2010 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano z3 = 0;
e ad avere il centro C sulla curva
x9 = B cos(azxy), r3=0.
Qui «, 8 > 0 sono costanti.

L’asta ¢ soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
x9.
Scrivere la lagrangiana dell’asta.

R.
L2
(1+ o?B%sin®(ax))i? + ngbz — mgf cos(ax) .

m

L’:2

29. [22/2/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
x3 = asin(Bxy) + ya3,

ove «, 3, v sono costanti positive.

158



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Il punto e soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

OP(0) =0.

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (z;).

Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto & piano.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane x = 1, y = x2 € R.
Allora

v = ie; + yes + [afi cos(Bx) + 2yyyles,

U'(z,y) = —mglasin(8z) + vy°] -
Quindi la lagrangiana é
1
L= gm{[1 + 0?8 o (Ba))#? + (1+47%9?)?} — molasin(8z) +75°].

Le equazioni di moto dunque sono
1
{m [1+ a?p2 cos®(Bz)) } + mgap cos(Bx) — §ma262 sin(26z)4? =0,

E{m(l +47v2y?)g} + 2mgyy — dmyPyy® = 0.
Si vede che y = 0 é soluzione, quindi il moto avviene sul piano xs = 0.
R.
d 2 1 2 .2
E{m[l + a2 cos?(Br)] } + mgap cos(Bx) — gma 2p%sin(2pz)i% =0,

E{m(l +47vy*)g} + 2mgyy — AmyPyy® = 0.

30. [22/2/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m € vincolato alla
superficie
x3 = asin(fry) + v,
ove «, 3, v sono costanti positive.
Il punto e soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

O?(O) = —%el + 1€2+ (% —a)eg.

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (x;).
Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto & piano.
R.
4l + 2 ! ?sin(2Bz)3* =0
E{m[ + a2 cos?(Br)] }—l—mgozﬁc%(ﬁx) - 5ma 2p%sin(26z)i% =0,

E{m(l +47*y*)g} + 2mgyy — 4myPyy® = 0.
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31.[9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera
x3 + 3+ 25 = R?.

Il punto e soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3 e
alla forza
F = aries .

Qui «, R > 0 sono costanti, e (O, z;) denota il sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange per il moto.

SOLUZIONE

Si noti che F non é conservativa, dunque non si puo usare la funzione lagrangiana.
Scegliamo le coordinate lagrangiane ¢ € (—m,7), 6 € (0,7) in modo che

x1 = Rcospsinf,
To = Rsinypsinf,

r3 = Rcosf.
Dunque
vp = R[(—psinpsinf + f cospcosh)e;
+ (¢ cos @sin 0 + 0 sin @ cos B)es — Osin fes) .

Quindi
1 .
T = §mR2(<,b2 sin? 0 + 62) .

Le componenti lagrangiane delle forze sono date, secondo la loro definizione, da:

L
FgL; = (—mges + aziez) - 95 —mg -0+ axiRcospsinf
2

= ar1Rcospsinb,

e da:
L
Fy = (—mges + axe3) - 90 =mgRsinf 4+ azx1 Rsin pcosl .
R.
d 2. .. 92 .
E[mR ¢sin® 0] = ar1Rcospsinb ,
d 2 by ]. 2 .2 . . .
E[mR 0] — §mR $°sin20 = mgRsinf + ax; Rsingcosf.

630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili
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1. [4/7/2005 (ex)I] Due punti materiali P; e P» di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza v di centro ’origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,x3), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale zo (che ¢ un suo diametro) con velocita angolare costante w = wes.
I vincoli sono lisci.

I punti si attraggono con forze elastiche di costante k > 0, ossia

> s
Fp, =kPPy,,  Fp,=kPP,.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.

SOLUZIONE

Le forze che fanno lavoro sono conservative. Scriviamo la lagrangiana del sistema.
Indicando nel sistema fisso

Pl:(ylvaayB)v PQ:(217Z2523)7

si ha per il potenziale delle forze elastiche

infatti
Fp, =Vp,Ua, Jj=1,2.
Il potenziale delle forze peso (assumendo che il verso positivo dell’asse x4 sia rivolto
verso l'alto) &
Upeso = —mgyz —mgzz.
Per scrivere ’energia cinetica di ciascuno dei due punti nel sistema fisso, usiamo la
formula della cinematica relativa:

—
vp, =vs+wAOP;,

ove con vg indichiamo la velocita di P; relativa al sistema di riferimento solidale
con il moto della circonferenza. E chiaro che vs e w A OP; sono ortogonali, poiché
sia vs che OP; e w appartengono al piano della circonferenza. Dunque

_>2
wmﬁzwg?quoa‘

Visto che il moto di P; nel sistema mobile é circolare con raggio R, si ha

9 .
|’U$| = R292 s

se 0 e la coordinata angolare di P, nel piano della circonferenza. In particolare,
scegliamo il sistema di riferimento mobile S = (O, &1,&2,&3) in modo che gli assi &
e w9 coincidano, e che I'asse & contenga il diametro della circonferenza ortogonale
a xo. Quindi scegliamo 6 in modo che

[P1]g = (Rcosf, Rsin6,0).

Allora )
}w A O—P1>‘ = wz[dist(Pl, asse 52)]2 = w?R?cos? 6.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Per P, si procede in modo del tutto analogo, chiamando ¢ la sua coordinata
angolare. Si ha infine

1 )
L, p,0,0) = §mR2 (0% + w? cos® 0 + ¢ + w? cos® )
— kR*(1 — cos( — ¢)) — mgR(sin 6 + singp)
da cui le equazioni di Lagrange

mR?*0 + kR?sin(0 — @) + mgR cos§ + mw?R?sinfcosd = 0,
mR?p — kR?sin(f — ) + mgR cos ¢ + mw?R?*singcosp = 0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Due punti materiali P; e P di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza v di centro ’origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,2x3), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale zo (che € un suo diametro) con velocita angolare costante w = wes.
I vincoli sono lisci.

I punti si respingono con forze elastiche di costante k > 0, ossia

— ——
Fp, =kP,P,,  Fp,=kPD,.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.
SOLUZIONE
Se 0[] & la coordinata angolare di Py [Py], si ha

mR*0 — kR?sin(0 — @) + mgRcos§ + mw?R?sinfcosd = 0,
mR%p + kR?sin(0 — ¢) + mgRcos ¢ + mw’R%sinpcos p = 0.

3. [18/7/2005 (ex)I] Si consideri un piano mobile 7(¢) sovrapposto al piano
fisso 3 = 0, ruotante intorno all’asse x3 con velocita angolare costante
w = —wes, ove w > 0. Una curva v solidale con 7(¢) ha equazione (in
coordinate polari su 7 (t))

r=ad, 0<6< o0,

ove a > 0 ¢ costante.
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a . Il vincolo ¢ liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

il moto di P nel sistema di riferimento fisso & rettilineo.
(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo
dell’asse x3.)
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

SOLUZIONE

A) Consideriamo un sistema di riferimento solidale con w, S = (0,&1,£2,§3), ove
m(t) coincide in ogni istante con il piano {3 = 0, e O con l'intersezione dell’asse &3
con m(t).

Dato che nel sistema fisso vale

P(t) = (rcos(—wt + 0),rsin(—wt + 6),0), (1)

(se all’istante iniziale gli assi x; e & si assumono coincidenti, i = 1, 2), il moto di
P é rettilineo nel sistema fisso se

) ™
—wt+ 0 = costante, ossia 6= 5 + wt.

L’equazione di moto di P nel sistema S &
maS :FT+FC+-fVin’

ove f., € la reazione vincolare. Le forze F e f;, hanno componenti lagrangiane

nulle. La forza F'; & nel nostro caso ¢ data da

FT:w/\[w/\(ﬁ]zmwQ\/ff—i—g%u:meru,

ove u ¢ il versore radiale su {3 = 0. Dunque F; ammette un potenziale

vin

1 1 1
U= -—mw?(€2 4 £3) = —mw?r? = —mw?a?6?>.
2 2 2
L’energia cinetica di P ¢ espressa da
Lo, S R RSP L 9 2442
T:§m’ru+r97" :§m(r —|—r9):§ma (1+6%)0°,

se T & il versore trasversale a w. Usiamo la coordinata lagrangiana 0. Allora la
lagrangiana del sistema vale

1 . 1
L= §ma2(l +6%)0% + §mw2a202 .
L’equazione di Lagrange é pertanto

%(maQ(l + 02)é) — ma?00% — mw?a®0 =0,
ossia

ma?(14-6%)6+2ma206? —ma?06* —mw?a®0 = ma®(1+6%)0+ma00*> —mw?a®0 = 0 .

Si verifica subito che .
0(t)=w, t>0,

¢ soluzione (e quindi I'unica), corrispondente al dato iniziale
0(0) = w.
Quindi la soluzione dell’equazione di Lagrange é

G(t):9(0)+wt:g+wt,
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confermando che il moto di P nel sistema fisso é rettilineo.

B) In alternativa alla risoluzione sopra, risolviamo il problema calcolando la lagran-
giana nel sistema fisso.

In questo sistema non ci sono forze applicate al punto.

La velocita (vedi la (1)) é

v = (aé cos(—wt + 0) — (—w + 0)af sin(—wt + 6),

af sin(—wt + 0) + (—w + 0)ab cos(—wt + 6),
0).

Dunque la lagrangiana é
1 ) .
L=T" = §m[a292 + (—w +0)%a?6?].
L’equazione di Lagrange é

% [azé +(—w+ 9.)a202} —(—w+0)a*0=0,

da cul ancora ) .
a*(1+6%)0 + a?00* — w?a?0 =0,

e si conclude come sopra.

4. [18/7/2005 (ex)II] Si consideri un piano mobile 7(¢) sovrapposto al piano
fisso 1 = 0, ruotante intorno all’asse x1 con velocita angolare costante
w = —wey, ove w > 0. Una curva v solidale con 7(¢) ha equazione (in
coordinate polari su 7 (t))

r=2>00, 0<0< o0,

ove b > 0 ¢ costante.
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a . Il vincolo ¢ liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

0(0)=m, 60(0) =w,

il moto di P nel sistema di riferimento fisso e rettilineo.
(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo
dell’asse x1.)

5. [15/12/2005 (ex)I] Un’asta omogenea di lunghezza 2L e massa m ha un
estremo vincolato a una circonferenza v di raggio R e centro O, che a sua
volta ruota con velocita costante w intorno al suo diametro verticale AB. 1
punti A e B sono fissi nel sistema di riferimento fisso. L’asta appartiene al
piano della circonferenza. I vincoli sono lisci.

Scrivere il sistema di equazioni che determina le posizioni di equilibrio del-
I’asta nel sistema di riferimento solidale con il piano della circonferenza, e
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origine in O, e riconoscere che in nessuna posizione di equilibrio I'asta si
mantiene orizzontale.

SOLUZIONE

L’asta ha due gradi di liberta.

Sia (O, w;) il sistema di riferimento solidale con il piano della circonferenza, che
prendiamo come {x1 = 0}. Inoltre sia ug la verticale ascendente.

Indichiamo con Py ’estremo dell’asta vincolato a v, e con P, I’altro estremo.
Scegliamo come prima coordinata lagrangiana I’angolo ¢ formato da ()—131> con us.

Come seconda coordinata scegliamo I'angolo 6 formato da Py P, con us. Dunque
Pasta é parametrizzata da

OP(s) = O—Pl> + PlP(s; = R(0, cos @, sin ) + s(0, cos , sin ) ,

per 0 < s <2L.
Nel sistema (O, u;) sull’asta agiscono il peso e la forza di trascinamento di densita

m
—OJQQZ‘Q .

2L

Quindi il potenziale di quest’ultima sara dato da

oL 2 2L
U, = / m 2% q. ﬂoﬂ/ (Rcos @ + scosf)? ds
0 0

8
= %wz (2LR2 cos? ¢ +4L?Rcospcos b + §L3 cos? 9) .
11 potenziale della forza peso sara invece, se G ¢é il centro di massa dell’asta,
Upeso = —mygrzg = —mg(R sin © + Lsin 9) .

11 potenziale complessivo si ottiene sommando i due, ed €
4
U(p,0) = %wQ (R2 cos? ¢ + 2LR cos p cos § + §L2 cos? 9) —mg(Rsingp + Lsinf).

Le equazioni che determinano le posizioni di equilibrio sono date da VU = 0, ossia
da

oU

9 = %wQ(—2R2 cospsing — 2LRsingcosf) —mgRcosp =0,
ou  m , . 8 o .

20 = D (—2LRCO§§0§1D0—§L co&@mn@) —mgLcosf =0.

La posizione orizzontale di Py P, corrisponde a 8 = 0, valore che pero € escluso dalla

seconda equazione.
R.

w?(Rcos psing + Lsinpcosh) + gcosp =0,

4
w2(Rcos<psin0—|— chosﬁsinﬁ) +gcosf =0.
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6. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a una
retta R(t) di equazione
xr3 = 0,
x1sina(t) — zocosa(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. Il peso & diretto
secondo il verso negativo dell’asse xs.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(0) = (50,0,0), v(0) = sow(0,1,0).

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinata lagrangiana lascissa r del punto sulla retta R(t). Si
ha quindi

P = (rcosa(t),rsina(t),0),

cosicché I’energia cinetica ¢

1
T = Em(’f.’Q—f—T’Q.Q).

1I potenziale della forza peso é poi dato da
U= —mgzy = —mgrsina(t).

Dunque

L= %m(i‘z +1r24?) —mgrsina(t).
Percio ’'equazione di Lagrange é
P —ra(t)? +gsina(t) =0.
2) Nel caso in cui a(t) = wt, questa si riduce a

2

7 —wr = —gsinwt,

che ha integrale generale

r(t) = k1e®t + koe 9 + 2% sinwt .
w

Le costanti k; si determinano imponendo le condizioni iniziali, che in coordinate
lagrangiane si leggono come
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R. 1) Equazioni di Lagrange:
P —ra(t)? + gsina(t) =0,

ove r & lascissa su R(t).
2) Moto:

1 .
0= 3o 52 (o )] ¢ s

7. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a una
retta R(t) di equazione

xr3 = 0,
—xycosa(t) + xasina(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. Il peso & diretto
secondo il verso negativo dell’asse x7.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(O) = (07 50, 0) s ’U(0> = SOW(L 0> 0) :
R. 1) Equazioni di Lagrange:
P —ra(t)? + gsina(t) =0,

ove r & lascissa su R(t).
2) Moto:

1 .
0= 3o 52 (o )] ¢ s

8. [19/7/2006 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione
—x1 sin(wt) + xo cos(wt) =0,

ove w > 0 & costante.

Sia § = (0O, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e3
e u1(t) & perpendicolare a II(t) per ogni ¢; inoltre sia uq(0) = e;. Qui O
denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (;) le coordinate
associate a S.

I1 centro C' dell’asta € vincolato alla retta solidale con II(t)

§3 =62, & =0.

Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso negativo dell’asse xs.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.
e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(t).

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinate lagrangiane

r =&,
( = angolo tra 1@ e us.
L’asta AB verra allora parametrizzata, nel sistema S, da
(0,2 4+ scosp,x + ssinp), —L<s<L.
Su AB, sempre nel sistema S, agiscono il peso, di potenziale
Upeso(T, ) = —mg&sc = —mgz,

e la forza di trascinamento, di densita

m o
2Lw €2u2.

Dunque
Ur(z,p) = /L ﬂo.}z(;v + scosp)ids = 2 <2Lx2 + 2L3 cos? cp)
e . AL 4L 3 '

Infine in S, per il teorema di Kénig,

1 1. . 1.

T=>-m |[vc]5|2 + —I? =mi? 4+ ZI1p?,

2 2 2
se I ¢ il momento d’inerzia di AB relativo all’asse ortogonale a AB in C.
Quindi

1 1
L =mi?+ §Igb2 —mgx + %uﬂ <x2 + gLQ cos? cp) .

Le equazioni di Lagrange pertanto sono

2
z=0,

2mix + mg — mw
1o+ %aﬂ[ﬂsing@cosgpz 0.

2) Cerchiamo i punti stazionari di U = Upeso + Ur. Dato che

oU 2

— = —mg+ mwe,

Ox

oU

% = —%UJQLQ sin g cosy = —%WQLQ sin2¢p,

si hanno i quattro punti stazionari

(gw™2,0), (gw™2m/2), (gw™2m), (gw > 3m/2).

Dunque
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~2 7): si ha

2
27 (MW 0
DU = ( 0 —mw2L2/3> '
che ¢ indefinita. Quindi si ha equilibrio instabile.

o (w2 7/2) e (gw 2, 37/2): si ha

2
2, [Mw 0
D= ( 0 mw2L2/3> '

che é definita positiva. Quindi si ha equilibrio instabile.

* (gw™%,0) e (gw

R. Equazioni di Lagrange:

2mi +mg — mw?z =0,

1o+ %w2L2sincpcosgp =0.

Equilibrio:

2

(gw™2,0), (9w 2,7), (equilibrio instabile)

(gw=2,7/2), (9w 2,37/2) (equilibrio instabile).

9. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m € vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(¢) data da

23+l =r(t)?, x3=0.

Qui dunque r € C'(R) & un’assegnata funzione con r(t) > 0 per ogni ¢.
Il punto ¢ soggetto alla forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse x1.
Scrivere le equazioni di Lagrange.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana l’anomalia polare ¢ nel piano zs = 0.
Allora le coordinate di P nel sistema fisso sono
(r(t) cos p,r(t) sin p,0),
e quindi
vp = 7(t)(cos p, sin ¢, 0) 4 r(t)H(— sin p, cos ¢, 0) .

La lagrangiana dunque é
1
L= gm(i(t)* +r(t)*¢*) — mgr(t) cos o,

e I'equazione di Lagrange risulta

d , .
S mr(t*¢) = mgr(t) sing = 0,
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cioe
r(t)g +2r(t)p — gsingp =0.
R. Equazione di Lagrange:

r(t)p + 27(t)p —gsinp = 0.

10. [19/7/2006 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione

—x1 sin(wt) + x9 cos(wt) =0,

ove w > 0 e costante.

Sia § = (0, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e3
e u1(t) & perpendicolare a II(t) per ogni ¢; inoltre sia u1(0) = e;. Qui O
denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (;) le coordinate
associate a S.

Il centro C dell’asta ¢ vincolato alla retta solidale con TI(t)

§3 = —&2, §1=0.

Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso positivo dell’asse 3.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.
e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(t).
R. Equazioni di Lagrange:
2mi —mg — mw?z =0,
1o+ %cu?L2 singpcosp =0.
Equilibrio:
2

(gw™2,0), (gw™2,7), (equilibrio stabile)

(gw=2,7/2), (9w 2,37/2) (equilibrio instabile).

11. [19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m & vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(¢) data da

22+ a3 =r(t)?, x3=0.

Qui dunque r € C'(R) & un’assegnata funzione con r(t) > 0 per ogni ¢.
Il punto ¢ soggetto alla forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse 5.
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Scrivere le equazioni di Lagrange.
R. Equazione di Lagrange:

r(t)p +2r(t)p —gcosp =0.

12. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia
O? =1x1ey + z3es,

ove P ¢ un punto di massa m. P & vincolato a una circonferenza di raggio
R e centro A, giacente sul piano xo = 0.
A sua volta, A e vincolato ad appartenere all’asse x3, ma € mobile su tale
asse, con moto

ﬁ = —Ct2€3 y

con c¢ costante positiva.
Su P agisce la forza peso
—mges .

Scrivere le equazioni di Lagrange di P.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana Iangolo ¢ tra ﬁ e e1. Indichiamo anche

2(t) = —ct?.

Dunque
OP = (Rcosp,0,2(t) + Rsiny) .

Dato che le forze sono conservative con potenziale
U= —mgzrs,

si puo scrivere

1
L= —mv|]* —mgzxs.

2
Ma
v = (—Rgsinp,0,2(t) + Rpcosy),
e pertanto
[v|? = 2(t)% + R*p* + 2R:(t)pcos .
Percio

1
L= §m(z(t)2 + R%p? + 2RE(t)p cos ) — mgz(t) —mgRsin .
1l sistema ha un grado di liberta, quindi le equazioni di Lagrange si riducono alla

d
am(RQQb + R2(t) cos) + mRz(t)psing + mgRcosp =0.
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Ro+ (g —2¢)cosp =0.

13. [26/3/2007 (ex)I] Due punti materiali P; e P entrambi di massa m
sono vincolati a una circonferenza liscia di raggio R e centro O, che ruota
intorno a un suo diametro fisso AB con velocita angolare costante w > 0.
Sui punti P; e P, agiscono le forze:

— 52—
su P1 : F1 = k‘PlPQ‘ P1P2;
— 52—
suPy:  Fo—k ‘PIPQ‘ PP,

ove k > 0 ¢ costante.
Scrivere le equazioni che danno le posizioni di equilibrio relativo al piano
della circonferenza.
SOLUZIONE
Introduciamo il sistema di riferimento mobile S = (O, x;), con l'asse x3 ortogonale
al piano della circonferenza, e I'asse xo coincidente con la direzione di AB.
Scegliamo come coordinate lagrangiane i due angoli p1 e @9 tali che nel sistema S
si abbia

O?% = (Rcos p;, Rsing;,0).

11 potenziale in S, che comprende quindi il contributo delle forze fittizie, é

k=14 mw? mw?
Us = 1 ‘P1P2} + Txfpl + T'x%P2
k 2 mw? mw?
= _Z I:(xlpl - lez)Q + (x2P1 - xQPz)Q} + Tx%Pl + T‘x%Pz
mw?R?
= —kR4[1 — cos(py — @2)]2 + 5 (cos? o1 + cos® o) .

Le posizioni di equilibrio relativo si trovano in corrispondenza dei punti critici di
Us:

ou,

8—<ps = —2kR*1 — cos(p1 — p2)]sin(p1 — p2) + mw?R? cos ¢y sin gy ,
1

8US _ 4 . 2 p2 .

s —2kR*[1 — cos(p1 — ¢2)]sin(pa — 1) + mw“R* cos 2 sin s .
2

Quindi sommando le due equazioni

0Us

) -0
s (p1,02) =0,

oUs
Y (3017 QOQ) =0 )
iy
si ha
COs (p1 sin 1 + cos Y2 sin s = 0,
ossia
sin(2¢1) = sin(—2p2) .
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Percio
21 — 292 = nm, nez.

14. [4/7/2007 (ex)I] Un punto P & vincolato alla retta mobile r data da
r(t) ={su(t) | s € R},

ove

u(t) = —= (w1 (t) + ua(t) + us(t)) ,

Sl

u1(t) = cos(wt)e; + sin(wt)es,
us(t) = —sin(wt)ey + cos(wt)es ,

’U,3(t) = e3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F = —kAD,

con k costante positiva, ove A ¢ il punto di r(¢) corrispondente a s = L > 0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.

SOLUZIONE
Usiamo s come coordinata lagrangiana, cosicché

+ sw(t) Aul(t)
+ sweg A u(t)

= su(t) + swi [(cos(wt) — sin(wt))es — (sin(wt) + cos(wt))e1] .

V3

Dungque (si noti che per costruzione le due componenti vettoriali di v sono tra di
loro ortogonali)

1 2
lv|? = % + 82w2§ [(cos(wt) — sin(wt))® + (sin(wt) + cos(wt))?] = §* + 582w2 .

11 potenziale delle forze é dato da

U"(s) = —mgxs(s) — g ﬁ’z = —%mgs - g(s —L)?.
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Quindi

1 2 1
L(s,8) = §m(é2 + gszwz) — —mgs — ~(s — L)%.

Quindi I'equazione di Lagrange ¢

2 1
mé — ~mw?s + —=mg + k(s — L) =0.

3 V3

Le posizioni di equilibrio relativo a r sono dunque date dalle soluzioni s costante,
ossia

1
s(t) = “wmI TR R
2 2 )
—smw? +k
se
2
—gmw +k#£0,
e da ogni valore di s se
2, 1
——mw‘+ k=0, ——mg+kL=0.
3 /3
R.
mé—zmwQS—i—img—i—k(s—L)—O
3 V3 Y
—%mg—FkL 2, N
fy=—2 "~ =% .
0= p e g

15. [4/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, e;), e ad avere
Iestremo A mobile secondo la legge

O—1>4(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)es,

ove a € C%(R) ¢ una funzione assegnata, con a(0) = 0.
L’asta e anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo
dell’asse 5.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui AB si mantiene
—
parallelo a OA.

SOLUZIONE
A) Parametrizziamo AB:

07(90,1?, s) = O—/i(t) + ﬁ(gp, s)

= (Rcosa(t) + scosp)e; + (Rsina(t) + ssinp)es,
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con 0 < s < 2L. Si é qui introdotta la coordinata lagrangiana ¢ € (—m,7) data

dall’angolo formato da 1@ con ej.
Quindi

%O?(s,t) = (—Ra(t)sina(t) — s¢sinp)e; + (Ra(t) cos at) + spcosp)es,

2

%(ﬁ(s, t)| = R*&* + s*¢® + 2Rsap cos(p — @) .

Quindi I’energia cinetica é

1 2L
T (g, p,t) = B /0 %{RQQQ + 2% + 2Rscvp cos(p — a) } ds
1

4
= §m{R2d2 + §L2<p2 + 2LRap cos(p — o)},

e la lagrangiana é

1 4
L=T"+U" = m{R* + §L2¢2 + 2LRawp cos(p — @)}
—mg(Rsina(t) + Lsing).

Quindi I'equazione di Lagrange ¢
d 14, . L
" [gL ¢+ LRdcos(p — a)} - [ —mLR&psin(p —a) —mgL cos gp} =0,
ossia 4
§L2<,5 + LRévcos(¢ — a) + LR sin(¢ — a) + gLcosp = 0.

B) I due vettori OA e AB sono paralleli al tempo t se e solo se p(t) = a(t). Dunque
la condizione su « &

4
(§L2+LR)d+chosoz= 0.

4
UL gLQQb + LRé cos(p — a)} = [ —mLRa&psin(p — o) — mgL cos gp} =0.

<§L2+LR)d+chosa: 0.

16. [4/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;) ha velo-
cita angolare rispetto a quello fisso (O, ;) data da w = wes, con us(t) = es
per ogni .

Un punto materiale P di massa m e vincolato alla curva solidale con &

r3 = aarctg by,
v
T 207
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con a, b costanti positive (qui le z; indicano le coordinate in S).
Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana la coordinata cartesiana x = xo di P.
Nel sistema S su P agiscono la forza fittizia di Coriolis e quella di trascinamento.
Sia
X"(x,t) = xus(t) + aarctg brus(t),

cosicché

ab (t)}— O0X"
1—1—172ac2u3 -7 oxr

Ne segue che la componente lagrangiana della forza di Coriolis é nulla:

vs = a’:{Uz(t) -

ox" ox"
F.- = 2mw Avg -
ox

B =0.

Percio la forza di Coriolis non appare nella equazione di Lagrange. La forza di
trascinamento e

Fr=—-mwAwA 07] = mw?zus(t),
da cui

6X" _ mw?z
dr '

Infine su P agisce la forza peso, la cui componente lagrangiana é:

F,.

ox" oxX" mgab

8—x = —mg’t%(t) . =

Fpeso: Oz 14+ k22

L’energia cinetica di P (in §) &

. 1 9 1 5 a
T"(z,2,t) = §m|v3| = gmi (1 + m) .
Percio I'equazione di Lagrange e
Ll (14— )] mar 20ty - 9
dt (1+ b222)2 (14 b222)3 1+ b222°
R.
. a’b? 2a2bxi? mgab
x(l + ) - =Wl - —2 .
(1+ b222)2 (14 b222)3 1+ b222

17. [4/7/2007 (ex)II] Un punto P & vincolato alla retta mobile r data da
r(t) = {su(t) | s € R},

ove

u(t) = (w1 (t) 4 wa(t) + us(t))

Sl
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u;(t) = cos(wt)e; + sin(wt)es,
us(t) = —sin(wt)e; + cos(wt)es,

’U,3(t) = €3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F — kAP,

con k costante positiva, ove A ¢ il punto di r(¢) corrispondente a s = —L,
L>0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.

R.
5 Zrw?s k(s +L)=0
ms — —mw-$S —mgqg — S = y
3 V3
1
t)y=—¥ -
s®) —Zmw? — k

18. [4/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m & vincolata
a giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, €;), e ad avere
Iestremo A mobile secondo la legge

O—1>4(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)es,

ove a € C%(R) ¢ una funzione assegnata, con a(0) = 0.
L’asta e anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo
dell’asse z;.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui ’angolo tra A
e OA sia sempre uguale a 7/2.

il %L%b + LR cos(p — a)} = [ —mLR&psin(p — o) + mgLsin cp] =0.

4
gLQd — LR&? + gLcosa = 0.
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19. [4/7/2007 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile S = (O,wu;) ha
velocita angolare rispetto a quello fisso (O, e;) data da w = wes, con us(t) =
e3 per ogni ¢t.

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla curva solidale con &

To = aarctg brs,
v
T 207

con a, b costanti positive (qui le z; indicano le coordinate in S).
Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.

Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

R.
a’b?

(1 + b2a2)?

. 2a%b*z3? w?a?b
x (1 + ) ( arctg bx .

N A A gy

20. [19/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wus, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda ug(t) = e3 per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le z; denotano le coordinate in §) & vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta ¢ sottoposta alla forza

F = \AD Ay

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo B, con A co-
stante positiva.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.

SOLUZIONE

Se G ¢ il centro di AB, introduciamo le coordinate lagrangiane

Y = Tag, Z = x3G, @ angolo tra 1@ e us.
Allora lasta é parametrizzata da
X"(y,z,0,t;8) = (y + scosp)ua(t) + (z + ssinp)us, —L<s<L.
L’energia cinetica in S si ottiene per esempio dal Teorema di Kénig, nella forma
1 1
T" = §m(3)2 +2%) + §I¢27

se I denota il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ortogonale in G all’asta
medesima.

In § agiscono sull’asta le forza fittizie, oltre alla F'.

Si verifica subito che la forza di Coriolis F'¢ ha componenti lagrangiane nul]e[, perché

(per ogni punto di AB) w Awvs ¢é parallela a w1, e quindi ortogonale a %TX’
h
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Invece, dato che per la forza di trascinamento si ha

m
dF; = Eoﬂ(y + scosp)ug,

si ha

ox" Lm
= dF, — = 2 o ds = 2,
Ty /AB iy » 2Lo.} (y + scosp)ug - ug ds = mw<y

Si ha subito Fy, = 0, e infine

oxX*- L 272
FTLVJ = /AB dFT'W = ., %oﬂ(y—i—s cos )ug-(—ssiny)us ds = _me

sin 2¢.

La F' si puo scrivere come

F = \2L cos pus + 2L sin pus) A uy = 2ALsin pus — 2X\L cos pus .

Quindi
XL
F,=F- 88—(x,y,ga,t;L) =2A\Lsingp,
Y
oxX*"
Iy =F-——(z,y,p.t;1) = =2ALcos o,
XL
F,=F- %—(m,y,gﬁ,t;L) = —2\L2.
¥
R.

mij = mw?y 4+ 2A\Lsin g,

mz = —2ALcosp,

mw?2L?

I = 5 sin2¢ — 2A\L2.

21. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wug, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda us(t) = e3 per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le z; denotano le coordinate in §) & vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta e sottoposta alla forza

F = AOAB Ay

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo A, con A €
C*°(R) funzione assegnata del tempo.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.
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mij = mw?y + 2\Lsin g,
mz = —2ALcosp,

mw?L?

I =— 5 sin 2¢ + 2AL?.

22. [17/9/2007 (ex)I] Un piano mobile II(t) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

T coswt 4+ xosinwt +x3 =0.

Si tratta dunque di un piano passante per ’'origine e con normale

v = —(coswt,sinwt,1).
75 )
Un punto materiale P di massa m € vincolato a II(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso negativo dell’asse 3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.
SOLUZIONE

Scriviamo le equazioni di Lagrange nel sistema di riferimento mobile solidale con
II(t) S = (0,u;), con

1
uq(t) = —=(— coswt, —sinwt, 1),
uz(t) = (sinwt, — coswt, 0)
’ng(t) = V(t).

Quindi (uy,us) ¢ una base di II(t).
Applicando I'espressione delle componenti della velocita angolare w di S in funzione
delle derivate dei versori w; si ottiene subito

w(t) = “2 (uy + u3) = wes .

V2

Quindi il moto di § é una rotazione costante.
Scegliamo come coordinate lagrangiane x, y € R tali che

O?qu1+yu2.

Nel sistema di riferimento mobile agiscono su P oltre alla forza peso le forze fittizie
di trascinamento F'; e di Coriolis F'¢. Si ha

Fi=—-mwAwA 07] = mwQ{gul + yus — gu3} ,

cosicché le corrispondenti componenti lagrangiane delle forze sono

ox" x
F- o =FT-u1=mw2§,
). &
F.- :FT-ugzmMQy.

Jy
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Inoltre

Fo = —2mw Avs = —mwV2(uy + us) A (dug + jus)
= mwﬁ(yul — Tug — yu;;) y

cosicché le corrispondenti componenti lagrangiane delle forze sono

oxX"
F.- :Fc-ulzmwﬁy,
Or
ox"
F.- =F¢ uy = —mwV2i.
Ay
Infine, per quanto riguarda la forza peso,
7 ox" mg
eso * = —mges-uy = ———,
p O ges 1 \/5
ox"
FPeso' 8y = —mges - uz =0.

L’energia cinetica ¢

m,. .
Ts = 5(x2+y2).

mg

E )

mx = mw2§ + mwﬁy —

mij = mw?y — mwv2i .

23. [17/9/2007 (ex)II] Un piano mobile I1(t) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

x1coswt + a2 + x3sinwt = 0.

Si tratta dunque di un piano passante per ’origine e con normale

1
v=—(coswt, 1,sinwt).
75 )
Un punto materiale P di massa m & vincolato a I1(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso positivo dell’asse xs.
Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.
R.
. 2T . mg
mI = mw ——|—mw\/§ + —,
2 YT

mij = mw?y — mwv/2i .
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24. [1/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a giacere sulla
superficie mobile
x3 = asin (b(z; — ct)),

ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P & soggetto alla forza peso
—mges,

F——kOD,

ove k > 0 ¢ costante, e O e l'origine del sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono
avere moti uniformi (cioe¢ con accelerazione nulla nel sistema di riferimento
fisso).

SOLUZIONE

A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

e alla forza elastica

T =2, Y =T, rz,yeR.

Allora

oD — (x,y, asin (b(z — Ct))) )

per cui
v = (j, ¥, ab(z — c) cos (b(x — Ct))) ;

e l’energia cinetica é

T = %m(aﬁQ 3P+ a2 (@ — o) cos® bz — b)) )

Inoltre il potenziale é dato da
k 2
U= —-mgxs— 5 ‘O?‘ ,
e quindi in coordinate lagrangiane

U"(z,y) = —mgasin (b(z — ct)) — g(aﬁQ +y° + a*sin® (b(z — ct))) .

L’equazione di Lagrange corrispondente alla coordinata x quindi si ottiene come

% [mx' + ma®b?*(& — c) cos® (b(x — ct))}
+ %azbg(j: — ¢)*sin (2b(z — ct))
+ mgabcos (b(z — ct)) + §(2x + absin (2b(z — ct))) =0.

Invece quella corrispondente alla coordinata y é

miy+ky=0.
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B) Se un moto (x(t),y(t)) fosse uniforme, ’accelerazione corrispondente dovrebbe
essere nulla, ma si ha subito

a= (fé, i, & cos (b(z — ct)) — b(d — ¢)*sin (b(z — ct))) .
Dunque si dovrebbe avere in particolare
=0, (& — ¢)?sin (b(z — ct)) = 0.

Se ci fosse un istante t in cui z(t) # c, allora per continuita ci sarebbe un intervallo
aperto contenente t in cui & # c¢. Ne segue che in quell’intervallo

sin (b(x —ct)) =0 = x—ct=costante = i=c,
in contraddizione con x(t) # c. Dunque
z(t) = ¢, per ogni t,

e quindi
x(t) =z +ct, per ogni t.

Dalla prima equazione di Lagrange seguirebbe quindi che
k
mgab cos(bxg) + 3 (23:0 + 2¢t 4 a?b sin(2bx0)) =0, per ogni t,
che ¢ impossibile.
R.
mi +ma®b*# cos® (b(z — ct)) — ma®b® (& — ¢)* sin (2b(z — ct))
+ %a2b3(x' — ¢)*sin (2b(z — ct))
k
+ mgab cos (b(z — ct)) + B (2x + a®bsin (2b(z — ct))) =0,
miy+ky=0.

25. [1/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m € vincolato a giacere sulla
superficie mobile
z3 = acos (b(zy — ct)),

ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P ¢ soggetto alla forza peso
—mges,

F——kOD,

e alla forza elastica

ove k > 0 ¢ costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono
avere moti uniformi (cioé con accelerazione nulla nel sistema di riferimento

fisso).
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

R.
mij + ma’b*jisin® (b(y — ct)) + ma®b?(y — ¢)?sin (2b(y — ct))
— %a%?’(y — 6)2 sin (2b(y — ct))
— mgabsin (b(y — ct)) + §(2y — a®bsin (2b(y — ct))) =0,

mi+kx=0.

26. [18/7/2008 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile S =
(O,u;) ove

u; = cos(wt)e; + sin(wt)ez,
ug = —sin(wt)e; + cos(wt)ea,

uz = €3,

20 = Rui(1).

Qui w, R sono costanti positive, e ({2, ¢e;) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Le coordinate in S si denotano con (x;).

Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m e vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) z3, con A e D fissi rispetto a S.

Al vertice B e applicata la forza

Fp=kFkv,
ove v ¢ il versore normale alla lamina, e k > 0 ¢ costante.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Trovare per quali valori dei parametri si possono avere posizioni di
equilibrio relativo.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ ’angolo formato dal piano della lamina
con il piano x9 = 0 cosicché in S ’energia cinetica della lamina &

1.,
Ts = 51@25

ove I ¢ il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse per AD.
Piti in generale, la parametrizzazione della lamina é data da

—
Oj = OA + 81 cos puy + S18in puy + Saug

= $1 co8 pu1 + 81 8inpug + (a + s2)us,
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

ove a = x34, con 0 < s1, so < L, assumendo senza perdita di generalita che
T34 < x3p. Quindi
Vs = —S1psin Uy + 519 Cospusg,

e la normale &
v = —sinpu; + cos pus .

In S sulla lamina agiscono le forze fittizie F e F1. Calcoliamo le componenti
lagrangiane integrando sulla lamina le distribuzioni

dF, = _2ﬁw ANvs = 2ﬁslw¢(cos puq + sinpug) ,

m m
dF; = —ﬁao—ﬁw/\(w/\O?)

m m .
= — Rw?u; + —w2(51 cos pu1 + s18in pus) .

Infine
ox*

dp

L
:// ar. X ¢
ABCD dp

Si noti comunque che si poteva evitare di calcolare I'integrale precedente, richia-
mandosi al risultato generale che asserisce che la componente lagrangiana della
forza di Coriolis é nulla in sistemi con un grado di liberta.

Poi si ha

XL
- ] am?
ABCD dp

" mw? o .
R + s1co8p)(—s1 sinp) + —[z Sisingcos <p} ds; dsg

m;j /{ Rslsingp}dslz—
0

= —s18inpu; + 1 €8 YUy .

Dunque

Infine

L L L
Fﬁew:// dF'p - 8X // 8X 5B=ku-8i(ga;L70):kL.
ABCD ABCD Oy

Quindi I'equazione di Lagrange ¢

2
1§ = —mTwRLsinga—i—kL.

Si puo avere equilibrio se il membro di destra nell’equazione di Lagrange pud
annullarsi, ovvero se
mw?R > 2k .
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

R. Equazione di Lagrange:

mw2

2

Ip =— RLsinp+ kL.
Le posizioni di equilibrio esistono se

mw?R > 2k .

27. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove

u; = cos(wt)e; + sin(wt)es ,
uz = —sin(wt)e; + cos(wt)es,

usz = €3,

20 = Rui(1).

Qui w, R sono costanti positive, e (§2,¢e;) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Le coordinate in S si denotano con (z;).

Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m ¢ vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) x3, con A e D fissi rispetto a S.

Al centro G della lamina ¢ applicata la forza

FG = kuQ y
ove k > 0 & costante.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Dimostrare che per tutti i valori dei parametri si hanno posizioni di
equilibrio relativo.

R. Equazione di Lagrange:
2 kL
1o = —%RLsincp + 5 cose.
Le posizioni di equilibrio sono date da

tgp = — .
¥ mw?R

28. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera mobile

(1 — Rcoswt)? + (z2 — Rsinwt)? + 23 = R?,

ove R > 0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Dimostrare che esiste per P una unica posizione di equilibrio relativo
al sistema di riferimento mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

oC

UI:?’ us = €3.

SOLUZIONE
A) Introduciamo il sistema di riferimento solidale con la sfera (C,u;), ove C ¢é il
centro della sfera, cosicché (se O denota origine del sistema di riferimento fisso)

(ﬁ = Rcoswte; + Rsinwtes .
Inoltre fissiamo

oC

u; = —— = coswtey + sinwtey
R

uo = — sinwte; + coswtes

us = e3 .

Scegliamo infine le coordinate lagrangiane
p € (—mm), 6 € (0,m),
in modo che

ﬁ = Rcospsinfu; + Rsin psinfug + R cosbus
= Rsin #(cos ¢ coswt — sin p sinwt)e;
+ Rsin 6(cos p sin wt + sin ¢ cos wt)ey
+ Rcosfes
= Rsinf cos(p + wt)e; + Rsinfsin(p + wt)es + R cosfes .
Dunque
0P = 0C + OP = R(coswt + sin 8 cos(p + wt))e;
+ R(sinwt + sin O sin(p + wt))esy
+ Rcosfes,
e, nel sistema di riferimento fisso,
[v"|? = R?[0% 4 (2 + w)? sin® ¢ + w? + 2wl cos B sin ¢ + 2w(p + w) sin f cos ] .
1I potenziale é
U(p,0,t) = —mgzs(p,0,t) = —mgRcosb.
Dunque la lagrangiana e:

L(p,0,6,0) =
%mR2 [0% 4 (? + w)?sin? @ + w? + 2w cos B sin ¢ + 2w(p + w) sin b cos ¢
—mgRcosf.
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Le equazioni di Lagrange sono

d
T |:2(()b + w) sin? # + 2w sin # cos @}

— {2w0'cos0cos<p —2w(p+w) sin@sing@} =0,
d

5 . . . 2 .
” {9+wcos€smga} [(gp—l—w) sin 0 cos 0

— whsinfsin ¢ + w(p 4+ w) cos f cos @ + %sin@} =0.

B) Intanto notiamo che, dato che il sistema di riferimento mobile é solidale con la
sfera, le eventuali posizioni di equlibrio relativo corrispondono a moti per cui ¢ e 6
si mantengono costanti.

Sostituendo ¢ = g, 0 = 0y nelle equazioni di Lagrange, si ottiene

sin gy cos g =0, (1)
w? sin By cos By + w? cos by cos o + % sinfp = 0. (2)
Per (1), poiché sinfy > 0 per 6y € (0,7), deve essere
singg =0, cioe wo=0.
Dunque da (2) si ha

w? sin Oy cos Oy + w? cos By + %sin@o =0.

% {2@ + w) sin? f + 2w sin @ cos cp]
— {2w0.cosﬁcosgp—2w(gb+w)sinﬁsincp} =0,
dr, . . 9 .
E{G—!—wcosﬁbmgp} - [((p—kw) sin 0 cos 0
— whsinfsin g + w(p +w) cosf cos @ + %sin@] =0.

L’unica posizione di equilibrio relativo & data da (p,0) = (0,6p) ove 0y risolve

w2sin90cos00—|—w2c0890+%sin@o=0, 0<by<m.

29. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
sfera mobile

(21 — LCOSOJt)2 + x% + (3 — Lsinwt)2 =17,

ove L > 0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Dimostrare che esiste per P una unica posizione di equilibrio relativo
al sistema di riferimento mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

oc

’LLlZT, us = e3.

d . .9 :
T [2(90 + w) sin“ 0 + 2w sin 0 cos cp]

- {2w0.c089coscp —2w(p + w) sin@sincp] =0,

dr; . ; 2 .
E[G—l—wcosﬁbmgp} — [(gp—kw) sin 6 cos 0

— whsinfsin ¢ + w(p + w) cos d cos @ + %sin@} =0.
L’unica posizione di equilibrio relativo ¢ data da (y,0) = (0,0y) ove 6y risolve

wzsin90c0s00+w2cos00—|—%sin@o=0, 0<byg<m.

30. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
curva
x3 = asin(fz1), 1 € R,

sul piano ruotante
&1 sinwt — &y coswt = 0.

Qui «, B, w sono costanti positive, (O, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso,
con coordinate &;, e S = (O, u;) ¢ il sistema di riferimento mobile solidale
con il piano ruotante, con coordinate ;. S & scelto in modo che us(t) = es
per ogni t, e che u1(0) = ey, u2(0) = es, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —ej3.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha x1(t) < 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ?).

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana

r=x € R.

Nel sistema di riferimento mobile sul punto agiscono, oltre al peso, le forze apparenti
F. e F.. Tuttavia si sa che la componente lagrangiana di F é nulla, perché P é
vincolato a una curva. Inoltre

Fr.=—mwA (w/\O?) = mw?riuy ,
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

dato che la velocita angolare di S = (O, u;) &
W = wus .

Percio si ha che il sistema di forze € conservativo, con potenziale

1
U(z1,x2,23) = §mw2x% — mgxs .
Dunque il potenziale lagrangiano sara
Ut(z) = =mw?2? — mgasin(Bz) .

2

La lagrangiana é
. L .o 2092 2 Lo 52 :
L(x, &)= gmd (1+ aB% cos®(Bx)) + MW a” —mga sin(fBx) .
L’equazione di Lagrange dunque é
1
mi(1 + a?p? cos?(Bz)) = —§m$20¢253 sin(26z) + mlw?x — afg cos(Bx)] .

Dall’equazione di Lagrange, insieme con i dati iniziali

si ricava 5
.. (07
O =1y <0

Dunque deve essere ©(t) < 0 in un intervallo opportuno, e di conseguenza anche
x(t) < 0.
R.

mi(1 + o262 cos?(Bz)) = —%mi2a2ﬁ3 sin(28z) + mlw?x — afBg cos(Bx)].

31. [12/1/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale 3 = 0.
Inoltre 'estremo A e soggetto al vincolo

atQ
T1A = 5
2 Y

con « > 0 costante.
Il peso & diretto nel verso negativo dell’asse xs.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

SOLUZIONE
Introduciamo la coordinata lagrangiana p, data dall’angolo formato da 1@ e da
ey: lasta risulta quindi parametrizzata da

ﬁ(s)zscosgpel—i—ssin(peg, 0<s<2L,
con p € (—m,m).
Nel sistema di riferimento mobile (A, e;) Dasta risulta soggetta al peso e alla forza

di trascinamento

m m
dF; = _iaA ds = —iael ds.

Dunque possiamo scrivere la distribuzione di potenziale
m
dU = —mgxocdc — —axy ds,
gra2coc o7, &1

ove C' ¢ il centro dell’asta. Percio
2L
U"(¢) = —mgLsinp — / Q[ 508y ds = —mgLsinp — mal cosp.
0
La lagrangiana percio é
. 1., .
Lp,p) = 5[(,0 —mgLsing — mal cosp,

ove I é il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ad essa ortogonale passante

per A.
Dunque I’equazione di moto é

Ip+mgLcosp —maLsing =0.

Per tracciare il diagramma nel piano delle fasi, nell’ipotesi « = g conviene riscrivere
il potenziale cosi:

U"(p) = —mgL(sinp + cos p) = —v/2mgL(cos g sin ¢ + sin % cos )
= —V2mgL sin (gp + %) .

Le orbite nel piano delle fasi dunque si ottengono da

p= i\/% {E—i— UL(ga)} = i\/% {E— V2mgL sin ((p+ %)} ,

e il diagramma coincide pertanto con quello usuale del pendolo traslato di —m /4.

R.

1o+ mgLcosp —maLsing =0.

Il diagramma coincide con quello del pendolo traslato di —m /4.

32. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva
r3 = —asinzxy, r1 € R,
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

sul piano ruotante
& sinwt — &y coswt =0.

Qui «, w sono costanti positive, (O, e;) & il sistema di riferimento fisso, con
coordinate &;, e S = (O, u;) ¢ il sistema di riferimento mobile solidale con
il piano ruotante, con coordinate x;. S ¢ scelto in modo che u3(t) = ez per
ogni t, e che uy(0) = ey, uy(0) = ey, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —ej3.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha x1(t) > 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ?).

mi(1 + a?p%cos?(Bz)) = %mx'2a2ﬁ3 sin(28z) + mlw?z + afBg cos(Bx)] .

33. [12/1/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale o = 0.
Inoltre 'estremo A e soggetto al vincolo

)
mlA:_Et )

con « > 0 costante.
Il peso & diretto nel verso negativo dell’asse x3.

e Scrivere ’equazione di moto.
e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.

R.
I$ —mgLcosp —maLsing =0.

Il diagramma coincide con quello del pendolo traslato di 7 /4.

34. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m & vincolata
ad avere l'estremo A sull’ellisse ruotante

2 2
x x
1 2
a2+b2 1, 3 =0,

ove le coordinate x; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

w1 = cos(wt) e; + sin(wt) ez,
uy = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = €3.
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L’asta e anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O & anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, e;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema
S.

SOLUZIONE

Parametrizzata ’ellisse come

T1 =acosy, To = bsinp,

scegliamo come coordinate lagrangiane ¢ € (—m, ) corrispondente alla posizione
di A (v non é in genere uguale all’angolo tra O—/i e uy), e I'angolo § € (—m, ) tra
AB e u;.

Quindi I'asta é parametrizzata da

X"(¢,0;5) = OP(s) = OA + AP(s) =
(acos¢ + scos@)uq + (bsing + ssin ) ug,

e si ha . .
vp = (—apsinp — sOsinf)uy + (bp cos p + sb cos O)us .

Sull’asta agiscono in § anche le forze fittizie

m m m
dF, = _ﬁ“‘”\ (w/\(ﬁ) ds = —ﬁwzu;g A (us /\O?) ds = ﬁwz()?ds,

e
m m ; : .. |
dF. = —2ﬁw ANvp = fw[(bgacosga + s6 cos O)uy + (a¢sin g + sfsinf)us] .
Dunque
2L L
m o . 8X (90’ 0; S)
FTI:@ZA iw XL(QD,Q,S)'TdS
2L L
L M 91 0X"(p,0;5)
= WX Lg) . 22 A\ o)
TO /0 2Lw (@7975) 89 dS)

e in modo analogo si calcolano Fg, e F,.
R.
Fr, = mw?[(b* — a®) cos psin g — 2aL cossin ¢ + 2bL sin b cos ¢ ,
L = mLw?[—acospsin® + bcosfsing],
F, = 2m Lwb[—a cos 0 sin ¢ + b cos psin 6]

Fly = 2mLwglacosfsinp — beospsind)] .

35. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro C sull’ellisse ruotante

2 2
x x
1 2
2 b2—1, 3 =0,
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ove le coordinate x; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

u; = cos(wt) e; + sin(wt) ez,
up = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.

L’asta e anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O & anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, e;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema

S.

R.
Fr, = mw? (b — a?) cos psin g,
TLO =0,
F&p =0,

36. [11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa M ¢ vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t) = {(r cos(p+wt), rsin(p+wt), ar?sin(2p+wt)) [ r>0,¢ € (—m,m)}.

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse xs.

e Scrivere la lagrangiana del punto.
e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

— velocita iniziale diretta lungo es;
- l‘l(O) = po > 0, l‘Q(O) = 0.

SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

p € (0,00), 0e(—m,m),
tali che
0P = pcos(f + wt)ey + psin(f + wt)es + ap? sin(20 + wt)es .
La velocita di P é dunque

v = plcos(f + wt)ey + sin(f + wt)es + 2apsin(26 + wt)es]
+ (0 + w)p[—sin(0 4 wt)e; + cos(d + wt)es] + a(20 + w)p? cos(20 + wt)es, (1)
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da cui
[v|? = p% + (0 + w)?p? + 4p* p?a? sin® (20 + wt)
+ (20 + w)?p*a? cos? (20 + wt) + 2(20 + w)a?p® psin(40 + 2wt) .
Inoltre il potenziale della forza peso e
Uz, 2, 33) = —mgzs,
e dunque in coordinate lagrangiane
U (p,0,t) = —mgap®sin(260 + wt) .
B) Dalla (1) segue che per
p0)=po, 0(0)=0,  p0)=0, 6(0)=-w,

si ha in effetti

_m
P
+ (20 + w)?p*a? cos? (20 + wt) + 2(20 + w)a?p® psin(46 + 2wt)} :

L {p2 + (0 + w)?p? + 4p%p?a? sin?(20 + wt)
— mgap® sin(26 + wt)

Dati iniziali:

37.[11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa M ¢ vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t) = {(rsin(p+wt),r cos(p+wt),ar’sin(2p+wt)) | 7> 0,¢p € (—m,7)}.

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3.

e Scrivere la lagrangiana del punto.
e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

— velocita iniziale diretta lungo es;
— 21(0) = 0, 2(0) = po > 0.
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_m
-2
+ (20 + w)?pta? cos? (20 + wt) + 2(20 + w)a?p® psin(40 + 2wt)} :

L {p2 + (04 w)2p* + 4p*pa® sin®(20 + wt)

— mgap?® sin(260 + wt)

Dati iniziali:

38. [20/11/2009 (ex)I] Un’asta di massa M e lunghezza 2R & vincolata a
giacere sul piano x3 = 0, e ad avere I’estremo A mobile con legge assegnata

OA = L cos(at)ey ,

ove (O, e;) ¢ il sistema fisso e L > 0, a > 0 sono costanti.
Sull’asta agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse x2, e la forza
elastica

Fp——kOB,

ove k > 0 & costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.
SOLUZIONE
L’asta ha un solo grado di liberta. Scegliamo come coordinata lagrangiana I’angolo
¢ € (—m,7) tale che
E = 2Rcospe; + 2Rsin pey .

L’energia cinetica dell’asta e, per il teorema di Kénig,
1 2
T = §M|vg| +Ts,
ove S = (G, e;) e G & il centro di massa dell’asta. Si ha
—
0C = 0A + AC = (Lcosat + Rcosyp)er + Rsinpes

da cui
ve = (—Lasinat — Rpsing)e; + Ry cos pes .

Dunque
|’UG|2 = R2¢% + L?a?sin® at + 2RLasin atsin g .

Poi, visto che il moto in § é una rotazione,

ove I ¢ il momento d’inerzia dell’asta rispetto a un’asse ortogonale in G.
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Le forze sono conservative. Il potenziale della forza peso é
Uy =—-Mgrog = —MgRsinyp,

e quello della forza elastica é

2 2
o= 4o - 4o 3] -
— g(L2 cos? at + 4L R cos at cos ¢ + 4R?) .

Dunque

1
L=T+U= §M(R2¢2 + L*a? sin? at + 2RLassin ot sin @)
1 k
+ EIng — MgRsingp — §(L2 cos? at + 4L R cos ot cos ¢ + 4R?) .

L’equazione di Lagrange é

d
en MR?*p + MLRasinatsing + I

— MLRaysinatcosp + MgRcosyp —2kLRcosatsing =0.

(MR?* 4+ I)¢ + MLRa?cos atsinp + MgRcos ¢ — 2kLRcosatsing = 0.

39. [25/1/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al piano
ruotante
I1(t) : —z1sinwt + xacoswt =0,

ed e soggetto alla forza peso
—mges .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Req, v(0) = ae; + wRey + Pes .

Trovare una condizione sulle costanti positive w, m, R, «, 8 che garantisca

che xop > 0 per 0 < t < 7/w.
SOLUZIONE
Scegliamo il sistema di riferimento mobile S = (O, u1), solidale con il piano II(t):

u) = coswt ey +sinwt ey,
uy = —sinwt e; + coswt ey,

Us = €3 .
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Denotiamo con (y;) le coordinate in §. Dunque II(t) ha equazione in S data da
y2 = 0. Inoltre la velocita angolare di (u;) ¢

W = Wuz = wes .

Scegliamo (y1,ys) € R? come coordinate lagrangiane di P.
Su P agiscono in S, oltre alla forza peso, le forze fittizie. Tuttavia la forza di
Coriolis ha come é noto componenti lagrangiane nulle, in questo caso particolare.
Inoltre

F. = mw? {O?} N = mw2y1ul )

ed é percio conservativa di potenziale

Ur = %mwaf .
La forza peso é
F, = —mgey; = —mg(sinwtu; + coswtus),
ed ha percio potenziale

Up, = —mg(y1 sinwt + ya coswt) .

Dunque la lagrangiana é

1 . ) 1 .
L= im(y% +93) + imwzy% — mgy sinwt .
Le equazioni di Lagrange sono

mijy — (mw2y1 —mgsinwt) =0,

Per la geometria del problema, nell’intervallo di tempo (0, 7/w) si ha xz2p > 0 se e
solo se y; > 0. II problema ai valori iniziali per y; €

i — wiyr = —gsinwt, y1(0) = R, n=a,
che ha soluzione

1 1
yi(t) = —(R— 4 i)e*‘*’t + —<R+ S ;ﬁ)e“’t + L sinwt.

2 w  2w? 2 w 2w?
Dato che .
isinwt>0, 0<t < —,
2w? w
bastera avere ad esempio
r>loly 9
w o 2w?
R. o
g
R>—+—=.
w + 2uw?
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

40. [25/1/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
piano ruotante

II(t) : —zysinwt + xacoswt =0,
ed e soggetto alla forza peso
—mgej .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Re;, v(0) = ey + wRes + Pes.

Trovare una condizione sulle costanti positive w, m, R, «, 8 che garantisca

che xop > 0 per 0 < t < 7/w.

R. ;
Ry 39
w

41. [8/7/2010 (ex)I] Un punto P di massa m € vincolato a un piano mobile
I1(t) che ruota intorno a un suo asse r orizzontale con velocita angolare
costante w. Supponiamo che r coincida con 'asse fisso x1 e che w = we;.
Sul punto agisce la forza elastica

/
F=—-kPP,
ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P su r. Qui k e w sono costanti positive.

1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Determinare le condizioni iniziali per cui il moto e periodico, sapendo
che all’istante iniziale II & orizzontale.

SOLUZIONE
Consideriamo un sistema di riferimento (O, u;) solidale con II, ove O ¢é 'origine del
sistema di riferimento fisso e

u; = ey, 'u,3J_H.

Denotiamo
(ﬁ = ru1 + yuq,

e scegliamo (z,y) € R? come coordinate lagrangiane.
La forza peso da luogo a un potenziale

U}?eso = —mgrzp = —mgy Sin(wt) .

La forza elastica, che si esprime come,

F = —kyus,
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ha potenziale
15
= —§ky .
La forza di trascinamento

F,=—-mwA (wA O?) = mw?yus

ha potenziale
Ul = imwzy2 .

Infine, come é noto, in questo caso la forza di Coriolis non contribuisce all’equazione
di moto.
Dunque la Lagrangiana é

1 1 1
L= Em(x2 + 9?) — mgy sin(wt) — §ky2 + Emw2y2 .

1) Le equazioni di moto sono dunque

mi =20,
mij + mgsin(wt) — (mw? — k)y = 0.
2) Poniamo
z(0) =z0, y(0)=vo, %0)=w@0, (0)=yo.
Si ha
2(t) = mo + dot ,

per cui una soluzione periodica é possibile solo se intanto
To=0.
Riscriviamo la seconda equazione di moto come

. 2

i —ay = —gsin(wt), a:=w?—km™!.

Distinguiamo i tre casi:
i) a > 0. Si ottiene che l'integrale generale della e.d.o. é dato da

t) = kie® + ke % + 7
y(t) = kie”" + kqe o

" sin(wt) , B:=+a.

Per avere una soluzione periodica occorre e basta che k1 = ko = 0, ossia

gw
w2+ ao’

Yo =0, Yo =
ii) a = 0. Si ottiene che lintegrale generale della e.d.o. & dato da
_ 9
y(t) = k1 + kat + 2 sin(wt) .
Di nuovo occorre e basta che ko = 0, ossia

.9
Yo = —.
w
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iii) o < 0. a) w? # p?. Si ottiene che integrale generale della e.d.o. & dato da

y(t) = ky cos(put) + ko sin(ut) + wQZ— ” sin(wt) , = v—a.

Se p/w & un numero razionale, tutte le soluzioni sono periodiche. Se p/w non é un
numero razionale, occorre e basta che k1 = ko = 0, ossia

gw

:O’ J = —
Yo Yo 2 - o

b) w? = p2. In questo caso, quando cio¢ 2w? = k/m, I'integrale generale della e.d.o.
e dato da

y(t) = k1 cos(put) + ko sin(ut) + %t cos(wt) , wi=+v—a,

e le soluzioni non sono mai periodiche.
R. Equazioni di moto:

mi =20,

mij + mgsin(wt) — (mw? — k)y = 0.

Condizioni per la periodicita delle soluzioni:

2w? =km™t, mai periodiche;

wlvVEmTl —w?2eqQ, sempre periodiche;

w? =km™!, =0, 7o=gw ';

altrimenti i0=0, yo=0, v =gw2w?®—km )71,

42. [7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a una circonferenza
~ di raggio R, che ¢ vincolata a sua volta a ruotare intorno al suo diametro
verticale AB. I punti A e B sono sia fissi che solidali con .

La velocita di rotazione di v & assegnata come

AB

w(t) =w(t) oy

con w € C1(R).

Scrivere I’equazione di moto del punto.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinata lagrangiana

p € (-mm),

in modo che
(ﬁ = Rcospu; + Rsinpus,

se S = (O, (u;)) ¢ un sistema di riferimento solidale con la circonferenza, con

AB

us = 5p
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e O coincidente con il centro di 7.
Su P, nel sistema S, agiscono il peso

—mgus,
e la forza di trascinamento
F,=-m[wA oP +wA(wA O?)] = m[w?Rcos pu; — WR cos puy) .

Dato che la forza di Coriolis, come é noto, ha in questo caso componente lagrangiana
nulla, si ha dunque
o ox"
® A

- [=mgus + F1] = R[—sin puj + cos pus] - [-mgus + F]
= —mgRcosp — mw?R?*sinpcosp.

Dato che in S 1 1
Ts = §m|v5|2 = EmR2 52,

si ha I'equazione di Lagrange

mR?p = —mgRcosp — mw?R?sin ¢ cos p.

$p=—gR tcosp —w?sinpcosp.

660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

1. [15/12/2005 (ex)I] Un punto materiale di massa m, soggetto a vincoli
lisci e fissi, si muove con lagrangiana

L= %m(LZQbQ + RZ@LQ) +kcos(p+1) —hsingp.
Qui ¢ € (0,7) ey € (0, 7) sono le coordinate lagrangiane e L, R, k e h sono
costanti positive.
Studiare le posizioni di equilibrio del punto e la loro stabilita.
SOLUZIONE
1I potenziale é
U(p, ) =kcos(p+ 1) — hsingp.

Le posizioni di equilibrio sono date da

g—g = —ksin(p +¢) —hcosp =0,
oU .
% —ksin(p + ) =0.
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Quindi
cosp =0,

percul ¢ =7/2; e
p+Y=nm, nez.

Dato pero che deve essere
0<p+1<2r,

deve esseren =1, e
T 4T
SD 2 ) 2 )

risulta 'unica posizione di equilibrio.
Per studiarne la stabilita, calcoliamo I’Hessiana

0*U .
9z —kcos(p + ¢) + hsingp,
0*U
ag@aqb - _kCOS(SO+w)7
0*U
0z —kcos(p + ).

Per cui
o (T T\ _ (k+h k
DU(2’2)_<k k;)

che é definita positiva. Pertanto la posizione di equilibrio corrisponde a un punto
di minimo per il potenziale, ed & quindi instabile.
R. L’unica posizione di equilibrio é (p,) = (w/2,7/2), che ¢ instabile.

2. [7/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L:%@%+5W)—u&”—m%¢+gp

ove «, 3, k sono costanti positive, e

37 s
—— <<=, —T<Y <.
2 2 v
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
1I potenziale é

UB,v) = —k(e¥™% —cosvp + g) ,

da cui
oU k
2 vt T
g~ e 2
g—g = —ke¥ % — ksing.
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Uguagliando a zero entrambe le derivate, si ottiene

Yp—0=—In2,,
) 1
smdj——§.

Tenuto conto degli intervalli di variazione di 6 e v si trovano le due soluzioni

s ™
6+n 5 (G 6

5T 5T
o=—"" 112 R
g T2 6

Per studiare la stabilita di queste due posizioni di equilibrio calcoliamo 1’Hessiana
D?U del potenziale:

0%U
Z LYt
502 ke ,
2
a_U_kew—G
000y ’
2
(Z—dg_—k Y0 _ kcostp
Dunque:
5T 5T —1 1
D*U( - —+41In2,—— :k( 2 2 )
( 6 6) e
Dato che /3
5 5% 3
2 _oT _OMN . j2V9
detDU( = n2, 6) K <0,

I’'Hessiana non & definita in

6 6
e quindi questo punto non é di equilibrio stabile.
Inoltre: . .
DU( -2 +m2,-2) =k (? 2 \/5) .
6 6 7 T2 %
Dato che

=%

detDQU(— % +1n2,—%) — 2

(-5,

e in particolare é definita negativa, poiché gli elementi della diagonale principale

I’Hessiana ¢ definita in

sono negativi. Quindi il punto é di equilibrio stabile.

R.
5% oT ey e .

s = _ — nz,———|», €qu1i1brio mstabile;
0, ) ( =+ In2 6) librio instabil
(0,9) = ( — % + In 2, —%) , equilibrio stabile.
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3. [7/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= %(a92 + B¢?) — k(e¥™% —cosp + g),

ove «, 3, k sono costanti positive, e

™ 5%
— <0< — 27 .
2< <2, O0<p<2m

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
R.

(0,¢) = (%r +1n2, %r) , equilibrio instabile;
11 11
0,v) = (Tﬂ +1n2, TW) , equilibrio stabile.

4. [19/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= (1+6%)0%+ 3¢% — 4k (cos(0 — ¢) + ¢* — %),
ove k ¢ una costante positiva, e
-1<6<1, -l<p<l.
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

SOLUZIONE
1I potenziale é

U(0,¢) = —4k(cos(d — ) + ¢ — %),

da cui
oUu .
W = 4/{55111(9 — (p) y
oUu .

Uguagliando a zero entrambe le derivate, si ottiene

sin(@ — ¢) =0,
sin(f — ) +3p? — 20 =0.

Tenuto conto degli intervalli di variazione di 8 e ¢ si trovano le due soluzioni
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2 2

0=—, =—.
3 v 3

Per studiare la stabilita di queste due posizioni di equilibrio calcoliamo 1’Hessiana

D?U del potenziale:

0?U

507 = 4k cos(0 — @),
2
88981{,0 = —4kcos(f — ),
02U
97 = 4k (cos( — @) — 6p +2).

Dunque:

) B 1 -1
D2U(0,0) = 4k (_1 3> ,

che ha determinante positivo e termini diagonali positivi. Percio D?U(0,0) &
definita positiva, e (0,0) risulta instabile.

Infine 5 9
277(2 2\ _ 1 -1
D U(g,g) _4k<_1 )
ha determinante negativo, quindi ¢ indefinita e (2/3,2/3) ¢ instabile.

R.
0,9) = (0,0), equilibrio instabile;
2 2
0, ) = (g, §) , equilibrio instabile.

5. [19/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= (340 + (4+ 6% — k(cos(p — 0) — 267 + 26%)
ove k ¢ una costante positiva, e
-1<6<1, “l<p<l.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
R.

0, ¢) = (0,0), equilibrio instabile;
2 2
0, ) = (g, §) , equilibrio instabile.

6. [13/12/2006 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza R & vincolata in
modo che A abbia coordinate

(L cos(wt), Lsin(wt),0) ,
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nel sistema di riferimento fisso (O, e;).

Sull’asta agisce il peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3.

Si scrivano le equazioni che determinano le posizioni di equilibrio di AB
relative al sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ove us(t) = e3 per
ogni t, e che ha velocita angolare w = wejs; in particolare

OA = Lui (1)

SOLUZIONE
In S, su AB agiscono la forza peso e le forze di trascinamento e di Coriolis. Tut-
tavia quest’ultima si annulla all’equilibrio. Quindi ’equilibrio puo essere studiato
mediante il potenziale

U= Upeso +Usr.

Sia C' il punto medio dell’asta; allora, se indichiamo
O%=$U1+yUQ+ZU3,
vale
Upeso = —mgz.

La distribuzione di forza di trascinamento & data da
dF,; = —%[w A (w A O?)] ds = —%wQ(xlul + zous)ds.

Qui le z; indicano le coordinate in S. Dunque, per calcolare Uy dobbiamo integrare
su AB la distribuzione di potenziale

mw2

R 2
Conviene introdurre una parametrizzazione di AB in termini delle coordinate la-

grangiane @, 0, che possono essere pensate come le coordinate sferiche di B nella
sfera di centro A e raggio R:

(z3 +23)ds.

AP(s) = s(cos psin fuy + sin @ sin fug + cos us) , 0<s<R.

ove 'intervallo di variazione di ¢ sara di lunghezza 2, e quello di 0 sara (0, ).
Quindi
21(8)? 4+ 22(s)? = (L + scospsinh)? + (ssin psin §)?
= L%+ s%sin® 0 + 2Ls cos psin b,

R 2
U, :/ E7[LQ-|-32s11129—|—2Lscos<psin0] ds
0

RB
= %wQ[LQR + 5 sin? 6 + LR? cos psin 6] .

Infine
2 L?

LR o
— COS Sin mw ——
g ‘%% 2

2
U= —mgg cosf + mw2% sin? 0 + mw?
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e le equazioni cercate si trovano nella forma U, = 0, Ug = 0.

R.
oU LR
% = —mwQT sinpsinf =0,
oU R R? LR
20— M95 sin 6 —l—mwQ? sin&cos@—i—mwQT cospcosf =0.

7.[19/7/2007 (ex)I] Un sistema vincolato ha lagrangiana
1 2(:2 | (42 m\4
L= §mR (" +0 )—a(9—§> + [ cos(p —0),
ove le coordinate lagrangiane sono
(,0) € (0,7) x (0, ),

e «a, B, m e R sono costanti positive.

Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.
SOLUZIONE
1I potenziale é

Ut = —04(0— g)4+6cos(ga—9).

Dunque
ou* )
i = —fsin(¢ — 0), (1)
ou* m\3 i
50 ——404(9—5) + Bsin(p — 0). (2)
Segue che all’equilibrio
sin(p —0) =0,

ossia, visto I'insieme di variazione delle (p,0),
p=20, o p=m—20.

Per la (2) si ha dunque equilibrio se e solo se

s T
Inoltre

92U™

= —fcos(p —0),

9.2 (p—10)

92U™

g = Beos(e=0).

92U™ T\ 2

W = —120{(9— 5) —ﬁCOb(QD —0)
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Quindi nel punto di equilibrio la matrice hessiana del potenziale

272 B8 =5)’
che ha determinante nullo.
Tuttavia si verifica subito che

U(g g) - B> —a<9 - g)4 + Beos(p — ) = Ut(,6),

e vale I'uguaglianza solo se
T
4 2

Percio (w/2,7/2) & un punto di massimo isolato per U" e quindi é un punto di

equilibrio stabile.
R.

(p,0) = (E g) , stabile.

8. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema vincolato ha lagrangiana

. : 6
L= %mRZ(QbZ + 0% + ¢0) —7(9 - g) +dcos(6 — ),

ove le coordinate lagrangiane sono

(,0) € (0,7) x (0,7),

ey, 6, m e R sono costanti positive.
Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.

R' (f f) tabil
53 stabile.

9. [17/9/2007 (ex)I] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L e
massa m sono sottoposte ai vincoli

e A coincide con lorigine O del sistema fisso;

e gli estremi B e C' coincidono;

e le due aste giacciono sul piano x3 = 0.

Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze elastiche

Fp=-kPD, Fp=—kDP,

ove k > 0 ¢ costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F'p]
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).
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Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in
tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse xo.
SOLUZIONE

Dato che tutte le forze sono conservative, troviamo le posizioni di equilibrio come
punti critici del potenziale.

Scegliamo come coordinate lagrangiane gli angoli ¢, e rispettivamente 0, formati

da AB, e rispettivamente da C'D, con ey, con
v,0 € (0,2m).
Allora, se M ¢é il punto medio di @:

O? = L(cosy,sinp,0),

@ = 2L(cos ¢ + cos B, sin p + sin 6, 0) ,

RS

OM = L(2cosp + cosf,2sinp +sin6,0) .
Dunque

ﬁ = L(cosp + 2cosh,sinp + 2sin6,0),

U(p,0) = —mgLsing — mgL(2sinp + sin6)
1
- §kL2 [(cos ¢ +2cos0)? + (sing + 2sin 0)?]
= —mgL(3sinp +sinf) — %kLZ[E) + 4 cos(p —0)].

Quindi le equazioni cercate sono

ouU* 2
55 = ~SmglLcosp+2kL sin(p —0) =0,
2
L
aaUa = —mgL cosf — 2k sin(p —0) =0.

Sommando le due equazioni si ha
3cosp+cosh =0,
e infatti il centro di massa del sistema &

%(O—]\>4+O7) = g(Bcoscp—i—c059,3sinap—|—sin0,0).

—3mgLcosp + 2kL?sin(p —0) =0,
—mgL cos® — 2kL*sin(p —0) = 0.
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10. [17/9/2007 (ex)I] Un sistema vincolato da vincoli olonomi ¢ soggetto a
forze di potenziale

U (p,0) = (6 — m)? cos ¢ + sin® o,

con 0 € (0,2m), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Si tratta di impostare il sistema

our
50 =20 —m)cosp =0,
L
ou = —(0—7)’sing + 2sinpcosp =0,
d¢

che ha, nel dominio prescritto per (0, ) 'unica soluzione

(0, ¢) = (m, ).
La matrice hessiana é data da
o%U"
507 2cosp,
o*U"
2095 =—2(0 —m)singp,
o*U"
rr = (0 —7m)%cosp + 2cos2p,

e quindi in (7, ) si ha
2771 (-2 0
D*U"(mw,7) = ( 0 2/

Percio (w,7) & un punto sella, e pertanto corrisponde a un equilibrio instabile.
R.
0,0) = (m,7), instabile.

11. [17/9/2007 (ex)II] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L
e massa m sono sottoposte ai vincoli

o A soddisfa .
OA = Le3 s

ove O ¢ l'origine del sistema fisso (O, e;);
e gli estremi B e C' coincidono;

e le due aste giacciono sul piano xo = 0.
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Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze

Fp=kPD, Fp=kDD,

ove k > 0 & costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F'p|
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).
Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in

tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse x3.
R.

—3mgL cosp — 2kL?sin(p —0) =0,
—mgLcosf + 2kL?sin(¢ — ) =0

12. [17/9/2007 (ex)II] Un sistema vincolato da vincoli olonomi & soggetto
a forze di potenziale

U (p,0) =2 — (0 —m)?cosp —sin® ¢,

con 0 € (0,2m), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.

Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
R.
(0,0) = (m,m),  instabile.

13. [1/4/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana
L=ap®+ po? — AelP=0? _ pcos(¢?),

nelle coordinate lagrangiane

s
2

con «, B, \, i costanti positive, tali che

2
<§079<§7T,

2um > ANm—1).

Determinare i punti di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
1II potenziale é

U (e, 0) = el pcos g2,

e quindi le posizioni di equilibrio sono individuate come soluzioni del sistema

L 2
882 =2X(0 — )e’"? + 2upsing® =0,
ou* 2
e N (. 0=9)* —_ .
50 Al —p)e 0
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La seconda equazione implica
0=¢,

e quindi la prima da
psinp? =0.

Nel campo di variabilita ammesso per le coordinate ¢ e 0 le soluzioni sono quindi
0,0),  (Vm V7).

La matrice hessiana di U" & data da

277L

8852 = —2)e0=9) _ 4N(0 — @)26(9_“’)2 + 2usin ? + 4pp? cos @,
277L
2

% = —22e@=9)° _4)\(0 — )29

Dunque nei punti di equilibrio si ha

. (=220

R G - (O

Quindi D?U™(0,0) ¢ definita negativa, e percio (0,0) & una posizione di equilibrio
stabile.
Si ha poi

det D2U™(/7,V/7) = —4X%(m — 1) 4+ 8Apum > 0,
per le ipotesi fatte; quindi anche (/7,+/7) & un punto di massimo isolato, e percio
di equilibrio stabile.
R.

(p,0) = (0,0), stabile,

(¢,0) = (V/m,/m),  stabile.

14. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere l'estremo A sulla curva

Ty = ax?,

con a > 0 costante.
All’estremo B e applicata la forza elastica

F=-}kQB,
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660. FEquazioni di Lagrange: equilibrio

ove @ = (0,R,0), e k > 0 & costante. Inoltre agisce la forza peso diretta nel
verso negativo dell’asse x».

Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

T =1T4, reR,
e Iangolo ¢ tale che
AB = 2L(cos pe; + singes) , —T<p<T.
Allora
Upeso = —mg(Lsing + az?),
e

L= —g @‘2 = —g[(x+2Lcosg0)2 + (R —ax® — 2Lsingp)2}

k
—5 [RQ +4L% 4 (1 — 2Ra)z* + a®x* + 4Lz cos ¢ + 4aLa?sinp — 4RL sin cp} .

Infine le posizioni desiderate si ottengono come punti critici del potenziale

UL(xv 90) = U[I;eso(x’ 50) + Ugl(xv 90) .

oUr
ox

= —2amgx — k(1 — 2Ra)x — 2ka®2® — 2kL cos ¢ — 4kaLxsing =0,

ouU*™
dp

= —mgLcosp + 2kLxsinp — 2akLa* cos ¢ + 2kRLcosp = 0.

15. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere ’estremo A sulla curva

Ty = —ax?,

con a > 0 costante.
All’estremo B e applicata la forza elastica

F=-}kQB,

ove @ = (0,—R,0), e k > 0 ¢ costante. Inoltre agisce la forza peso diretta
nel verso positivo dell’asse xo.
Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.
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R. Se ﬁ = 2L(cospe; — sin pes), si ha

oUr
ox

= —2amgx — k(1 — 2Ra)x — 2ka’®2® — 2kL cos ¢ — 4kaLxsing =0,

our

90 —mgL cos p + 2kLx sin p — 2akLx? cos p + 2kRL cosp = 0.
2

16. [12/1/2009 (ex)I] Sia data la lagrangiana

1 . .
L= 5 [a2g'02 + afpl + 5292] — e cos? ©,
con av, B, > 0 costanti e ¢ € (—m,7), 6 € (—00, 00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.
SOLUZIONE

1I potenziale é

2

Ut(p,0) = —ye? cos? .

I punti di equilibrio sono quindi le soluzioni del sistema

L
88U = ’7602 sin2¢ =0,
¥$
L
aai = —2’79602 cos? p=0.

Le soluzioni sono quindi
(— ge) , YO R, (0,0), (go) , VOER.
La matrice hessiana &

DU (5, 0) = 2+ <€92 cos2p 0e®” sin 2¢ )

0% sin2p (14 262)e? cos? ¢
Dunque
DQUL( . ge) = 2v¢ diag(~1,0), Yoe R,  D2U0,0) = 2ydiag(l, —1),
D2UL<g,9) = 2v¢” diag(1,0), V0 € R.
Nessuno dei punti ¢ di equilibrio stabile: in (0,0) ’hessiana ¢ indefinita; poi
T
U(£5.0)=0, WeR,
per cul i punti (+7/2,60) non sono di massimo isolato.

R' (-3.0). wer, 0, (5.0), wer.

Non ci sono punti di equilibrio stabile.
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17. [12/1/2009 (ex)II] Sia data la lagrangiana

1 . .
L= 3 [a2gb2 + afpl + ﬁ292} — ’)/6_62 cos? ¢,

con av, 3,y > 0 costanti e ¢ € (—7,7), 6 € (—00, 00) coordinate lagrangiane.

Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.
R.
s ™
(— 5,9) , YoeR, (0,0), (5,0) , VOcR.

Non ci sono punti di equilibrio stabile.

18. [11/9/2009 (ex)I] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato
al bordo del disco.

Il rigido € vincolato a ruotare intorno all’asse x; del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,
che e a sua volta fissato nell’origine O.

La forza peso e diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce
anche la forza elastica

Fp=—kAD,
applicata in P, ove A & tale che
wl = Les.
Qui k, L, R sono costanti positive.
e Scrivere le equazioni di moto del rigido.

e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

SOLUZIONE
A) Visto che il rigido é vincolato a ruotare intorno a un asse fisso, ha un solo grado
di liberta. Introduciamo come coordinata lagrangiana I’angolo ¢ € (—m, ) tale che

07 = Rcospes + Rsinpes.

L’energia cinetica del rigido é data da

1 1
T = T({fisco + Tp]; = _I()bQ + imRQQbQ .

unto 2

Entrambe le forze applicate sono conservative; il potenziale della forza elastica e

2
o= —g ‘ﬁ‘ = —%[(L — Rcosp)? + R%sin? ]

k
= §[L2 + R* —2LRcos ] .

Prendendo poi come livello zero per il potenziale gravitazionale x3 = 0, si ha

L _ L L _ L —_ 3
Upeso — “peso;disco + Upeso;P - Upeso;P - ng S .
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Dunque la lagrangiana del sistema e
1. 2 1 2.9 .
L= 5]90 + EmR ¢* 4+ kLRcosp —mgRsingp,
e I'equazione di Lagrange é
(I +mR?)p = —kLRsinyp —mgRcosy.

B) Le posizioni di equilibrio corrispondono a

dU*"
4 = —kLRsinp —mgRcosp =0,
ossia a mg
tgp = ——
gp i
che ha come soluzioni
w0 e (~Z0), p=gotre (D)
Yo = angkL 27 ) ©1 = Yo i 277T .
Per studiare la stabilita calcoliamo
d*ur
d—gaUQ = —kLRcosp+mgRsiny.
Dunque
da*ur d*ur
—_— 0 —_— 0
dSD? (300) <0, dQDQ (‘pl) >0,

e quindi ¢y € un punto di massimo isolato, e percio e stabile; invece ¢, € un punto
di minimo isolato, e percio é instabile.
R.

(I +mR?)p = —kLRsinyp —mgRcos .

o = — arctg % € (— g, O) , stabile;

7-(- . .
p1r=@o+mE (5,7T) , instabile.

19. [11/9/2009 (ex)II] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato
al bordo del disco.
Il rigido € vincolato a ruotare intorno all’asse x; del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,
che e a sua volta fissato nell’origine O.
La forza peso e diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce
anche la forza elastica

Fy= —k@,
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660. FEquazioni di Lagrange: equilibrio

ove @ ¢ il punto solidale con il rigido tale che

0P =04,

e A ¢ tale che .
OA = Leg .

Qui k, L, R sono costanti positive.
e Scrivere le equazioni di moto del rigido.

e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

(I + mR?)$ = kLRsinp —mgRcos .

N L stabile:
o = arctg oL (0, 2) , instabile;

P1=%o —TE (— T, —g) , stabile.

20. [25/1/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C
e massa M e vincolata a giacere sul piano fisso

T3 = 0.
Su di essa agiscono le forze
—
Fao=-kOA, Fp=-kOB,

ove O e l'origine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con

v, sono tali che
0—24 = —C@ = gul N

qui § = (C,u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con ~ tale che us = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< k1 <ky.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

SOLUZIONE
A) Usiamo come coordinate lagrangiane

r=z1c € R, y=xoc € R, p € (—m,m),
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tali che

U] =cospe; +sinpes,
Uy = —sinpe; + cosp ey,

us = €3 .

L’energia cinetica, per il teorema di Kénig, é

DR VST ST S S
TV = -M(i"+9°)+ z1¢°.
2 2
II potenziale é
k 2k 2
vr= -2t |od| - 2|05

= —%(xz +y?) + §R(x cos ¢ + ysin @) + costante,

ove si sono definite le costanti positive
a=ki + ks, B=ky—Fki.

B) Per determinare le posizioni di equilibrio dobbiamo risolvere il sistema

our

o :—oza:—i—chosgo:O,

our

3y :—ozy—l—gRsin(p:O,

ou*r

s = gR(—xsing@—!—ycosgo) =0.

Le prime due equazioni danno

BR BR .
T = ——Cosp, y=—sinyp,
2 2«

che sostituite nella terza la soddisfano identicamente, per ogni valore di ¢. Quindi
le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con C sulla circonferenza di centro
O e raggio fR/(2a) (che é minore di R/2), e tali che A e B siano allineati con (ﬁ,

con O tra B eC.
R.

«

5 (x% +9?) + §R(x cosp +ysing).

1 1
L= 5M(¢2 +9°) + §I<p2 -

Quia=Fky + ks, B="Fky—ki.
Le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con

O? = B—Rul.
2a

21. [25/1/2010 (ex)I] Un punto P di massa m & vincolato alla superficie
z=acos [BvV2? +y?], 2 +2>0,
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660. FEquazioni di Lagrange: equilibrio

ove a > 0, B > 1 sono costanti. P & soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza
Fl = kel )

con k > 0 costante.

Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
Usiamo le coordinate cilindriche

r € (0,00), we(—g,gw),

come coordinate lagrangiane, cosicché
X"(r,p) = rcospe; + rsinpes + acos(fr)es .

1I potenziale é
U= —mgws+kry,

e quindi in coordinate lagrangiane
U"(r,) = —mgacos(fr) + krcos ¢ .

Dunque i punti di equilibrio sono le soluzioni del sistema

L
88U = mgafsin(fr) + kcosp =0,
r
L
8(9[(])0 = —krsinp =0.
Le soluzioni sono quindi date da
) k
blﬂ(ﬁ?‘)——m, ©=0;
sin(fr) = i =
- mgaﬁ ) ()0 - .

Dobbiamo quindi assumere, per l’esistenza di punti di equilibrio, che

k
mgaf —

caso in cui tali punti sono dati da
7
(_TOaO)v (E_Fr()ao)a

(ro,m), (%—To,ﬂ');

qui si é posto

1 .
ro = — arcsin

B mgkozﬁ < (0’ %] ’
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La matrice hessiana ¢

P _ (mgaB®cos(Br) —ksing
DU (r, ¢) = < —ksinp —krcosp )’

Dunque si ha nei vari punti di equilibrio:

D2UL(_7"070) = (mgaﬁQ SOS(ﬂr(J) —/(357“0> )

matrice indefinita, equilibrio instabile.

(T _ (—mgaf?cos(Bro) 0
DU <E +70,0) = < [ _kr()) :

matrice definita negativa, equilibrio stabile.

2 3 0
D20 o, m) = (977 g 0 )

matrice definita positiva, equilibrio instabile.

(T _ [(—mgaB?cos(Bro) 0
D (E‘TO’”)_( 0o km)’

matrice indefinita, equilibrio instabile.
R. I punti di equilibrio esistono se

k .
mgaf ~

in questa ipotesi, posto

ro = — arcsin i € (O l}
"B mgap ~ \7 280
i punti di equilibrio sono
(—7’0,0), (%-’—7’0,0),
™
(7"0,7'('), (E_r()aﬂ—);
solo il punto (rg + 7/3,0) é stabile.

22. [25/1/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C
e massa M ¢ vincolata a giacere sul piano fisso

r3 = 0.
Su di essa agiscono le forze

Fa=—kOA, Fp=—kOB,
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ove O e l'origine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con
v, sono tali che

_a:c@:gml;

qui § = (C,u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con ~ tale che us = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< k1 <ky.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

R.

1 1 a
L= ~M(i2 2 2 ) P R
5 (@ +y)+230 5

Qui o =ky+ ko, B=ko — k.
Le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con

O? = —?)B—Rul .
2c

3
(% + %) + ;R(x cosp +ysiny) .

23. [25/1/2010 (ex)II] Un punto P di massa m € vincolato alla superficie

z = —acos [Bvz? +y?], 2?4+ y? >0,
ove a > 0, B > 1 sono costanti. P & soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza
Fy = key,

con k > 0 costante.

Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.
R. I punti di equilibrio esistono se

k
<1;
mgaf
in questa ipotesi, posto
1 . c { us O)
79 = — arcsin ——,0),
B mgof 26

i punti di equilibrio sono

(=ro0,0), (%—!—7“0,0);

(ro,m), (%—To,ﬂ');
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solo il punto (rq, ) & stabile.
24. [9/4/2010 (ex)I] Un sistema olonomo ha potenziale lagrangiano

B a¢2 N ﬁ‘92
CB+0?2 a+p?’

Ut(p,0)

con p € R, |0| < \/m Qui a > 0e 8 < 0 sono costanti.
Determinare tutte le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Si ha

our 2ap 26%p

Op  B+02  (at+p?)?’
our 2010%0 2436

00 (B+62)?2  a+¢?’

Uguagliando a zero entrambe le derivate si ottiene, se § = 0,

(90’ 0) = (O’ 0) :

Se invece § # 0,
25 201?

ate?  (B+062)%
che é impossibile per le ipotesi sul segno di a e 3, e sul dominio di 6.
Dunque 'unica soluzione ¢ (0,0). Per la matrice Hessiana si ha

o?U" 2« 262 83262
092 B+2 (at¢?)?  (at+@?)P]
o?Ur 4ol 4800

900~ (BHO2 (at@?)?

o*ut 28 20p? Sap?6?

9 " ate (BOP  BA0P
-1
D2U™(0,0) = <2a§ 2a015> :

che é definita negativa. Dunque la posizione di equilibrio & stabile.
R. L’unica posizione di equilibrio & (y,0) = (0,0), che & stabile.

da cui

25. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
T3 = Or1x9 .

Il peso e diretto come —egs, e su P agisce la forza
F=—kOD,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso. Qui « e k sono costanti
positive.
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Trovare condizioni su k, m, g, a perché il punto O sia di equilibrio stabile.
SOLUZIONE
II potenziale é

k
U= _i(xf + 25 + o*2ta3) — mgaziws .

Dunque

ou

— = —kxy — ka®x175 — mgazxs,

Ox,

ou

— = —kxy — ka’zizs — mgaay ,

Oxqy
[S]

DQU(O,O):( -k _mgo‘) .

—mga —k

Dunque la matrice hessiana e definita negativa se e solo se

det D?U(0,0) = k* — m?g?a* > 0.
k> mga.

26. [7/9/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata ad
avere l'estremo A sulla superficie

2t + 25 + 23 = R?,
e a rimanere ortogonale a tale superficie, in modo che
—
‘OA‘ _R< ‘@?ﬂ — R+2L,

ove O e lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sull’asta agiscono il peso, diretto come —es, e la forza

F B — k61 5
applicata in B. Qui R e k sono costanti positive.

1. Scrivere la velocita angolare w di AB in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane.

2. Trovare le posizioni di equilibrio dell’asta.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

cpe(—g,gw), 6 e (0,7),
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in modo che
OA = Rcospsinfle; + Rsin psinfes + R cosfes .
1I versore di 1@ & dunque
u = cos psinfe; + sin g sin fey + cosbes .

Si ha

w=uA ((11—? = u A $(—sin psinfe; + cos psinfes)
+u A 6(cos pcosfey + sin g cos fes — sinbes)
= ¢(— cos @ cos fsin e, — sin @ cos 0 sin es +sin? es) + 6(— sin pe; + cos pes) .
B) Calcoliamo il potenziale delle forze. Si ha
Upeso = —mgxsc = —mg[Rcosf + Lcosb)],
ove C' ¢ il centro dell’asta. Poi si ha
Up = kx1p = k[Rcos@sinf + 2L cos psind] .

Dunque
U=—-mg(R+ L)cosf+ k(R +2L) cospsind.

Cerchiamo 1 punti critici

%_Z =mg(R+ L)sinf + k(R + 2L) cospcosf,
g—g = —k(R+2L)sinpsinf.

Dato che sinf = 0 é escluso dal dominio di variabilita di 0, si ha dalla seconda
equazione
sinp =0 ossia. ¢ €{0,7}.

Usando la prima equazione si ottiene allora nei due casi

k(R +2L)
=0, tgh) = ————— "~
14 & mg(R+ L)
k(R +2L)
= tg) = ————~ .
p=m, g mg(R+L)

R.

w = ¢(— cos @ cos O sin fe; — sin o cos  sin fe, + sin? fes)
+ 0(— sin pe; + cos pes) .
Posizioni di equilibrio:
K(R+2L)
mg(R+ L)’
k(R +2L)
mg(R+ L)’

p=0, 0 = m — arctg

=", 0 = arctg
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazioni

1. [4/7/2005 (ex)I] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=a*?+ab0p+6%?, U=Acos(0—¢)—pub*+~sin’¢,

ove «, B3, v, A, i > 0 sono costanti, con v < Au/(\+ 2u).

Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 € una posizione di equilibrio stabile e si
scrivano le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

SOLUZIONE

1) Calcoliamo

oU .

50 = —Asin(f — ) — 2ub,

ou = Asin(f — ) + 2ysinpcos ¢,
dp

cosicché
VU (0,0) = (0,0),

e =0, o =0 é una posizione di equilibrio. Per studiarne la stabilita calcoliamo
la matrice hessiana di U:

0*U
o —Acos(0 — ) —2u,
0*U
60 = Acos(f — ),
0*U
—— = —Acos(0 — ) + 2ycos(2¢p),
o (0 ¢) + 2y cos(2)
da cui A\ B\
2 _ (A2
DU(OvO)—( A —/\+27>'
Dato che
2\
det D2U(0,0) = —(A+ 242) (=X +29) = A2 = —(A+241) |27 - /\+gu} >0,

per le ipotesi fatte sui parametri, D>U(0,0) ¢ definita. Poiché I’elemento
(D*U(0,0)11

¢ negativo, D*U(0,0) ¢ definita negativa (stiamo usando che D2U(0,0) & 2x2).
Quindi (0,0) ¢ un massimo isolato per U, e quindi una posizione di equilibrio
stabile.

2) La lagrangiana ridotta ¢ L* = T* + U*, ove per definizione

T*(0,¢) = T(0,0,0,%) = a*6 + aBp + B>,

1 1
U*(0,0) = 5D°U(0,0)(0,9)" - (0,0)" = 5| = (A +20)6% + 2000 + (—A+29)¢° .
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Le corrispondenti equazioni di Lagrange sono percio

2020 + af@ + (N +2u)0 — Ap =0,
Bl 42824 — N — (A +27)p = 0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=ca*@P?+aflp+p%0%, U= \cos(d—)—pup?+sin0,

ove «, B, v, A, u > 0 sono costanti, con v < Au/(\ + 2u).
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 e una posizione di equilibrio stabile e si

scrivano le relative equazioni delle piccole oscillazioni.
R.

26% + BB — (~A+27)0 — Ap =0,
B0+ 2023 — X0+ (A +2u)p = 0.

3. [7/4/2006 (ex)I] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=a2p?+aBbp+p2%6%, U=-\0-p)?—2u6%+~e”,

ove a, 3, v, A, > 0 sono costanti, con v < 2u.
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 e una posizione di equilibrio stabile e si
scrivano le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

SOLUZIONE
Si ha
83_[9] = —2M(0 — @) — 4ub + 240"
oUu
-~ —_9 _
90 MO —¢),

per cui VU(0,0) =0 e (0,0) & una posizione di equilibrio. Consideriamo I’Hessiana

82U
0602
U
9000
U
5=

=2\ —4u+ 2’)/692 + 4’}/292692 ,

2X,

—2X.

Si ha allora

D2U(0,0) = <—2)\—4u+2'y 2)\> .

2\ —2A

Dunque
det D2U(0,0) = 42 — ) > 0,
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per l'ipotesi 2p > y. Per lo stesso motivo, i due termini sulla diagonale principale
dell’Hessiana sono negativi, e quindi la matrice é definita negativa: percio U ha un
massimo isolato nella posizione di equilibrio, che risulta cosi stabile.
Infine si ha ' . . '

T*(0,¢) =T(0,0,0,9) = a?p? + afbp + 5262,

U6, 0) = 5 DU(0,0)0, )" - (6, 0)'

La lagrangiana ridotta dunque e

L= a?@% 4+ affp + 520% — (N4 21— 7)0% — 2X00 — A2 .

2820 + af@ + 2\ + 21 — )0 + 220 = 0,
Bl +a2P+ 200 +2X 0 = 0.

4. [13/12/2006 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana

. 1 ) '
L(p, ¥, p,) = 5(0@2 + B(1+ Do —|—0m/;2) +acos(p+ %) — bt — cp?

con ¢, Y € (—m,7) e a, B, a, b, c costanti positive, 2a > (1 4 72).

Si dimostri che (¢,1) = (0,0) & una posizione di equilibrio stabile e si scriva
la relativa lagrangiana ridotta £* = T* + U*.

SOLUZIONE

1II potenziale e

Ulp, ) = acos(p + 1) — bp* — cip®.

Dato che
8U - . 3 3
o asin(p + ) — 4bp” |
8U - 2 . 3
90 3ap®sin(p + ¢°) — 2c,

si annullano in (0,0), in effetti questa é una posizione di equilibrio. La matrice
hessiana D?U ¢é data da

2
272 = —acos(p + 1) — 12bp?
02U
890817[} = _San COS(QO + wg) Y
o*U : 3 4 3
9z = —6apsin(p + ¥°) — 9avy” cos(p + ¥°) — 2¢,

per cui in (0,0)

2 o —Q 0
D U(070) - ( 0 _20) 9
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

che é definita negativa.
Percio

£ 000 6,0) = T*(5,0) + U7 (0,0) = T(0,0,,9) + 302U (0,0)(,8)" (0,0

1 . .
= 5 (0d® + B+ ay?) — S* — e,

L (0,0, ¢, %) = (aapQ + B + az/}Q) - %gﬁ —cp?.

N~

5. [26/3/2007 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana

L 1 . . . b
L(p,0,4,0) = 5 (a(so4 +1)¢° +aph + alp! + 1)92) +a(l=¢") + 775
con ¢, 0 € (—m,m) e a, a, b, costanti positive.

Si dimostri che (p,0) = (0,0) ¢ una posizione di equilibrio stabile e si
scrivano le equazioni di Lagrange relative alla lagrangiana ridotta L£* =
T 4+ U*.
SOLUZIONE
Il potenziale é
b
122
Dato che
oU
— = —dap(l — ?
R ap(l — %),
ou 266

0~ (1+02)2

si annullano in (0,0), in effetti questa é una posizione di equilibrio. La matrice
hessiana D?U ¢ data da

02U
— = —4a(l — ¢*) + 12a¢?,
S = —dall =)
2
QU
0p 00
02U 2b 8b6?

902 ~ 1+ 22 T 1t 2p
per cui in (0,0)
2 o —4a 0

che & definita negativa. Quindi (0,0) ¢ un punto di massimo isolato per U ed ¢
pertanto una posizione di equilibrio stabile.
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Percio

L7(,0,4,0) = T*(,0) + U (10,0) = T(0,0,%,0) + 5D*U(0,0)(9,0) - (9, 0)

= %a(gb? + @0 + 62) — 2ap® — bo? .

1.
a(¢+§9) +4dap =0,

a(%(ﬁ—!—é) F20=0.

6. [4/7/2007 (ex)I] Si scriva la lagrangiana ridotta (intorno all’'unica posi-

zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide
2 2 2
z Y
v + 2 +
e sottoposto alla forza peso, che agisce nel verso negativo dell’asse z.
[Sugg. Si scelgano x, y come coordinate lagrangiane.]
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

z
= =1,
c

2 y2

(x,y)é{%+b—2<1}.

Allora il moto del punto é dato da

X"(z,y) = ve; +yes —cy/1 — i 22—263.
1I potenziale della forza peso é quindi
22 g2
Ut(a,y) = —mg(z(z,y) + ) = mgey[1 — —5 — 75 —mgc.

Vale
vVU*0,0)=0,

quindi il punto (0,0, —c) corrisponde a una posizione di equilibrio.
I calcoli mostrano che

poon= (T L)
) - 0 __mgc )
b2

¢ definita negativa, e quindi (0,0, —c) & una posizione di equilibrio stabile in cui si
puo definire la lagrangiana ridotta.

In particolare
2 2

Ut (z,y) = —%mgc(% + z—z) .
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

Troviamo poi 'energia cinetica. La velocita del punto é data da

. . 22 P\ -s/xd Yy
v=tetiete(l-5-5) (G e

Quindi

.o 1 . . IEQ 2, —1
TL(xayyxyy):Em[irQ—i—yQ—i—cQ(l—g_y_) (

) ()]

a? b2

e Ienergia cinetica ridotta e

wpe 1. .
T*(i,9) = 3m(i + 7).

1 T
£y, ,9) = 5mla® + §%) - gmoe( S + 2.

7.[4/7/2007 (ex)II] Si scriva la lagrangiana ridotta (intorno all’unica posi-
zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide

e sottoposto alla forza costante F' = ke, con k > 0.

[Sugg. Si scelgano y, z come coordinate lagrangiane.]

R.
2 2

L(y. 2,9, 2) = gm(y® + %) - §ak(b_2 i E) .

8. [13/12/2007 (ex)I] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

1
L(z,y,&,9) = §m(az2 + y2) + acos(z + zy) + Beos(y + zy) + vV 1 —y2,

intorno al punto (z,y) = (0,0). Qui «, 8 e v sono costanti positive.
SOLUZIONE
1II potenziale é

U'(z,y) = acos(z + zy) + Bcos(y + zy) + vV 1 — y2,

cosicché
ou* ) .
5y = —ol +y)sine +zy) — Pysin(y + 2y),
oU*™ . . Yy
= —azsin(z + x2y) — f(1 + ) sin(y + zy) — ——.
a9y (@ +2y) = Bl + 2)sin(y +2y) — —= =
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

Quindi V U*(0,0) = 0.

Inoltre
o*U"
o —a(1 + y)? cos(x + xy) — By?sin(y + zy),
o*U"
T i sin(z + zy) — ax(1 + y) cos(x + zy)
— Bsin(y + zy) — By(1 + x) cos(y + zy)
aQUL 5 9 ¥
——— = —ax“cos(x +zy) — B(1 4+ x)“cos(y + xy) — ———,
o (z +2y) = B(1 + x)” cos(y + zy) 1)
da cui

D*U™(0,0) = (‘OO‘ _50_ 7) .

Percio (0,0) & un punto di equilibrio stabile e la lagrangiana ridotta é

. 1 . . 1
‘C*(xayv‘xay) = im(‘xQ + y2) - 5[0{33'2 + (ﬁ + V)yQ] :

mx+ ax =0,
mij+ (B +7)y=0.

9. [13/12/2007 (ex)II] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

1
L(z,y,&,79) = §m(a':2+3)2)+a cos(y+xy)+ B cos(z+xy)+vv/1 — 2_ 5zt

intorno al punto (z,y) = (0,0). Qui «, 3, v e § sono costanti positive.
R.

mi+ Bx =0,
mj + (a+7)y =0.

10. [18/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ soggetta ai
vincoli:

e giace sul piano fisso verticale z3 = 0;
e ha lestremo A sull’asse x7.

Il peso e diretto nel verso negativo dell’asse xo. Inoltre in B ¢ applicata la

forza elastica
Fp——kOB,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 ¢ costante.
Si determinino
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1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in
cui si possono definire le piccole oscillazioni.

SOLUZIONE
A) Fissiamo le due coordinate lagrangiane

x=x14 € R, v € (—m,m),
ove ¢ ¢ Iangolo tra E ed e;. L’asta allora risultera parametrizzata da
0P = O—/i—i—ﬁ = (x4 scosp,ssing),

ove 0 < s <2L.
11 potenziale, della forza peso e di quella elastica insieme, &

k
U=—mgrac — 3 |OB|? ,
ove C é il centro dell’asta. In coordinate lagrangiane
L . k, o 9
U'(z,¢) = —mgLsing — §(x +4Lxcosp +4L7).

Le posizioni di equilibrio sono pertanto le soluzioni del sistema

L
88U = —kx —2Lkcosp =0,
x
ou*
9o = —mgLcosp +2Lkrsinp =0.

Sostituendo la prima equazione nella seconda si ha
—mgL cosp — 4L%k cos psing =0,

da cui si ottengono le soluzioni

@) =(0.3), @ =(0-3). &

ove cos p = 0. Se invece cos ¢ # 0 deve essere

. mg
s @ = —m,

che ¢é possibile e da due soluzioni diverse dalle (1) se e solo se
mg < 4Lk . (2)

Queste soluzioni sono dunque

(3?,(,0) = (517901)7 (.23,(,0) = (—fl,—ﬂ'—§01), (3)
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

con

[ m2g?
51:—2LCOS()01:—2L 1—m<0,

. mg
(1 = —arcsin ——

ALk
B) Studiamo la stabilita delle posizioni di equilibrio; la matrice hessiana di U* &

DQUL(x,(p) _ < —k 2Lksin ¢ ) .

2Lksingy mgLsinyp + 2Lkx cosp

Dunque

27 7L E o —k +2Lk
by (x’i2) N <:|:2Lk tmgL )’

che ha determinante
FmgLk — AL?k? = Lk(Fmg — 4Lk) .

Quindi I’hessiana € senz’altro indefinita in (0,7/2), mentre & definita negativa
(0, —m/2) se e solo se
mg > 4Lk .
In questo caso (0, —/2) e di equilibrio stabile.
Se invece vale la (2), si ha in (&1, ¢1)

—k -y
DU (&1, 1) = <_% _4f2k) ’

che ha determinante 5 5
422 - M9
4 )

per la (2). Dunque D?U"(&1, 1) ¢ definita negativa e (€1, 1) & di equilibrio stabile.
La stessa cosa vale in (=&, —m — ¢1).
C) Per il teorema di Kénig ’energia cinetica é

1 1
T = §m|’vc|2 + 5[()02 y

ove I ¢é il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo asse in C. Inoltre

vo = (& — Lysinp, Ly cos p,0)
da cui . 1

T" = 5m(jﬁ — 2Lipsin g + L2@?) + §I¢2 :
In (0,—7/2)
1 1
T = §mdc2 +mLi¢p + 5(mL2 +1)¢?.

In (§&1,¢1) e in (=61, —m — 1)

mg .. 1

2(mL2 +1)p?.
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R. Posizioni di equilibrio:

(x,0) = (0, g) , sempre instabile;
(z,9) = (0, —g) : stabile se mg > 4Lk;

se mg < 4Lk si hanno anche le seguenti posizioni di equilibrio, stabili in quest’ipo-
tesi:

(3?,(,0) = (517901)7 (.23,(,0) = (_51;_77_§01)7

B / m2g2 B . myg
& =-2L 1_16L2k2 <0, Y1 = arcsm4Lk.

Lagrangiane ridotte: in (0, —m/2) (se & stabile)

I S | 9 o 1. 5 T 1 T 2
L = 5mi +mLx<p+§(mL +1)o —Ekx —2Lkw<<p+§)—§mgL(ga+§) ,

mentre in (£1,¢1) (se esiste e quindi é stabile)

m2g

1 o1 o 1 1
L = gmi’+ =S ipt 5 (ML +1)* =S h(w—&)* —5mg(v—&) (p—p1) —4L%k(p—1)*

11. [18/7/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana

L=c?(1+ ¢?)¢? + afgh + B2(1 + cos? 0)6>
+ v cos(ph) — §sin? p — 562,

con a, 3, v, d > 0 costanti e ¢, § € (—m, ) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (@, ) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e
calcolarne le frequenze normali.

SOLUZIONE
11 potenziale é dato da

U (p,0) = 7 cos(¢f) — dsin® p — 662

Si ha
L
88U = —v0sin(ph) — dsin(2y)
¥
L
88% = ypsin(pd) — 260,
per cui in effetti (0,0) ¢ un punto critico.
Inoltre
277L
88;]2 = —v6? cos(iph) — 26 cos(2¢),
o2U" )
o000 ~ ) sin(pf) — b cos(¢0) ,
o2U"
50z = —~v? cos(pfh) —26.
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Dunque

o (=25 0
DU(O,O)—(O _25>,

e quindi I’hessiana ¢ definita negativa. Percio (0,0) ¢ un punto di equilibrio stabile
e si possono definire le piccole oscillazioni.
E noto che, definita A come la matrice tale che

(¢,0)A(¢,6)",

202 off
A= (aﬂ 452) ’

det (w2A+ DQUL(O,O)) ~0.

T =

N =

ossia posto

si ha

Cioé
70?32t — 46(a? + 26%)w? +46% = 0.

R. Le frequenze normali sono date da w1/(27), wa/(27), ove

5 a? +28% £./(a? —2B2)2 + o232
(JJl 2 = 26 .
, 70232

12. [18/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L & soggetta
al vincoli:

e giace sul piano fisso verticale z3 = 0;
e ha lestremo A sull’asse x7.

Il peso ¢ diretto nel verso negativo dell’asse xo. Inoltre nel centro C' e
applicata la forza elastica
Fo = —kOC,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 ¢ costante.
Si determinino
1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in
cui si possono definire le piccole oscillazioni.

R. Posizioni di equilibrio:

(x,0) = (0, g) , sempre instabile;
(z, ) = (0, —g) , stabile se mg > Lk;
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semg < Lk si hanno anche le seguenti posizioni di equilibrio, stabili in quest’ipotesi:
({E,QD) = (517901)7 (x,cp) = (—51,—7T—<P1)7

=-Iy1- 2L <o, =_ =9
51 ®1 arcsin Lk

Lagrangiane ridotte: in (0, —m/2) (se & stabile)

x 1 .92 .. 1 2 .2 1 2 ( 7T) 1 ( 7T)2
L = 5md —|—mLxgp—|—2(mL + 1)y ka Lkx cp—|—2 2mgL <p+2 ,
mentre in (§1,¢1) (se esiste e quindi ¢ stabile)

2

1
£ = =mi+ 22

o1 o 1 1
5 a5 (L2 DG = Sh(r=&) =mg(e—&) (p—@1) = 5 Lk(p—¢1)*

13. [18/7/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

L=a?1+ 0% + afpb + B%(1 + sin? )62
+ 7 cos(ph) — 6¢® — dsin® 0 + 66",

con «a, B, v, d > 0 costanti e ¢, § € (—m, ) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (@, ) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e
calcolarne le frequenze normali.

R. Le frequenze normali sono date da wy/(27), we/(27), ove
o? + 62 + \/(a2 _ 62)2 + a252
305262 '

(JJ%Q = 25

14. [12/9/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana

al
1+ A2¢2 v

1
L=—- a2gb2+

5 0+ B%0%| — yp(N9> —1) — 5(eX + )

con a, 3, v, §, A > 0 costanti e ¢, € (—00,00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la

lagrangiana ridotta L£*.
SOLUZIONE
1I potenziale é dato da

U(p,0) = —yp(X\2p? — 1) — §(e + 7).

Si ha
our
0 = —37A2* 4+,
L
—85% = oMM —e ),

237



680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

per cui i punti critici sono

La matrice hessiana vale

2771 _ (67N 0
DU (p,0) = ( 0 _5)\2(6A0+e—)\9) )

e quindi si ha

1 —
DQUL(_ 0) = ( 2V/37A 0 ) , definita negativa;

W3 0 —28A2
1
DQUL( _ A—\/g,o) - (2\/8;“ _Q%AQ) , indefinita.

Ne segue che (1/A\\/3,0) ¢ 'unica posizione di equilibrio stabile, e che ivi si puo
definire la lagrangiana ridotta, data da

L¥(p,0,p,6) = TL()\L\@,O, gb,é) —|—%(<p - %ﬁ,e)tDQUL(AL\/g,o) (gp— %\/50) .

R.

In (1/MV/3,0)

L(6,0,6,0) = 5 [a2<p2 +SaBpl+ 5292} - \/ﬁw( - A—\/§) —A262.

15. [12/9/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

af
1+ 22027

A6 A6

1 . )
L==[a?+ «9+5292] (N2 —4) — §(e¥ +e P,

2
con a, B, v, §, A > 0 costanti e ¢, 6 € (—00, 00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la
lagrangiana ridotta £*.

R.
a9 (559
In (2/M\V/3,0)
L*(,0,9,0) = % [042¢2 + aBpl + 5292} - 2\/57)\(90 - )\i\/g)Q — 35)392 .
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16. [12/2/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
T3 = ax?,
ed e soggetto alla forza elastica

F,=—kOD,

e al peso
F, = —mges.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di

equilibrio.
SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane x = x1, y = Z2.
Dunque
X"(2,y) = ve; + yes + ar’es,
dX*(a, : . ,
M = xe; + yes + 2axTes,
dt
per cui

1
T = §m[(1 +4a’2?)i? + 7] .
1II potenziale e

k
U= —mgxs — §|OP|2 ;

per cui in coordinate lagrangiane
L L 2,4
U" = —mgax —i(x +y°+a‘zt).

Quindi i punti di equilibrio si trovano risolvendo

ou*

= —2mgax — kx — 2ka’z® =0,
ox
oU*™

=—ky=0.
dy 4

L’unica soluzione &
(z,y) = (0,0),

ove

D?U*"(0,0) = diag ( — 2mga — k, —k) .

Pertanto la posizione di equilibrio & stabile, e sono in essa definite le piccole
oscillazioni.
Si sa che le w;/(2m) sono le frequenze cercate, se le w; risolvono

det (w* A+ D?U™(0,0)) =0,
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ove

A = diag(m,m)

e la matrice associata alla forma quadratica dell’energia cinetica nella posizione di
equilibrio. L’equazione per le w; infine é

2m — 2mga — k) (w?*m — k) = 0.

k k
wy = 2ga+E, Wy = o

17. [12/2/2009 (ex)II] Un punto P di massa m € vincolato alla superficie

det diag (w2m —2mga — k,w?m — k) =

Ty = aa?,

ed e soggetto alla forza elastica
F, = —kOD,

e al peso
F, = —mges.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di

equilibrio.
/ k | k
wi =1/29a+ —, wy =1/ —.
m m

R.
18. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x3 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva

. 2
T9 = Bsinaxy, O<z < —.
«

Qui «, [ sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse xo.
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.
2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange

ridotte e determinare le frequenze normali.
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SOLUZIONE
1) Scegliamo
r=x14, TE€R, p € (—m,m),

come coordinate lagrangiane, ove o é I’angolo tale che ’asta sia parametrizzata da
X" (z, ;58 07 O—/>l—|—ﬁ = (z+scosp)e; + (Bsinax + ssinp)es
Cosi, per s = L si ottiene il centro di massa C dell’asta, e
vo = (& — Lysinp)er + (afx cos ax + L cos p)es

Dunque per il teorema di Kénig

TL

1 1
§m|1’0|2 + §I<P2

1 1
= §m{(x — L¢sing)® + (afi cosax + L cosp)® } + §Igb2

1 1
§m{x'2(1 + o® B cos® ax) + L*¢* 4+ 2Lip(—sing + af cosazcos @) } + §I<,b2 .

1I potenziale é
U" = —mg(Lsingp + Bsinax).

2) Per trovare i punti di equilbrio cerchiamo i punti critici del potenziale:

ou*
= —mgafcosax =0,
Ox
ouUr
=—mgLcosp=0.
ot
Le soluzioni sono quindi date da tutte le possibili scelte di
™ 37 T
= = =4_.
YT %2 7T 72

Come é noto, le piccole oscillazioni si possono definire nei punti critici dove la
matrice hessiana € definita negativa. L’hessiana € data da

2 .
P _ a”fsin ax 0
DU"(z, ) —mg( 0 Lsinap) .

Dunque la matrice é definita negativa solo nei punti critici ove entrambi gli elementi
sulla diagonale principale sono negativi, ossia in (37/2a, —m/2), ove

RY —o?B 0
_ P2 227 It _
u_DU(Qa’ 2) mg( 0 —L)'

) = e 5~ Lo 3)

Qui si ha

T*(z, 0,2, 9) {mx +2mLip + (LPm+ 1)*} = % (& @)A(Z) .
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E noto che le frequenze normali si calcolano risolvendo
det(Aw® +U) =0,

ossia
mlIwt —mg [mL +a?B(mL* + I)}w2 +m?¢’La?B=0.

R.
1
1) L(z,o,2,¢0) = im{x'Q(l + o® B cos® ax) + L*¢* 4+ 2Lip(—sing + af cos ax cos ) }

1
+ §I<,b2 —mg(Lsing + Bsinax).

2) (1 z) (1 _z) (31 1) (31 _z).
2’ 2/ 2" 2/° 27 2/ 2" 2/

3mow .
In (%, _5) si ha:
w 1 mg[mL+ a?B(mL?+1I)| + \/{mg[mL—l—a?B(mLQ—i—I)}}Q —4m3g2La2B1
2r  or 2ml '

19. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata
e a giacere sul piano z3 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva

™ 3
T9 = acos fry, ——<$1<2—.

2p

Qui «, [ sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse xo.
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.

2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange
ridotte e determinare le frequenze normali.

R.
1
1) L(z,p,&,¢) = §m{dc2(1 + o®B? sin® Bz) + L?¢* — 2Li¢(sin ¢ + b sin Bz cos p) }
1
+ §Igb2 —mg(Lsiny + acos fz) .

v (03 03 G G3)

In (%, —g) si ha:

2
mg|[mL+ af?(mL?+1)| £ \/{mg [mL + af?(mL? + 1) } — 4m3g? Laf?1
2r 2 2mI
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

20. [11/9/2009 (ex)I] Un sistema olonomo con due gradi di liberta ha
lagrangiana

IR Y 2a8 252
5—2(ag0 +2+a2g02¢9+ﬁ9>+U(%9)’

ove il potenziale U e dato da
U(p,0) = (1 — pub?) + e (1 — 502).

Qui «, B, v, d, A, i, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(90? 9) = (07 0)

sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e
trovare le frequenze normali di queste ultime.

SOLUZIONE

Troviamo i punti di equilibrio come punti critici del potenziale
ou = 2)\306)‘@2(1 — pub?) — 25@6793 ,
dg
88—[0] = —2u96)“02 + 37926703(1 —3¢p?).

Quindi VU(0,0) = 0, e percio (0,0) ¢ in effetti un punto di equilibrio.
Calcoliamo poi la matrice hessiana

2 2 2 3
% =22 (1 — pb?) 4+ 4AX2p2e™ (1 — pb?) — 2077,
¥
2 2 3
88 g@ = —Adppbe? — 6y5p0%e)
¥$
2 2
%75 = 20 4 6907 (1 — 5p?) + 972017 (1 — 6¢?).

Quindi

D?U(0,0) = (2@0_ 9) _gﬂ) :

Percio I'hessiana € definita negativa se e solo se 6 > A.
Le frequenze normali si trovano risolvendo

a?w? —2(6 — \) %ﬂwQ

det(w? =
et(w A+ U) %—sz 822 — 2

0.

3a23? 4

5>\ v —2[B%(0 = A) + Pplw® +4p(5 — X)) =0.
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

21. [11/9/2009 (ex)II] Un sistema olonomo con due gradi di liberta ha
lagrangiana

IR YI 2a8 252
5—2(ag0 +2+a2g02¢9+ﬁ9>+U(%9)’

ove il potenziale U e dato da
Ulp,0) = (1 - pug®) + % (1 - 66%).

Qui «, B, v, d, A, i, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(90’ 9) = (07 0)

sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e

trovare le frequenze normali di queste ultime.

R.
3a”B%

5>\ R —2[B%u+a*(6 — N)]w? +4u(d — ) =0.

22. [22/2/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L & vincolata
ad avere l'estremo A sulla parabola

J}Q:CM.I‘%, z3 =0,

e a giacere sul piano x3 = 0. Qui « € una costante positiva.
Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 5.

Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

r=x14 € R, p € (—m,m),

tale che
1@ = 2L cosype; + 2L sinpes .

11 potenziale del peso &
U" = —mgxag = —mg(ax?® + 2L sin ).
Troviamone i punti critici; dato che

ou*

9 —2mgaz ,
ou*

= —2mgLcosy,
g
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

i punti critici sono
T T
0.2).  (0.-3).
(03 ;

E poi facile vedere in modo diretto per Ia forma di U"(x,p) che (0,—m/2) é un
punto di massimo isolato, mentre (0,7/2) & un punto sella. Quindi solo il primo é
di equilibrio stabile.

R.
s

(O, g) , (instabile); (O, —5) , (stabile).

23. [22/2/2010 (ex)II] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sulla parabola

mgzaxil, x3 =0,

e a giacere sul piano x3 = 0. Qui « ¢ una costante positiva.
Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse xs.
Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.

R. (07 g) . (instabile); (0’ _g) ,  (stabile).

24. [8/7/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M & vincolata a
mantenere 1'estremo A sulla circonferenza verticale v di raggio R, e a giacere
nel piano ortogonale a v in A. Si assuma R > L.

Scrivere le equazioni delle piccole oscillazioni nei punti di equilibrio ove

questo ¢ possibile.

SOLUZIONE

Scegliamo il sistema di riferimento fisso (O, e;) in modo che O sia il centro di 7, e
questa giaccia nel piano x3 = 0. Il peso sia diretto come —es.

Introduciamo coordinate lagrangiane ¢ € (—m,7) e 8 € (—m/2,37/2) tali che

—
OA = Rcosype; + Rsin pes
ﬁ = 2L cosf(cos pe; + sin pes) + 2L sinfes .
Dunque ’asta risulta parametrizzata da
OP(s; = (R + scosf)(cos pe; + sinypes) + ssinfes, 0<s<2L,
cosicché
v(s) = (R + scosf)(— sin pe; + cos pes)
— sfsin O(cos pe; + sin pes) + s6 cos fes .
Detto C' il centro dell’asta, il potenziale della forza peso é

U'(p,0) = —Mgzoc = —Mg[Rsing + L cosfsin ] .
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazionsi

L’energia cinetica ¢ data da
1 2 g LM [ 012 4 207 sin 4 5262 cos?
T = lv(s)]“pds = [ (R+ scos)” + s°0% sin” 0 + s°0° cos” 0] ds
2 Jun 22L J,
o (R 2.9 2 2 242
=My (7+LRCOSQ+§L cos 9) —|—§ML 0-.

Troviamo le posizioni di equilibrio cercate, risolvendo

L

88[; =—-Mg(R+ Lcosf)cosp =0,
L

88U9 = MgLsinfsing =0.

Le soluzioni (¢, ) sono date da

T T T T
(39 G (=39 (-37)
La matrice hessiana ¢

DU (4, 0) = <Mg(R+Lc080)sin<p MgLsinGcosgo) .

MgLsinfcosp MgL cosfsin @

Percio I'unico punto di equilibrio ove D?U" risulta definita negativa é

(-50)

Dunque, ponendo q; = ¢ + 7/2, g2 = 0, si ha

2 2 2
T* = M(R7 + LR+ gLQ)q'% + gMLQq'S,
1 1
U — 5D2UL( _ g,o)q “q=—5Mg(R+ L)gi — MgLa3

R 2 N
zM(7 + LR+ gLQ)ql + Mg(R+L)g1 =0,

4
gML2q2 +MgLg, =0.
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