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NOTE:
e (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.
e Salvo diverso avviso:
— coni e cilindri sono circolari retti;
— i corpi rigidi sono omogenei;

— si assume l'ipotesi dei lavori virtuali.
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1. 29/9/2014 (hw)I] Trovare la soluzione del problema di Cauchy

100. Generalita

é+ ap = beos(wt), teR,
p(0) =0,
p(0) =1,

per ogni scelta di a, b, w € R con b > 0.
SOLUZIONE
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100. Generalita

E noto che I'integrale generale della e.d.o. lineare si scrive come
p=ntw,

ove 1 é l'integrale generale dell’equazione omogenea associata e w é un integrale
particolare arbitrario della e.d.o. non omogenea (ossia completa).
1) Gli integrali dell’equazione omogenea sono dati da:

a>0,  nt) =k cos(vat) + ko sin(v/at),
a=0, )=k +kat,
a<0, nt)=keVI"l 4+ ke Vel

2) Gli integrali particolari si trovano distinguendo anzitutto i casi w # 0 e w = 0.
2.1) CASO w # 0. Bisogna ulteriormente distinguere il caso in cui il termine noto

F(t) = bcos(wt)

non é soluzione dell’equazione omogenea da quello in cui lo é.
2.1.1) Nel primo caso (ossia se a # w?) si tenta di determinare una soluzione
particolare nella forma

w(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) .
Sostituendo si ottiene
—w?w + aw = bcos(wt)
ossia
(a — w?)(Acos(wt) + Bsin(wt)) = bcos(wt) .

Dunque usando a # w? dobbiamo porre

b
A= —— B=0.

a—w?’
2.1.2) Nel caso in cui invece a = w? si deve provare con
w(t) = t[Acos(wt) + Bsin(wt)].

Sostituendo si ottiene usando a = w?

—2Aw sin(wt) 4+ 2Bw cos(wt) = bcos(wt) .

Si deve pertanto avere

b
A= B=—.
0, 2w

2.2) CASO w = 0. In questo caso
Fit)=b.

Se F' non é soluzione dell’equazione omogenea, ossia nei casi a # 0, si tenta con la
funzione

w(t) = A,
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ottenendo b
A=—.

a
Se invece F é soluzione della e.d.o. omogenea, ossia se a = 0, si tenta con

w(t) = At?,
traendone b
A=—.
2

3) Conclusione. Avendo trovato in ciascun caso sia 1 che w imponiamo le condi-
zioni iniziali (o condizioni di Cauchy).

3.1)a>0
i) w? ¢ {0,a}
©(t) = ky cos(v/at) + ko sin(v/at) + b 5 cos(wt) ,
a—w
b
©(0) = k1 + a0 — w2 =0,
0(0) = Vaky = 1.
i) w?>=a
o(t) = k1 cos(v/at) + ko sin(v/at) + Qit sin(wt) ,
w
¢(0) =k =0,
p(0) = Vaky = 1.
iii) w = 0
©(t) = ky cos(v/at) + ko sin(v/at) + b ,
a
b
$(0) = Vaks =1
32)a=0
Dw#0
b
¢(t) = k1 + kot — — cos(wt),
b
90(0) = kl - E 05
9(0) =ky =1
iHw=0
b o
gﬁ(t) = kl + k2t+ 515 y
50(0) = kl = 07
o(0) =ky=1.
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3.3)a<0
Dw#0
b
o(t) = kyeV1alt 4 e VIalt 4 — 0 cos(wt)
(p(O):k1+k2+ 2:0
a—w
¢(0) = Vlalky — /lalky = 1,
che da 1 b 1 1 b 1
hp=c] - — hy = —=[—— + —].
! 2[ a—w2+1/|a|}’ 2 2[a—w2+1/|a|}
i) w=0
b
o(t) = kzle\/mt + kg~ VIl 4 Zcos(wt)
a
b
@(0):k1+/€2+520
¢(0) = Vlalky — V/lalky = 1,
che da

k1 = [—E—FL}, kQZ—E[é—FL}.

a \/m 2Lla \/m

1
2

2. [29/9/2014 (hw)I] Supponiamo che ¢y € R, F € C1(R), F > 0, e che

/+°° ds . /k ds I <
—— = lim — = 0.
0 F(s) k=00 Joo F(s)

Dimostrare che la soluzione di

¢=F(p),  ¢(0)=o,

non puo essere definita per ¢t > L.

SOLUZIONE

Sia ¢ la soluzione del problema; dividendo ’equazione per F(¢(t)) e integrando su
[0, ] si ha con il cambiamento di variabile s = ¢(t)

(ORI P B ¢ o(t) e
L= / F(s) / Py 1

Qui t > 0 ¢ un qualunque istante appartenente all’intervallo di esistenza di o,

pertanto la tesi é provata.

3.129/9/2014 (hw)I] Trovare tutte le soluzioni di ciascuno dei tre problemi:

4
5

1){ b=5, 2){ b=t 3){ p=er
©(0) = 0; ©(0) = 0; ©(0)=0.
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SOLUZIONE
Notiamo che i membri di destra di ciascuna delle tre equazioni non sono lipschitziani
nella variabile ¢, e dunque non é possibile applicare il teorema di unicita. Dobbiamo
quindi aspettarci di trovare piu di una soluzione per ciascun problema.
1l calcolo elementare che useremo in tutti i tre casi ¢ il seguente: sia ¢ € (0,1); in
ciascun intervallo aperto I ove ¢(t) # 0

l1—c
¢ o do

&1_011 =4 sﬁ(t)lic*@@)lic:(1—0)(15—{)_

o=

Qui t, t sono istanti arbitrari di I. E facile vedere che il calcolo precedente resta
valido anche se t é un estremo di I ove ¢(t) = 0. Sotto questa ipotesi si ha percio

P =1t -1). (1)

1) In questo caso la formula (1) da

plt)F = 2(~ 1) )

questo implica chet > t, ossia se (t) # 0, allora o(7) # 0 per ogni T > t. Estraendo
la radice in (2) si ottiene

@i(t)zi[g(t—f)f, P> 1. (3)

Verifichiamo separatamente se ciascuna di queste funzioni risolve I’equazione diffe-
renziale:

. 2735 3 3
P+ (t) = (3) §(t—f> =p+(t)7,

. 2\ 55 3 3

o) =—(5) 2t-Di = ).
5/ 2

Pertanto entrambe sono soluzioni. La (3) da quindi tutte e sole le soluzioni che

hanno un valore diverso da zero, almeno in un tratto del loro dominio; rimane solo,

inoltre, la soluzione identicamente nulla. Tutte le soluzioni sono quindi in una delle

forme:

0, t<t, 0, t<t,

o(t) = E(t*a} 7 t> 7 7[2(157{)}2’ t>t;

wlen

|

S

—~

o~

~
I
lon

|

Qui t > 0 ¢ arbitrario.
2) Si noti che in questo caso si deve avere p(t) > 0 perché ¢(t)3/* sia definita. In
questo caso la formula (1) da

plt)F = 3t -1 ()

questo implica che t > t, ossia se p(t) # 0, allora (1) # 0 per ogni T > t. Elevando
a potenza in (4) si ottiene

o) = [z-0]",  1>T (5)



100. Generalita

Si verifica subito che questa funzione risolve I'equazione differenziale. La (5) da
quindi tutte e sole le soluzioni che hanno un valore diverso da zero, almeno in un
tratto del loro dominio; rimane solo, inoltre, la soluzione identicamente nulla. Tutte
le soluzioni sono quindi in una delle forme:

0, t<1,
1 4 _
G e

Qui t > 0 ¢ arbitrario.
3) In questo caso la formula (1) da

o(t) =

1

P(t)F = £ (t—1); (6)

in questo caso dunque si puo avere sia t > t che t < t. Si noti che comunque
Pequazione implica che ¢ > 0, quindi le soluzioni sono non decrescenti. Elevando a

potenza in (6) si ottiene
5

o) = [z ™)

Si verifica subito che questa funzione risolve I’equazione differenziale per ognit € R.
In effetti per t = 0 é una soluzione del problema di Cauchy. Piu in generale, la (7)
da tutte e sole le soluzioni che hanno un valore diverso da zero, almeno in un tratto
del loro dominio; rimane solo, inoltre, la soluzione identicamente nulla. Tutte le
soluzioni sono quindi in una delle forme:

1 _ 15 _
{g(t*tl)} R t<t1,
p(t) =140, t <t <ty,
1 _ 1% _
[g(t—m)} Lt 1.
Qui —o0 < t; < 0 < ty < 400 sono arbitrari.

4. [29/9/2014 (hw)I] Determinare la soluzione del problema di Cauchy

i () (5500 (20) ()

sapendo che si scrive nella forma

pi1(t)) _ (e
@w)‘(w . teR,
con a, b € R costanti.

SOLUZIONE
Sostituendo la forma funzionale data nel sistema di e.d.o. si ottengono

2ate™ = Gbte’” ,
b=at’ —3b°t* + 1.
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La prima equazione equivale a
a=3b,

mentre la seconda é risolubile solo se
a=3b%,

caso in cui implica quindi subito b = 1. Le altre due condizioni sono di fatto
verificate da a = 3. Dunque la soluzione é

pr(t)) _ (e
(O) (%), ren
5.16/10/2014 (hw)I| Si consideri il versore funzione di ¢
cos(wt)ey + sin(wt)es + e3] .

1
u(t) = —
0=l
Qui w > 0 é una costante assegnata, e t € R.
Si costruisca una base ortonormale (u(t)) positiva (ossia congruente con la
base standard (e;) di R®) in modo che
ui(t) = u(t), us(t) -e3 =0.

SOLUZIONE
Se

us(t) = > an(tlen,

h=1
deve essere pertanto
a3(t) = ’U,Q(t) s €3 = 0,

w1 (t) - ua(t) = ay(t) cos(wt) + as(t) sin(wt) = 0.
Dato che deve essere anche o2 + o2 = 1, si conclude per esempio
us(t) = —sin(wt)e; + cos(wt)es .

Infine )
ug(t) = uy(t) X up(t) = —=[ — cos(wt)er — sin(wt)es + es] .

V2

Si discuta 'unicita della base trovata.

6. [6/10/2014 (hw)I] Si scriva la rappresentazione parametrica di classe C'*
dell’ellisse intersezione del cilindro e del piano

2 2 2
:Cl+£C2:R,
562—563:0.

SOLUZIONE
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Esistono infiniti modi di fornire la parametrizzazione richiesta. Presentiamone due.
A) La proiezione dell’ellisse su x5 = 0 é la circonferenza

¥ (0) = Rcosfe; + Rsinfes, 0 € [0,27].
Sull’ellisse vale x5 = x3, dunque la sua parametrizzazione é
¥,(0) = Rcosbe; + Rsinfes + Rsinfes, 0 € 0,27].
B) Rappresentiamo in alternativa ellisse nella forma standard
Wy(p) = acospu; + bsin pug, v € [0,27],

ove a [b] é la lunghezza del semiasse maggiore [minore| e uq [us] ¢é il versore del
semiasse maggiore [minore|.

Nel nostro caso w1 e us devono giacere sul piano xo = x3.

Osserviamo che il segmento OP tra l'origine O e il generico punto P dell’ellisse si
proietta su un raggio della circonferenza

2 .2 2
] +x5=R", x3 =0,

che ha lunghezza R. Dunque la lunghezza di OP é crescente con I’angolo formato
da OP con il piano x3 = 0. Questo argomento implica che

e+ e3

7

u; = uz =€y,

e che
a=vV2R, b=R.

7.16/10/2014 (hw)I] Si scriva almeno una parametrizzazione per ciascuno
dei seguenti oggetti geometrici mobili, ove «(t) & un’arbitraria funzione del
tempo:

1. Circonferenza con diametro di estremi
(=R,0,0), (R,0,0),

il cui piano forma all’istante ¢ ’angolo a(t) con il piano z3 = 0.

2. Sfera di raggio R e centro C dato da
OC' = Lcos a(t)e; + Lsina(t)ey;

qui O é lorigine del sistema di riferimento.

3. Quadrato (pieno) ABCD di lato L che giace sul piano
—zysina(t) + zacosa(t) =0,

e tale che

A:O, E:L63.
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SOLUZIONE
1) 1I piano della circonferenza deve avere per normale

v = —sina(t)es + cosa(t)es .

La circonferenza ha per centro l'origine, e verra descritta dall’'usuale parametrizza-
zione

W (0;t) = RcosOui(t) + RsinOus(t), 6 € [0,27],

ove w1 e uy sono due versori ortonormali del suo piano. Prendiamo quindi

3
wit)=er, us(t)=Y Mi(t)en,
h=1

ove dovranno valere

Uz - v = —Aao(t) sina(t) + A3(t) cosa(t) =
Pertanto si ha per esempio
us(t) = cosa(t)es + sina(t)es,
e in conclusione
¥ (0;t) = Rcosbe; + Rsinf cosa(t)ez + Rsinfsin a(t)es, 0 € [0,27],

Si discuta se i dati assegnati identificano il piano della circonferenza in modo
univoco.
2) Scriviamo per un generico punto P della sfera

P(p,0;t) = OP = O?Jr@
= Leosa(t)e; + Lsina(t)es
+ Rcospsinfe; + Rsinpsinfes + R cosfes
= (Lcosa(t) + Rcos psinf)e;
+ (Lsina(t) + Rsin psinf)es + Rcosbes .
Qui si é impiegata 'usuale parametrizzazione della sfera con longitudine ¢ € [0,27]

e colatitudine 0 € [0, 7). Si noti che la parametrizzazione é regolare se 6 # 0, .
3) II quadrato verra descritto come

w(r, s;t) = rui(t) + sus(t), r,s €[0,L].

Qui w1 e uy sono i due versori dei due lati adiacenti AB, AD:

AB AD
U = — =e Ug = —.
1 I 3 2 I
Resta solo da determinare us(t) = > Ap(t)ep, che deve giacere sul piano mobile ed
essere ortogonale a uy. Percio
Uy - Uz = Ag = 0,
(—sina(t)e; + cosa(t)ez) - us = —Aysina(t) + Az cosa(t) =0.

10
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Pertanto possiamo prendere
uy(t) = cosa(t)er + sina(t)es .
La parametrizzazione diviene
Y (p,0;t) = scosa(t)e; + ssina(t)es + res, s,r€[0,L].

Si discuta 'ambiguita della scelta di us e quindi della posizione del quadrato.
120. Conservazione dell’energia

1. [22/9/2006 (ex)I] Un punto materiale ¢ vincolato a muoversi nel piano
(z,y) ed & soggetto a un campo di forze di potenziale

U(x’ y) = —k$2y2 .

Si dimostri che non si possono avere moti illimitati in cui il punto rimanga
sempre nel settore

A={(z,y)|0<z<y<2z}.

SOLUZIONE
Poiché le forze sono conservative, vale per ciascun moto X

Tt)-UX(t)=F, per ogni t,
ove I'energia E é una costante reale. Dato che T' > 0, deve essere
E>-U(X(t) = kX1(t)*Xa(t)?.

Quindi Iungo ciascun moto il prodotto X? X2 resta limitato.

Se invece il moto fosse illimitato, ossia almeno una delle coordinate X; divergesse
a Iinfinito (su una successione di istanti t,, — o0), anche 'altra coordinata dovreb-
be divergere (sulla stessa successione), per la geometria di A, e quindi a maggior
ragione divergerebbe il loro prodotto.

2. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla curva
¥(r) = (ar, b7'2,c7'3) , —00 < T <00,

ed é soggetto a un campo di forze di potenziale

Ulz) = —% ~Blz[>, @ e R*\{0}.

Qui a, b, ¢, «, 8 sono costanti positive.
Dimostrare che ciascun moto ¢ soddisfa

e<le®)| <C,

11
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per due opportune costanti positive C, ¢ (dipendenti dal moto), e per ogni ¢
per cui ¢é definito.
SOLUZIONE
I vincoli sono lisci, e le forze conservative. Quindi I’energia
Lo 5
E=T-U-= 5w - U(x),
rimane costante lungo ciascun moto. In particolare dunque per ogni t per cui il

moto & definito o

U(p(t) = TP Blet))? > —E.
Ne seguono
—Gm<E. WP <E.

da cui la tesi con

3.[17/2/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi
sull’asse x3. Su di esso oltre al peso —mges agisce la forza

k
F = —-€3.
22
3
Le condizioni iniziali sono

O?(O) = L63 s ’U(O) = —vpe€s3,

con L, vg > 0 costanti.

Determinare la quota a cui la velocita si annulla (per la prima volta).
SOLUZIONE

Usiamo la conservazione dell’energia. Le forze che agiscono su P sono entrambe
conservative (e il vincolo é liscio). I potenziali sono rispettivamente

k
Upeso = —mgxs, Up = ——.
3

Scegliendo z = x3p € (0,+00) come coordinata lagrangiana si ha quindi
k
Ub(z) = —mgz — —.
z

L’energia meccanica quindi per ogni istante vale

1 k1 k
§m22+mgz+;:§mv§+mgL+Z::E.

Pertanto si ha 2 = 0 se z soddisfa

k
mgz+—=FE,
z

12
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ossia
mgz?> —Ez+k =0,

che ha le radici (si noti che E? > 4kmg)

E 4+ \/E? — 4kmg
z= .
2mg

II moto deve svolgersi tra queste due quote; quella richiesta é la minore, perché la

R.
E — \/E? —4kmg
2mg

1 k
, Ezimvg—i—mgL—i—z.

4. [17/2/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a
muoversi sull’asse x3. Su di esso oltre al peso —mges agisce la forza

k
F=—e>.
22

Le condizioni iniziali sono
@(O) = Les, v(0) = vpes,

con L, vg > 0 costanti.
Determinare la quota a cui la velocita si annulla (per la prima volta).

R.
E + \/E? — 4kmg

2mg

1 k
E:§mU§+mgL+z.

5. [10/2/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

superficie
LB Vit
a? b ’

ed é soggetto alla forza

ove A\, k > 0 sono costanti.

Si dimostri che i moti di P hanno tutti quota z3 limitata inferiormente.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane ¢ € (—m, ), r > b tali che

O?:Tcosgpel +TSiI1g062704/% —les.

Si noti che scegliamo il segno negativo nell’ultima componente di O?’ perché ci
interessa dimostrare una limitazione inferiore, che é pertanto ovvia finché il moto
avviene in x3 > 0.

13
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In queste coordinate si ha:

U(r,p) = =Mk~ te k@ = _ Ak Lexp {alm /% - 1} .

Per la conservazione dell’energia lungo ciascun moto si ha per una opportuna
costante
U< T —U"=E> M1,

ak,/% —1<In(\'kE),

da cui la limitazione cercata.

Quindi

6. [10/2/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

superficie
x% vV x% + x§
I+ —5="——,
a b
ed é soggetto alla forza
F = —)\efte;,

ove A\, k > 0 sono costanti.
Si dimostri che i moti di P hanno tutti ascissa 1 limitata superiormente.

7.13/9/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é soggetto alla forza
F(z, &) = —ke®*Pz — \z|i,

ove o, k, A > 0 sono assegnati.
All’istante iniziale si ha per il moto X del punto P

X(O) = R61 s X(O) = Vg€ .
Si dimostri che per ogni t > 0
X<,

determinando la costante C' in funzione di k, a, A\, m, R, vg.
SOLUZIONE
Scriviamo

F=F,+F,, Fi=—kelz  Fy=_\az|z.
La forza F'y é conservativa con potenziale

k 2
U(x) = _%ealwl , xzc R

Poiché il moto X soddisfa )
mX = F1 + FQ 5

14
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si avra

S (GmIX@P - UX()) = m¥ (@) X(0) ~ Fi(X(0) - X (1)

= X (1) - [mX(t) — F1(X(1))] = X(t) - Fo(X (1)) = =\ X (1) *| X (t)| <0.
Pertanto per ognit > 0 si ha

SUX(0) < gmIXO)F - UX(0) = g + 5-e™™

da cui la limitazione cercata.

R.
1 « R
1X(1)] < ﬁ\/ln (Emvg + eoR ) :

8. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale di massa m é soggetto alla forza
F(x, &) = —kx(\* + |z|*) +u x @,

ove u € R, k, A > 0, sono costanti assegnate.
Si dimostri che tutti i moti sono limitati e si determini la limitazione in
funzione dei parametri e delle condizioni iniziali.

SOLUZIONE
Si ha
ma& = —kx(\ + |z?) + u x &,
e dunque
mé - & = —kx - (A + |z[?),
ossia d /1 d .
R '2:_ 7_)\2 22)'
dt<2m|m| ) dt( 7N =)
Quindi
1

. 2 k 2 2\2 1 . 2 k 2 2\2
SmlE) + T2 + [2()P)? = SmlEO) + 02 + 2(0))?

jz(t)]* < \/%mlib(())l2 + (A2 +[2(0))2)2 — A%

9. [15/01/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove vincolato
al piano z = 0 e soggetto al campo di forze

F = —az’e; — By’es,
con «, > 0 costanti.

Si dimostri che i moti non possono diventare illimitati nel semipiano z > 0.
SOLUZIONE

15
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La forza é conservativa con potenziale

U(x,y):—gxg—é 4,

3 1Y

Dunque vale la conservazione dell’energia nella forma

1
§m(:'c2 +9%) + %zg’ + §y4 =F.
Vale quindi
@ 3 B 4
— Cyt< E
31‘ + 4y <
Se © > 0 per qualche t si deve avere E > 0 e in tutti gli istanti in cui risulta x > 0
si ha
< 3/3E Iyl < ¢ 4F
T — —.
hS P Y 3
R.

./ 3F 4F
0<z§\3/—, ly| < ¢/ —.
o \/ﬁ

10. [15/01/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove vincolato
al piano z = 0 e soggetto al campo di forze

F = —az’e; — By'es,

con «, B > 0 costanti.
Si dimostri che i moti non possono diventare illimitati nel semipiano y > 0.

R.
[4E .| DE
|ZL'|<4—, O<y§0_
o \ B

11. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& soggetto al
campo di forze
F = —knyel — kayeg — A\zes,

ed é vincolato alla curva ~ parametrizzata da
W (7) = are; + brles + ccosTes, TER.
Qui k, A, a, b, ¢ sono costanti positive assegnate. All’istante iniziale valgono
OP(0) = ces,  v(0) =woer
con vg > 0.

Dimostrare che il moto resta limitato per ¢ > 0.
SOLUZIONE

16



120. Conservazione dell’energia

Usiamo la conservazione dell’energia; il vincolo infatti é liscio e la reazione vincolare
non fa lavoro.
Si vede subito che

1
F(ac,y,z)zVU(ac,y,z), U(‘rayaz):_i(kx2y2+)\z2)a (:C,y’Z)ERB.

Pertanto per ogni t > 0 vale

In particolare quindi
1
§(kx2y2 +\2?) < Ey,

ka?m2b%rt < 2F, .

6 2E1O
7=\ gz

Si determina infine R > 0 tale che |X(t)] < R per t > 0 sostituendo nella
parametrizzazione della curva.

R.
2 2
6/ MUE + e
XOP <a’rf +0n +¢, = [T

12. [06/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato alla curva

Dunque

Non ci sono forze direttamente applicate.
All’istante iniziale t = 0,

X1(0)=z0>0, X;(0)=c>0.
Si completino le condizioni iniziali ricavando X (0), v(0) e si dimostri che

lim X;(t)=0.

t—-+o0

[Si puo assumere che il moto sia definito su [0, 4+o0]. |
SOLUZIONE
Si ha, ponendo x = X3 come coordinata lagrangiana, che

X (0) = zpe; + azies;

inoltre
v=X = te; + 2airesy,

e quindi
v(0) = ce; + 2acxpes .
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150. Piano delle fasi

Percio Denergia cinetica (e meccanica)

T = %552(1 + 4a22?)

é costante per la conservazione dell’energia. Si ha per la costante E opportuna

2 E

— >0
m 1+ 4a2x(t)?

i(t)* =

per ognit > 0, ossia & non pud mai annullarsi e quindi cambiare di segno. Pertanto
#(t) > 0 per ognit > 0 e dunque esiste il limite

lim z(t) =L < +o00.

t—+oo

li c(t) = 2 b 0
tigrnoox()_ m1—|—4a2L2> ’

in contraddizione con un noto teorema. Quindi L = +o0 e

Se 0 < L < +oo allora

I 0 . 2 FE 0
m = lhm R —
t=-+o0 totoo \| m 1+ 4aa(t)?
R.
X (0) = woey + axges, v(0) = ce1 + 2aczpes .

13. [06/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X, m) & vincolato alla curva
T3 = ozx% , 2 =0.

Non ci sono forze direttamente applicate.
All’istante iniziale t = 0,

X1(0)=20<0, X;(0)=ec<0.
Si completino le condizioni iniziali ricavando X (0), v(0) e si dimostri che

lim X;(t)=0.

t—+o0

[Si puo assumere che il moto sia definito su [0, 4+o0]. |
R.
X (0) = zoe; + azies, v(0) = ce; + 2acxpes .

150. Piano delle fasi
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150. Piano delle fasi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

U(z) = kx|z|,

ove x € l'ascissa di P misurata su r.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per t — oc.

SOLUZIONE

Le orbite nel piano delle fasi corrispondono alle curve

2
=+ —(E+U
p m( + (x))’
definite ove E + U(x) > 0.

Nel nostro caso occorre distinguere:

:

p== (EkaQ), x <0,

2
p== —(E+k:c2), x>0.
m
1) Caso E > 0:
x < 0: L’orbita qui coincide con la semiellisse
moo koo
Yok + ok 1, z <0.

x > 0: L’orbita qui coincide con i due tratti di iperbole

m 9 k o
L S N | >0.
o5 T E” » F=

Si noti che come é ovvio le due porzioni di orbita si raccordano su x = 0.
2) Caso E = 0:

x < 0: Le orbite non hanno componenti in questo semipiano.

x > 0: Le orbite qui sono le due semirette aperte

e il punto critico

3) Caso E < 0:
x < 0: Le orbite non hanno componenti in questo semipiano.
x > 0: L’orbita qui coincide con il ramo di iperbole

koo m o,

——p =1 .
BT T 2E T =V

19



150. Piano delle fasi

Infine, per t — oo tutte le orbite corrispondono a moti per cui z(t) — oo, con
Peccezione delle due orbite, nel caso E = 0,

P=—\ 7, .Z'>0, (:L'ap):(oao)a
che corrispondono a moti nei quali z(t) — 0.

2. [18/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

Ux) = ka’la,

ove x & l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per t — oc.

3. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

U(z) =kcosx,

ove x € l'ascissa di P misurata su 7, e k € una costante positiva.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I’andamento dei moti.

SOLUZIONE

Le orbite nel piano delle fasi corrispondono alle curve

2
p==+4/—(E+ kcosx)
m

definite ove EZ + cosx > 0.

1) Caso E > k: La radice quadrata non si annulla mai, ed é sempre definita. Si
hanno due orbite corrispondenti a due moti (uno in cui & > 0, I'altro in cui & < 0).
2) Caso E = k: La radice quadrata si annulla solo per x = (2n+ 1), n € Z.
In corrispondenza di tali valori, che sono di minimo per il potenziale, si hanno
posizioni di equilibrio (instabile). Per i valori di  intermedi, risultano definite due
orbite che connettono (in tmepo infinito) due di tali posizioni.

3) Caso k > E > —k: La radice quadrata é definita negli intervalli ove

E
cosx > -7 € (-1,1).

In tali intervalli risulta definita un’orbita periodica.
4) Caso E = —k: La radice quadrata risulta definita solo nei punti x = 2nm,
n € Z, ove si annulla. In corrispondenza di tali valori, che sono di massimo per il
potenziale, si hanno posizioni di equilibrio (stabile).
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150. Piano delle fasi

4. [13/12/2007 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti
al moti determinati da
mi = F(x),

ove
F(z) =ax sin(be) ,

e a, b > 0 sono costanti.
SOLUZIONE
1I potenziale é dato da

/ assin(bs?)ds 4+ v = % [1— cos(bz®)] +7,
0
e quindi possiamo assumere
U(z) = -2 cos(bx?)
2b '

Le orbite nel piano (x,p) delle fasi sono date da

p=i¢g&:;@;=i¢%;ﬁ7:ﬁ@ﬁ)

ridefinendo E' = 2bE /a.

Conviene distinguere i casi seguenti:
1) E’ < —1: nessuna orbita.

2) E' = —1: le orbite degeneri

)

T=+ @n+U%,p:0, n>0

corrispondenti a quiete in punti di equilibrio stabile.

3) —1 < E’ < 1: orbite chiuse ciascuna corrispondente a un moto periodico intorno
a uno dei punti di equilibrio stabile determinati nel punto 2).

4) E' = 1: le orbite degeneri:

x:i’/Qn%, p=0, n>0, (1)

corrispondenti a quiete in punti di equilibrio instabile, e le orbite

p= i”ib\/l — cos(bx?),
m

ciascuna definita tra due consecutivi punti della forma (1).
5) E' > 1: orbite definite per ogni € R, sulle quali p non cambia segno, né si
annulla.

5. [13/12/2007 (ex)II] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti
al moti determinati da
mi = F(z),
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150. Piano delle fasi

ove
F(z) = —ax cos(bz?),

e a, b > 0 sono costanti.

6. [1/7/2008 (ex)I] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-
dente al potenziale
U(z) = —ax® + bz,

ove a, b sono costanti positive.

7. [1/7/2008 (ex)II] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-
dente al potenziale
Ulz) = —az* + bz,

ove a, b sono costanti positive.

8. [12/6/2009 (ex)I] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi = U'(x),
con
U(x) = kaPe reR.

Qui m, a, k sono costanti positive.
SOLUZIONE
Per la conservazione dell’energia

1
imiQ =U(x)+ E,

da cui 'equazione delle orbite

p(z) = 1/ = (U(x) + B).

m

Le orbite dunque sono definite, per ciascun valore dell’energia E, ove E > —U ().
Si ha
U'(x) = k(3 — ax)x?e ™",

e dunque U (z) soddisfa:
e U ¢ crescente in (—00,3/a); é decrescente in (3/a, o0);
e U'(x)=0seesolosex=00x=3/a;

U)=0, U(3/a) = 27k(ae) > = Upax ;

lim U(z) = —o0, lim U(z) =0.

Tr——00 r—00
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150. Piano delle fasi

Distinguiamo dunque i casi:

A) E > 0. L'orbita é definita sulla semiretta (xg,00), ove xg < 0 é 'unica radice
dell’equazione —U(xg) = E.

Inoltre orbita interseca l’asse x in © = xg, e per x — 0o si ha p(x) — £4/2E/m.
B) E =0. A questo valore corrispondono tre orbite. Oltre alle due simmetriche

2
::t —_—
p(x) mU(w), x>0,

si ha infatti quella degenere x = 0, p = 0, corrispondente a un punto di equilibrio
instabile.

C) 0 > E > —Upax. L'orbita ¢ una curva chiusa definita nell’intervallo (z}, 2%),

ove 1 e x% sono definiti da

Per E — —Upax Porbita si stringe sul punto (3/a,0).

D) E = —Upax. Lorbita é degenere, coincide con il punto x = 3/a, p = 0, e
corrisponde a un punto di equilibrio stabile.

E) E < —Upax. Non ci sono orbite in questo caso.

9. [12/6/2009 (ex)II] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi = U'(z),
con
Ulx) = —k(z —1)3e* reR.

Qui m, a < 3, k sono costanti positive.

10. [20/11/2009 (ex)I] Tracciare le orbite nel piano delle fasi relative al

potenziale
T

T 1ta2
e discutere la stabilita dei punti di equilibrio.

U(x)

11.[22/2/2010 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle orbite
corrispondenti al potenziale

U(z) = asin(fz|z|),

ove a e (3 sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

12.[22/2/2010 (ex)II|] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle orbite
corrispondenti al potenziale

U(x) = —asin(Bala])
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150. Piano delle fasi

ove a e (3 sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

13. [20/1/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r. Il punto é soggetto a una forza di potenziale

U(zx) = a(z® — b*)?, r e R,

ove x € l'ascissa di P misurata su 7, e a, b sono costanti positive.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente

I’andamento dei moti.

SOLUZIONE

1I potenziale é una quartica con due minimi globali in x = —b, x = b e un massimo

locale in x = 0, ove U(0) = ab*.

In dipendenza del livello dell’energia E si hanno per le orbite i seguenti casi:

A) E > 0: le orbite sono definite in tutto R.

B) E = 0: ci sono 8 orbite: i due punti di equilibrio instabile x = b, x = —b

corrispondenti ai minimi del potenziale, e poi altri 3 rami per p > 0 e altri 3 per

p < 0. Ciascuno di questi viene percorso in tempo infinito.

C) 0> E > —U(0): ci sono 3 orbite: una chiusa periodica che circonda il punto

x =0, e altre 2 illimitate.

D) E = —U(0): ci sono 3 orbite: il punto di equilibrio stabile x = 0 corrispondente

al massimo locale del potenziale, altre 2 illimitate.

E) E < —U(0): ci sono 2 orbite illimitate.

R Ritratto di fase con a = 1/16, b =2, m = 1 e le orbite corrispondenti a energie
—-0,5, 0, 1.

\ p \//

/ —2 /\
14. [20/1/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r. Il punto é soggetto a una forza di potenziale

U(z) = —a(z? — bv*)?, r e R,
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150. Piano delle fasi

ove x & 'ascissa di P misurata su r, e a, b sono costanti positive.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I’andamento dei moti.

R. Ritratto di fase con a = 1/16, b =2, m = 1 e le orbite corrispondenti a energie
E=5,1,0,5,0.

sl
)

15.[17/7/2014 (ex)I] Tracciare il diagramma delle orbite nel piano delle fasi
del moto di un punto di massa m corrispondente al potenziale

Ulx)=z -z, z>0.

SOLUZIONE
Come ¢ noto le orbite sono date da

b=t/ 2 VETTE).

Si noti che
Ul)<0, 0<z<l1; U(l) =0; U(x)>0, x>1.

Inoltre il potenziale é decrescente in (0,1/4, crescente in (1/4,400) e pertanto

) 1 1
(oI,I}rlgo)U(x) B U(4) 4

In dipendenza del livello dell’energia E si hanno per le orbite i seguenti casi:

A) E > 1/4: le orbite sono definite in tutto (0, +00).

B) E = 1/4: cisono 5 orbite: il punto di equilibrio instabile © = 1/4, corrispondente

al minimo del potenziale, e poi altri 2 rami per p > 0 e altri 2 per p < 0. Ciascuno

di questi viene percorso in tempo infinito.

C) 1/4 > E > 0: ci sono 2 orbite: una limitata per x < 1/4, e una illimitata per

x> 1/4.

D) E < 0: ¢’¢ una sola orbita illimitata per = > 1.
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150. Piano delle fasi

R. Ritratto di fase con le orbite corrispondenti a energie E = —1/2, 0, 1/5, 1/4,
1/2.

/\

16. [13/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

Uz) = 2%(z — 2)(z — 4)%, r€eR,

ove x é l'ascissa di P misurata su r.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — 4o0.

SOLUZIONE

11 potenziale soddisfa

lim Ux) =—-oc0, lim Ux) =+4oc0.

Tr— —00 Tr——+00

La derivata vale
U'(z) = z(x — 4)(52% — 202 + 16) = z(z — 4)(z — 1) (x — 29) ,

ove

10 —52\/3 €(02), i 10 +52\/5

Percio il potenziale ha i seguenti punti di massimo locale stretto:

X1 = S (2,4).

x=0, U0)=0; x=x9, Uxe)=:Us>0;
e i seguenti punti di minimo locale stretto
x=x1, Uxy)=U; <0; x=4, U4)=0.

Poiché le orbite nel piano delle fasi sono parti dei grafici di funzioni del tipo

p==£ %(E+U(IE)),
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150. Piano delle fasi

occorre trovare le regioni ove E > —U (x) per i vari valori significativi di E.

1) By > —U;. Si ha un’unica orbita, definita per x > z, ove T ¢é l'unica soluzione
di —U(z) = E;.

2) Ey = —U;. Si hanno quattro orbite: i) il punto di equilibrio (x1,0); ii) un’orbita
limitata (che chiamiamo ~;) che approssima tale punto per t — +oo; iii-iv) due
orbite illimitate definite per x > =1 che approssimano tale punto rispettivamente
per t — +o0o. Dunque il punto di equilibrio é instabile.

3) 0 < E3 < —U;. Si hanno due orbite: un’orbita chiusa periodica che circonda
Porigine ed é racchiusa in 1, e un’orbita definita per x > T ove T é 'unica soluzione
in (21,2) di —U(z) = Ejs.

4) E4 = 0. Si hanno cinque orbite: i) il punto di equilibrio (0,0); ii) il punto
di equilibrio (4,0); iii) un’orbita limitata (che chiamiamo 7,) che é definita per
2 < x < 4 e approssima (4,0) per t — +o00; iv-v) due orbite illimitate definite per
x > 4 che approssimano tale punto rispettivamente per t — to0o. Dunque il punto
di equilibrio (0,0) ¢ stabile, mentre (4,0) é instabile.

5) =Uy < Es < 0. Si hanno due orbite: un’orbita chiusa periodica che circonda
(22,0) ed é racchiusa in 2, e un’orbita definita per @ > T ove T é 'unica soluzione
in (4,+00) di —=U(z) = Es.

6) Es = —Us. Si hanno due orbite: il punto di equilibrio (z2,0), e un’orbita definita
per x > T ove T é 'unica soluzione in (4,4o00) di —U(x) = FEs. Il punto di equilibrio
risulta stabile.

7) E; < —Us. Si ha un’unica orbita, definita per x > Z, ove & é 'unica soluzione
di —U(.I') = E7.

I moti limitati corrispondono dunque ai quattro punti di equilibrio, alle due orbite
limitate 1 e 72, alle orbite periodiche dei casi 3) e 5).

R. Ritratto di fase con m = 1 e orbite corrispondenti a livelli di energia E come
segue: 50, —U; = 9.16, 4, 0, —4, —Us = —9.16, —100.

17.[13/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta 7.
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150. Piano delle fasi

Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale
Ulz) = 2*(x + 2)(x + 4)%, r€eR,

ove x é l'ascissa di P misurata su r.

Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — +oo.

R. Ritratto di fase con m = 1 e le orbite corrispondenti a livelli di energia EE come

segue: 50, —Us = 9.16, —4, 0, 4, —U; = —9.16, —100.
p //

18. [12/1/2015 (ex)I] Si disegnino le orbite nel piano delle fasi relative ai
moti

mi = U'(z),
ove
z(zx+1), x <0,
Uz) = x
— 0
211 x>0,

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
Quindi per ciascuna orbita si determini se esista il limite

li (t

A 2 (),

e se esiste lo si calcoli.

SOLUZIONE

Si vede che U € C*(R) e che
2 — 1, <0,

UI(ZE) = 1— J;2 0

Graop 20
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150. Piano delle fasi

Pertanto si ha

1
<0, < —5 x> 1,
, 1
U(‘T) :Oa :C:__ala
2
1
>0, ——<z<l.
2
Dunque U ha un minimo globale in x = —1/2, e un massimo locale in x = 1,
entrambi isolati, con
u( 1) L
2/ 47 27
Inoltre
lim U(z) = +o0, lim U(z) =0,
T—r—00 T—r+00

e U(z) =0 se e solo se x € {—1,0}. Passiamo quindi a tracciare le orbite che come
noto giacciono sui grafici delle funzioni

p=1 %[EJFU(:C)].

i) E > 1/4: 1l dominio delle due orbite simmetriche ¢ tutto R; sull’orbita con & > 0,
z(t) = \/2E/m, su quella con & < 0, &(t) - —oo.

ii) E = 1/4: Si hanno 5 orbite, due simmetriche definite per x < —1/2, due
simmetriche definite per x > —1/2, e quella degenere (—1/2,0) corrispondente al-
Pequilibrio instabile x = —1/2.

Sull’orbita con & > 0 e x < —1/2, @(t) — 0; su quella con & < 0 e x < —1/2,
#(t) — —oo. Sull’orbita con & > 0 e x > —1/2, &(t) — /1/(2m); su quella con
t<0ex>—1/2, &(t) — 0. Sull’orbita degenere %(t) = 0 per ogni t.

iii) E € (0,1/4): Si hanno due orbite, una definita in (—oo,21] con z1 < —1/2, e
Paltra in [z2, +00) con zo € (—1/2,0); x1 e x2 sono i rispettivi punti di inversione.
Sulla prima orbita si ha &(t) — —oo, sulla seconda &(t) — /2E/m.

iv) E = 0: La situazione ¢ simile al caso iii), con 1 = —1, x5 = 0.

v) E € (—1/2,0): Si hanno due orbite, una definita in (—oo, x3] con x3 < —1, che ha
in x3 il punto di inversione, e una seconda definita nell’intervallo limitato [x4,x5],
0 < w4 <1< x5, che ha in x4 e x5 I punti di inversione. Questa seconda orbita
corrisponde a un moto periodico.

Su quest’ultima il limite di ©(t) non esiste; sulla prima si ha @(t) — —oo.

vi) E = —1/2: Si hanno due orbite, una definita in (—oo, xg] con xg < —1, simile a
quella definita in (—oo, x3] nel punto v), e una seconda degenere (1,0) corrispondente
al punto di equilibrio stabile x = 1. Sull’orbita degenere i:(t) = 0 per ogni t.

vii) E < —1/2: Si ha una sola orbita, definita per x < x7, x7 < x5 < —1, simile a
quella definita in (—oo, z3] nel punto v).

R. Ritratto di fase con m = 1/4 e le orbite corrispondenti a livelli di energia E
come segue: 1/2,1/4,1/8, —1/4, —=1/2, —1.
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19. [12/1/2015 (ex)II] Si disegnino le orbite nel piano delle fasi relative ai
moti

mi = U'(z),
ove
2z <0
— "9 [ 1 T )
Ulz) = x4+ 1
x(x —2), x>0,

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
Quindi per ciascuna orbita si determini se esista il limite
lim (1),
t——+o00

e se esiste lo si calcoli.

R. Ritratto di fase con m = 1 e le orbite corrispondenti a livelli di energia EE come
segue: 3/2,1,1/2, —1/2, -1, —3/2.
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20. [6/9/2016 (ex)I|] Disegnare e discutere il diagramma di fase del moto

mi =U'(x),

ove

U(z) = ax®(|z| — b), reR.

Qui a, b > 0 sono costanti assegnate.
SOLUZIONE
Si vede subito che U € C*(R) e che ¢ dispari. Studiamo quindi la derivata

U'(z) = 3ax?(|z| — b) + ax® sign(z) = a|x|*(4]x| — 3b).

Si ha percio

4
U'(x) =0, xe{—%b,o,%b},
U'(x) <0, xe(—%b,%b)\{()}.

Osserviamo anche

Le orbite, nella forma

b=\ (B +U@)

presentano quindi le seguenti tipologie:
1. E > Up: una sola orbita illimitata per x — +00;

2. E = Uy: quattro orbite: una degenere corrispondente al punto di equilibrio
instabile x = 3b/4, e tre orbite limite di cui due illimitate per x — 400;
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3. 0 < E < Uy: due orbite, una periodica limitata e una illimitata per x — +00;

4. E = 0: tre orbite: una degenere corrispondente al punto di equilibrio instabile
x = 0, una limite illimitata, e una illimitata per x — +00;

5. —=Uyp < E < 0: due orbite, una limitata periodica e una illimitata per x —

+00;
6. F = —Uy: due orbite: una degenere corrispondente al punto di equilibrio
stabile x = —3b/4, e laltra illimitata per x — +00;

7. E < —Uy: una sola orbita, illimitata per x — +o0.

R. Ritratto di fase con m = 1, a = 1, b = 2 e orbite corrispondenti a livelli di
energia E come segue: 2Uy, Uy = 1,6875, Up/2, 0, —Uy/2, —Uy, —2Uj.

p

\

wico @
o

[]]

21. [17/01/2017 (ex)I] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi dei moti
di un punto di massa m soggetto a forze di potenziale

2
Ulz) = axe ™" r e R,
ove a e b sono costanti positive, spiegando come si é ottenuta la costruzione.
SOLUZIONE
Studiamo il potenziale U € C*°(R); si ha

U'(z) = ae™ """ (1 — 2ba?).

Denotando percio

si ha
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Inoltre
lim U(z)=0.
r—+o0

Quindi U ha massimo assoluto in xg e minimo assoluto in —xq, con valori

a a
= Umaxa U(—z0) = — =
v 2be (=z0) v 2be

Le orbite si ottengono come parti delle curve

p=4\/ (B +U@).

Classifichiamo le orbite in funzione dell’energia E':

i) E > Umax: si hanno due orbite definite entrambe in (—oo,00) senza punti di
inversione del moto.

ii) E = Upax: si hanno cinque orbite: quella degenere corrispondente al punto di
equilibrio —xg, due orbite definite in (—oo, —xy), e due definite in (—xg,0); le
ultime quattro senza punti di inversione e tendenti a (—x(,0) per t — +00 o per
t — —o0. Dunque —xq é instabile.

iii)) 0 < E < Umpax: si hanno due orbite definite rispettivamente in (—oo,x1] e in
[x2, +00), ove 1 < —xg < z2 < 0 sono i punti ove U = —F. Cliascuna orbita ha
un punto di inversione in x;, 1t =101 =2.

iv) E = 0: si ha una sola orbita definita in [0, +00) con un punto di inversione in 0.
v) —=Umax < E < 0: si ha una sola orbita periodica, definita in [x3,24], ove 0 <
r3 < xg < x4, con punti di inversione in x3, T4.

vi) E = —Unax: si ha la sola orbita degenere corrispondente al punto di equilibrio
stabile zg (la stabilita segue dal diagramma di fase stesso o dal teorema di Dirichlet).

Ul(zo) =

_Umax .

vii) E < —Upax: non esistono orbite.
R. Ritratto di fase con m = 1, a = \/e, b = 1/2 e orbite corrispondenti a livelli di
energia E come segue: 2Unax, Unax = 1, Umax/2, 0, —Umax/2; —Umax; qui g = 1.

p

o
——
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22.[17/01/2017 (ex)II] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi dei moti
di un punto di massa m soggetto a forze di potenziale

axr
U(x)——m, ,IGR,

ove a e b sono costanti positive, spiegando come si é ottenuta la costruzione.
R. Ritratto di fase con m =1, a = 4/3, b = 1/3 e orbite corrispondenti a livelli di
energia E come segue: 2Unmax, Unax = 1, Umax/2, 0, —Umax/2, —Umax; qui 2o = 1.

—\
A\ \Vias
—

23. [13/02/2018 (ex)I] Studiare e disegnare le orbite nel piano delle fasi
relative al potenziale

Ulz) = —e 3Bz 4+ 1)(1 + z), x€ER.

R. Ritratto di fase con m = 1 e orbite corrispondenti a livelli di energia E come
segue: —1,5, —U((v/2 —1)/3), ~U((+v/2 — 1)/3)/2, 0. Punti di equilibrio in x; =
C(V2H+1)/3, 25 = (V- 1)/3.
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24. [13/02/2018 (ex)II] Studiare e disegnare le orbite nel piano delle fasi
relative al potenziale

U(x)=¢e"(x—1)(3—1), reR.

SOLUZIONE
Studiamo il grafico di U per quanto necessario. Si haU € C*°(R) e

Ux) = —e*(2? —20—1) = —"(z — 1 - V2)(x —1+72).
Inoltre osserviamo che

U(1)=U(3) =0,
U(z) >0, l<z<3,
U(z) <0, z € (—00,1) U (3,00),
lim U(x)=0, le}l_{loo Ux) = —00.

Tr—r—00

Quindi U ha un minimo locale negativo in 1 — v/2 e un massimo assoluto positivo
inl+ V2.

Si hanno i seguenti casi significativi per i livelli energetici delle orbite su

p=+/2(E+U@).

m

1) E > —U(1 — +/2): una sola orbita, illimitata verso x — —oco, con un punto di
inversione ove x > (.

2)E=-U(1- V/2): si hanno 4 orbite. La prima é quella degenere corrispondente
al punto di equilibrio instabile © = 1 — /2. La seconda ¢ un’orbita limitata che
tende alla prima per t — +o0o. Le ultime due sono due orbite illimitate verso
x — —oo che tendono anch’esse asintoticamente al punto di equilibrio per t — 400
et — —oo rispettivamente.
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3)0 < E < U(1 —+/2): 2 orbite. La prima ¢ illimitata verso x — —oo e si trova
tutta a sinistra di x = 1 — /2. La seconda é periodica e circonda altro punto di
equilibrio z = 1 + /2.

4) ~U(1 ++/2) < E < 0: si ha una sola orbita periodica intorno al punto di
equilibrio z = 1 + /2.

5) E = —U(1 + v/2: la sola orbita degenere corrispondente al punto di equilibrio
stabile x = 1+ /2.

R. Ritratto di fase con m = 1 e orbite corrispondenti a livelli di energia E come
segue: 3,5, —U(1 —+/2), 2, 0.

x ) )

\/

25. [15/01/2019 (ex)I] Disegnare il ritratto di fase dei moti relativi al

potenziale
—1)%(x —2)?
U(w):(x ) (z=2) , x>0,

22

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
SOLUZIONE
Studiamo il potenziale U € C*°((0,400)):

Ulz) =223z — 1)(z — 2)(2* — 2).
Dunque

U'z) >0, ze(1,V2)U(2 +0),
U'(z) <0, zec(0,1)U(V22).
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Pertanto U ha un massimo locale in x = \/5, dato da
0<UW2)=HW2-1)*<1.

Inoltre il minimo assoluto di U é

lim U(z) = +o0, lim U(z) =+o0.

z—0+ r—r 400
Distinguiamo le orbite corrispondenti ai seguenti livelli di energia:
1) E > 0: si hanno due orbite simmetriche una per & > 0, 'altra per & < 0, che
tendono a un limite finito per x — +00 e a 400 per x — 0+.
2) E = 0: si hanno 8 orbite, di cui due degeneri corrispondenti ai due punti di
equilibrio instabile x = 1, x = 2. Le due definite per 1 < x < 2 connettono (in
tempo infinito) tali punti. Le due definite per 0 < x < 1 tendono (in tempo infinito)
ax =1 e vanno a oo per x — 0+4. Le due definite per x > 2 tendono a un limite
finito per r — +oo.
3) 0> E > —(v/2—1)*: si hanno 3 orbite. La prima, definita per 0 < x < a2, < 1
ha un punto di inversione in x'y diviene illimitata per t — +oo. La seconda definita
per 1 < 2, < x < 2] < 2 & periodica con i punti di inversione in x’, e z'fl. La
terza definita per x > xg > 2 ha un punto di inversione in xg e tende a limiti finiti
per t — +oo.
4) E = —(v/2 —1)*: si hanno 3 orbite; la prima e la terza sono qualitativamente
simili a quelle del punto 3). La seconda in questo caso é degenere e corrisponde al
punto di equilibrio stabile x = v/2.
5) —(\/5 —1)* > E: si hanno due orbite, simili qualitativamente alla prima e terza
del punto 3).
R. Ritratto di fase con m = 1 e orbite corrispondenti a livelli di energia E come
segue: 0,15, 0, —0,025, —(\/5 —1)* = —0,029, —0,15. Punti di equilibrio instabile
in 1, 2 e stabile in /2.
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26. [15/01/2019 (ex)II] Disegnare il ritratto di fase dei moti relativi al

potenziale
4 -1 2 _a9)2
U(z) = (z )2(55 3) , x>0,
x

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
27.106/02/2020 (ex)I] Un moto unidimensionale si svolge con potenziale
U(z) = arctg (az® + bx2) , reR.

Qui a, b sono costanti positive.
Tracciare il diagramma di fase dei moti e individuare le orbite corrispondenti
a moti per cui vale almeno una tra le relazioni

lim #(t) =0, lim #(t) =0.

t—+o0 t——o0

SOLUZIONE
Si ha U € C*°(R); si vede subito che U si annulla solo nei due punti

Studiamo la derivata
(3az + 2b)x

T 1+ (az3 + ba?)2 "
I punti critici sono quindi

z=0, r=——=:x1>20-
3a

Dunque U é crescente in (—oo,x1) e in (0,400), e decrescente in (x1,0); quindi ha
un minimo locale in 0 e un massimo locale in x1 dove vale

4b3
U(Z'l) = aI‘Cth =:Up>0.

Inoltre x 7r
51112pU = zEToo U(z) = 5 i%fU = zEIPoo U(z) = -5
Per tracciare le orbite sulle curve
2
p==+/—(E+U(2)),
m

scegliamo i seguenti livelli energetici:

1) E > m/2: si hanno due sole orbite, una per p > 0 e I'altra simmetrica per p < 0,
definite per ogni x € R.

2) E = w/2: come al punto 1), ma per x — —oo il valore p(x) tende a 0, invece che
a un valore positivo.

3) 0 < E < m/2: si ha una sola orbita, con un punto di inversione in (—oo, o).

4) E = 0: si hanno 4 orbite; l'orbita degenere corrispondente al punto di equilibrio
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0, un’orbita con un punto di inversione contenuta in (z(,0) e due orbite simmetriche
definite in (0, +00).

5) —Uy < E < 0: si hanno due orbite, una periodica contenuta in un subintervallo
compatto di (x¢,0), e una con un punto di inversione contenuta in (0, +00).

6) E = —Up: si hanno due orbite; quella degenere corrispondente al punto di
equilibrio x1, e una con un punto di inversione contenuta in (0, +00).

7) —m/2 < E < —Uy: si ha un’orbita contenuta in (0, +00).

Non ci sono orbite per E < —m/2.

I moti per cui @(t) tende a 0 per t — 400 ot — —oo corrispondono alle orbite del
punto 2), quelle del punto 4), e quella degenere del punto 6).

R. Ritratto di fase con m = 1, a = 1, b = 2 e orbite corrispondenti a livelli
di energia E come segue: 1,7, n/2, 1,4, 0, —7w/4, —Uy = —0,87, —1,5. Punto di
equilibrio instabile in 0 e stabile in 1 = —4/3.

(@

28. [06,/02/2020 (ex)II] Un moto unidimensionale si svolge con potenziale
U(x) = — arctg (az® — bz?) r€ER.

Qui a, b sono costanti positive.
Tracciare il diagramma di fase dei moti e individuare le orbite corrispondenti
a moti per cui vale almeno una tra le relazioni

lim #(t) =0, lim #(t) =0.
t—+o00 t——00
R. Ritratto di fase con m = 1, a = 1, b = 2 e orbite corrispondenti a livelli di
energia E come segue: 2, w/2,1,4,0, —7w /4, —Uy = —0,87, —1,5. Punto di equilibrio
instabile in 0 e stabile in x; = 4/3.
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220. Moti centrali e simili

1. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& soggetto alla forza

F=—k O?
OB+

con k > 0 costante. Qui O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(O) - (T07070)7 UP(O) = (070070)7
con 1, vg > 0 tali che
k=rgvim.

Determinare la traiettoria di P.

[Suggerimento: usare la formula di Binet.|

SOLUZIONE

Il moto é centrale. Quindi é piano e ha luogo nel piano fisso (x1,x2), ove scegliamo
coordinate polari r, ¢ con centro in O e tali che ¢ = 0 nella posizione iniziale di P.
Ricordando la scomposizione polare della velocita si ha che, all’istante iniziale,

r(0)=ro, #0)=0, ¢(0)=0, ¢<o>:jf—§.

Percio un integrale primo del moto ¢é dato da
r(t)*(t) = r(0)*(0) = rovg =: c.

Per determinare la traiettoria possiamo usare la formula di Binet:
c? { d? (1) N 1} k
o= (= =g, = ——
r2 ldp2 \r r " mr3’
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da cui
& (342 k2
dp? \r r o Emr r’
per le ipotesi. Dunque
(-
dp? \r ’
e
1
—— =kip+ky,
()
ossia
() = —
r = )
v kip + ko
con ko = 1/rg e k1 determinato da
k1 , d 1
- =7 = —7r(p(t))—.
CEET T
Per t =0 si ha
ki 0
k2

da cui k1 = 0, e il moto é circolare.

R. Circonferenza x% + 23 = r? su x3 = 0, percorsa con moto circolare uniforme.

2. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ soggetto alla forza

F=—k ﬁ
OB+

con k > 0 costante. Qui O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(O) = (O,To,O), ’UP(O) = (—Uo,0,0),

con 1o, vg > 0 tali che
k= ravim.

Determinare la traiettoria di P.
[Suggerimento: usare la formula di Binet.|

R. Circonferenza x% + 23 = r? su x3 = 0, percorsa con moto circolare uniforme.

3. [17/9/2007 (ex)I] Un punto P di massa m & soggetto al campo di forze
1
F=k (ﬁ% > 0D,

ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e k > 0 & costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione

OP(0) = Le
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con velocita iniziale
v(0) = aes + fes.

Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso I1, si trovi I’equazione
di 11, e si calcoli la velocita areolare di P.

SOLUZIONE

Il moto é centrale, quindi é noto che avviene nel piano che passa per la posizione
iniziale, e normale a

OP(0) x v(0) = —LBes + Laes .

L’equazione di Il é dunque
(x1 — L)0— 298 + 2300 = 0.

La velocita areolare € per definizione

2% = 3 [0P(0) < v(0)] = T VT 1 2.

4. [17/9/2007 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ soggetto al campo di forze
4
F——k ‘@‘ OP,

ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e k > 0 & costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione

O?(O) = Les,
ove L > 0, con velocita iniziale
v(0) = ae; + Pes.
Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso 11, si trovi ’equazione

di II, e si calcoli la velocita areolare di P.
R.
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5. [18/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

0]
F=oar3cos?y ,
0P
ove O ¢ lorigine e 7, ¢ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

@(O) = Ley, v(0) = vpesy .
Qui «, L e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r & crescente.
SOLUZIONE
Scomponendo 'equazione di moto nelle direzioni radiale e trasversa si ha
m(i —r¢?) = ar—> cos? o, (1)
2ro+rp =0. (2)
La velocita areolare, come é noto, é definita da
1
V(t) = =r?¢.
2
Quindi
dVv 1 1
= O =irg+ §r2¢ = 5r(2rp+rg) =0,
per la (2). Allistante iniziale r(0) = L e

v(0) = voea = 7u + rHT = Te; + rypes

per cui
Vo
0)=0 0)=—.
T() ) (10() L
Percio 1 1
Vg
V(t)=V(0)==L*—= = =Luy.
(t) =V(0) = 5L = 5Luo
Da (1), si ha

=71 +am lr3cos?p > 0.
Dato che 7-(0) = 0, ne segue che 7(t) > 0 per ogni t > 0.

R. )
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6. [18/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

0]
F =ar’sin® ¢ )
0P
ove O & lorigine e r, @ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

@(O) = Rey, v(0) = voey .
Qui «, R e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r & crescente.

R. ,
V(t) = V(0) = —5 Ruo.

7.19/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & soggetto al campo

di forze
oP
lopr|’

ove O ¢ l'origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).
All’istante iniziale P occupa la posizione

F=k

OP(0) = Res + Res,

con velocita iniziale
v(0) = ae; + Pes.

Qui «, 3, k, R sono costanti positive.

Si dimostri che il moto avviene su un piano fisso e si determini 1’equazione
di tale piano.

SOLUZIONE

Il moto avviene in un campo di forze centrale, e dunque si sa che il moto é piano
per risultati generali. Anzi, il piano € quello che passa per la posizione iniziale e
che é perpendicolare al vettore

OP x v(0) = —fRe; + aRez — aRes.

—Bz1 + a(zes — R) — a(xs — R) =0.
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310. Vincoli olonomi

1. [09/01/2020 (ex)I] Due punti materiali (X, m) h = 1, 2, entrambi di
massa m, rappresentati da

X1 =z1e1 + zep + z3e3, Xo = zie1 +25e2 + 263,
sono soggetti ai seguenti vincoli:
fiz) =28 428 — 22— 22 =0,
folz) =284+ 22— 22— 22 =0.
e Trovare almeno un aperto A di R® in cui nelle configurazioni com-

patibili il vincolo € olonomo non singolare e in esse determinare una
rappresentazione lagrangiana.

SOLUZIONE
I vincoli sono regolari: f1, fo € C™ (RG).
Inoltre la matrice iacobiana é

9 (Zl Z9 0 —Z4 —Z5 0 )
0 22 23 0 —Z25 —Z¢ ’
Quindi la matrice ha rango 2 se nessuna delle due righe si annulla e vale almeno
una tra le due (z1,z4) # (0,0) e (23,26) # (0,0). Ossia i due punti non devono
trovarsi contemporaneamente sull’asse .
Dunque nelle configurazioni ammissibili £ = n.—m = 6 —2 = 4. Si possono usare le

coordinate indipendenti come coordinate lagrangiane. Per esempio se z1 > 0 e zg <
0 si possono usare come coordinate indipendenti zo, 23, 24, 25. La rappresentazione

lagrangiana del moto é
2= \/2 + 2 -4,

Z9 = 22,

L

23 = 23,

L

Z4 = 24,

L

Z5 = 25,

L

25 = —\/25 + 25 — 22.

R.
A={z€cR° |z >0,z <0},

L
A =2+ 25— 25,

con rappresentazione

Rg = 22,

L

23 = 23,

L

Z4 = 24,

L

R5 = 25,

L

2 =—1/22+22—22.
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2. [09/01/2020 (ex)II] Due punti materiali (Xp,m) h = 1, 2, entrambi di
massa m, rappresentati da

X1 =211+ 2ex + z3e3, Xo=z4€1 + 25€2 + z6€3,
sono soggetti ai seguenti vincoli:

2, .2 .2 .2
filz) =21+ —21—2=0,
fo(z) =284+ 22 — 22— 22 =0.
e Trovare almeno un aperto A di R® in cui nelle configurazioni com-

patibili il vincolo & olonomo non singolare e in esse determinare una
rappresentazione lagrangiana.

R.
A:{Z€R6|22>0,26<0},

con rappresentazione

21 = 21,
=+
L

23 = 23,

Ry = R4,

L

25 = 25,

zg:f\/z%jng—zQ.

3. [06/02/2020 (ex)I] Due moti
X1 = z1e1 + mep + 23€3, X2 = z4€1 + z5€2 + 26€3 ,

sono vincolati come segue per una costante R > 0:

e X appartiene alla sfera S; di centro (—R,0,0) e di raggio R;
e X, appartiene alla sfera Sy di centro (R,0,0) e di raggio R;

e X e X5 sono a distanza fissa 2R.
Si dimostri che il vincolo é regolare nella configurazione

X1 =—Rej + Reoy, X9 = Rej; + Res.

Si determini poi almeno una configurazione compatibile con il vincolo in cui
questo non ¢é regolare.
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SOLUZIONE
A) I vincoli si scrivono come
fiz)=(z1+ R’ +25+25 —R*=0,
f2(2)=(za—R)*+ 22+ 25 — R* =0,
f3(2) = (21 — 22)® + (22 — 25)* + (23 — 26)® —4R* = 0.
Poiché f; € C=(R®) le ipotesi di regolarita sono soddisfatte e si vede subito che la

posizione indicata é compatibile con il vincolo.
Resta da controllare che la matrice iacobiana abbia rango massimo. La matrice é:

21+ R z9 z3 0 0 0
2 0 0 0 Z4 — R z5 Z6
Z1— R4 R9— 25 R3—RG R4 — 21 Ry — 22 26— 23

Dunque nella posizione indicata vale

0 RO 0O 00
2 o 0o 0 0 R 0],
2R 0 0 2R 0 0

che ha rango massimo, uguale a 3.
B) Consideriamo la posizione

X1:0, X2:2R61.
Questa é compatibile con i vincoli, e in essa la iacobiana vale

R 00 0 00
2l 0o o0 R 0 0],
2R 0 0 2R 0 0

in cui la terza riga é ovviamente combinazione lineare delle prime due. Percid in
questa posizione il vincolo non é regolare; lo stesso argomento vale nella posizione

X1 =—-2Re;q, X2 =0.

C) Per completezza, mostriamo che le due posizioni indicate al punto B) sono le
uniche posizioni compatibili con il vincolo in cui esso non é regolare. Riscriviamo
la iacobiana nella forma

U1 0
2 0 U s
w —w

ove ui, us, w, 0 € R® e uy, us, w hanno ovvia definizione. Si noti che uy, us,
w € R*\ {0}. La caratteristica é quindi comunque > 2 e = 2 se e solo se

w = AU = pug, A p#0,

da cui
u; = ‘LL)\71UQ .

Nelle posizioni non regolari quindi si deve avere in realta

w = +2u,, u) = tus,
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310. Vincoli olonomi

perché |ui| = |us| = R e |w| = 2R. La scelta dei segni qui ¢ per ora arbitraria.
Per il significato geometrico (di raggio) di wy e ug si tratta di configurazioni in
cui X1 e X5 assumono posizioni coincidenti o opposte sulla sfera, se pensiamo di
traslare le due sfere fino a sovrapporle. Dunque si avrebbe

X1 =—-Rei +uy, Xo = Re; +uy = Rey = uq

w=X; — Xy =-2Re; + duy,

con ¢ € {0,2}. Ma sostituendo w = +2uy, si vede che il caso § = 2 ¢ impossibile e
si ha quindi che u; risulta parallelo a ey e percio si trovano solo le posizioni in cui

entrambi i punti sono sull’asse x.
R. Le posizioni non regolari sono

X1:0, X2:2R61; X1:72R61, X2:0

4. 106/02/2020 (ex)II] Due moti
X1 = z1e1 + zes + 23e3, Xo = z4e1 + z5e2 + zg€3

sono vincolati come segue per una costante R > 0:

e X, appartiene alla sfera S; di centro (0,0, —R) e di raggio R;

e X, appartiene alla sfera Sy di centro (0,0, R) e di raggio R;

e X e X5 sono a distanza fissa 2R.

Si dimostri che il vincolo é regolare nella configurazione

X1 = Re; — Res, X9 = Rey + Reg.

Si determini poi almeno una configurazione compatibile con il vincolo in cui
questo non é regolare.
R. Le posizioni non regolari sono

X1:0, X2:2R63; X1:—2R63, X2:0

5. [10/02/2020 (ex)I] Un cono C' di altezza H e raggio R & vincolato come
segue:

e Il vertice V rimane a distanza fissa L > 0 dall’origine del sistema di
riferimento fisso.

e L’asse del cono si mantiene parallelo all’asse 3.
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310. Vincoli olonomi

Si scelgano le coordinate locali:
g1 =2T1v, R*R2==T2v, RZ3=I3V, 24 =TIA, <5 ==T24, 26 = L1B,;

ove A ¢ il centro della base del cono, e B un punto solidale della circonferenza
di base.

Si scrivano i vincoli corrispondenti e si dimostri che sono olonomi regolari in
tutte le configurazioni compatibili con i vincoli; naturalmente ci si limiti alle

configurazioni in cui le coordinate locali si possono scegliere come sopra.
SOLUZIONE
I vincoli possono essere espressi come f(z) =0, ove

22+ 25 + 25 — R?
flz)= Z4 — 21

zZ5 — 29

La prima componente prescrive quindi la distanza di V dall’origine e le altre due che
il vettore V' A, che ha la direzione dell’asse del cono, sia parallelo a es. Poiché f €
Cc*= (R6) le condizioni di regolarita sono soddisfatte, ed é chiaro che configurazioni
compatibili esistono.

La matrice iacobiana in tali configurazioni vale

221 222 22’3 0 0 0
-1 0 0 1 0O
0O -1 0 010

Uno almeno tra zi1, z2, z3 non é nullo, per il primo vincolo. Scegliendo la colonna
corrispondente, oltre alle 4, 5, si ottiene una tra le matrici

22’1 0 0 22’2 0 0 223 0 0
-1 1 0], 0o 1 0], 0 1 0],
0 0 1 -1 0 1 0 0 1

che hanno tutte (nell’ipotesi detta) determinante non nullo. Quindi la iacobiana ha

rango massimo pari a 3.
2 2 2 2
21 +2z5+25 — R

f(z) = Z4 — 21 =0.
zZ5 — 29

6. [10/02/2020 (ex)II] Un cilindro C di altezza H e raggio R ¢ vincolato
come segue:

e Il centro A di una delle due basi rimane a distanza fissa L > 0 dall’origine
del sistema di riferimento fisso.

e [L’asse del cilindro si mantiene parallelo all’asse x7.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Si scelgano le coordinate locali:
21 = T1A, #Z2=T24, 73 =T34, 24 =T2B, Z5=T3B, 26 = I2D,

ove B ¢ il centro della seconda base del cilindro, e D un punto solidale della
circonferenza di base il cui centro é B.

Si scrivano i vincoli corrispondenti e si dimostri che sono olonomi regolari in
tutte le configurazioni compatibili con i vincoli; naturalmente ci si limiti alle
configurazioni in cui le coordinate locali si possono scegliere come sopra.

22423+ 23— R?
f(z)= Z4 — 22 =0.
Z5 — 23

330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

1. [18/7/2005 (ex)I] Sia II(t) il piano mobile di equazione
—sin(at)zy + cos(at)zy =0,

nel riferimento fisso (O, z1, z2, x3).

Un disco rigido omogeneo di massa m e raggio R ¢ vincolato a giacere su
II(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale con II(t),
a distanza d > 0 dall’asse x3.

Si esprima in coordinate lagrangiane ’energia cinetica del disco nel sistema

di riferimento fisso.
SOLUZIONE
Sia (w1, u2,u3) una base solidale con il disco, con uy ortogonale a II(t).
Se ¢ é la coordinata lagrangiana, scelta per esempio come I’angolo tra es e us, si
ha
€3 = CoS Yus + sin pus .

Dunque si ha dal teorema di Konig
Lo 9p 1 .2 2
Tzimoz d +§I(2<p + o),

se I é il momento d’inerzia del disco rispetto a un suo diametro.
Infatti la velocita v del centro di massa C' soddisfa

lve|? = o?d?,

poiché C' si muove di moto rotatorio uniforme.
La velocita angolare del disco rispetto a un sistema di riferimento che trasla con il
suo centro di massa, mantenendo gli assi paralleli a quelli fissi, é poi

w = YUy + asin pug + @ cos pus .

50



330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Un modo alternativo di calcolare T' é attraverso l'integrale

1 m ,
r= s————— |[v(P)|" dP
//disco 2 area(disc()) |’U( )| ,

ove v(P) é la velocita nel sistema di riferimento fisso del generico punto P del disco.
Per svolgere il calcolo, parametrizziamo il disco cosi:
P(r,0) = OC + CP = (dcos(at), dsin(at), 3¢ )
+ 1 (cos(8 + ¢) cos(at), cos(8 + ¢) sin(at),sin(f + ¢)) ,

ove x3c € una costante irrilevante per il calcolo di T, e 0 < r < R, 0 < 6§ < 2.
L’angolo 0 ha il significato geometrico di anomalia polare (di polo C')) misurata su
II(t) a partire dalla semiretta di riferimento di ¢. Dunque

v(P(r,0)) = ad( — sin(at), cos(at),0)
— r¢(sin(f + ) cos(at), sin(f + ¢) sin(at), — cos(d + ¢))
+ racos(6 + @) ( — sin(at), cos(at), 0) .

Si riconosce subito che v(P) ¢ combinazione lineare di due versori ortonormali, e
che

[o(P(r, ) = (ad + racos(0 +))° + (r¢)”
= a’d® + 2ra’dcos(f + @) + ra’ cos® (0 + @) + r*¢” .

Quindi

2ﬂ_R2 27 R 9 o 27 R 5
T:/ d9/ drra®d +/ d@/ dr r2ra®dcos(0 + )
0 0 0 0

m
27 R
—|—/ d9/ drrr2(a2 c052(9+<p)—|—<p2)

0 0
2 22 | T 5.2 2 o 2 .3 1oy o

=7mR*a*d +§R<p + o dﬁ(ng cos(9+gp)+ZR cos® (6 + ¢))

0
:wR2a2d2+gR4¢2+a2%R4,

che coincide con I’espressione gia trovata.
R.

T = %manQ + %I(2<p2 +a?),
2. [18/7/2005 (ex)II] Sia II(t) il piano mobile di equazione
—sin(at)zy + cos(at)zs =0,

nel riferimento fisso (O, x1, 2, x3).

Una lamina quadrata rigida omogenea di massa m e lato 2L é vincolata a
giacere su II(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale
con I1(t), a distanza d > 0 dall’asse x;.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Si esprima in coordinate lagrangiane I’energia cinetica della lamina nel siste-
ma di riferimento fisso.
R.

T= %ma2d2 + %I(2<p2 +a?).

3. [12/9/2005 (ex)I] Un triangolo ABC ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 2L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A é fisso.
Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana
I’energia cinetica del triangolo.

SOLUZIONE

Scegliamo come sistema di riferimento solidale con il triangolo (A, w1, uz2,us), ove
w1 € un versore (fisso) giacente sull’asse di rotazione, e ug, us sono scelti sul piano
del triangolo (e solidali con esso).

Sia ¢ I'angolo formato dal lato AC' con una retta fissa nel piano fisso su cui giace
ABC, passante per A. Allora la velocita angolare del triangolo é

w = pu .
Vale ) .
1 1 Iy 0 O ® ® 1
T = Jow w =3 0 I Ip3 0)-10] = §Ill§b2-

0 Ixs I33 0 0
Resta da calcolare I1. I contributo di ciascuna delle due aste AB e AC ¢

2L

4
ﬂ52 ds=—-mlL?2.
o 2L 3

11 contributo Ipc di BC si puo calcolare mediante il teorema di Huygens: se G ¢é il
centro di massa di BC,

Ipc = I§. + mdist(A, G)?,
ove indichiamo

L
m 1

1§ :/ —s?ds = —mL?>.

Be = | oL 3

Dunque
4 1
I = 2§mL2 + gmL2 +m(V3L)? = 6mL?,
cosicché
T =3mL*p?.
R.
T =3mL*p?.

4. [12/9/2005 (ex)II] Un triangolo ABC' ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 4L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A ¢é fisso.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana

I’energia cinetica del triangolo.
R.
T = 12mL%*p* .

5. [19/7/2006 (ex)I] Un sistema vincolato é costituito da un disco rigido di
raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza bordo del disco.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare ’energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

SOLUZIONE

1) Siano A e B gli estremi del diametro che giace sull’asse di rotazione. Scegliamo
un sistema di riferimento fisso (O, e;), con O coincidente con il centro del disco, e

B4

63—§.

Scegliamo anche un sistema di riferimento mobile § = (O, w;) solidale con il disco,
in modo che

us(t) = e3, per ogni t;

w1 sia ortogonale al disco.

II moto del disco puo allora essere descritto mediante la coordinata lagrangiana 0,
ove 0 é Pangolo formato da e; e uy. Percio la velocita angolare del disco sara

Visto che il moto si riduce a una rotazione,
1 1_.
Tdisco = 50'(-0 W = 5]9(02 ;

ove I é il momento d’inerzia del disco rispetto all’asse per es.
2) Il moto del punto P puo essere descritto con una coordinata lagrangiana ¢ data

dall’angolo formato da OP con us, ossia
O? = Rcosyus + Rsinyus .

D’altra parte
us(t) = —sinf(t)e; + cosb(t)es,

percio nel sistema di riferimento fisso

OP = R{—costsinfe; + costp cosfes + sintpes} .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Dunque
vp = R{(¢sinYsin 6 — f cos 1 cos f)e;
+ (71/1 sin1) cosf — 6 cos 1 sin 0)es
+ 1 costpes},
per cui
Tp = smlvpl” = mB2(? + 6% cos” ).

3) In alternativa, per trovare vp si puo ricorrere alle formule della cinematica
relativa, che, essendo, vo = 0, danno

vp = [vpls + w X OP
= Ri)(— sintpusg + cospus)
+ Ous x (Rcosuy + Rsinus)
= —Rfcos YU — R1/} sin Yug + R1/} cos Yus ,

che permette di ritrovare subito la Tp.
R.

1 . 1 . .
T= 5I@(t)Q + 5mR?(W + 02 cos? 1)) .

6. [19/7/2006 (ex)II] Un sistema vincolato ¢ costituito da un disco rigido
di raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza concentrica al disco (e giacente su
di esso), di raggio R/2.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare ’energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

R.

1 . 1 2 .
T = 519(f)2 + §m%(w2 + 92 COS2 ’l/]) .

7. [22/9/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-
giane l'energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza 2L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

e A appartiene a una circonferenza fissa di raggio R > 0 e centro O;

e 'asta si mantiene sempre ortogonale nel suo moto al raggio OA.

SOLUZIONE

L’asta ha due gradi di liberta; sceglieremo dunque due coordinate lagrangiane. Se
supponiamo che la circonferenza cui appartiene A giaccia nel piano {ey, e3), si potra
scrivere

@i = Rcosye; + Rsin ey,
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

con ¢ € (—m,m) prima coordinata lagrangiana. Poi, visto che I'asta deve mante-
nersi ortogonale a OA, essa giace sempre nel piano individuato dalla tangente T e
dalla binormale e3 della circonferenza; possiamo scegliere come seconda coordinata,
lagrangiana I'angolo § € (—n, ) formato da AB con T.

Dunque, AB ¢é parametrizzata da

AP(s) = scosf1 + ssinfles = —s cosfsin pe; + s cos bl cos pes + ssinbes

con (0 <s<2L.
Quindi

OP(s) = OA + AP(s)
= (Rcosp — scosfsinp)e; + (Rsinp + scosf cos p)es + ssinbes

per cui
v(s) = (—R¢sin ¢ + s0sin 0 sin @ — s cos 0 cos p)e;

+ (R cos o — s0sin b cos p — s¢ cos O sin @)es

+ 56 cos fes ,
e

lv(s)]” = R?¢? + s2(6° + ¢? cos® 0) — 2Rsgfsin 6 .
Si ha infine
T— l/QL T p(s))? ds = 2 [R2<p2 + 212002 4 32 cos? 0) — 2LRHsin 9} .
2)y 2L 2 3

R.

4 . .
T= % [RQQbQ + §L2(92 + ¢% cos? 0) — 2LRpH sin 9} .

8. [13/12/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-
giane ’energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

2 2
Ta+Ya==2a,

2 2
T+ Yp = 2B,

ZB =24+ —.

V2

(Ossia, AB giace tutta sul cono 22 + y? = 2z2. Si assuma 24 > 0.)
SOLUZIONE

Scegliamo z = z4 e ’anomalia polare (cilindrica) ¢ di A come coordinate lagran-
giane.

Allora

P(s):((z—i—%)cosgo,(z—i—%)sin@,z—l—%), 0<s<L.
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S

S
v(s) = | Zcosp — z+—)'sin , Zsin +(z+ )'cos ,2),
(s) ( @ ( N7 adinad @ 5)Peose

e
2
052:222+<z+—8) ?
[v(s) 55) ¢
Percio I
1 m s \2
== [ (22 ( —) 2) q
2/0 L(z—i— Z+\/§ © S
R.

oy B LY Vs
T—2 (2Lz+3(z+\/§)g0 279" ).

9. [26/3/2007 (ex)I] Un cilindro circolare retto omogeneo di massa M, raggio
R e altezza H é sottoposto ai seguenti vincoli:

e il suo centro O appartiene a una circonferenza fissa v di raggio L,
giacente su un piano fisso II;

e il suo asse si mantiene ortogonale a II.

Si trovi in termini delle opportune coordinate lagrangiane ’energia cinetica
del cilindro.

SOLUZIONE

Sia ({2, e;) un sistema di riferimento solidale con II, ove {2 é il centro di v, e e3 &
ortogonale a II.

Sia poi (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tale che us(t) = e3
per ogni t.

Scegliamo come coordinate lagrangiane due angoli ¢ e 0 tali che

@ = Lcosype; + Lsinpes, (1)

uy = cosfey + sinfes . (2)

Usiamo il teorema di Koénig per trovare l’energia cinetica come
1 2
T:§M|’Uo| +Ts,

ove §' = (0, e;). Da (1) segue

vo = Lp(—sin peq + cos pes) lvol? = L?¢?.
Inoltre
Ts = 1ow w= 1] 62
s =3 = 510,

ove o é il tensore d’inerzia in O, e w é la velocita angolare di (u;) rispetto a (e;),
cosicché
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1 1. .
T = §ML2¢2 + 513392.

10. [19/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sulla curva

x1 = Rpcosp,
r9 = Rypsinp,
x3 = hyp,

ove 0 < p < 0o. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre E /2L si mantiene coincidente con

(cos ¢, sin ¢, 0) .

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-
grangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo il parametro ¢ corrispondente alla posizione di A come coordinata la-
grangiana.

Una parametrizzazione di AB é

O?(s) — 04 + ﬁ(s) = (Rpcos p, Rosin g, hp) + s(cos ¢, sin p, 0) ,
per 0 < s < 2L. Perciod

v(s) = [Rpp + s¢](— sin g, cos ¢, 0) + @(R cos @, Rsinp, h) .

Dunque
lu(s)]* = ¢*[(Ry + 5)* + R* + %],
e
L . 1 [*f'm ) 2 2 2
T(<P,90)=§ YA [(Re+ )"+ R*+ h7]ds =
0
ﬂg{l 2L3 2 h2 2L71 3 3:|
1P 3B +2L)7 + (R + 1) F e
R.

. m o1 1
T (p, ) = Ech {g(R(,D +2L)% 4 (R? + h?)2L — gRggag} .

11. [19/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro G sulla curva

x1 = Rypcosyp,
r9 = Rypsingp,
x3 = hyp,
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ove 0 < p < 0o. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre AB/2L si mantiene coincidente con

(—sin g, cos ¢, 0) .

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-

grangiane.

R.

1
3

1

r.0) = e [ 2t 0]

12. [17/9/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m € vincolata:

e ad avere il centro M sulla circonferenza di raggio R > 0

x}+ 23 = R?,
7 .%'3:0;

e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto M (che ¢ il
piano ortogonale a 7 in M).

Scrivere ’energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

1. P’anomalia polare ¢ di M nel piano x5 = 0, con ¢ € (—7,7);

2. langolo 0 formato da /@ con il piano x3 = 0, con 8 € (—m, ) (per la
precisione 6 ¢ tale che AB - e3 = 2Lsinf).

Quindi
O—]W) = R(cos,sinp,0),

e per un generico punto P di AB
Mﬁ:s(cos@cosgo,cos@sintp,sin@), —-L<s<L.

Dunque
0P = (cosp(R + scosb),sin (R + scosb), ssinf)

vp = (R + scosf)(—sinp, cos p, 0) + s6(— cos @sin b, — sin @sin 6, cos 6) .

Quindi .
lvp|? = @*(R + scos0)? + 5262,

cosicché

1 (Em m L? m o
v = m 24 :_-2(R2 L= 29) mr2h2
2/_L2L|”P| s= e n hgesif) g
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B) In alternativa, I’energia cinetica si puo calcolare con il teorema di Kénig
L 1 2
T = §m|vM| +Ts,
ove Ts ¢ l'energia cinetica di AB nel sistema di riferimento S = (M, e;). Quindi

1 (" m 1 [ m|d 2
Ts = = — 2ds = - U Yy
S 2/_L2L|”SP| 5 2/_L 2L’dt (5)

ds = %LQ(ng cos® 0 + 62).

13. [17/9/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata:
e ad avere l'estremo A sulla circonferenza di raggio R > 0

23+ 2% = R?,
7 xr3 = 0;
e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto A (che é il
piano ortogonale a 7 in A).

Scrivere 'energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.
R.

1 2L 2 .
T = mgb2<§R2 + 35 cos? 0 + RL cos@) + ?mLQOQ .

14. [13/12/2007 (ex)I] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in
un sistema di riferimento solidale & descritto da

C={(z,y,2) | (x—R?*+y* <R*,0< z<h}.

Il cilindro ¢ vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)
fissi su un asse fisso r (e quindi a ruotare intorno a r).
Un punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi sulla circonferenza

’)/:{(.%',y,Z) ’ (1._]%)2"i‘y2:}%2,220}7

bordo della base del cilindro.

Scrivere ’energia cinetica del sistema.
SOLUZIONE
A) Scegliamo il sistema di riferimento fisso in modo che es giaccia sur,

1
e3 = EQ1Q2'
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Inoltre sia O = 1, e denotiamo con A il centro della base z = 0 del cilindro.
Introduciamo anche I'angolo ¢ formato da e; e uy, ponendo uz(t) = es per ogni t.
Allora I’energia cinetica del cilindro sara

1 1 ; ; 1.
Te = 50'000 W= 50'0(9063) : (9063) = 5133802,

ove I33 é il momento d’inerzia del cilindro rispetto a r.
B) Nel sistema di riferimento (O, u;) solidale, si ha, per P, definito 6 come ’angolo

tra uy e ﬁ,

OB = OA + AP = (R + Rcos0)u; + Rsin fus .
Dunque . .
vs = —ROsinOuq + RO cosfus .

Inoltre la velocita vp nel sistema fisso é data da

vp:vAﬁwa/ﬁvag:wx(ﬁnLﬁ)Jrvg
= pes X [(RJchos 0)u; + Rsin 9“2} — RO sinOu; + RO cos Ous
= —R(¢ + 0) sin fu; + [R(¢+ 0) cos 0 + Ro|us .

Infine ) )
Tp = 5mR?(<p +6) + §mR2¢2 +mR2p(p + 6) cos b .

1

T=
2

1 , 1 .
I3 + §mR2(<p +6)* + §mR2<p2 +mR% p(p + 6) cosh.

15. [13/12/2007 (ex)II] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in
un sistema di riferimento solidale & descritto da

C={(z,y,2) | (@ —R)*+y* < R*,0< z < h}.

Il cilindro ¢ vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)
fissi su un asse fisso r (e quindi a ruotare intorno a r).
Un punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi sulla circonferenza

R2
y={@.y.2) | (o= B +y ="z =h)

(circonferenza che quindi é solidale con il cilindro).

Scrivere ’energia cinetica del sistema.

R.
1 1 R? : 1 1 :
T = 5133& + §mT(¢ +6)% + §mR2¢2 + §mR2¢(<p +6)cosf.

16. [1/4/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢&
vincolata:
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e ad avere il centro C appartenente alla sfera di centro l'origine O e di
raggio R > 0;

e a essere ortogonale alla sfera stessa.

Calcolarne I'energia cinetica in funzione di opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE

Il sistema ha 2 gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane le coordinate
polari del centro C' dell’asta:

r1c = Rcosypsing,
Toc = Rsingsinb,

r3c = Rcosf,

con
—T< <, 0<f<m.

La parametrizzazione dell’asta sara dunque per s € [—L, L]

-

O?(s) —0C + S% = (R + s)(cos psinf,sin¢sinf, cos ) ,

per cui .
lv(s)]” = (R + 5)%(0% 4+ ¢?sin?0) .

Quindi

1 rL . )
T = 5/ TRt 5267 + 3 sin® 6) ds = T (3R + L) + @ oin®6).
L

T = %(332 + L2)(6% + $?sin20).

17. [18/7/2008 (ex)I] Una circonferenza ~ di centro O, raggio R e massa
M é vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con + e fissi.

Un’asta C'D di lunghezza L e massa m é vincolata ad avere I'estremo C sulla
circonferenza, e a mantenersi parallela ad AB (il che implica che C'D giace
sul piano di ).

Scrivere I'energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo come prima coordinata lagrangiana I'angolo ¢ formato dal piano della
circonferenza con la direzione fissa ey, avendo scelto il sistema di riferimento fisso

in modo che Dorigine sia il centro della circonferenza, e es sia parallelo ad @ .

Allora )
_ 22

ove I é il momento di 7y rispetto all’asse per AB.
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Scegliamo poi come seconda coordinata lagrangiana I’angolo 6 formato da O? e il
diametro ortogonale ad @ . Allora, nel sistema fisso, ogni P sull’asta ¢ dato da

0P = 0C + CP = Rcos O(cos pe; + sin pey) + (Rsinb + s)es,

per 0 <s< L.

Dunque
vp = R(—0sinf cos p — ¢ cosOsin p)e;
+ R(—ésin@sintp + pcosfcosp)es
+ Rf cos fes .
Percio '
|vp|2 = R*(0% + ¢? cos?0),
e quindi
I 1 (*m 2042 | -2 2 1 2042 | 2 2
Th, == —R?(0° + ¢° cos” ) ds = —mR*(0° + $° cos” 0).
2 ), L 2
R. . )
T = §I<p2 + 5mR?(é2 + @2 cos?6).

18. [18/7/2008 (ex)II] Una circonferenza 7 di centro O, raggio R e massa
M é vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con v e fissi.

Un’asta C'D di lunghezza L e massa m é vincolata ad avere I'estremo C sulla
circonferenza, a giacere sul piano di -y, e a mantenersi ortogonale ad AB.
Scrivere I'energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate

lagrangiane.
R.

1 1 . 1
T = §Igb2 + 5mR(R92 + R¢? cos? 0 + Lp? cos ) + gmL2¢2 .
19. [12/2/2009 (ex)I] Un disco di raggio L e massa m ¢ cosi vincolato:

e il suo centro C' appartiene alla curva
P(s) = (RCOSAS,Rsin)\S,hAs), seER.
Qui s & la lunghezza d’arco, A = 1/v/R? + h?, e R, h > 0 sono costanti.

e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco rispetto a C' in funzione

di due opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Si scelgano come coordinate lagrangiane
z€R, Y € (—m ),
tali che X ¢ = 4 (z) e, indicando con (T', N, B) la terna intrinseca della curva 1,

u; =cospT +sinp N,
Uy = —sinpT 4+ cosp N,
us = B.

Qui M = (u;) é una terna solidale con il disco. Il momento delle quantita di moto
del disco é
L=ow,

ove o é calcolata in C e w é la velocita angolare del disco rispetto alla terna fissa.
Per calcolare w usiamo la formula

W =WwpN T WNM,
ove P é la terna fissa e N = (T', N, B). Si sa che
wpn = —73T(2) + kiB(2) = N?:[hT(2) + RB(z)].
Infatti la seconda uguaglianza segue dai calcoli:

T(s) = )\( — Rsin As, R cos As, h) ,
N(s) = f(cos As, sin As, 0) ,
B(s) = )\(h sin As, —h cos \s, R) ,

da cui
k(s)=XNR,  7(s) = % N = —X°h.
Poi si ha wayam = 9B. Dunque
w = N2hT(2) + (N*2R + ¢)B(2)
= M 2hcospuy — N 2hsinpus + (V2R + 9)us.
La matrice di o in M é, per motivi di simmetria,

g = diag([11,111,2111) .

L = I11\*2hcos puy — I3 A2 2hsinpug + 2111 (V2R + )us .

20. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;

e ad avere l'estremo B sulla curva

’I,D(S) = (¢1(5)’¢2(5)a¢3(5)) ) s € (a’ b)’

ove s € l’ascissa curvilinea.
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Determinare I’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

SOLUZIONE

Parametrizziamo I'asta mediante

)

OP(z) = 9(s),  0<z2<2L

cosicché -
vp = Eéd/(s) ;
© 2.2
|UP|2 _ st
4172
Dunque
po L [m? o m 8L, m o
2/, 2LA4L? 1613 3 6
R. m
T= ESQ.

21. [12/2/2009 (ex)II] Un disco di raggio L e massa m ¢ cosi vincolato:

e il suo centro C appartiene alla curva
w(s):(Rsin)\s,Rcos)\s,h)\s), s€ER.

Qui s & la lunghezza d’arco, A = 1/v R?> + h?, e R, h > 0 sono costanti.
e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco rispetto a C' in funzione

di due opportune coordinate lagrangiane.
R.
L = I11)\?2hcos puy — 11 A 2hsinpug + 2111 (A22R + ¢)us .

22. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;

e ad avere il centro C sulla curva

’l,b(S) - (1/11(3)71/12(3)71/13(3)) ) s € (a7 b)?

ove s ¢ l’ascissa curvilinea.
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Determinare I’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-

nata lagrangiana.
R.

23. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i
vincoli

2
2} + 54 — R* =0;
734 — 3B = 0;

T1472B — T24T13 = 0.

Qui m, L, R > 0 sono costanti.
Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-

nate lagrangiane.

SOLUZIONE

Si tratta di un’asta con Iestremo A su una superficie cilindrica (primo vincolo),
che si mantiene ortogonale all’asse del cilindro (secondo vincolo), e con direzione
radiale (terzo vincolo).

I vincoli non specificano se E abbia il verso di (z14,224,0) o il verso opposto; qui
supponiamo pertanto che

L
AB = E($1A61 + z24€2).

Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=ux34 € R,
p € (—m,m) tale che x14 = Rcosp, x94 = Rsinyp.

Dunque I’asta é parametrizzata da

OB(s) = OA + AB(s) =

Rcos pe; + Rsin ey + ze3 + scospe; + ssin ey, 0<s<L.
Percio

vh(z,p;8) = —p(R + s)sinpe; + 9(R + s) cos pes + Zes ,
e

Wp|* = ¢*(R+5)> + 2°.
Dunque
L . s 1 (fm ) 2, .2
Tz, %,0) =5 | F[p7(R+s)"+27]ds.
2 )y L

R.

T'(2,0,%,¢) = 5 ¢* (3R + BRL + L*) + 2.
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24. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i

vincoli

2 2 2
x4 +a54 — R =03
x34 — 238 = 0;

T14T1B + T2ax2B = 0.

Qui m, L, R > 0 sono costanti.

Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-
nate lagrangiane.

SOLUZIONE

Si tratta di un’asta con lestremo A su una superficie cilindrica (primo vincolo);
lasta si mantiene ortogonale all’asse del cilindro (secondo vincolo); sul piano or-
togonale all’asse, che contiene I’asta, ’estremo B é sulla retta ortogonale al raggio
che unisce I'asse del cilindro ad A e passante per 'asse stesso (terzo vincolo). In
altre parole, detto () il punto intersezione del piano ortogonale all’asse del cilindro
su cui giace I'asta con I’asse medesimo, il triangolo QAB costituisce la meta di un
rettangolo, di cui asta é la diagonale e il punto medio dell’asta G il centro; tale
rettangolo si muove solidalmente all’asta.

Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=x34 € R,
@ € (—m,m) tale che x4 = Rcosp, w34 = Rsingp.

A) Usiamo il Teorema di Kénig:

1 1
TL(Z,QO,,é,gb) = §TH|’UG|2 + 50'(“) TW,

ove G é il centro dell’asta, o é calcolata in G, e w ¢é la velocita angolare dell’asta
rispetto alla terna fissa. Visto che, per i vincoli, la distanza di G dall’asse del
cilindro é sempre uguale a L/2, si ha

. L, .
ve = v + [vel, [val, = zes, |lvel | = §|90|
Poi,
w = Yes.
Percio

PR T2 LT 1
TL(Za%ZaSQ) = §m(I902 +Z2) =+ 519027

ove I denota il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ortogonale in G.

B) In alternativa, usiamo la definizione di energia cinetica.

I vincoli non specificano se 'anomalia polare di B sia maggiore o minore di quella
di A. Qui supponiamo pertanto che

AB = L(cos(p + 6y — m)ey +sin(p + 0y — w)es)
ove

R
0y = arccos T
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Osserviamo anche che I'altra scelta possibile sarebbe stata
AB = L(cos(p — by + m)eq + sin(p — by + m)ea) .
Dunque ’asta é parametrizzata da
OP(s) = OA + AB(s) =
Rcosper + Rsinpes + zes — scos(p + 0g)er — ssin(p + p)es 0<s<L.
Percio

v (z,0;8) = G(—Rsinp + ssin(p + 6p))er + @(Rcos — scos(p + bp))ea + Zes,

e
vl |? = ¢?(R? + s — 2Rs cos ) + 2.
Dunque
L . 1 (fm 222 .92
T (z,0,2,9) = 3 f[tp (R®+ s—2Rscosfy) + 27 ds.
0
R.

TL(Z’SDaZaSD) = €L2@2 + 522 .

25. [15/7/2009 (ex)I] Una sfera solida di raggio R e massa M ¢ vincolata:
e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;

e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

s
OA = R(acoscte; + asinctes + bes) .

Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a? + b = 1.

Determinare I’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-
dinata lagrangiana.

SOLUZIONE

Si tratta di una sfera vincolata a ruotare intorno a un asse mobile assegnato.
Dunque ha in effetti un solo grado di liberta.

Visto che il moto é di precessione, si ha

T=-0ow-w.
2

Si tratta percio di trovare la velocita angolare w della sfera. Consideriamo un
sistema di riferimento mobile ¥ = (O, w;), con ws diretto lungo ’asse mobile,
ossia per esempio

w1 = —sincte; + cosctes
wy = —bcoscte; — bsinctes + aes,

w3 = acoscte; + asinctes + bes .
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Sia poi S = (0, u;) un sistema di riferimento solidale con la sfera, con
Uus = ws.

Il moto di S rispetto a X percio non puo essere che una rotazione intorno all’asse
comune usz = ws; sia

p € (—m,m)
l’angolo che misura questa rotazione. Indichiamo anche P = (e;), N = (w;),
M = (u;). Allora, per il teorema sulla composizione di velocita angolari,

W=WpM =WpN +WNM,

ove per quanto sopra
WNM = QU3 = Qpws.

Infine wp s si trova con un calcolo esplicito: posto

3
WpPN = E wW; W ,
i=1

si sa che:
d’w2 .
wy = T -w3 = (besincte; — becos ctes) - ws
= abcsin ct cosct — abccosctsincet =0,
d’wg .
Wy = e -wjy = (—acsincte; + accosctes) - wy = ac,
dw1 .
Wy = 1 S W = (—ccosctel — csinctes) - we = be.
Percio

w = wpp = acws + (be+ p)ws.

Si noti che, per le proprieta di simmetria della sfera, nonostante che N' non sia
solidale, la matrice di o in N é

on = diag(I,1,1),
ove I indica il momento diametrale della sfera. Dunque

0
1 1 1
T =S(0,ac.bet@)oy | ac | = I[a*c®+ (bt )] = SI[e* +2bep+7)
be+ ¢

R.
1
T = 5I[c2 + 2bep + ¢?].

26. [15/7/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato:

e ad avere il centro C sull’asse fisso x3;
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e a mantenersi sempre ortogonale all’asse x3.

Scrivere il momento della quantitd di moto Lo del disco rispetto all’origine
O, in funzione di opportune coordinate lagrangiane.

SOLUZIONE

11 disco ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane la coordi-
nata z = x3 del centro C del disco, con z € R, e un angolo ¢ che misuri la rotazione
del disco intorno a es; per esempio se S = (C, ;) indica un sistema di riferimento
solidale con il disco, si ponga

u; =cospe; +sinpesy,
Uy = —sinpe; + cospey,

usz = €3,

con ¢ € (—m,).
Allora, come é noto,

Lo:UerMO?X [’UC‘F(UXC@]:UW,
perché i tre vettori
0?2263, vo = zes, w = pes = Yus,

sono paralleli. Dunque
Lo = ow = I339es3,

dato che la (u;) é principale d’inerzia.
R.
Lo = Iszpes .

27. [15/7/2009 (ex)II] Una sfera solida di raggio R e massa M ¢ vincolata:
e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;
e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

— R

OA E(a sin cte; + a cos cteg + bes) .

Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a® + b? = 1.
Determinare ’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-

dinata lagrangiana.
R.

1
T = 5I[c2 + 2bep + ¢?].

28. [15/7/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato:
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e ad avere il centro C sull’asse fisso x1;
e a mantenersi sempre ortogonale all’asse .

Scrivere il_I)nomento della quantita di moto L4 del disco rispetto al punto A
tale che OA = Req, in funzione di opportune coordinate lagrangiane. Qui

O é Dorigine del sistema di riferimento.
R.
LA = 111@61 .

29. [11/9/2009 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC D di massa M e lati
48| =[eD| =, [BC|=|47] =».
é vincolata ad avere il lato E sull’asse mobile r definito da
x1 = Lcoswt, ro = Lsinwt, r3 € R.
Supponiamo anche che
x34 =0, r3p =b.
Calcolare l'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, x;).

SOLUZIONE
A) Usiamo il teorema di Konig:

1
T = §M|’UG|2+TS,

ove Ts é l'energia cinetica nel sistema di riferimento S = (G, e;), e G ¢ il centro di
massa della lamina.
Indichiamo con ¢ € (—m, ) Pangolo tale che

a a b
O? = Lcoswte; + Lsinwtes + 5 cos pey + 5 sin pes + 563 .
Si noti che ¢ é I'angolo che misura la rotazione della lamina nel sistema fisso.
Dunque, se I denota il momento d’inerzia della lamina rispetto alla retta per G
parallela a AD,

1
Ts = -1$°
S 9 2
e
. a. . a.
v = ( — Lwsinwt — §<psm<p)el + (Lwcoswt + §<pcos @)62 .
Allora 5
lvg|? = L2w? + angQ + Lwagp cos(wt — @) .
R.

a2

1 1
T = 2]¢2 + §M(L2w2 + I¢2 + Lwag cos(wt — ¢)) .
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30. [11/9/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABC'D di massa M e lato b &
vincolata ad avere il lato E sull’asse mobile r definito da

x1 = Lcoswt, r9 = Lsinwt, r3 € R.
Supponiamo anche che
34 =, x3p =2b.

Calcolare 'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, x;).

R.
1

1 b?
T=—-1p°+ —M(LQW2 + Zng + Lwbg cos(wt — ¢)) .

2 2

31. [20/11/2009 (ex)I] Una lamina quadrata di massa M e lato 2L &
vincolata a ruotare intorno all’asse mobile r

ricosat + xosinat = R, 3 =20,

in modo che 7 coincida con ’asse comune di due lati opposti della lamina.
Il centro C' della lamina occupa su r la posizione

OC = R(cos ate; + sin ates) .

Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento del-
le quantita di moto della lamina, rispetto all’origine del sistema di riferimento

fisso.

SOLUZIONE

Introduciamo la coordinata lagrangiana ¢ € (—m, ) che misura la rotazione della
lamina intorno a r. In particolare, sia S = (C,u;) é un sistema solidale con la
lamina, dato da

u, = —sinate; + cosates,
U2 = U3 X U] = — cosatsin pe; — sin at sin pes + cos pes ,

U3 = COs pw1 + sines = cos ¢ cos ate; + cos wsin ates + sin pes .

Qui w; é il versore nel piano x3 = 0 ortogonale a r, e ¢ é quindi I’angolo formato
dalla lamina con es; la direzione solidale us é ortogonale alla lamina, e la u; é
diretta Iungo r.

Dunque in questa terna si ha

O? = R(—sin pus + cos pug), ve = Rou .

Per calcolare la velocita vp di un generico punto della lamina usiamo la scomposi-

zione
OP=0C+CP, CD=swu +sous,
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ove $1, s2 € [—L, L] sono i parametri della lamina. Con calcoli elementari che usano
la forma esplicita ricavata sopra per i wy si ottiene

dCP ocC

vp =vco + T =vc 70451? — (82 SIn U] — YSaUS3 .

Usando quindi le scomposizioni appena trovate di O? e vp nella terna (wp) si
calcola:

O.}% X Vp = (R2a — Rass sinp + as%)(sin pus + cos pus)
+ (Rpsa sin g — as155 cos p — s3¢)uq

+ S189puUo + (as% sinp — Rasa)ug .

Quindi il momento cercato si trova integrando
M
Lo = O?’ X ——ds;d
¢ //[—L,L]Z[ orl ap e

L2
= Ma<R2 + ?) (sin pug + cos pug)
L? L?
—+ MO[? Singﬁ’llg — M?goul .

II calcolo dell’integrale é immediato, e semplificato dall’osservazione che tutti i
termini dispari nei parametri s1, So si annullano per la simmetria del dominio.

R.

L2
Lo = ]\4(ZY(R2 + ?)63
2

+ Ma? sin p(cos @ cos atey + cos  sin ates + sin pes)

2
— M?(— sinate; + cosates) .

32.(25/1/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa M e lato 2R
¢ vincolata a giacere sul piano fisso x3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
x1 e rimanendo nel semipiano xo > 0.

Un’asta E'F' di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
z3 = 0, e ad avere ’estremo FE' coincidente con il centro K della lamina.

Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

11 sistema ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane

=11 € R, Y € (—mm),
tali che, posto u = ﬁ’/(QL), si abbia

U = cos pe; + sin pesy .
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Calcoliamo a parte le energie della lamina e dell’asta.
Per il teorema di Konig

1
Tipcp = §M552 :
Sempre per il teorema di Kénig
1 1
TL _ 2 ZJI¢ 2
EF 2m|”G| Tl
ove GG é il centro di massa dell’asta. Si ha poi

—y
0C = OK + Lu = (Lcosp + x)e; + (Lsinp + R)es .

Dunque
ve = (—Lgsing + &)e; + L cos pes .
Percio 1 1
Thp = m(L?¢? —2Lgising + %) + 1¢?.
R. . 1 1
T = S Mi® + om(L¢? — 2Lgirsing + i) + 5167

33.(25/1/2010 (ex)II] Una lamina quadrata ABC'D di massa M e lato 2R
é vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
1 e rimanendo nel semipiano xo < 0.

Un’asta E'F' di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
x3 = 0, e ad avere I'estremo E coincidente con il vertice C' della lamina.

Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate

lagrangiane.

R.
1 1 1
T = S Mi® + om(L¢? — 2Lgirsing + i) + 5167

34. [22/2/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C
e massa M é vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosyp,
r9 = Rsingp,
z3 :th,

ove —o0 < p < 00 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
é vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.

Determinare l’energia cinetica di « in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Scegliamo come coordinate lagrangiane
Y ER, 0 € (—m,m),
ove 0 ¢é Iangolo formato da un raggio solidale con v e da T', mentre v é tale che
OC' = (R cos, Rsin, i) .
Sull’elica si ha con calcoli usuali che I'ascissa d’arco é data da
s=A"lp,  A=(R*+h> 7.
Inoltre la terna intrinseca e é data da

T = A(—Rsin(As), Rcos(As), h), N = —(cos(As),sin(As),0),
B = A\(hsin(As), —hcos(As), R) ,

mentre curvatura e torsione sono date da
k(s)= AR,  7(s) = =\?h.
Vogliamo determinare 1’energia cinetica usando il teorema di Kénig. Parametriz-

zlamo la circonferenza con
OP = 0C +CP,

ove P ¢ il punto generico su ~y. Si ha
P = Rcos(0 +oR™ )T (s(¢)) + Rsin(0 + cR™ )N (s(1)),
ove 0 < o < 27nR é lascissa curvilinea su 7.
Derivando si ha, posto S = (C, e;), e ricordando le formule di Frenet-Serret,
vs(P) = %C’ﬁ = —Rsin(@ +ocR™ 1) (0 + ARY)T(s(¢)))

+ Rcos(8 + oR™1)(0 + ARY)N (s(¢)) — AR sin( + o R~ B(s(1))) .

Dunque
lvs(P)]> = R?(0 + AR)? + A2h2R?y?sin®(0 + o R™1)..
Percio Penergia cinetica relativa a C di vy é
1 (2R M ) . .
Ts ==~ /O ﬁ{R2(9 + AR)? + A2h2R%)? sin(6 + aR*l)} do
= %MRQ(Q + ARY)? + EM)\QhQR%Q .

Si ha infine subito )

M [o(O)* = %M(RQ + )2

R.
1 . 1 . . 1 .
T= 5M(R2 + h)? + 5MR?(G + ARY)? + ZM)\QhQRQW .
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35. [22/2/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale « di raggio R, centro C'
e massa M & vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosp,
T9 = Rsinp,
r3 = —th,

ove —00 < p < 00 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
é vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.
Determinare l’energia cinetica di « in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.
R.

T= %M(R2 + h2)? + %MRQ(Q + ARy)? + EM)\QhQR%Q .

36.19/4/2010 (ex)I] Una lamina quadrata rigida omogenea ABC D di massa
m e lato 2L & vincolata a mantenere il lato AB sulla retta mobile

x2 = Rcos(at), xr3 = Rsin(at),

ove (O, x;) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Si esprima l’energia cinetica della lamina, nel sistema di riferimento fisso, in

funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

SOLUZIONE

Si potrebbe usare il teorema di Kénig, oppure direttamente la parametrizzazione
lagrangiana, come sotto.

Indichiamo con (A, w;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, ossia

U] =cospes +sinypes,
Uy = —sinpey +cospes,,

us = €1

con ¢ € (—m,m). Si prende ug ortogonale alla lamina. Indichiamo anche, per
z€R,

H .

OA = ze; + Rcos(at)es + Rsin(at)es .

Quindi x e ¢ sono le coordinate lagrangiane.
Allora, se P indica il punto generico sulla lamina, sulla quale introduciamo le
coordinate solidali (s1,s3) € [0,2L] x [0,2L],

OP = 04 + AP = (x + s3)e1 + [Rcos(at) + s1 cosples + [Rsin(at) + s sinples .
Percio

vp = te; — [aRsin(at) + ¢s; sinples + [aR cos(at) + ps1 cos ples,
cosicché

lwp|? = &2 + a2R2 + ¢?s2 + 2a¢Rs) cos(p — at) .

75



330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Dunque

1 2L 2L m 5
Tlii/ / m|’0p| dsy dss
0 0
m 2L

=1 [% + o®R% + ¢%s? + 29 Rs; cos(p — at)] ds;
0
m ) 252y, O3 .2 2
= E[QL(,@ +a’R%) + §L O +4L%apR cos(p — at)} .

8
T = % [2[,(3’52 + a2R2) + §L3<p2 + 4L2agbRcos(g0 — at)} .

37. [8/7/2010 (ex)I] Calcolare in funzione delle opportune coordinate la-
grangiane lenergia cinetica di una circonferenza materiale v di raggio R e
massa M.

La circonferenza ¢ vincolata ad avere il centro C su un asse mobile r, a cui
inoltre il piano di v rimane ortogonale in ogni istante. L’asse r ha equazioni

—x1 sin(wt) + xg cos(wt) =0, x3=0.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane ’ascissa s € R, misurata su r, del centro

C di v, e un angolo 6 € (—m, ) di rotazione di ~ intorno a r.
Secondo il teorema di Kénig

1 1
T=_-Mvcl+-ocw-w,

2 2
ove w € la velocita angolare di vy rispetto alla terna fissa.
Dato che
0C = s cos(wt)e; + ssin(wt)ey,
vale

ve = $(cos(wt)ey + sin(wt)ez) + sw(— sin(wt)e; + cos(wt)es)

e quindi
lve|? = 52 + s%w?.

Troviamo w usando il teorema di composizione di velocita angolari. Sia P la terna
fissa, M = (u;) una terna solidale con v, e N' = (w;) una terna tale che

w1 = uy = cos(wt)e; + sin(wt)es, w3 = e3.
In questo modo wy = wy é il versore di r. Si ha
Ww=wppm =wpn +wWaym =wes +0u; .

In M si ha
oc =diag(2I,1,1).
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Inoltre
ez = sin fus + cosBug ,
e dunque '
w = Ou; + wsinbus + w cos lus
e .
ocow-w =210+ [w?.
R.

1 1.
T = 5M(s;2 + s2w?) + 5(21192 + Iw?).

38. [7/9/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABC'D di massa m e lato L &
vincolata ad avere il centro G appartenente alla circonferenza -y

2., .2 2
] +25 =R, x3 =0,

e a mantenere la sua normale coincidente con la normale principale a .
Scrivere Ienergia cinetica di ABC'D in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Usiamo il Teorema di Koénig. Si ha

1
T = §m|vg|2 +Ts.

Qui S = (G, (e;)). Scegliamo le coordinate lagrangiane p € (—7,m), 0 € (—7,m),
in modo che
O@ = Rcosye; + Rsinpes ;

ovviamente vale
2 _ p2:2
lvg|® = R*¢*.

Consideriamo poi la terna N' = (w;)
/LUl:T, w2:N7 'LU3:B,

ove (T, N, B) é la terna principale di v, e wy quindi é normale alla lamina.
Consideriamo anche il sistema solidale con la lamina (G, M), M = (u;), ove

U2 = W2,

e quindi w1, ug appartengono al piano della lamina. Indichiamo con 6 I’angolo di
rotazione di wy intorno a ws.
Pertanto, indicando con P la terna fissa,

WpM = WpN +WNM -

Dato che il moto di N rispetto a P ¢ una rotazione di asse es, la velocita angolare
risulta data da

WpN = pW3 = Pes.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Invece il moto di M rispetto a N é una rotazione di asse ws, e quindi
Wam = Owy = Ousy.
Scomponiamo la matrice d’inerzia o rispetto alla terna N, ottenendo
o = diag(Il,2I,1),

per la simmetria materiale della lamina.

Percio 1 1
Ts = §aw-w:§Igb2+192,

se I é il momento d’inerzia della lamina in G rispetto all’asse comune di due suoi

lati opposti.
R.

1 1 :
T = §mR2¢2 + §I<p2 +16%.

39. [20/1/2014 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato a
mantenere il centro C' sulla retta mobile r di equazione

—x1 sin(wt) + x2 cos(wt) =0, x3=0.

ove w > 0, e I'asse ortogonale in C' coincidente con tale retta. In particolare
si ha

OC = L cos(wt)ey + Lsin(wt)es,
ove O ¢ lorigine del sistema fisso.
Si determini il momento delle quantita di moto del disco rispetto a O, in
funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

SOLUZIONE
Introduciamo un sistema di riferimento solidale con il disco S = (C, (up,)), ove

u3 = cos(wt)ey + sin(wt)eq

é ortogonale al disco e quindi uy, us giacciono invece sul piano del disco. Si noti
che la (uyp) ¢é principale in C e che

C@ = 7L’u,3 y
e pertanto O ¢ solidale con S, oltre che fisso. Dunque vale come é noto
Lo = O'Ow,

ove w indica la velocita angolare di M = (uy,) rispetto alla terna fissa P = (ey).
Per trovare w = wpq introduciamo la terna N = (wy,) mediante le

w; = cos(wt)ey + sin(wt)es = us,
wo = — sin(wt)e; + cos(wt)es ,

w3 = e3.
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Allora
WPM = WpN +WNM,

e come si sa dato che i due moti relativi sono due rotazioni

wpN = wes, WNM = PUs .

Qui scegliamo come coordinata lagrangiana ¢, 'angolo di rotazione del disco intorno
al proprio asse.

Si noti che N é principale d’inerzia per il disco, nel suo centro di massa C' e quindi
in O, che appartiene a uno degli assi principali centrali. Inoltre per il teorema di
Huygens i momenti relativi a N in O sono

I =TI =T+ML?, I9 =9I,

ove I indica il momento del disco rispetto a un suo diametro. Quindi le componenti
di Lo in N sono date da

21 0 0 o 2I¢
0 I+ML? 0 0= 0
0 0 I+Mm12) \w (I+ML?)w

Lo = 2I¢cos(wt)ey + 2 psin(wt)ey + (I + ML?*)wes .

40.[20/1/2014 (ex)II] Una lamina quadrata di lato R e massa M ¢ vincolata
a mantenere il centro C' sulla retta mobile r di equazione

—x7 sin(wt) + x2 cos(wt) =0,

ove w > 0, e I'asse ortogonale in C' coincidente con tale retta. In particolare
si ha
OC = L cos(wt)e; + Lsin(wt)es,

ove O & lorigine del sistema fisso.
Si determini il momento delle quantitd di moto della lamina rispetto a O, in

funzione delle opportune coordinate lagrangiane.
R.
Lo = 2I¢cos(wt)ey + 2 psin(wt)ey + (I + ML?*)wes .

41. [17/2/2014 (ex)I] Un cubo rigido di spigolo L e massa M & vincolato
ad avere il centro nell’origine del sistema fisso O e due vertici opposti A e
B giacenti sul piano z3 = 0. Qui (xj) denota le coordinate nel sistema di
riferimento fisso, e A e B sono opposti nel senso che

|AB| = V3L.
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Si calcoli I'energia cinetica del cubo in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Il moto é polare, con polo il centro del cubo C. L’energia cinetica é quindi data
come noto da

1
T= 0w w
2 ’

ove w é la velocita angolare del cubo e o il suo tensore d’inerzia in C'.
Per calcolare w usiamo il teorema di composizione

W=WpM =WpN +WNM,

ove P ¢ la terna fissa, M ¢é una terna solidale, e N é data da

AB

’wl:?— w3 = e3 wo = w3 X W1 .
|A |) )

II cubo ha due gradi di liberta; scegliamo come coordinate lagrangiane gli angoli
¢ € (—m,7) tali che
AB = V3L(cos pe; + sin pes)

e 0 € (—m,m) che descriva la rotazione del cubo intorno all’asse /@
I due moti relativi in cui abbiamo scomposto il moto polare del cubo sono entrambi
rotazioni e percio

(—UP/\/Zgb'UJ;J,, WN M :9W1,
e pertanto )
w = 0w + pws.

Per le proprieta di simmetria del cubo
on = diag(I,1,1),

ove I é il momento d’inerzia del cubo rispetto a un qualunque asse per il centro C'.

R. .
T = 51(¢2 +62).

42. [17/2/2014 (ex)II] Una sfera (piena) rigida di raggio L e massa M &
vincolata ad avere il centro nell’origine del sistema fisso O e due punti solidali
diametralmente opposti A e B giacenti sul piano x3 = 0. Qui (z}) denota
le coordinate nel sistema di riferimento fisso, e A e B sono opposti nel senso

che
|AB| = 2L.

Si calcoli ’energia cinetica della sfera in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
R.

1 .
T = 51(@2 +6?).
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43.[19/6/2014 (ex)I] Un sistema olonomo & costituito da due aste AB e CD
ciascuna di massa M e lunghezza 2L, vincolate a giacere nel piano x3 =0 e
ad avere gli estremi B e C coincidenti.

Determinare I’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coor-

dinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane x, y € R, ¢, 6 € (0,27) tali che

O?:O?:zelereg,
OA = (x +2Lcosy)er + (y+2Lsingp)es,
0D = (x +2Lcos@)e; + (y +2Lsinb)es .

Applichiamo il teorema di Kénig a ciascuna delle due aste, indicando con P
[rispettivamente Ps] il centro di massa di AB [rispettivamente di CD]. Dunque

1 1 1 .
Tup = s Mlvp,|* + T§" = §M|vPl|2 +21¢7%,

2 2
1 1 1.
Tep = 5M|vpz|2 +T1§P = §M|vp2|2 + 5192.

Con semplici calcoli si ha poi ad esempio
vp, = (& — Losinp)er + (§+ Lpcosp)es.
R.

M
T" = M(i* + %) + 7(L%2 — 2Ld¢ sin g + 2L5p cos @

. . . 1 .
+ L?0% — 2L40sin @ + 2Ly6 cos ) + 51@2 +62).

44. [17/7/2014 (ex)I] Un parallelepipedo E di massa M e spigoli di lunghezze
a, b, c tutte diverse tra di loro é vincolato ad avere uno degli spigoli di
lunghezza a giacente sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso, con
un estremo nell’origine O del sistema.

Si calcoli I'energia cinetica di E in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Introduciamo un sistema di riferimento solidale con F, con origine in O. Denotiamo

con ﬁ lo spigolo vincolato al piano x3 = 0, e con OB e OC' gli altri due spigoli di
estremo O, di lunghezza b e c rispettivamente. La terna solidale sara allora

R

u; = ) Uz = ) us = ’
a b c

che possiamo assumere positiva senza perdita di generalita.
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Scegliamo come coordinate lagrangiane ’angolo ¢ € (—m, ) tale che
U] = cos pe; + sin ey ,

e Pangolo 6 € (—m, ) formato da ws con il piano x3 = 0, ossia tale che
u3 = sin fesz + cos fws ,

ove wsy € l'opportuno versore sul piano x3 = 0. In effetti, dato che uy - wo = 0, si
ha scegliendo uno dei due segni possibili,

wy = — sinpe; + cos pes .

Oltre alla terna solidale M = (uy,) e a quella fissa P = (ey,) introduciamo la terna

N = (wp,), ove
wp =Uuy, wQZ—SiD(p61+COS(p62, w3 = w1 X w2 = €3.

Si sa che la velocita angolare di E in (O, P) é data dalla composizione delle due
rotazioni

WPpM = WpN + WM = pes + fwy = H(sin Quz — cos Bus) + Ou
Qui si usano la definizione di w e la

Uo = U3 X U] = Uz X Wi = sinfwsy — cos ws .

Dunque
1 Ly Lo I 9 0
T = SOWPM WPM =5 Ly Inp a3 —pcos® | - | —pcosh
I3 Iz I33 psind psind

1 . 1 .
= 511192 + 3 (I2 cos? O — 2153 cos O sin O + I3 sin® 0)p* + (I13sin 6 — I15 cos )b .

R.

1

. 1 .
T — 511192 + 5(122 cos? @ — 2153 cos 0 sin O + I33 sin? )2 4 (113 8in 6 — I15 cos 0)h .

45. [10/2/2015 (ex)I] Un disco di massa M e raggio R ¢ vincolato ad avere
il centro C sul cilindro
2?23 =17,

e a mantenersi a esso tangente. Qui L > 0 é costante e le z; denotano le
coordinate nel sistema di riferimento fisso.

Calcolare I'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane ¢ € (—mw,7), z € R e § € (—m,m) tali che

O?: L cos pe; + Lsin pey + zez,
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e 0 misuri la rotazione del disco intorno al suo asse, che per i vincoli imposti ha
versore
U] = Cos pe; + sin pes .
Per il Teorema di Kénig
1
T: §M|’Uc|2 +TS,
ove

Ts == -
S 2aw w,

con o tensore d’inerzia del disco in C. Per determinare w usiamo il teorema di
composizione delle velocita angolari:

W=WpM = WpN +WNM -

Qui P = (ey) é la terna fissa, M = (uy,) é la terna solidale al disco, e N' = (wy,) é
data da

w; =cospe; +sinpesy,

wy = —sinpe; +cospey,.
ws3 = e3
Si ha
wpN = w3, wym = 0wy .

ron il TV nché non soli n il di 5 in ogni istan
D’altronde si osserva che N, benché non solidale con il disco, ¢ in o, stante
principale d’inerzia. Dunque se I denota il momento d’inerzia diametrale del disco,

L (21 0 0\ [0 0 |
Ts=5|0 I 0){o]f-|0 =§(2192+1¢2).
0 0 I} \¢ @

1 1.
T = 5M(L2<p2 + 2% + 5(21192 +I9%).

46. [10/2/2015 (ex)II] Un disco di massa M e raggio R ¢ vincolato ad avere
il centro C sul cilindro
o} a3 = L7,

e a mantenere il proprio asse tangente al cilindro e ortogonale all’asse x3.
Qui L > 0 ¢ costante e le x; denotano le coordinate nel sistema di riferimento
fisso.
Calcolare I'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
R.

T = %M(L%Q + %) + %(219’2 +1¢?).
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47.2/7/2015 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata a
mantenere 'estremo A sull’elica circolare

x1 = Rcos(As),

xro = Rsin(As),

r3 = hs,
ove le costanti positive A\, h, R soddisfano A>R? 4+ h? = 1 cosicché s € R ¢
I’ascissa curvilinea su . Inoltre AB deve mantenersi nel piano II4 passante
per l'asse x3 e per A.
Scrivere ’energia cinetica di AB nelle opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE

Se denotiamo
P(s) = (Rcos(As), Rsin(As), hs), seR,

scegliamo come coordinate r € R e ¢ € (—m, ) tali che OA = P(r(t)) e
AB = 2L cos plcos(Ar)ey + sin(Ar)es] + 2L sin pes .

In altri termini, ¢ é un’anomalia polare nel piano Il 4. Dunque il generico punto P
di AB sara parametrizzato da

ﬁ(ﬁ+ﬁ¢(r(t))+a§, o e0,2L];

qui o é lascissa su AB. Pertanto la velocita di P ¢

v =71(r) + op{ — sinplcos(Ar)e1 + sin(Ar)es] + cos pes }
+ Mo cos p|— sin(Ar)e; + cos(Ar)ea],

[v|* = 72 + 02p? + A\2720? cos® ¢ + 27¢pah cos p + 220 cos pRA
= 0?(p* + A% cos p?) + 20 (Fphcos o + RN} cos ) + 72 .

Si calcola poi
1 M
T (g, ) = = —v|*do.
(s ) 2/,432le| o

2 1
T"(r,p) = gMLQ(ng + A272 cos p?) + M Li cos o(ph + RN\?7) + §M7‘2 .

48. 3/9/2015 (ex)I] Una lamina rettangolare di massa M e lati a > b > 0
& vincolata a mantenere il centro C sulla circonferenza

23+ 2% = R?, r3=0.
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Inoltre la lamina si mantiene ortogonale alla circonferenza. Qui R > a.
Scrivere il momento delle quantita di moto della lamina rispetto al centro
C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

SOLUZIONE

La lamina ha due gradi di liberta corrispondenti alle coordinate lagrangiane

s € (0,27R), v € (—mm),
ove s € l'ascissa curvilinea di C tale che

O? = Rcos %el +Rsin%eg,

con O origine del sistema di riferimento, e ¢ é un angolo di rotazione della lamina
intorno alla sua normale in C, che é la tangente alla circonferenza in C. L’angolo
o verra specificato sotto.
Come ¢ noto si ha

Lo =ow,

ove o ¢ il tensore d’inerzia in C e w é la velocita angolare della lamina. De-
terminiamo w mediante il teorema di composizione delle velocita angolari. Sia
N = (T, N, B) Ia terna intrinseca della circonferenza in C, e sia M = (u1, u2, u3)
una terna solidale alla lamina, principale in C. In particolare prendiamo u; [rispet-
tivamente us| parallelo ai lati di lunghezza a [rispettivamente b, e quindi us =T
normale alla lamina. Denotiamo anche P = (ey,).

Allora

W =WpN T WNM,

e si ha subito peraltro (in genere salvo il segno)
waym = pug = oT'.
E noto poi che )
$

wpy = §[—7T + kB] = %B = zes.

Occorre scomporre e3 = B in M. Come definizione di ¢ possiamo infine precisare
u; = cospIN +sinpB | Uy = —sin N 4 cos B,
e dunque
e3 = B = sin puq + cos pus .

Si noti che la scelta fatta di ¢ conferma il segno scelto sopra. In conclusione

w = %simpul + %cosgouQ + pus.

FEssendo
Iip O 0

o= 0 Ixn 0 ;
0 0 Ii1+ Iss

si ottiene infine

$ $
LC =0OoWw = Illﬁ singpul + IQQE COS YU + (111 + IQQ)(,Z?’U/;J, .
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Lc = Iuﬁ sin pu; + 122E cos puy + (I11 + Iz2)pus .

49. [9/2/2016 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di massa M e lati
AB = L e BC = 2L ¢ vincolata ad avere il vertice A nell’origine del sistema
di riferimento fisso, e il lato AB sulla retta mobile r(¢)

—x1 sin(kt) + zo cos(kt) =0, x3=0.

Si calcoli I'energia cinetica della lamina in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

SOLUZIONE

Consideriamo un sistema di riferimento solidale con la lamina & = (A, M) con

M = (uyp)),
_A§ _Aﬁ
ul—'L , u2—_2L ,

Si noti che ug é principale, ma uy e us non lo sono.
Consideriamo anche la terna fissa P = (ey) e quella ausiliaria N' = (wy,),

us = U] X ug.

wi; = Uy, w2 = w3 X Wy, w3 = €3 .
Il teorema di composizione delle velocita angolari da

WPM = WpN + WA M-
Chiaramente, se ¢ € (0,27) denota ’angolo di rotazione intorno ad AB, ossia quello
formato dalla lamina con il piano x3 = 0, si ha
wpy = kws, WANM = QWi .

Quindi
w = wpp = kes + pu; .

Occorre esprimere ez in termini di M. Questo si ottiene da
uy = cos(kt)e; + sin(kt)es

us = — sin(kt) cos pe; + cos(kt) cos pes + sin pes ,

usz = sin(kt) sin pe; — cos(kt) sin pes + cos pes .

Percio ' '
1 (T iz 0 2 @
T= 3 Lo Ins O ksingp | - | ksingp
0 0 Is3 kcosyp kcosp
R.

1
T = 5[me? + 2@15k@sin @ + Ipok? sin® o + I33k? cos? ] .
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50. [9/2/2016 (ex)II] Una lamina ABC a forma di triangolo rettangolo di
massa M e cateti AB = L e AC = 2L ¢ vincolata ad avere il vertice A
nell’origine del sistema di riferimento fisso, e il lato AB sulla retta mobile

r(t)
xysin(kt) — xo cos(kt) =0, x3=0.
Si calcoli I'energia cinetica della lamina in funzione di un’opportuna coordi-

nata lagrangiana.
R.

1
T — 5[[119232 + 2@12k@ sin @ + Ipok? sin® ¢ + I33k? cos® ] .

51. [19/3/2016 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M & vincolato ad avere
il centro C' sulla parabola

To = ax?, 3 =0.

Qui a > 0 & una costante assegnata.

Inoltre ’asse ortogonale al disco in C' si mantiene tangente alla parabola.
Scrivere l'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Scegliamo le due coordinate lagrangiane x € R e ¢ € (—m,m) tali che

O(% = ze; + az’ey,

e che ¢ indichi I'angolo formato da un raggio solidale con il disco con la normale
alla parabola.
Usiamo il teorema di Konig. Dunque

1 1
T = §M|vc|2 + oW W,
ove o ¢ calcolata in C. Si ha anzitutto

veo = iler + 2axes].

Per determinare la velocita angolare del disco w, usiamo il teorema di composizione
delle velocita angolari, ossia

W =wpN +WNM,

ove P é la terna fissa (ep), M = (uy,) € la terna solidale con il disco scelta in modo
cheus =T e N = (T, N, B) ¢ la terna intrinseca della parabola, ossia

e + 2(1:662 72(11'61 + eo
= — = — =e3.
V1 + 4a22? V14 4a22? °

Per la scelta dell’angolo ¢ si ha

wym =T
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inoltre é noto dalla teoria che

wpy = §[—7T + kB] = $kB.

Poi si ha d
5= d—ss'c — /1 + 4222 |
x
e
B 2a
(14 4a222)3
Dunque in conclusione
. 2azt
w =T +

—— B
(14 4a2z?)2
Si conclude ricordando che la o per le proprieta di simmetria del disco si scompone

in N come
o =diag(2I,1,1),

ove I é il momento d’inerzia diametrale del disco.

R.
2Ia%3?

1
T = “Mz%(1 + 4a%2?) + > + ——— .
QME (L daras) 1 e

52. [12/7/2016 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M & vincolato ad avere
il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso S = (O, (z3)), e ad
avere il diametro solidale AB appartenente al piano x3 = 0.

Si determini il momento angolare del disco in funzione delle opportune

coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Usiamo 1’espressione
L=0%.

Determiniamo la velocita angolare w: introduciamo il sistema di riferimento ausi-
liario 8" = (O, (wy)), ove

w1=7, w2 = w3 X Wi, w3 = €3.

I sistema solidale (O, (up,)) sia invece dato da

up = - Uy = U3 X U, us ortogonale al disco.

Allora si avra per ¢, 0 € (—m,7)

w; =cospe; +sinpes,
we = —sinpe; +cospes,

w3 = €3,
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Uy = cosf wo + sin b ws
u3z = — sinf wy + cos f ws,

u; = wy.

Scegliamo ¢, 8 come coordinate lagrangiane. Dunque se P é la terna fissa (ep),

N: (wh) eM = (’U,h) si ha
W= wWpm = wWpN + WM = Pws + Ouq = H(sin Qusg + cos fus) + Ou .

Scomponendo anche o© nella base solidale M si ottiene se I denota il momento
diametrale del disco

I 0 0 0 10
L=c% =01 0 psing | = | I¢sind
0 0 2I pcosb 21 cosb

L = I(Quy + ¢ sinOug + 2¢ cos Ous) .

53. [8/02/2017 (ex)I] Un cilindro di massa M, raggio R e altezza H &
vincolato ad avere il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, (z1,)) e a mantenere l'asse sul piano 3 = 0.

e Si calcoli il momento Lo delle quantita di moto del cilindro rispetto a
C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane, scomponendolo
nella base fissa.

e Si dimostri che se
Lc-es>pu>0, per ogni t > 0,
allora L¢ - e; e L - e si annullano infinite volte per ¢ > 0.

SOLUZIONE

A) E noto che

Le=0w.

Siano A e B i due centri delle basi del cilindro. Scegliamo ¢ € (—n,m) in modo che

@ = H cos pe;1 + H sin pes ,

e 0 € (—m, ) che misuri la rotazione del cilindro intorno ad AB.
Cerchiamo w; useremo la scomposizione

W=WpM = WpN +WNM,

ove P = (ep), M ¢ la base solidale costituita da

Uy = 7 us, ug arbitrari e opportuni,
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e N é data da
w; =cospe; +sinpes,
wy = —sinpe; +cospes,
w3 = €3.

Si noti che wy = u;. Ovviamente wpyn = pws. Inoltre wa g = fw,.
Nonostante N non sia solidale, a causa della simmetria del cilindro si ha comunque

oS = diag(l11, Iz, In2)
con Iy, costanti. Dunque (calcolando in componenti in N)
Iy 0 O 0

LC:U(.U: 0 122 0 0
0 0 In) \¢

= Inéwl + Isopws = IuéCOS pe1 + Iuésin pes + Iropes .
B)Se L. e3> pu >0, allora
¢ > ply',
e dunque
p(t) > plyp't +(0) = +00, ¢ — +oo.

Quindi sia sin p(t) che cos¢(t) si annullano infinite volte.
R.
LC = 1119COS wyeq + Illésin wea + IQQ(,bEg .

54. [8/02/2017 (ex)II] Un parallelepipedo con base quadrata di massa M,
lato della base R e altezza H ¢é vincolato ad avere il centro C nell’origine
O del sistema di riferimento fisso (O, (z1,)) e a mantenere 'asse sul piano
Tr1 = 0.

e Si calcoli il momento Lo delle quantita di moto del parallelepipedo ri-
spetto a C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane, scom-
ponendolo nella base fissa.

e Si dimostri che se
Lo-er>pu>0, per ogni t > 0,

allora L¢ - es e L - ez si annullano infinite volte per ¢ > 0.

LC = 1119COS wyeq + Illésin we2 + 122(p63 .
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55.[15/01/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e di massa M ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla curva piana regolare

’l,b(S) = (1/}1 (8)7 1/}2(8)70) ) s € (a7 b) )

ove s ¢ la lunghezza d’arco. Inoltre tutta ’asta & vincolata a giacere sul
piano x3 = 0.

Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Parametrizziamo AB mediante le coordinate lagrangiane ¢ € (0,27) e r € (a,b)
tali che

AD = 2L(cos pe; + sin pes) ,
OA = (r).

L’energia cinetica si puo trovare con il teorema di Kénig: se G denota il centro di
massa di AB, ossia

0C = P (r) + L(cos pey + sin pes) ,
si ha
vg = ' (r)7 + Lo(—sin pe; + cospes).
Pertanto
[vg[? =% + L2p% + 2Lig(— ¢ (r) sin @ + 5(r) cos ).
Infine P’energia cinetica relativa al centro di massa é

1
I
2<P,

con I momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ortogonale ad /@ inQG.

R.
1 1
T = §M[7*2 + L2p? 4 2Lip(—) (r) sin ¢ + b (1) cos )] + §1¢2 )

56. [15/01/2018 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e di massa M ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla curva piana regolare

’l,b(S) = (07¢2(3)7¢3(3))7 s € (a7 b)?

ove s ¢ la lunghezza d’arco. Inoltre tutta ’asta & vincolata a giacere sul
piano z1 = 0.
Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
R.

T = %M[r2 + L2Q? + 2Li¢(—1by(r) sin ¢ + 4 (1) cos )] + %I(f .
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57.[13/02/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
ad avere il centro sulla circonferenza mobile

S . S
~(t) = {Rcos }—%ul(t) + Rsin Eu?,(t) |0<s< QWR} )
ove

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) ey,

us = e3.

Qui « > 0 & costante.

Inoltre AB si mantiene in ogni istante parallela a us.

Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

L’asta ha un grado di liberta. Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ € (—m, )
tale che se C' é il centro dell’asta

O? = Rcospuy + Rsinpus .

Qui O é lorigine del sistema di riferimento fisso.
Dunque

vo = —Rpsinpui + R cos ptt; + Ry cos pus
= —R¢ysin puq + aR cos pus + Ry cos pus

da cui
lve|? = R*¢% + a®R? cos® .

Per usare il teorema di Kénig dobbiamo calcolare w. Ma dato che AB ¢é parallela
a us si ha
W = es = aus .

Percio
I 0 0\ /0 0
1 1 1
FOCW W =3 00 0]fo]-]o0 :51042.
0 0 I o o
R.

1 1
™ = 5MR?(gb2 + a? cos? @) + 5102 .

58. [13/02/2018 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa M ¢ vincolata
ad avere ’estremo A sulla circonferenza mobile

~y(t) = {Rcos %uz(t) + Rsin %u;g(t) |0<s< 27TR} ,
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ove

uy = cos(ft) e1 + sin(ft) eq
ug = —sin(fSt) e; + cos(ft) ez,

us = e3.

Qui 8 > 0 ¢ costante.
Inoltre AB si mantiene in ogni istante parallela a uq.
Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate

lagrangiane.
R. g2
4

1 1 1
T = SMR(@ + 5 cos® o) + S M (22 — BLRpsing) + 515

59. [11/02/2019 (ex)I] Si calcoli, in funzione di una opportuna coordinata
lagrangiana, il momento delle quantita di moto Lo del disco di raggio R e
massa M vincolato a avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento
fisso e un punto A, solidale e appartenente al suo bordo, mobile con legge
assegnata

X A(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es .
Qui a > 0 & una costante.

SOLUZIONE
Introduciamo il sistema solidale S = (O, (uy,)), ove

—
OA

u =g

Evidentemente il disco ha 1 grado di liberta, e possiamo scegliere come coordinata

lagrangiana ’angolo ¢ € (—m, w) di rotazione intorno a u; .
Per calcolare w scriviamo

Uy = U3 X U7, w3 ortogonale al disco.

W=WpM =WpN +WNM,
ove P é la base fissa, M = (up,) e N = (w),) é data da
w1 = U, w2 =e3 XU, w3 = e3.

Quindi si ha subito
wpyN = aes, WNM = QU7 .

Resta da esprimere e3 nella base M: si ha dato che e3 - u; = 0,
es3 = sin pug + cos pus .

Verifichiamo che questa scelta esplicita di ¢ sia coerente con quella del segno in
wn M fatta sopra: in effetti si ottiene

07d63: {%

= —— +w X es3
dt dt]M

= ¢(cos puy — sin pus) + H(sin pus — cos pus) .
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Infine
w = puU] + asin puy + @ cos pus .

Si ha quindi
L7 O 0 %)
Lo=ocow=| 0 I 0 asin @
0 0 21 QU Cos

Lo = 11 (pu; + asin pus + 2acos pug) .

60. [11/02/2019 (ex)II] Si calcoli, in funzione di una opportuna coordinata
lagrangiana, il momento delle quantita di moto Lo della lamina quadrata di
lato 2R e massa M vincolata a avere il centro nell’origine O del sistema di
riferimento fisso e il punto medio A di un lato mobile con legge assegnata

X A(t) = Rcos(at)es + Rsin(at)es .

Qui « > 0 & una costante.
R.
Lo = L1 (pug + asin pus + 2a.cos pus) .

61.[09/01/2020 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD ha lato 2R e massa m,
ed é vincolata ad avere il centro G sulla circonferenza ~

22 + 23 = 2R?, x3 =0,
e il vertice A nell’origine O del sistema di riferimento fisso.

e Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento
delle quantita di moto della lamina rispetto a A, esprimendolo nella base
solidale alla lamina.

SOLUZIONE
11 corpo ha 2 gradi di liberta: infatti, determinata la posizione di G su vy, resta un

grado di liberta per la rotazione intorno a OG.
Introduciamo le coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m,m) tali che

X5 (0) = V2R(cos pe; + sin pes)

e 0 é angolo di rotazione intorno a O@ .
E noto che Ly = o aw perché il moto é polare di polo A. Per calcolare w introdu-
ciamo le terne P = (ey,) (fissa), M = (uy,) (solidale) e la terna ausiliaria N' = (wy,)

data da
GO
V2R’

w1 = w2 = w3 X Wy, w3 = e3.
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Si noti che w é solidale e si pud pertanto assumere che u; = wy.
Quindi per il teorema di composizione delle velocita angolari

W =wpp = wpN + WM = pws + Ow; .

Resta da esprimere w3 in funzione della terna M che puo essere scelta come la
terna principale in A

u; = wy,
Uy = cos ws + sin fws

u3 = — sin fwsy + cos fws ,

ove uz € normale alla lamina.
Dunque, poiché ws = e3 e percio wy - ez =0, wy - ez =0, si ha

e3 = w3 = sin fus + cosbus .

Quindi .
w = Ouy + $sinbus + ¢ cosbug ,
cosicché
Iy 0 0 0
(Caw)m=| 0 L1 +m2R? 0 psind
0 0 2111 +m2R? pcosl

1160
= (111 + 2mR2)<p sin 5
2(I11 + mR?)p cos b
ove I € il momento d’inerzia in G calcolato rispetto a un asse del piano della
lamina.

R.
L = 110wy + (I + 2mR?)psin Qug + 2(11, + mR2)p cos fus .

62. [09/01/2020 (ex)II] Un disco C ha raggio R e massa m, ed ¢ vincolato
ad avere il centro G sulla circonferenza

2, .2 2
i +25 =R, x3 =0,

e un punto solidale A appartenente alla circonferenza bordo del disco nell’o-
rigine O del sistema di riferimento fisso.

e Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento
delle quantita di moto del disco rispetto a A, esprimendolo nella base
solidale al disco.

L= I110u; + (11 + mR2)<,bsin Ous + (2111 + mRQ)gb cosfBus .
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

1. [15/12/2005 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w1, u2,us3) si muove
rispetto al sistema di riferimento fisso ({2, e, e, e3) con

vo = ceq w = wey,

con ¢, w > 0 costanti. All’istante iniziale le terne fissa e mobile coincidono.
Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da

vs = kus, k > 0 costante.

Determinare le componenti della velocita di P lungo (eq, ez, e3).
SOLUZIONE
Per la formula della velocita relativa

3
v=vs+v0+wX OP = kus(t) + ce; + wez X Z)\Z(t)uz(t)
i=1

Resta dunque da esprimere la terna mobile (u;) nella terna fissa (e;), e da deter-
minare le coordinate \; di P nel sistema mobile.
Anzitutto si ha, per la definizione di velocita angolare w,

u1(t) = cos(wt)e; — sin(wt)es,
U2 (t) = é€2,

us(t) = sin(wt)e; + cos(wt)es .
Inoltre, per integrazione,

AL(t) = A(0),  Aa(t) = A2(0) + Kkt As(t) = A3(0), t>0.

Sostituendo nella formula della velocita si ha la soluzione.

R.

v = [c— wAi(t) sin(wt) + wAz(t) cos(wt)]e1 + ke
— [wA1(t) cos(wt) + wAs(t) sin(wt)]es,

ove le coordinate di P nel sistema mobile sono date da
(A1(2), Aa(t), A3(2)) = (A1(0), A2(0) + kt, A3(0)), t>0.
2. |7/4/2006 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w1, w2, u3) si muove ri-
spetto al sistema di riferimento fisso ({2, e, ez, e3) con
vo = cey, w = wes,
e in modo che all’istante iniziale

O:.Q, u; = €;, i:1,2,3.
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Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da
vs = kug .

Qui ¢, w, k sono costanti positive.
Determinare le componenti della velocitd nel sistema fisso v di P lungo

(ely €2, 63)'
SOLUZIONE
Per la formula della velocita relativa

3
v=vs+v0+wX OP = kuq (t) + cex + wea X Z)\Z(t)uz(t)
i=1

Resta dunque da esprimere la terna mobile (u;) nella terna fissa (e;), e da deter-
minare le coordinate \; di P nel sistema mobile.
Anzitutto si ha, per la definizione di velocita angolare w,

u1(t) = cos(wt)e; — sin(wt)es,
U (t) = €2,

us(t) = sin(wt)e; + cos(wt)es .
Inoltre, per integrazione,
)\1(13):)\1(0)—}—/{%, )\Q(t):)\Q(O), Ag(t):)\z;(()), t>0.

Sostituendo nella formula della velocita si ha la soluzione.

R.

v = [kcos(wt) — wAi(t) sin(wt) + wAs(t) cos(wt)| e1 + cea
+ [ = ksin(wt) — w1 (t) cos(wt) — wAs(t) sin(wt)] es,

ove le coordinate di P nel sistema mobile sono date da

(Al(t), )\g(t),)\g(t)) = ()\1(0) + kt,)\Q(O), )\3(0)) , t>0.

3. [22/9/2006 (ex)I] Un punto si muove sulla circonferenza mobile
v={Rcospu; + Rsinpuy | 0 < ¢ <27},
ove (u;) ha velocita angolare rispetto alla terna fissa data da
w = wus.

Qui R, w > 0 sono costanti.

Il centro della circonferenza, ’origine del sistema di riferimento fisso, e I'ori-
gine del sistema di riferimento mobile O coincidono in ogni istante.

I due vettori ug e es coincidono all’istante iniziale.

97



340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Sapendo che il moto del punto nel sistema di riferimento mobile ¢ uniforme
(cioé che la velocita relativa ha modulo costante c), si trovi la velocita del
punto nel sistema di riferimento fisso.

SOLUZIONE

Usando le formule della cinematica relativa si ha

v:v3+wxﬁ,

ove si denota § = (O, u;). D’altra parte, denotando con ¢(t) la coordinata lagran-
giana di P, tale che

ﬁ% = Rcospuy + Rsinpus,

si ha
vs = Ro(—sin puq + cos pus),

per cui (a meno della scelta del segno)
lvs| = ¢ se e solo se ¢=cR™.
Inoltre

w x OP = wugz X [R(cos puy + sin pus)] = wR(— sin pu; + cos pus) .

v=(cR™"+w)ez x OP.

4. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia (u;)
una terna mobile tale che

u1(t) = cos(at)e; + sin(at)es ,

uy(t) = —sin(at)ey + cos(at)ey,

us(t) = es.
Consideriamo un disco D di centro C, sottoposto ai vincoli
o OC = Luy(t);
e D giace nel piano ortogonale a wu1;

e D ruota intorno all’asse ad esso ortogonale in C' con velocita angolare
(scalare) costante 3 > 0.

Determinare la velocita angolare vettoriale di D nel sistema di riferimento
fisso, esprimendola nella base (e;).

SOLUZIONE

Indichiamo con P la terna fissa (e;), con N' = (w;) una terna solidale con D, ove
w1 = u € ortogonale a D, e con M la terna (u;).

L’esercizio richiede la velocita angolare w = wpy di N rispetto a P.

98



340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

E noto che
WPN = WPpM +WMN -
D’altra parte
wpm = aes, wmy = Pw .

Resta solo da scomporre wy in P. Si ha

w1 (t) = uq(t) = cos(at)e; + sin(at)es .

w = Bcos(at)e; + fsin(at)es + aes .

5.[26/3/2007 (ex)I] Consideriamo tre terne M = (u;), N' = (w;), P = (z),
tali che
WMN = Aug, WNP = W .

All’istante t =0

Determinare la velocita angolare wap sia in termini di (u;) che di (2;).
SOLUZIONE
Si sa che

WMP = WMN + WaPp = AU + pw; .

Osserviamo che

|:d’U,1

T}N(Tf) =wnym(t) X ur(t) = =Aui(t) x ui(t) =0.

Quindi per ogni t
3

wi(t) =) N(Dwi(t),

i=1
con \; funzioni costanti, ossia, per le condizioni iniziali,
u1 (t) = wl(t) .
Percio
wamp(t) = (A + pua(t).
Resta da esprimere w; in termini delle z;. Si ha come sopra

{%

P L) (t) =wpm(t) x ur(t) = —(A+ p)ur(t) x ur(t) =0,

da cui
ul(t) = Zl(t) y

wmp(t) = (A + p)z1(t) .
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wamp(t) = (A + pui(t) = A+ p)z1(t).

6. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare warpq che soddisfa

d
[ wch} = —awnm+ b, (1)
M

ove o > 0 e b & un vettore solidale con A/. Sapendo che all’istante iniziale
t =0 vale

WN M (0) = IBwl )
con B € R, si determini wpraq(2).

SOLUZIONE

Denotiamo
3

3
i=1

i=1
Allora la (1), ricordando che

dw,\/M o dw,\/M
dt |y | At |y

da le

w; = —aw; + by, 1=1,2,3;
wi(0) =8, w2(0) =ws(0)=0.

Si ottiene pertanto

t) = —at -1 —at
wi(t) = fe + (1= e,
b
i(f) = —(1—e =23
wilt) = 21—, =2,
R- b b b b
wNM(t):_+€—at{(ﬂ,_1)w1,_2w2,_3w2}, t>0.
«@ « «@ «

7. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare waraq che soddisfa

d

[WNM} = Q.COS pUq ,
at |

wym(0) =0,
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ove a > 0 e p & 'angolo tra us e wo. Si determini wpspq, sapendo anche che
’U,Z(O) :wi(O), i=1,2,3.

SOLUZIONE

Denotiamo
3

WNM = sz‘ui .
i=1

Allora la waram(t), ricordando che
dw,\/M o dw,\/M
dt |y | At ]

(A.J:[:OZCOSSQ7 CLJQZO, CLJ3:0 (1)

soddisfa

Percio
wa(t) = w2(0) =0, ws(t) = ws3(0) =0, per ognit > 0.

Ne segue che il moto di M rispetto a N é una rotazione intorno all’asse w1, cosicché
per ognit > 0:

us(t) = cos p(t)wa(t) + sin p(t)ws(t),
uz(t) = —sinp(t)wa(t) + cos p(t)ws(t),

wym(t) = p)ur(t) = p(H)wi(t).
Segue allora da (1) che

$ = acosy,
$(0) =0,
©(0)=0.

#(t) ds
wnm(t) = 2asinp(t)wi, ove / —_— =, t>0.
M) = V2asin g(wn T

8. [16/5/2007 (hw)I] Un punto A si muove su una circonferenza con centro
il punto B, con velocita angolare costante wae. A sua volta B si muove
di moto circolare uniforme intorno al punto C (fisso), con velocita angolare
costante wge. Qui e & un versore costante, perpendicolare al piano delle
orbite di A e B. Denotiamo

A8 =r,  [0B|=a.
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Determinare se la velocitd di A pud annullarsi, e in quali posizioni del

sistema. Si assuma wy # 0, wp # 0.

SOLUZIONE

A) Introduciamo il sistema di riferimento mobile S = (B, e;), che ha velocita an-
golare nulla nel sistema fisso (C, e;). Possiamo assumere e = e3. Le formule della
cinematica relativa danno subito

=
vy = VB + Vs = wpges x@—i—wAeg x BA.

Segue che v4 = 0 se e solo se (visto che eg é ortogonale a C@ ea ﬂl)
wBC@ + wAﬁ =0,

ossia

> wB ?
BA=-—0(CB.
wA
Percio le posizioni ricercate esistono se e solo se

wB
R=|—
wA

d

)

caso nel quale sono:
1. se wawp < 0: i tre punti sono allineati, con B tra A e C;
2. se wawp > 0: I tre punti sono allineati, con A tra B e C.

B) In alternativa al metodo precedente, troviamo v 4 derivando il vettore posizione
CA, parametrizzato in modo opportuno.

Introduciamo le coordinate ¢ e 6, definite come gli angoli formati da e, con C@ e,
rispettivamente, con BA. Allora

CA=CB + BA = d(cos ¢, sin ¢, 0) + R(cosf,sin 6, 0) .
Dunque ) )
va = (—dgsinp — ROsinb, dp cosp + R cosb,0),
lval? = d*¢* + R*6* + 2dpRé cos(p — 6) .
Questa forma quadratica, in
(dg, RO) = (dwp, Rewa)
risulta definita positiva a meno che
cos’(p—0) =1,
caso in cui é semidefinita positiva, e in effetti si annulla nei casi:

1. ¢ =04 2km, dwp + Rwa = 0;
2. p=0+(2k+1)m, dwp — Rwy = 0.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Si sono quindi ritrovate le soluzioni ottenute nella parte A).
R. Si hanno soluzioni se e solo se

le soluzioni sono:
1. se wawp < 0: i tre punti sono allineati, con B tra A e C;

2. se wawp > 0: I tre punti sono allineati, con A tra B e C.

9. [4/7/2007 (ex)I] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = atus .

Qui a > 0 & una costante.
Determinare la scomposizione di uj, us, us nella terna (e;) sapendo che

’U,Z(O) :ei(O), i=1,2,3.

SOLUZIONE
Si ha
d’LLg
e =wxuz3=0.
Quindi
U3(t):63, t>0.

Percio la coppia (u1, us) giace sul piano (e1, e2) e quindi, per un angolo ¢ opportuno
si puo scrivere

. du .
U] = Cos pej + sinyes E W = pus,
. dus .
U2 = —sin pej + cos pes O = —pu; .
Inoltre
d’LL1
— =w X u; = atuz X u; = atus,
de
d’LL2
—— =w X Uy = atuz X us = —atuq .
de
Pertanto o
) =at, () =St
R.

u1(t) = cosp(t)ey(t) + sinp(t)ea(t),
uz(t) = —sinp(t)er (t) + cos(t)ea(t) ,
us (t) €3 (t) ’

con p(t) = at?/2.
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10. [4/7/2007 (ex)II] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = yt2u .

Qui a > 0 & una costante.
Determinare la scomposizione di w1, ug, us nella terna (e;) sapendo che

w(0) = e0), i=1.23.

ul(t) = el(t) y
us(t) = cos p(t)es(t) + sinp(t)es(t),
uz(t) = —sinp(t)ea(t) + cos(t)es(t) ,

con ¢(t) = yt3/3.

11. [1/7/2008 (ex)I] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza

2 2 2
x1+x2:R, $3:—R7

e 'asse del disco si mantiene ortogonale all’asse x3 e alla circonferenza.

Qui (O, z;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 é costante.
SOLUZIONE
Introduciamo per comodita di notazione il punto A, proiezione di C sull’asse x3.

Allora per ipotesi ’asse del disco si mantiene allineato con AC'.
Scomponiamo poi
W=WNM = WNP T+ WP,
ove: N é la terna fissa; P = (z;) ¢ la terna data da
a0

= _ = = X :
zZ1 @—' R’ zZ3 = €3, Z2 = 23 X 21,

M = (u;) é una terna solidale con il disco tale che
UL =z
Se ¢ indica la coordinata tale che
ﬁ = Rcosye; + Rsin pes ,

¢é noto che
wNPp = pes.

Inoltre, visto che uw; = z1, il moto di M in P é di rotazione; sia 6 I’angolo relativo,
per esempio 'angolo tra us e il piano x3 = 0. Allora

wpm = 0z = é(cos peq + sinpes) .
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w = pes + O(cos pe; + sinpes) .

12. [1/7/2008 (ex)II] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C' soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza
2 2 2

e l'asse del disco si mantiene ortogonale all’asse xo e alla circonferenza.

Qui (O, x;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 ¢& costante.
R.

W = gey + B(cos pes + sin pe; ) .

13. [12/1/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H e raggio di base
R & vincolato ad avere il vertice nell’origine del sistema fisso (O, €;).
Inoltre & vincolato ad avere I’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le x; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cono nel sistema di riferimento fisso, in
funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, es, es.
SOLUZIONE

La velocita angolare del cono, cioé di una terna solidale M rispetto alla terna fissa
P = (e;), verra calcolata mediante la formula

WPM = WPN + WA M,
ove N = (w;) é la terna mobile (non solidale)
wp = cos pe; + sinpes ,

wy = —sinpe; + cos ey,

w3 = e3.
Qui ¢ é scelto in modo che w1 sia diretto come I'asse del cono. Quindi

wpN = pes.

Nel sistema di riferimento (O, N') il cono dunque si muove con una rotazione intorno
al proprio asse, per cui
WNM = 9'U.71 )

ove 0 é appunto I'angolo che misura tale rotazione.
R. _ .
wpm = b cospe; + Osinpes + pes .
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14. [12/1/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza H e raggio di
base R & vincolato ad avere il centro nell’origine del sistema fisso (O, €;).
Inoltre & vincolato ad avere 1’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le z; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cilindro nel sistema di riferimento fisso, in

funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, es, es.
R. . .
wpm = b cospe + Osinpes + pes .

15. [9/4/2010 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, u;) si muove rispetto al
sistema di riferimento fisso ({2, e;) in modo che

Vo = cey, w = wej .

All'istante iniziale le terne fissa e mobile, e i due punti O e {2, coincidono.
Un punto P ha velocita nel sistema di riferimento mobile data da

vs(t) = kea, t>0,

e all’istante iniziale

OP(0) = Lu, .

Qui ¢, w, k, L sono costanti positive.

Determinare le componenti della velocita di P nel sistema fisso lungo la terna
(u;), in funzione di ¢, w, k, L.

SOLUZIONE

Per la formula delle velocita relative

3
v =vs+vo+w X OP = kes + ces +wey x Z)\i(t)ui(t).
i=1
Si ha per definizione di w:

u =€y,
uo = coswtes + sinwtes

u3 = —sinwtes + coswtes .
Quindi

v = (k+ ¢) coswtug — (k + ¢) sinwtus + wuy X (Aaus + Asus)
= [~wA3 + (k 4 ¢) coswt]uz + [wAa — (k + ¢) sinwt]us .

Infine dall’integrazione di
(A1, A2, A3) = k(0, coswt, — sinwt) ,

si ha, tenuto conto delle condizioni iniziali,

k k
Ai(t) =L, Az (t) :;sinwt, A3(t) = ;(coswt—l).
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v = (k + ccoswt)us — csinwtus .

16. [7/9/2010 (ex)I] Una terna mobile M = (u;) si muove rispetto alla
terna fissa (e;) con velocita angolare

w = au; + Buy,

cono, BER, o®+5%2=1.
Il sistema di riferimento S = (O, M) ha l'origine coincidente con quella del
sistema di riferimento fisso.
Determinare 'insieme dei punti solidali con S tali che la loro velocita (nel

sistema fisso) si annulla.
SOLUZIONE
Si ha, come é noto,

v:vo—l—wa?:(aul—i—ﬁ'uQ)xO?.
Quindi v = 0 se e solo se
OP = Mou: + fus), AER.

Questa é l’equazione di una retta solidale con S, che é anche fissa nel sistema
di riferimento fisso avendo come versore proprio w, che come é noto ha derivata

relativa nulla se e solo se ha derivata assoluta nulla.
R. La retta
OP = Ao, + fus), A€ R.

17.[17/2/2014 (ex)I] Un sistema rigido S = (O, (up)) soddisfa a un certo
istante ¢
vo = Aey, w = ae; + feg,

con «, B, A > 0 costanti.

Scrivere la velocita di trascinamento (relativa a S) in tutti i punti dell’asse
istantaneo di moto nell’istante ¢.

SOLUZIONE

Per definizione ’asse istantaneo di moto é la retta ove la velocita di trascinamento
é parallela a w, e quindi uguale per tutti i punti.

1II valore cercato dunque si ottiene come

= o (cvey + Peg) .

w w
vO.—— S
ww a4+ 52

aA

m(ael + ﬁeg) .
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18. [17/2/2014 (ex)II] Un sistema rigido S = (O, (uy)) soddisfa a un certo
istante ¢

vo = A\es, w = «aey + fes + ves,
con «, 3, v, A > 0 costanti.

Scrivere la velocita di trascinamento (relativa a S) in tutti i punti dell’asse
istantaneo di moto nell’istante .

R.
BA
m(@@l + 662 + 763) .

19. [10/2/2015 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile & = (O, M), M =
(up,) ha velocita angolare w che soddisfa

dw
e Aw + cos(fBt)uy ,
w(0) =0,

vo = key, Xo0(0)=0.

Qui \, 3, k sono costanti positive assegnate. Si supponga anche up(0) = ey,
h=1,2, 3.

Determinare in funzione dei parametri assegnati le equazioni nel sistema di
riferimento fisso del luogo dei punti ove la velocita di trascinamento é nulla,
negli istanti in cui w(t) # 0.

SOLUZIONE

Poiché vale

{d_w} _dw

dt | dt’

si ha che
dw]
— | = Aw+cos(ft)uq,
5.

da cui possiamo ricavare le componenti scalari di w in M. Si ottiene con semplici

calcoli
1

“0) =33

Dunque il moto di M é una rotazione intorno alla direzione fissa e; = u;.
11 campo di velocita di trascinamento é dato per definizione da

[A(eM — cos(Bt)) + Bsin(Bt)]u; .

Vi(x,t) =vo(t) + w(t) X (x — Xo(t)).

Si ha per le ipotesi
Xo(t) = kt62 .

108



340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Dunque, denotando con x; le coordinate nel sistema fisso, il luogo dei punti cercati
é dato dalle soluzioni di

VT(a:,t) = k62 + w(t)el X [ZL'161 + (SCQ — kt)EQ + 1'363] =0.

k 1
ZL'QZkt, T3 = —~ W(t):m

w(t) [A(eM — cos(Bt)) + Bsin(Bt)] .

20. [10/2/2015 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile S = (O, M), M =
(up,) ha velocita angolare w che soddisfa

d
d_L: = —kw + sin(ft)us ,
w(0) =0,
e
vo = Aep, Xo(0)=0.

Qui \, 3, k sono costanti positive assegnate. Si supponga anche up(0) = ey,
h=1,2, 3.

Determinare in funzione dei parametri assegnati le equazioni nel sistema di
riferimento fisso del luogo dei punti ove la velocita di trascinamento é nulla,
negli istanti in cui w(t) # 0.

R.

A 1

1 =M, To=——=; w(t) = m[ﬁ(e‘“ — cos(ft)) + ksin(Bt)] .

21. [4/6/2015 (ex)I] Sia S = (O, (u;)) un sistema di riferimento mobile tale
che

Xo(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es, w(t) = kes, t>0,

con u;(0) = e;.
Sia X un moto tale che la sua velocita relativa sia

vs = cuq(t),

e che X (0) = Luy(0). Qui L, R, ¢, k, o > 0 sono costanti.

Si determini la scomposizione di X (¢) nel sistema fisso.

SOLUZIONE

Dalle condizioni date si evince che il moto di (u;) € una rotazione costante, ossia
che

uy = cos(kt) eq + sin(kt) eq,
uy = —sin(kt) e; + cos(kt) ea,

us = e3.
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Scriviamo

Allora per lipotesi si ha
M=c, =0, A=0,
e quindi per le condizioni iniziali
M(t)=—R+ct, X(@)=L, Xt)=0, t>0.
R.

X (t) = [Rcos(at) + (—R + ct) cos(kt) — Lsin(kt)]ey
+ [Rsin(at) + (—R + ct) sin(kt) + L cos(kt)]es .

22. [4/6/2015 (ex)II] Sia S = (O, (u;)) un sistema di riferimento mobile
tale che

Xo(t) = —Lsin(ct)e; + Lcos(ct)es, w(t) = —kes, t>0,

con u;(0) = e;.
Sia X un moto tale che la sua velocita relativa sia

vs = aus(t),
e che X (0) = Ruz(0). Qui L, R, ¢, k, a > 0 sono costanti.
Si determini la scomposizione di X (¢) nel sistema fisso.

R.

X (t) = [-Lsin(ct) — L cos(kt) + (R + at) sin(kt)]ey
+ [L cos(ct) + Lsin(kt) + (R + at) cos(kt)]es .

23.[2/7/2015 (ex)I] E assegnata una terna mobile N' = (w;(t)), t € I. Una
seconda terna mobile M = (u;) ha velocita angolare relativa a N data da

wyM = aug + fug,
con «, B > 0 costanti assegnate. Inoltre
u;(0) = w;(0), 1=1,2,3.

Determinare (u;(t)) in funzione dei vettori (w;(t)).
SOLUZIONE
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Si ha
"y ]
1, :CUNMXU1:—BU3,
L dt ]
s
—2 =WNM X U2 = QUs,
L dt |
e
-3 =Wn M X U3 = —aus + Pur .
L dt N

Dunque

d®us dus duy 2 2 2
[dtzh—‘a{wfﬁﬁf‘”“% Vi Var g
Pertanto per kj; € R

3 3

us(t) =Y (kuwi(t)) cos(yt) + > (kaswi(t)) sin(71) .

i=1 i=1
Le costanti di integrazione k;; sono determinate da

uz(0) =w3(0) = ki =k2=0, kz=1,

|:d’U,3

W] (0) = —a’w2(0) + ﬁwl(O) = ko1 = 67_1 s koo = —cw_l R k23 =0.
N

Pertanto
us(t) = ws(t) cos(vt) + v (Bwi(t) — aws(t)) sin(y) .

Gli altri due vettori wy e wo si determinano ora per integrazione diretta delle
rispettive equazioni differenziali.

R.

wi (1) = B2 cos(ytywn (1) — afy~(cos(rt) — Lws(t) — fr~ L sin(yt)ws (1),
us(t) = —aBy 2(cos(yt) — Dawi () + oy~ 2 cos(yt)wa(t) + ay ™ sin(yt)ws(t),
uz(t) = By tsin(yt)wy (t) — ay L sin(yt)ws (t) + cos(yt)ws(t) .

Qui v = /a2 + B2
24.[9/2/2016 (ex)I] Un sistema mobile S = (O, (uy,)) ¢ tale che
Xo(t) = ctey, w(t) = kuy(t), up(0)=ep, h=1,23.

Qui ¢, k > 0 sono costanti assegnate.
Determinare, al variare di o € R, i moti tali che

X(0) =0, v(t) = avs(t), per ogni t.

SOLUZIONE
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Cominciamo con l'osservare che a causa della forma di w si ha ui(t) = e1(t) per
ognit > 0. Si ha poi come noto

v=vs+vo+twx(X-Xop),
per cui i moti cercati sono caratterizzati da
(a—=1vs=vo+wx (X —-Xo).
Se indichiamo

3
X(t)=Xo(t)+ Y M(t)un(t),
h=1

questa equazione vettoriale equivale al sistema

(a—1)A; = c,
(Oé — 1)).\2 = —k)\3 N
(Oé — 1)).\3 = k)\Q .

Se a =1 la prima equazione implica che non esistono i moti richiesti; altrimenti

ct

La seconda e la terza equazione danno
A2 ()% + A3(t)? = A2(0)% + X\3(0)* = 0.
Quindi I'unico moto ammissibile si ha per o # 1.
R. Se a =1 non esistono moti ammissibili; altrimenti I'unico é
ac

X(t): a—ltel'

25.[9/2/2016 (ex)II] Un sistema mobile S = (O, (uy,)) ¢ tale che
Xo(t) = ctes, w(t) = kua(t), up(0) =ep, h=1,23.

Qui ¢, k > 0 sono costanti assegnate.
Determinare, al variare di @ € R, i moti tali che

X(0) =0, v(t) = awvs(t), per ogni t.

R. Se a =1 non ci sono moti ammissibili; altrimenti essi sono tutti e soli quelli

della forma
ac

X(t): Ozflte2-

26. [19/3/2016 (ex)I] Una terna M si muove rispetto a una terna N' = (wy,)
con velocita angolare wasaq che soddisfa

[dwNM

] = kwaypm X w3 + Aws .
dt |y
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

All’istante iniziale t = 0 vale

wym = Pfw; .

Qui k, A, 8 > 0 sono costanti assegnate.
Si determini wa/ -
SOLUZIONE

Denotiamo
3

WNM = Zwiwi.
i=1

Allora I'equazione differenziale assegnata, ricordando che

dw,\/M o dw,\/M
dt |y | At ]

da le
wl = kaa
CLJQ = *k&]l,
Gy = A

Si ottiene pertanto dalle prime due equazioni
i+ k2w =0 ,
che integrata con I’aiuto delle condizioni iniziali
wi1(0) =8, w2(0)=0, ws(0)=0,

da
w1(t) = Bos(kt).

Ne segue
wo(t) = —FBsin(kt) .

Infine per integrazione diretta della equazione differenziale per ws si conclude

wg(t) = \t.

wnm(t) = Beos(kt)w(t) — Bsin(kt)wa(t) + Mws(t) .

27.[7/6/2016 (ex)I] Una circonferenza ; di raggio R; € vincolata ad avere
i due estremi A e B di un diametro solidale coincidenti con due punti fissi

— —
OP; = —Ryeg3, OP; = Rye3,

e quindi il centro coincidente con l'origine O. Una seconda circonferenza
~vo di raggio Ro < Rj é vincolata ad avere il centro Cy su 71, ma libero di
muoversi su 1, € a giacere nel piano ortogonale a ~; in Co.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Esprimere la velocita angolare w di 72 in termini delle opportune coordinate
lagrangiane, nella base fissa.

SOLUZIONE

Usiamo il teorema di composizione delle velocita angolari. I gradi di liberta del
sistema sono 3 corrispondenti alle 3 coordinate angolari

90591792 € (77{-57{-)7
date come specificato nel seguito. Introduciamo la terna N = (wy,) solidale con v,
ws , w2 = w3 X Wy, w3 = €3,

ove w; € ortogonale al piano della circonferenza ~y;. Si noti che ws é parallelo a
@. Allora ¢ é tale che

w; =cospe; +sinpes,
wy = —sinpe; +cospes,
ws = es3.
Qui P = (ep,) é la base fissa.
Introduciamo una seconda terna ausiliaria M’ data da
ey
0]8
u; =
Ry’

U =usz XUy, us = wiq .

Allora I’'angolo 61 ¢ tale che

w1 = cos By wo + sin b1 ws,
Uy = —sinfy ws + cos by ws,

U3 = wi .

Infine 0 esprime la rotazione (in un verso opportuno) di una terna M solidale con
o Intorno a uo che é la tangente a vy in Cy. Dunque

W =WwWpN +WNM T WMM
= pes + 01w + Orusy
= pes + 0, (cos pey + sin pes)
+ 9.2[7 sin 01 (— sin pe; + cos pes) + cos O es]
=(¢o+ 0, cos 01)es + (91 cos p + 0 sin psinf;)e; + (91 sin ¢ — 0, cospsinfi)es .

R.

w= (91 cosp + 0 sinpsinfy)e; + (91 sin ¢ — 0 cos psinfi)es + (o + 0 cos 01)es .

28.(7/6/2016 (ex)I|] Un sistema mobile di riferimento S = (O, (uy,)) soddisfa

Xo(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,
us = e3.
Dire per quali valori dei parametri positivi R, o, w, L, 8 il moto di P descritto

in S come

OP = Lcos(Bt)ui(t) + Lsin(Bt)us(t),

ha istanti di arresto nel sistema fisso, ossia soddisfa v(t) = 0 per qualche

te R.
SOLUZIONE
La velocita di P nel sistema fisso é data da

v:vo+wXﬁ+Usa
ove si calcola subito
vo = Ra[—sin(at)e; + cos(at)es], w =wes.
Inoltre se il moto di P é come prescritto si ha
vs = LB[—sin(Bt)u1(t) + cos(ft)us(t)] .
Dunque si ha v(t) = 0 se e solo se
0 = Ra[—sin(at)ey + cos(at)es]
+ wug X [Lcos(Bt)u1(t) + Lsin(Bt)us(t)]
+ LB[=sin(Bt)ua (t) + cos(Bt)usz(t)]

= Rafsin(w — a)tu; + cos(w — a)tusg)
+ L(w + B)[—sin(Bt)uy(t) + cos(Bt)us(t)] .

Dunque i moti richiesti sono quelli che soddisfano

Rasin(w — a)t = L(w + ) sin(Bt) ,
Racos(w — a)t = —L(w + ) cos(Bt) .

Dividendo membro a membro si ottiene, assumendo per il momento cos(ft) # 0, e
quindi cos(w — a)t # 0,

tg(w — a)t = —tg(Bt),
ossia

(w—a)t = —(Bt) + km,

con k € Z. Sostituendo nelle due uguaglianze sopra, si vede che sono verificate se
e solo se k ¢ dispari e si assume Ro = L(w + ).

Il caso cos(ft) = cos(w — )t = 0 conduce ancora a (w — a+ B)t =nw conn € Z
e usando solo la prima delle due uguaglianze sopra si vede ancora che n é dispari.
Dunque in ogni caso si ha

(w—a+p)t=(2h+ 1), heZ.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Se w — a + B # 0 questo é vero per

2 1
t:M’ heZ,
w—a+f

mentre se w — « + 3 = 0 non é mai vero.
R.
Ra=Lw+p), w—a+pB#0.

29. [6/9/2016 (ex)I] Una terna mobile M = (uy,) si muove rispetto a quella
fissa con con velocita angolare w che obbedisce alla legge

dw w
__ :_)\eiat—’ w(0) = w #0
[dth W “O=w

Qui «, A > 0 sono costanti assegnate.
Si determini se w(t) — 0 per t — to per qualche ¢y > 0.

SOLUZIONE
Si sa che

do _Jdwl e @

dt dt | v lw|
Dunque

d |wl|? dw

= L2 7}\ —at .

a2 Y el
Possiamo riscrivere allora

d
wl D ooty

e quindi visto che stiamo assumendo w # 0 (altrimenti I’equazione data non ¢
definita)

d
< )] = —re™
da cui | oot
£)] = w(0)] — Am———
jw(®)| = [w(0)] ”
Poiché
, 1—e ot _ 1—e ot 1
inf [[w(0)] = A———] = lim_[jw(0)] - A\———] = |w(0)| = A=,
vale w(t) — 0 per t — ty < 400 se e solo se
|w(0)] — )\l <0
o .

R. Sihaw(t) — 0 pert — ty < +00 se e solo se

A
lwol| < —.
(0%
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30. [17/01/2017 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa M
é vincolata ad avere il vertice A sull’elica cilindrica ~y

x1 = Rcos(As),
x9 = Rsin(As),
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, A\ = (R? + h2)*1/2, cosicché s € R é l'ascissa
curvilinea. Qui le (zp) sono le coordinate nel sistema di riferimento fisso

(07 (eh))'

Inoltre la diagonale ﬁ é diretta come la normale a 7, ossia
AC = V2LN(s).

Determinare la velocita angolare della lamina in funzione di due opportune
coordinate lagrangiane, esprimendola nella base fissa (ey,).

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate

re R, Y € (—mm),

ove

OA = Rcos(Ar)er + Rsin(Ar)es + hares

e & 'angolo che misura la rotazione del piano della lamina ABCD intorno alla
diagonale AC.
Calcoliamo

T(s) = —ARsin(As)e; + AR cos(As)ea + Ahes,

_m:—cos s)ey —sin(As)e
= )~ e e

Per trovare w usiamo la composizione di velocita angolari
W=WwWpN +WNM -
Qui P ¢ la terna fissa, M quella solidale alla lamina, e N' = (T, N, B). Si sa che
wpn =r(=7(r)T(r) + k(r)B(r)),

ove

k(s) = |T'(s)] = \*R, 7(s) = —A?h.

Qui 7 viene ricavato dalle formule di Frenet-Serret, ossia da

B(s) =T(s) x N(s) = Ahsin(As)e; — Ahcos(As)es + ARes ,
B'(s) = =\*hN(s) = 7(s)N(s).
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Infine per definizione di ¢
WN M = (pN(T) .
Dunque
w=7(A?hT(r) + N’ RB(r)) + ¢N(r).

Sostituendo le scomposizioni sopra dei versori di N si ottiene la scomposizione nella

base P.
R.
w = —pcos(Ar)e; — psin(Ar)es + Ares .

31. [17/01/2017 (ex)II] Una sfera di raggio R e massa M ¢ vincolata ad
avere il centro A sull’elica cilindrica ~y

x1 = Rcos(As),
x9 = Rsin(As),
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, A = (R? 4 h?)~1/2 cosicché s € R & lascissa
curvilinea. Qui le (xp,) sono le coordinate nel sistema di riferimento fisso
(O’ (eh))'

Inoltre il raggio solidale della sfera E é diretto come la normale a ~, ossia
AB = RN(s).

Determinare la velocita angolare della sfera in funzione di due opportune

coordinate lagrangiane, esprimendola nella base fissa (ey).
R.
w = —pcos(Ar)e; — psin(Ar)es + Ares .

32.[8/02/2017 (ex)I] Una terna mobile M = (uy,) soddisfa
W(t) :aul(t)+ﬁu3(t), uh(o) =ep, h=1.23,

con «, 8 > 0 costanti.

Si scriva l'equazione differenziale (vettoriale) di secondo ordine soddisfatta da
ug, ricavandone la scomposizione di uy(t) nella base fissa (ey,), e si riconosca
che il moto di M ¢ una rotazione.

SOLUZIONE
Si ha
d’LL2
Tszqua’%—ﬁuh
e derivando ancora in modo simile
d2’U,2 2 2
a2 —(a” +5)uz.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Dunque usy soddisfa 'equazione dei moti armonici, che integrata da:

dus 0 sin(y/a? + £2t)
at © N

D’altronde per le condizioni iniziali wj,(0) = ey, e per il calcolo sopra

us(t) = u2(0) cos(v/a? + B2t) +

d’u,g

W(O) = aez — PBe; .

UQ(O) = €2,

Il moto é una rotazione uniforme perché w é costante nella base mobile e dunque

lo é anche nella base fissa.

R.

sin(/a? 4+ 52t)
/o2 + 32 ’

us(t) = eg cos(v/a? + f2t) + (aez — fey)

33.18/02/2017 (ex)II] Una terna mobile M = (u},) soddisfa
(.d(t) = auz(t) + 5“’3(t) ’ u’h(o) =en, h=123,

con «, 8 > 0 costanti.
Si scriva l'equazione differenziale (vettoriale) di secondo ordine soddisfatta da
u1, ricavandone la scomposizione di uq(t) nella base fissa (ey,), e si riconosca

che il moto di M ¢ una rotazione.

R.

sin(/a? 4+ 52t)
/o2 + B2 ’

u1(t) = ey cos(v/a? + 2t) + (—aes + Bes)

34. (06/06/2017 (ex)I] Una lamina quadrata di lato L > 0 ¢ vincolata a
giacere nel piano x3 = 0 e ad avere il centro C sull’ellisse

A4,
ﬁ_{_ﬁ_ ) 2?3—0,

A, B > 0 assegnati. La lamina é anche vincolata a mantenere i punti O, C,
K allineati, ove O ¢ 'origine del sistema di riferimento fisso (O, x;), e K ¢
un vertice della lamina.

Si scriva la velocita angolare del corpo in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

SOLUZIONE

Il corpo ha un grado di liberta. Introduciamo la coordinata lagrangiana € (—m, )

tale che
O? = Acosfe; + Bsinfes .

Allora

= V2
OKO?(H;'F%T).
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Scegliamo come terna solidale con la lamina

—
CK Acosfe; + Bsinfes

U = — = ,
|ICK| \/A2cos26 + B2sin®0
—DBsinfe; + Acosfes

Uz = ’

\/A2 cos2 0 + B2sin? 6

Uus = €3 .

Allora il moto é una rotazione intorno all’asse fisso us, e

w - (dul ) , AB

— - Uo |ua = 96 .
2 A2 cos260 + B2sin? 0 8

dt

- AB
~ A2co0s20 + B2sin%0

963 .

35.[11/07/2017 (ex)I] Una lamina quadrata di lato 2L ¢ vincolata ad avere
il vertice A nell’origine del sistema di riferimento fisso (O, (ep)), e il vertice
opposto B sulla curva

x%+x%+x§:8L2,
xr1 = Tg, xz1 > 0.

Determinare la scomposizione della velocita angolare della lamina nella base

fissa (ey), in funzione delle opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Scegliamo una terna solidale principale in A M = (uy) con

4B CD
2W2L' SV

U = uz =u1 X u,

ove CTﬁ é l'altra diagonale del quadrato. Quindi ug € ortogonale alla lamina.
Introduciamo le coordinate sferiche

T = 2\/§Lcosgosin9,
2y = 2v/2L sinpsind
T3 = 2\/§Lcos,9,

con p € (—m,7), 0 € (0,7). Allora 1 = x2 da
cos = sin g,

da cui considerando che x1 > 0, segue ¢ = w/4. Pertanto la curva data risultera
parametrizzata da

/@ = 2L sinfe; + 2L sinfes + 2v/2L cos fes ,
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0 € (0,m). Scegliamo 6 come coordinata lagrangiana; I'ulteriore coordinata ¢ €

(—m, ) misurera la rotazione della lamina intorno ad AB. In particolare si avra

1 . 1.
U, = E sinfe; + E sin fey + cosfes .
Per calcolare w introduciamo la terna ausiliaria N' = (u1, we, w3) con
1 1
wy = —=e; — —=ey,
2 ) 1 ) 2
1 1 .
w3 = wy X wy = — cosbfe; + — cosfhe, — sinbes .

V2

Dunque se P = (ey,)) é la terna fissa

V2

W=WpN T WNM,

WNM = ¢u1 .
Inoltre per calcolare wpp troviamo
— = fw
dt 3
d’LU2 -
dt

Essendo pertanto ws fisso in P si deve avere

WpN = F(t)’wg .

Pertanto q
é’ll)g = % = F(t)’LUQ XUy = 7F(t)’l,U3 .
R. 1 )
; . . s €1 — €2
w =1 |——=sinfe; + —sinfe +cos€e}79
9| 75 sinter + 5 sinde; 5] ~0% 5

36. [11/07/2017 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, (uy)) si
muove di moto tale che
Xo(t) = hteg y

uy = cos(ft) e1 + sin(ft) eq
uy = —sin(fSt) e + cos(ft) ea,
us = e3.

Qui h, 8 > 0 sono costanti assegnate.

Trovare le velocita relative (scomposte in (wp)) di tutti i moti che siano
rettilinei uniformi nel sistema di riferimento fisso.
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SOLUZIONE
Il moto X (t) ¢ rettilineo uniforme nel sistema fisso se e solo se

v(t)=v; € R, teR.

D’altra parte
v=vs+vo+twx (X -Xop).

Sostituendo X o, v, vo da quanto sopra, insieme con w = fes e con

X(ﬁ) =xg + vit,

si ottiene
v1 = vs + hes + fes x (xg + vit — htes),
ossia
Vs = V3 +tuy,
con

’l)3=’l)1—h63—ﬁ63><$0, ’U4=663X’l}1.

Si noti che a causa dell’arbitrarieta di vi e xg i due vettori vs e v4 sono di fatto
arbitrari, a parte la condizione vy - e3 = 0. Dunque possiamo scrivere

U3 = p1€e1 + uges + uses, vy = vi€1 + 1rey,
con pup, vp € R arbitrari. Posto

X(t) = Xo(t) =Y M(tun(t),

h=1

segue dunque

)'\h (t)uh(t) = ([Ll —+ tV1)61 —+ ([LQ —+ tl/2)62 —+ ,LL363 .

NE

h=1

Sostituendo la scomposizione dei e; in funzione dei uy, si ottiene la risposta.
R.

A\ = (1 + tvy) cos(Bt) + (ua + tre) sin(St) ,
Ny = —(p1 + tvy) sin(Bt) + (u2 + tve) cos(5t)
)'\3 = M3,

con 1, M2, U3, V1, Vo € R arbitrari.

37. [23/07/2018 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile & = (O, (uy))
mantiene 'origine coincidente con quella del sistema di riferimento fisso e si
muove di rotazione intorno all’asse ug = e3. L’angolo di rotazione é dato da
0 € C%(R), p(0) = 0. All'istante iniziale uj,(0) = ey, h =1, 2, 3.
Consideriamo un moto X tale che

X(O):Oa ’US:C!’I,Ll—{—B’U/g,

con «, € R assegnati, non entrambi nulli.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

e Determinare esplicitamente la scomposizione nella base fissa del moto
X.

e Trovare un vincolo olonomo mobile f(x1,x2,x3,t) = 0 soddisfatto dal
moto; qui z; denotano le coordinate nel sistema fisso.

SOLUZIONE
A) Per integrazione diretta

X(t) = atuy + Stus .

D’altronde
U] =cospe; +sinpesy,
Uy = —sinpe; + cospey,
us = e3,
e quindi
X (t) = atcospe; + atsin pes + ftes .
B) Si ha

| X ()2 = (a® + B%)t2.

Pertanto il moto soddisfa per esempio il vincolo
f(x1, 20, 23,t) = 23 + 23 + 25 — (a® + )2,
R.

X (t) = at cos pe; +atsinpes + ftes;  f(x1,v2,13,1) = 25 +25+25— (o + 532,

38. [15/01/2019 (ex)I] Un disco D di raggio R ¢& vincolato

e a avere il centro C sulla circonferenza
2 2 2
v ri+z5=L", z3=1L;

e a essere ortogonale al versore

_ (=710, —220, L)
v(C) = L ;

ossia a mantenersi tangente al cono =3 + 3 = x%
Si esprima la velocita angolare del disco in funzione delle opportune coordi-
nate lagrangiane, scomposta nella base fissa.
SOLUZIONE
Il disco ha due gradi di liberta; scegliamo come coordinate lagrangiane @, 0 €
(—m, ), ove
O? = Lcosfey + Lsinfes + Les,
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

mentre ¢ é Pangolo di rotazione del disco intorno alla sua normale, ossia a v(C).
Per determinare w usiamo il teorema di composizione delle velocita angolari:

W=WpM =WpN +WNM,

ove P = (ep,) ¢ la terna fissa, M = (uy,) é la terna solidale al disco e N' = (wy,) ¢é
una terna mobile ausiliaria data da

wi = cosfe; +sinf e,y
wy = —sinfle; + cosfes,

w3 = €3 .

Il moto di M relativo a N é la rotazione di asse

—wi + w3

v(C) = =P

e di angolo ¢. Quindi
.~ w1 + w3
WNM = @T )
mentre é noto che .
wppn = Ows .
Dunque
£

V2

w = (— cosfe; — sinfey + e3) + Oes .

w= —%cos@el — %sin@eg + (% +9)eg.

39. [15/01/2019 (ex)II] Una lamina quadrata @ di raggio L ¢ vincolata

e 3 avere il centro C sulla circonferenza
2
2 )

2 2
v T|+ x5 = T3 = —

R
\/5’

e a essere ortogonale al versore

V() = (—z10, —910%207 —x30) ,

ossia a mantenersi tangente alla sfera 2 + 23 + 23 = R%.

Si esprima la velocita angolare della lamina in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane, scomposta nella base fissa.

40. [13/01/2020 (ex)I|] Si consideri la parametrizzazione nell’ascissa curvili-
nea dell’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases, s€ R,
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

con R, h, a>0ea?(h?+ R?) =1.

Si consideri anche il sistema mobile S = (X, M), ove X (t) = ¥(ct) per
¢ > 0 assegnato e M ¢ la terna intrinseca dell’elica in (ct).

Si dimostri che 1 moti X (¢) solidali a S per cui vale v(t) = vo(t) sono tutti
e soli quelli per cui

X(t) = Xo(t) + f(t)es,

per un’opportuna f € C*(R).
Per comodita ricordiamo che per l'elica:

T(s) = —Rasin(as)e; + Racos(as)es + haes, N(s)= —cos(as)e; — sin(as)ea,
B(s) = ahsin(as)e; — ahcos(as)es + aRez, k(s) = Ra?, 7(s) = —a?h.

41. [13/01/2020 (ex)II] Si consideri la parametrizzazione nell’ascissa curvi-
linea dell’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases, s€ R,

con R, h,a>0ea?(h?+ R?) =1.

Si consideri anche il sistema mobile S = (X, M), ove X(t) = 1(ct) per
¢ > 0 assegnato e M ¢ la terna intrinseca dell’elica in v (ct).

Si dimostri che i moti X (¢) per cui vale

v(t) = vo(t) +vs(t), teR,
sono tutti e soli quelli per cui
X (t) = Xo(t) + f(t)es,

per un’opportuna f € C*(R).
Per comodita ricordiamo che per l'elica:

T(s) = —Rasin(as)e; + Racos(as)es + haes, N(s) = —cos(as)e; — sin(as)es,
B(s) = ahsin(as)e; — ahcos(as)es + aRez, k(s) = Ra®, 7(s) = —a’h.

SOLUZIONE
Per la formula del moto relativo

v=vo+wx(X—-Xp)+vs,
i moti cercati sono tutti e soli quelli per cui
wlt) x (X(H) — Xo(t)) =0,
ossia quelli per cui vale per ogni t

X(t) = Xo(t) + f(t)w(t),
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350. Dinamica relativa

con f € C*(R) opportuna.
Infine ricordiamo che

w(t) = s()[=7(s(0)T (s(t)) + k(s(t)) B(s(t))] = caes,

come segue sostituendo i valori espliciti.

350. Dinamica relativa

1. [4/7/2005 (ex)I] Una retta r(¢) si muove mantenendosi sovrapposta al-
I’asse fisso z1, con velocita di traslazione —atei, con a > 0 costante.

Un punto materiale P di massa m & vincolato a r(t), e al tempo t = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vpeq, con vy > 0.

Su P agisce la forza

F=—pvgs, @ > 0 costante,

ove vs ¢ la velocita di P relativa a r(t).

Per quali valori dei parametri «, p, vg il moto di P relativo a r(t) é uniforme
(cioé |vs| = costante)?

SOLUZIONE

Consideriamo un sistema di riferimento mobile S, che trasla rispetto al sistema
di riferimento fisso, con I'origine O solidale con r, e con un asse coordinato coin-
cidente con r. Indichiamo con s l’ascissa su quest’asse, e con u = ey il versore
corrispondente.

L’equazione di moto in S é

mas = —puvs + Fr+ Fo+ £y,

ove as e vs denotano rispettivamente accelerazione e velocita relative a S. Proiet-
tando su r si ottiene

ms = —us+ ma,
S(O) =",

dato che F e f;, sono ortogonali a u, e F+ = mawu nel caso presente.
La velocita vs = $u risulta percio costante se e solo se

—pvg +ma =0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Una retta r(t) si muove mantenendosi sovrapposta
all’asse fisso x1, con velocita di traslazione ateq, con o > 0 costante.

Un punto materiale P di massa m & vincolato a r(t), e al tempo ¢t = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vper, con vy < 0.

Su P agisce la forza

F=—pvgs, @ > 0 costante,
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ove vs ¢ la velocita di P relativa a r(t).

Per quali valori dei parametri «, p, vg il moto di P relativo a r(t) é uniforme
(cioé |vs| = costante)?

R.

—Uvy = ma

3.[16/5/2007 (hw)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato al piano ruotante
II(t) di equazione

xysin(at) — zg cos(at) =0
(qui le z; denotano le coordinate nel sistema di riferimento fisso). Si calcolino
in funzione della posizione e della velocita di P le forze fittizie che agiscono
su P nel sistema di riferimento S = (O, M), ove O ¢ l'origine del sistema di
riferimento fisso, e M = (u;) ¢ data da

u1(t) = cos(at)e; + sin(at)es ,
uy(t) = —sin(at)ey + cos(at)esy,
us (t) = e3.
Si dimostri anche che il lavoro relativo
to
/ (Fr+ F¢) - vsdt
t1

dipende solo dalle posizioni di P agli istanti £ e to.
SOLUZIONE
La velocita angolare di M é

W = aus .

Quindi, se, osservando che uy é sempre ortogonale a I, denotiamo
O?:X:Al’llqﬁ*)\g’u,g,

si ottiene

ar=a0+wx (X —-—Xo)+wx[wx (X —-Xp)]

= a2U3 X [’LL3 X ()\1’U,1 + )\3’!.1,3)] = —042)\1’U,1.
Inoltre . . .
ac =2w X vs = 20uz X (Ajug + Asusz) = 2ad 1 us .
Pertanto .
F.=ma’*\uy , F.=-2malus.
Infine

to t2 . .
/ (FT-i-Fc) -’Ugdt:/ (F’]‘+Fc) . ()\1’U,1 —|—)\3u3)dt
tl tl

to .
= / mai A dt = ma
t1 2
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R. Se O? = A\juy + A\zusz:
F,.=ma* \ug, Fo= —2maljus;
2 M (t2) — M (t)

ta
/ (Fot Fo) - vs dt = ma? 2R 2000
t1

4. [15/7/2009 (ex)I] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso, e

u] = coswte| +sinwtesy,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

us = es3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in S. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

y%_i_y%:Rza y3:0

La circonferenza ¢é solidale con S.
Il punto P ¢é soggetto alla reazione vincolare fy;,, che soddisfa

[fyin - T| = p |[fvin]l| )

ove > 0 & costante e [fyi,], indica la componente di fyi, normale alla
circonferenza. Inoltre fy;, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).

1. Scrivere I’equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in §), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rui(0),  ws(0) = vous(0),
con vg > 0.
2. Dimostrare che in effetti vs(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

SOLUZIONE
1) Scegliendo I’ascissa curvilinea s sulla circonferenza « in modo opportuno, questa
risulta parametrizzata da

s s
Rcos —u; + Rsin —us,
[T TR

cosicché

T(s) = —sin %ul + cos %ug, N(s) = —cos iul - siniug, B(s) = us,
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Prendiamo s come coordinata per P; allora
vs(t) = ST (s(1))
In § su P agiscono anche le forze fittizie: la forza di trascinamento
F.=—mwX (wx O?) — mw?0P = —mw?RN ,
e quella di Coriolis
F.=2mwxwvs = —2mwsuz X T = —2mwsN .
Dunque ’equazione di moto proiettata sulla terna intrinseca da
m§="Ffyn- T,
§2
mE =fun - N — mw’R — 2mws ,
0=fyn B.

Percio I'equazione di moto, almeno finché $ > 0 (si noti che $(0) = vy > 0), é data
da

2
mS="fun T =—|fyin - T|=—p|fvin- N| = —u(m% + mw?R + Qmwé) . (1)

2) Senz’altro, dalla (1) si ha, finché $ > 0,
§ < —,uwQR,

e dunque
5(t) < $(0) — pw?Rt = vg — puw’Rt

che implica che $(f) = 0 per qualche istante t < vy /(uw?R).
R.

1) 5= —2uws— %5'2 — uw?R;
2) §(f)=0, perunt<uvy/(uw’R).

5. [15/7/2009 (ex)II] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso, e

u] = coswte| +sinwtesy,
U9 = —sinwt e + coswt ey,

us = es3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in S. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

y%_i_y%:Rza y3:R
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La circonferenza é solidale con S.
Il punto P ¢é soggetto alla reazione vincolare f;,, che soddisfa

[fyin - T| = p |[fvin]l| )

ove 1t > 0 & costante e [fyiy], indica la componente di fy;, normale alla
circonferenza. Inoltre fy;, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).

1. Scrivere ’equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in S), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rus(0),  vs(0) = —vpus (0),
con vg > 0.

2. Dimostrare che in effetti vs(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

R.

1) §=—-2uws — %éQ — w’R;

2) 5(f) =0, perunt < vo/(uw’R).

6. [22/2/2010 (ex)I] Un piano mobile II(t) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ates ;

qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F=—uvs+ kxiey,

ove (x;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con I1(t) dato
da § = (0,e;); si assume che O(0) coincida con l'origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con z3 = 0. Qui «, u e k sono
costanti positive.
Scrivere le equazioni di moto di P.
SOLUZIONE
Si ha per le ipotesi che

vo(t) = ates .

Inoltre é chiaro che la velocita angolare di S é data da w = 0. Quindi in S le forze
fittizie sono date da

F,.=—-ma;=—map = —maes, F.=0.
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Le equazioni di moto sono dunque date da

m:'il = 7,LL£L'1 + kl‘l ,

mIo = —UT2 — M.
R.

m:il = 7,LL£L'1 + kl‘l ,

Mo = —UT2 — M.

7.(22/2/2010 (ex)II] Un piano mobile IT(¢) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ateq ;

qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P & vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F = —HUSs +k362’

ove (z;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con II(t) dato
da § = (0,e;); si assume che O(0) coincida con l'origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con z3 = 0. Qui «, u e k sono
costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto di P.
R.

mIy = —uT; — mao,

mao = —uts + k.

8. [20/1/2014 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.

Se indichiamo con (y;) le coordinate in S, un punto materiale P di massa m
¢ vincolato ad appartenere alla circonferenza solidale con S

(i —LP?+yi=R*  y43=0,
ove L, R > 0. Il vincolo & con attrito e la reazione vincolare soddisfa

|fvin'T| §ﬂ|fvin'NN+fvin'BB|a
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con p > 0 assegnato.

Trovare le eventuali posizioni di equilibrio di P relative a S.

SOLUZIONE

In S agiscono su P, all’equilibrio, la forza d’attrito e quella di trascinamento, che
assume la forma

F:=—mw X (w X O?) = mw2(y1u1 + yousg) .

All’equilibrio dunque, proiettando I’equazione di moto sulla terna intrinseca si
ottiene il sistema

0 = mw?(y1ur + youz) - T + fyin - T,
0 = mw?(y1u1 + youz) - N + fyin - N,
0= fvin -B )

ove si é gia tenuto conto che B = es é ortogonale a F';.
Sulla circonferenza introduciamo la parametrizzazione

=L+ Rcosy,
{yl , 4 0<p<2r.
yo = Rsinp,
Dunque
T = —sinpuy + cos pus , N = —cos pu; — sin pus .

Percio le equazioni di moto divengono

L
foin - T = mw?L sing = mwQEyg ,

L R?2 2
fVin -N = mwQ(Lcostp +R) = mw2§<y1 + T) .

R. I punti di possibile equilibrio sono quelli sulla circonferenza che soddisfano

2

R
y1 — L+ —

ly2| < p 7

9. |20/1/2014 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up,)), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.

Se indichiamo con (y;) le coordinate in S, un punto materiale P di massa m
é vincolato ad appartenere alla circonferenza solidale con &

(yi — L) +y5=R*,  y3=0,
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ove L, R > 0. Il vincolo & con attrito e la reazione vincolare soddisfa
’fvin'T‘ :V‘fvin'NN"i_fVin'BB’ )

con v > (0 assegnato.

Scrivere ’equazione del moto di P relativo a S.
R.
-2

ms = —mw?L sin% — sign($)v m% + 2mws + mw? (L cos — + R) ‘ .

10. [12/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al piano
mobile scabro II di equazione

acos(At)zy + asin(At)zy + fxs =0,

ove o + 32 =1, a, B, A > 0 sono costanti assegnate.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —es. La forza di attrito statico
esercitata dal piano ¢ tale che

|ftan| S M’ nor

vin vinl »

con p > 0.
Scrivere la condizione per l'esistenza di punti di equilibrio per P relativo al
piano mobile I7, in funzione di due opportune coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
Scriviamo il bilancio delle forze nel sistema mobile solidale con II, S = (O, (uy)),
con O origine del sistema fisso e

u; = —sin(\t)e; + cos(At)es,

us = ug X u; = —fcos(At)e; — fsin(At)es + aes,

u3 = acos(At)e; + asin(At)es + fes .
Si vede con i calcoli che

d

%:)\e3xuh, h=1.23,

e dunque la velocita angolare della terna (uy,) € data da
w = ez = MNaus + fus),

poiché w é univocamente determinata da tale proprieta. In alternativa si pote-
va trovare w usando la nota espressione delle sue componenti. Scegliamo come
coordinate lagrangiane (z,y) € R* in modo che

ﬁ = Tu1 + Yyus .
All’eventuale equilibrio in S agiscono su P la forza peso

—mges = —mg(aus + fus),
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la reazione vincolare 5
fVin = Z fhuh B
h=1
e la forza di trascinamento
F;=—-mwx (wXx O—}%) = —mA?(—zu; — BPyus + afyus) .
Dunque all’equilibrio si deve avere
fi+ m\2x = 0,
fo—mga+mNB%y =0,
fs—mgpB — m)\Qozﬂy =0.

Usando queste equazioni la condizione
2 2 2 2
i+ [ <u’f3

diviene la condizione cercata sulle x, y.
R.
Ma? + X' B2 (8% — o)y — 29028 (1 + 1Py < g (1°B° — o).

11. [12/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
piano mobile scabro IT di equazione

acos(At)zy + asin(At)ry — fxs =0,

ove o + 32 =1, a, B, A > 0 sono costanti assegnate.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —es. La forza di attrito statico
esercitata dal piano ¢ tale che
£ < plfal
con p > 0.
Scrivere la condizione per l'esistenza di punti di equilibrio per P relativo al

piano mobile I7, in funzione di due opportune coordinate lagrangiane.
R.
Ma? + X282 — pa)y? + 20070 (1 + 1)y < g*(WB° — o).

450. Corpi rigidi: moti polari

1. [4/7/2005 (ex)I] Un cilindro retto circolare omogeneo di massa m, raggio
R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo t =0 la
sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso é

w(0) = woru; + wozus, wo1 ,wo3 > 0,
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ove u1, Uy, ug sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cilindro,
con origine in G. In particolare ug é diretto come ’asse del cilindro.
Il cilindro & soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = Xcos(kt)us,

ove A\, k> 0.

Determinare il valore massimo raggiunto da |w(t)
SOLUZIONE

Usiamo le equazioni di Eulero per ricavare w(t). Il tensore d’inerzia nel sistema di
riferimento solidale indicato vale

|2 durante il moto.

o = diag(l11, 11, I33),
per la simmetria del cilindro. Percio le equazioni di Eulero si scrivono come

Iy = (I1n — Is3)wows,
Iwe = (Is3 — I11)wiws,
Iggd]g = )\COS(kt) .

Dalla terza di queste equazioni si ricava subito

ws(t) = I)\

sm(kt) + wo3 , t> 0.
33k

Dalle prime due si ottiene per ogni t
wiwy +wawz =0,

per cui
wi(t)? +wa(t)? = w1 (02 + wa(0)2 = w2, t>0.

Quindi

A 2
WO = wi()? + wa(t)? +ws(t)? = why + (7o sin(ht) +wos )
Iggk

Dato che wos > 0 il massimo viene raggiunto quando sin(kt) = 1, ossia

w()* = wg +(—A + )2
ax (W = .
0 Qo1 TN\ Tpar T 403

2. [4/7/2005 (ex)II] Un cono retto circolare omogeneo di massa m, raggio
di base R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo
t = 0 la sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso é

w(0) = woaug + wosus , wo2 ,wo3 > 0,

ove u1, Uy, w3 sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cono,
con origine in G. In particolare us é diretto come ’asse del cono.
Il cono ¢é soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = Eksin(At)us,
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ove A\, k> 0.

Determinare il valore massimo raggiunto da |w(t)
R.

|2 durante il moto.

9 +< n 2k )2
W, w — .
03 02 Too\

3. [18/7/2005 (ex)I] Un cubo omogeneo di massa m e spigolo 2L precede
intorno al suo centro di massa C. Il cubo é soggetto a una forza F' di modulo
costante u, applicata a un suo vertice A; F' si mantiene sempre ortogonale a
CA, e costante nel sistema di riferimento solidale con il cubo.

Sapendo che per t = 0 la velocita angolare del cubo nel sistema di riferimento
fisso & nulla, dimostrare che il moto € una rotazione e determinare il primo

istante 1 > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.
SOLUZIONE
Scegliamo un sistema di riferimento solidale con il cubo 8 = (C, w1, u2,us3), con u;

parallelo a C'A e us parallelo a F'. Per motivi di simmetria, in questo sistema di
riferimento, come in ogni altro sistema di riferimento solidale con origine in C,

o =diag(I,1,I),
ove I ¢ il momento d’inerzia centrale. Si ha, scegliendo come polo C,
—
M™ = CAx F=+3Lpuy x us = V3Lpus .

Dunque le equazioni di Eulero sono

I =0,
I =0,
Iy = V3L,

da cui, usando il dato iniziale w(0) = 0,

w(t) = \/g%t'% .
Quindi il moto é una rotazione (non uniforme) intorno alla retta fissa per C' con
direzione us.
Il primo istante t; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale sara
percio quello in cui A compie il primo giro nel suo moto circolare; se chiamiamo 6
la coordinata angolare di A nel piano ortogonale a usz cui appartiene, é noto che

; . ! Ly o
w(t) = O(t)us, ossia 9(t)9(0)/0 w3(7)d7:\/§§t .

Ne segue che 0(t) — 6(0) = 27 quando

4l
V3Lu

t=t =
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4. [18/7/2005 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
& vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con l'asse 3 del riferimento fisso (O, x1,x2,x3).

Inoltre il centro di massa della lamina ¢ fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

Azgeq , A > 0 costante.

Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano 1 = 0, ed ¢é ferma,
determinarne l’energia cinetica nel primo istante positivo ¢; > 0 in cui la
lamina torna a giacere sul piano x; = 0.

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento solidale con la lamina S = (O, w1, u2, us3), con
uz = ez, w1 ortogonale al piano della lamina. In questo sistema di riferimento

W = w3Uu3 = wses,
e quindi la terza equazione di Eulero é
. ext
133(,03 =M U3,

se M®" indica il momento delle forze esterne (con polo in O). D’altronde, il
momento delle reazioni vincolari ha componente nulla lungo us, perché il vincolo é
liscio.

Per calcolare M®** - us parametrizziamo cosi la lamina: indicando con 6 I’angolo
formato dal piano della lamina con il piano fisso xo = 0, si ha nel sistema di
riferimento fisso per il generico punto della lamina

P(s,r) = (scosf,ssinb,r), —L<s,r<L.

Dunque

L L
M. yg = / ds/ dr(scosfe; + ssinfes + res) x Assinfe; - e3

—L —L

4
= ——L*)\sin?9.
3 sin
Tenendo presente che ws = 9, la terza equazione di Eulero diviene
.. 4 40,
1339 = 7§L Asin 9, (1)

da cui 4
I3500 = —§L4)\9 sin? 6,

e integrando sull’intervallo [0, t]

sin 20(t) — sin 26(0) )

Lss0(t)? = Ls30(0)% — %L‘*A(G(t) —0(0) — .
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Ricordando che all’istante t = 0 si ha

9(0):%, 6(0) =0,

si ottiene nell’istante t1 in cui 0(t1) = —7/2,

. 4 4
I36(11)? = fgL“)\( T f) = “xLi,

e infine i 5
T(tl) = 5]339(t1)2 = §7TL4>\.

Si noti che i vincoli permetterebbero alla lamina di giacere di nuovo sul piano x1 = 0
in corrispondenza di uno qualsiasi dei due valori

7r 3
0(t1) =—= 0(t1) = -m.
(t)=—-5 e O(t)=grm
Il primo é quello corretto secondo 'equazione di moto (1) che in effetti implica
subito che durante il moto 6 ¢ sempre non crescente. Se poi si opera la scelta
(sbagliata) 0(t1) = 3m/2 si trova T(t1) < 0.
R. 5

gﬂ'L4)\ .

5. [18/7/2005 (ex)II] Una sfera omogenea di massa m e raggio R precede
intorno al suo centro di massa. La sfera é soggetta a una forza F' di modulo
costante A, applicata a un punto A della sua superficie, solidale con la sfera
medesima. La forza F si mantiene sempre tangente a una circonferenza
massima della sfera, anch’essa solidale con la sfera medesima.

Sapendo che per ¢t = 0 la velocita angolare della sfera nel sistema di riferi-
mento fisso & nulla, dimostrare che il moto é una rotazione e determinare il

primo istante t; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.
R. Se I é il momento d’inerzia centrale,

4l

t =4/ ——.
! R

6. [18/7/2005 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa
m €& vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con l'asse 1 del riferimento fisso (O, x1, x2,x3).

Inoltre il centro di massa della lamina é fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

urses > 0 costante.
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Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano xo = 0, ed & ferma,
determinarne l’energia cinetica nel primo istante positivo ¢7 > 0 in cui la
lamina giace sul piano x3 = 0.

R. 1

o1
T=-1116>==L*)\r.
v =g AT

7.[12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza materiale 7 di raggio R > 0 ha il cen-
tro coincidente con l'origine O del sistema di riferimento fisso (O, x1, x2, x3),
ed é vincolata a ruotare intorno all’asse verticale x3. I suoi punti di interse-
zione A = (0,0, —R) e B = (0,0, R) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze v, e 9 in cui v é divisa dai punti A e
B é omogenea, di massa rispettivamente mq e mo.

All’istante iniziale ~ giace sul piano xy = 0, con 7; nel semipiano zs > 0, e
w(O) = wsypes, wsg > 0.

Su v agiscono il peso e le reazioni vincolari fVinA e fuin .

Si determinino le componenti nella base fissa e, e, es, di

/J':O—A’ZlevinA‘}'O?vainBa

come funzioni esplicite di m1, ma, R, g, w3g e t.
SOLUZIONE
Scegliamo una base solidale con v, (u1,u2,us3) in modo che us = es, e

o
2G1

Q

’ul:‘

3
Q

ove G; € il centro di massa di vy;, 1 = 1, 2. Questa terna é principale d’inerzia in O.
Scegliendo come polo O, per la seconda equazione cardinale si ha

duy x (—migus) +d(—uy1) X (—megus) + p =ow+w X ow,

se denotiamo con d > 0 la comune distanza di ciascuno dei G; dall’asse x3. Dunque
le tre equazioni di Eulero si riducono nell’ordine a

p-u =0,
B ug = (mg —m)dg,
I33ws = 0;

infatti g - uz = 0 perché i vincoli sono lisci.

Si ricava intanto
W3(t):CU30, tZO

Dunque I’angolo formato dal piano della circonferenza con il piano fisso x1 = 0
all’istante t sara 0(t) = wsot.
Infine

p = (my —my)dguy = (mg — mq)dg| — cos(wsot)er — sin(wsot)ez] .
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Resta da calcolare d in funzione di R; un calcolo elementare da d = 2R /.

8. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio R > 0 ha il
centro coincidente con 'origine O del sistema di riferimento fisso

(0,1'1,1'2,1'3) )

ed é vincolata a ruotare intorno all’asse verticale xs. I suoi punti di interse-
zione A = (0,—R,0) e B = (0, R,0) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze v; e 9 in cui v é divisa dai punti A e
B é omogenea, di massa rispettivamente mq e mo.

All’istante iniziale ~ giace sul piano xy = 0, con 7; nel semipiano z3 > 0, e
w(O) = wope, wag > 0.

Su v agiscono il peso e le reazioni vincolari fVinA e fuin®.

Si determinino le componenti nella base fissa e, e, es, di

I'L:O—A’>4vainA+O?vainBa

come funzioni esplicite di m1, ma, R, g, wog € t.

R.
2R .
p=(mz— m1)7g[cos(w20t)el — sm(wgot)eg] .

9. [15/12/2005 (ex)I] Un cilindro retto di massa m, raggio R e altezza H
precede intorno al suo centro O, con vincolo liscio. All’istante iniziale

w(0) = wous(0), wo >0,

se ug denota il versore della direzione dell’asse del cilindro.
Il cilindro & soggetto a un momento delle forze esterne (rispetto a O)

M (t) = —py/|w(t)|us(t),

ove pu > 0 e costante.

Descrivere il moto del cilindro fino all’istante in cui si arresta.

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento solidale con il cilindro (O, u;), ove ug si man-
tiene allineato con asse del cilindro. Le equazioni di Eulero, in questo sistema (che
é principale), sono

Iy = (I11 — Is3)wows,

Iwe = (Is3 — I11)wiws,

_ 4/ 2 2 2
I33w3 = —py/wi +ws +ws,

con le condizioni iniziali
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Moltiplicando la i-esima equazione per w;, i = 1, 2, e sommando le due equazioni
si ha
I (w1t + wate) =0,

da cui, integrando in t,
wi(t)? +wa(t)? = wi(0)? + wa(0)2 =0, per ognit > 0.
Sostituendo nella terza equazione di Eulero, si ha
Is3ws = —pyfwi = —py/ws

almeno nell’intervallo massimale [0,t) ove wz > 0. In tale intervallo

d w3 Iz

—(2./ = = _

dt( W3) \/ W3 133 ’
da cui u

\/&Jg(t) — Wy = 7733t,
e

2
m@y:CmmeLQ, 0<t<t==3 /5.
Quindi il cilindro ruota di un angolo

2[33

p(t) = e

3 )
(NAUO-— —fi—t) . 0<t<i,
253

ove si é scelto ad arbitrio, come indicato, il valore iniziale ¢(0).

R.
3 Y
ﬂﬂ:———@@m—iiﬁ, 0<t<i==% /5.
2133 Jz

10. [7/4/2006 (ex)I] Una circonferenza omogenea v di massa m > 0 e raggio
R > 0 é vincolata a ruotare intorno a un suo diametro, che giace su una retta
fissa . Il centro C' della circonferenza ¢ fisso su 7.

La circonferenza é ferma all’istante iniziale ¢ = 0 ed é soggetta alla forza

F = )\u+ pe,
ove A, i > 0 sono costanti e
e wu ¢ il versore normale al piano di ~;
e e ¢ il versore della retta r.

La forza F' ¢é applicata in un punto P di 7y, e con essa solidale, tale che

R
e-ﬁ:ﬁ.
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Si scrivano le equazioni di moto della circonferenza.
SOLUZIONE
Scegliamo un sistema di riferimento solidale con la circonferenza S = (C,u;), con

u =u, us = €.

Il punto P in questo sistema é individuato da

R
@ = —F (’U,Q + ’LL3) .
V2
Quindi, scegliendo C' come polo, e ricordando che il momento risultante delle
reazioni vincolari lungo r é nullo, perché i vincoli sono lisci,

R R
Mt .y :CﬁXF”u,: —(us +u3) X (Mug + pus)| -us = —A—.
. s = [ 5 ) x O 4 g s = 275

Perciod, essendo il moto una rotazione intorno alla direzione fissa w3, si ha w = pus
(per un’opportuna scelta dell’angolo ¢), e

) . R )
I33ws = I339 = *Aﬁ ) w3(0) = ¢(0) = 0.
R. R
I334(t) = —)\E , $(0)=0.

11. [19/7/2006 (ex)I] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che

BA

es = us(t) = R per ogni t.

Il cilindro é soggetto alle forze (con A, p > 0 costanti)

N

—
F1 = )Xey, applicata in P, ove AP, = Rug,

—
F9 = puo, applicata in Py, ove BP, = Ru;.

(Ossia Py e P, sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)

I momenti delle reazioni vincolari lungo I’asse di rotazione sono nulli.

Il cilindro é fermo all’istante ¢ = 0.

Determinare 1’equazione di moto.

SOLUZIONE
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Visto che il moto é una rotazione é sufficiente considerare per determinarlo quella
delle tre equazioni scalari di Fulero che corrisponde alla direzione dell’asse di rota-
zione, cioé, in questo caso, alla direzione es = us. Se (t) indica ’angolo tra wi (t)
e ey (supponendo ¢(0) = 0), si avra

e (scegliendo O come polo)
133¢ = ]\4'eXt cUus .

Resta da calcolare
Mt = 0P, x (\ey) + OP5 x (pus)
— (OA + AP)) x (Aex) + (OB + BPj) x (juuz)
= )\%63 X e1 + ARui x e; — /L§63 X U + pRuy X ug
= ARu; X e; + pRus + un vettore ortogonale a us.
Per calcolare u; x e; ricordiamo che per definizione di ¢
u; = cos pe; + sin ey ,
per cui infine
M = (uR — ARsin ¢)ug + un altro vettore ortogonale a us.
Il moto é quindi determinato dalla soluzione del problema di Cauchy

I33¢ = uR — ARsinp,
p(0) =0,
#(0) = 0.

R. Equazione di moto:
I33¢p = uR — ARsinp.

12. [19/7/2006 (ex)II] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che

BA

es = us(t) = T per ogni t.

Il cilindro & soggetto alle forze (con A, p > 0 costanti)

N

—
F{ = Auy, applicata in P;, ove AP, = Ruq,

——
Fy = pey, applicata in Pa, ove BP, = Ru;.
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(Ossia P e P, sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)
I momenti delle reazioni vincolari lungo I’asse di rotazione sono nulli.
Il cilindro ¢é fermo all’istante ¢t = 0.
Determinare 1’equazione di moto.
R. Equazione di moto:
I33¢p = AR — pRsingp.

13. [13/12/2006 (ex)I] Un guscio sferico S di raggio R, massa m e centro C
é vincolato a precedere intorno a un suo punto O, coincidente con l'origine
del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Sia (O, u;) un sistema di riferimento solidale con S. In particolare sia O =
Rug. Quindi (w1, u2) € una base (solidale con S) del piano tangente a S nei

due suoi punti diametralmente opposti O e O’, ove appunto CO" = —Rus.
All’istante £ = 0 il guscio S é fermo.
In O’ ¢ applicata una forza

F = pfcos(At)ug + sin(At)us] .

Qui R, m, A, p sono costanti positive.

Si determini Ienergia cinetica T di S come funzione del tempo.
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero, scegliendo il polo in O:

—
ocw+wxow=00" xF=-2Ru3 x F =2Ru[sin(\t)u; — cos(At)us] .
Dunque, visto che per simmetria 111 = I,

Ly = (I — Is3)waws + 2Rusin(At)
Lwa = (Is3 — I11)wiws — 2Rpu cos(At) ,
I33ws =0,

con 1 dati iniziali

Dunque

e, ponendo 8 = 2Ru/ I,
d]l = ﬁsm()\t) ,
we = —f cos(At).

Percio

>

w1(t) = =[1 — cos(At)],

wo(t) = —g sin(At).
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L’energia cinetica é

1
T = 50’&) W = 5([11&]1’11,1 + Illw2u2) . (w1u1 +QJ2’U,2)

1
= 5111(&1% + w3)
1. B2
il Sl
2 11 )\2

= 1116—2 1 — cos(At)] .

)\2[

[1 — 2cos(At) + cos?(At) + sin?(\t)]

52
T = Iuﬁ[l — cos(At)].

14. [26/3/2007 (ex)I] Un sistema rigido & costituito da tre punti materiali,
P, P, e P3, ciascuno di massa m, posti ai vertici di un triangolo equilatero
di lato L.

Il sistema €& vincolato con vincolo liscio a ruotare intorno al lato PP,
mantenuto fisso in posizione verticale.

Il sistema ha all’istante iniziale velocita angolare wy.

Descrivere il moto del sistema e ricavare risultante e momento risultante delle

reazioni vincolari.
SOLUZIONE
Scegliamo il sistema solidale principale S = (O, u;), ove O é il punto medio di P, P,

e
1— 2 —
—P, P = —0PF;.
I 1472, U2 \/§L 3

uy =

II momento della forza peso é

3
0C x (—3mguy) = gmgLug.
In S le equazioni di Eulero si scrivono percio come
Lywr = (Iog — Isg)wows + Myin - U1,

Inowe = (I33 — 11)wiws + Myin - U2,

. V3
Issws = (I11 — Iog)wiws + Myiy - us + ngL.

Inoltre si sa che w = wyuy perché il moto é una rotazione, e che My, - w3 = 0
perché il vincolo é liscio.
Percio la prima equazione di Eulero da

w1 =0,

ossia w = wq. Il moto é quindi una rotazione costante.
Le altre equazioni di Eulero implicano allora

3
M in = —gmgLUg,,
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e infine, per la prima equazione cardinale,

3mag = fin — 3mgu; .

3 3
w(t) =wp, t>0; M, = fémgLug, foin = 7§mw2L’U,2 + 3mgu; .

15. [4/7/2007 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base R,
e massa m € vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono § =
(O,u;), con ugz diretto come l'altezza OA del cono (A & quindi il centro

—
della base del cono), e u; e uy normali a OA. 1l cono é sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dease = [(Oé - BxZ)ul + (Oé + ,81'1)“2] 5{933:H} .
Qui «, f € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a w3
sia solidale con S, nellipotesi che w(0) - u3(0) = w3y > 0 all'istante
iniziale.

SOLUZIONE
A) Calcoliamo il momento delle forze (rispetto a O):

MOt = / / / OD x dFpu

— // (zlul —+ ToU2 —+ HU3) X [(Oz — ﬂl‘g)ul —+ (Oé —+ ﬂxl)ug} dl‘l dSCQ
m?-{-z%SRZ

:// {[561(044*51'1)*:62(04*51'2)]’&3
m?-{-z%SRZ
+ H(a — ﬂl‘g)ﬂg — H(Oé + ﬂxl)ul} d.fCl dZL'Q
= —HrR%*au, + HrR?cus + gR4ﬁU3 .
Le equazioni di Eulero quindi divengono

Liin = (In — Is3)wows — HrR?ax,
I1@e = (I33 — I11)wiws + HrR?a,
I33ws = 2345,

dove si é tenuto conto della simmetria del cono, che implica che le u; siano direzioni
principali in O, e che 111 = I»s.

146



450. Corpi rigidi: moti polari

B) 1II vettore
wiU1 + wWalky

é solidale se e solo se w1 = 0, we = 0, cioé

THR?>« tant
w1 = ————— = costante
(111 — I33)ws ’
THR?a
Wy = — — = costante.

(I1 — I33)ws
Dato che
t) = Rl
w3(t) = wso + 2133/ B(r

questo ¢ possibile se e solo se 111 # I33 e

a(t) = w30+@/5 dT ;

per un’opportuna costante C'.

R.
111(;)1 = (111 — Igg)(dg(dg — I‘I7TR2OA7
I11@e = (I33 — I11)wiws + HrR?a,
T3t = gR‘*ﬂ.

La condizione richiesta é

I, # I33, at) = w30 + —/ B(r dT C costante.
2133

16. [4/7/2007 (ex)II] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base
R, e massa m ¢ vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono & =
(O,u;), con ug diretto come l'altezza OA del cono (A & quindi il centro

—
della base del cono), e u; e ug normali a OA. Il cono é sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dFbase = [(@ + Bra)ur + (a — fz1)us] 6y _py -
Qui o, S € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a w3
sia solidale con S, nellipotesi che w(0) - u3(0) = w3y < 0 all’istante
iniziale.
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I11&1 = (I11 — Is3)wews — HrR?ar,

Ty = (I3 — 1) wiws + Hr R«
, T

IggCLJg = 7§R4ﬂ .

La condizione richiesta é

R4
I, # I3, at) = w30 — 6 dT C costante.
2033

17. [19/7/2007 (ex)I] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Al punto P tale che
O? = R61 ;

& applicata la forza
F = )‘62 + pes,

con A e p costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo t =0

3
(0) = Z Win€; -
=1

Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché esista
un istante ¢ > 0 tale che la sfera si arresti in .
SOLUZIONE
Conviene scomporre 'equazione
iaw = Mt
dt

lungo la terna e;, perché, pur non essendo questa solidale, per motivi di simmetria

si ha, ponendo
3
= Z Wi (t)ei s
i=1
che
3
(t) = lei(t)ei N
i=1
ove la costante I é il momento d’inerzia della sfera intorno a un suo diametro.

Percio
— aw E Tw;(t

Inoltre
M — OP x F — —Ryes + R\es.
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Percio le equazioni di moto sono

I =0,
ICUQ = *R,LL,
Iy = RA.

Quindi

Ry RA
(.U(t) = (wlo,WQo — Tt,W30 + Tt) .

Le condizioni perché la sfera si arresti per un t > 0 sono quindi date da w(t) = 0,

ossia

Twag Twsp

w10 =0, t: Ru = ﬁ>0
R. W20 ws3o
w10:0, —:*—>0
I A

18. [19/7/2007 (ex)I] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iiywy = (Iag — Isg)wows , (1)
Inotg = (I33 — I11)wiws , (2)
I3z = (I11 — Ip2)wiwz + f(wi,w2,ws), (3)

ove f € C®°(R?) ¢ una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [ = In.
o [y = I33.
SOLUZIONE

A) Moltiplichiamo la (1) per w1, la (2) per wa, e sommiamo membro a membro. Si
ottiene
I (wiwr + wowz) = (f11 — Isz + 33 — I Jwiwaws = 0,

ossia
w% + w% = costante.

B) Dalla (1),

dJl:Ov

che da subito
w1 = costante.

R.

Ii1 = Iy w% —|—w§ = costante.

122 = 133 : w1 = costante.
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19. [19/7/2007 (ex)II] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Al punto P tale che
O? = R61 s

& applicata la forza
F = )ey + pes,

con A e p costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo t =0

w(O) = wop€2 + wzpes .

Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché il moto

sia una rotazione.
R.
)\CLJQO + HW30 = 0.

20. [19/7/2007 (ex)II] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iy = (Izg — I33)wows , (1)
Inown = (I33 — I11)wiws + f(wi,w2,ws), (2)
Iszwg = (I11 — Ip2)wiws , (3)

ove f € C®°(R?) ¢ una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [ = In.

o 11 = I33.

111 = 122 : w3 = Costante,

I = I33 : w% —|—w§ = costante.

21. [13/12/2007 (ex)I] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa m > 0,
¢ vincolato

e a giacere sul piano z3 = 0;
e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso

nell’origine O del sistema fisso.
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I1 disco & soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CHLCA, CK1CA:

la coppia ¢ data da
Fu=)C, Fg=-)\AC,
con \ costante positiva.

e Una forza applicata nel punto B
Fp=pe,
con i > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.

SOLUZIONE

Il moto é una precessione intorno all’origine O (coincidente con il punto solidale
A). Inoltre, visto che il disco deve restare nel piano x3 = 0, si deve avere

w = ey,

ove @ sia scelto come I’'angolo tra ey e @ .
Scegliamo come sistema di riferimento solidale con D S = (A, u;), con

1 1
ulzﬁﬁ, UQ:EZ;TE’), us = €3.

Il momento delle forze esterne rispetto al polo A é:

—
M = AH x Fy + AK x F + AB x F = 2CH x Fpy + 2Ruy % pe,
= —2)\R%e3 — 2uRsin pes .

Le equazioni di Eulero dunque sono

I1an = (Iag — I33)waws ,
Ipotoo = (I33 — I11)wiws ,
Issws = (I11 — To2)wiws — 2AR? — 2uRsin .
Le prime due sono identita in cui entrambi i membri si annullano. L’ultima da
all’equilibrio,
0= I33¢ = —2A\R? — 2uRsinp,
ossia

A
sing=——R.
"
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A
Se AR <pu, la posizione di equilibrio é: sinp = ——R.
1

22. [13/12/2007 (ex)II] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa
m > 0, & vincolato

e a giacere sul piano z3 = 0;

e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso
nell’origine O del sistema fisso.

Il disco ¢ soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CH 1 CA, CK 1CA:
la coppia ¢ data da
Fy=)AC, Fgx=-)\AC,
con A costante positiva.
e Una forza applicata nel punto B
Fp = —pey,
con p > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.
R.

A
Se AR <pu, la posizione di equilibrio é: sinp = —R.
1

23. [1/4/2008 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa m e lato 2L &
vincolata ad avere il punto medio del lato AB nell’origine.
E soggetta alla forza, applicata nel vertice B, data da

k
F:mﬁxﬁ7

ove AB e BC sono due lati consecutivi, e k > 0 & costante.
1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Trovare 1 moti in cui ’energia cinetica rimane costante.
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SOLUZIONE

Il moto é una precessione.

A) Introduciamo il sistema solidale con il rigido (O, w;), ove O ¢ scelto coincidente
con il punto medio di AB, e dunque fisso, e

AB BC

w=Sre WS g

Uz =u;p X ug.

In questo sistema si ha
F = kU3 y

e quindi rispetto al polo O
]\4'eXt = O? X /{3’U,3 = —LkUQ.

Percio, ricordando che
I3z = I11 + Inz,

le equazioni di Eulero si scrivono come

I = (Izg — Isg)wows = —I11wows ,
Inows = (I33 — [11)wiws — Lk = Ipowiws — Lk,

Iszws = (I11 — Isg)wiws .

B) Si ha come in tutte le precessioni

1
T = 5{11&0% + Ipows + I33w§} ,

e dunque
dT . . .
T T1w1w1 + Iaoweg + I33wsws = —Lkws .
Quindi se
dT
— =0 <t
dt ) a < ﬂ?
si deve avere
wa(t) =0, a<t<f,

da cui segue per la prima equazione di Eulero che anche wy é costante. Dalla terza
equazione segue poi che anche ws é costante. Quindi w deve essere costante con

w(t) = (w10, 0,ws0)

Lk
wiowW3o = 7,
I
per la seconda equazione di Eulero.
R. Le equazioni di moto sono:
Iy = —Ihhwows,

Igowo = Ippwiws — Lk,

Isswz = (I — Ia2)wiws .
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I moti in cui si conserva I’energia cinetica sono quelli con

Lk

w(t) = (wlo, 0,&130) R W1iowszo = E .

24. [1/7/2008 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
u] e uy siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (x1,x2,x3) le
coordinate in S.

La lamina é soggetta a una distribuzione di forze

dF = (ozx%:cgul + ,85[?15[?%’113) dzq dzg,

ove a, B € R.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Determinare i valori di a e 8 in corrispondenza dei quali il moto é una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in
questi casi.

SOLUZIONE

Per usare le equazioni di Eulero, dobbiamo calcolare il momento delle forze esterne
(di polo O), che secondo la definizione é dato da

L L
Mt = / / [(:clul + xoug) X (aac%xgul + ﬁxw%u@] dz; dzy
-LJ-rL

/LL /LL [Bxlac%ul — Bxfac%uQ — amfx%uﬂ dxq dzs
= —ﬁ(§L3)2u2 — a(%LS) 2u3 .
Dunque, tenuto presente che nel caso della lamina si ha in O
I3z = Ity + Iz, Iy = I,
le equazioni di Fulero divengono
Ihw = —Ihwaws,
Lwe = Iiwiws — gﬁLG,
13303 = —%aLG.

Si hanno come é ovvio tre casi, in corrispondenza delle tre rotazioni possibili:

A) w = wiuy: in questo caso wy e ws si annullano identicamente. La prima equazio-
ne di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni iniziali.
La seconda e la terza equazione, per essere soddisfatte, richiedono che o« = 8 = 0.
La rotazione quindi si riduce alla quiete.
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B) w = waus: in questo caso wy e ws si annullano identicamente. La prima equazio-
ne di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni iniziali.
La terza equazione, per essere soddisfatta, richiede che o = 0. La rotazione quindi
si ottiene risolvendo la seconda equazione.

C) w = w3ug: in questo caso wy e wsy si annullano identicamente. La prima equazio-
ne di Eulero implica che allora wy é costante, ossia nulla, per le condizioni iniziali.
La seconda equazione, per essere soddisfatta, richiede che = 0. La rotazione

quindi si ottiene risolvendo la terza equazione.
R. Per ognit > 0:

w(t) =0, sea=f=0;
4 LS
(t) —§%tu2, se a = 0;
4 LS
t) = —=——t —0
w() 9 133 us, Seﬁ

25. [1/7/2008 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
u] e uy siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (x1,x2,x3) le
coordinate in S.

La lamina é soggetta a una distribuzione di forze

dF = (CJ[CC1£C%U2 + ﬁx%xgug) dzq dzg,

ove a, B € R.

La lamina all’istante iniziale & ferma.

Determinare i valori di « e 8 in corrispondenza dei quali il moto ¢ una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in

questi casi.
R. Per ognit > 0:

w(t) =0, sea=f=0;
4 5LS
w(t :§%tu1, se a = 0;
4 LS
t) = ———t =0
(4)() 9[33 us, SG/B

26. [18/7/2008 (ex)I] Si consideri un sistema di riferimento mobile S =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido ¢ dato da

C = {(M, A2, A3) | AT+ A3+ A5 < R?},
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con densita
p(N) = [po +mdpy(N)] dA,
ove pg, m > 0 sono costanti e
1 V15
= (o, <R TR) .

Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C ¢é vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed é soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

—
OA:RU3, O?:—Ru;g.
Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
’FA’§M7 ‘FB’SM7

con p > 0 costante.
Determinare i valori di w3 per cui € possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocita angolare

W = w3us.
SOLUZIONE

Scriviamo la matrice o rq del tensore d’inerzia rispetto alla terna M = (u;). Questa
terna é principale per la sfera omogenea, mentre i momenti di P sono

15 1
If, = mR?, IE = 1—6mR2, L = 1—6mR2,
V15
IIF;:O, Ill:i;:()v ]212:,16 mRQ.

Dunque se I é il momento d’inerzia diametrale della sfera,

I+ 18 0 0
oM = 0 I+15 15
0 L I1+14

Le equazioni di Eulero sono date da
oW+ w X ow =M™
ossia, nell’ipotesi che si abbia un moto di rotazione come richiesto, da

0=TIhwi+ (Ma+Mp) ui,
0=1Ihw3=(Ma+Mg)- us,
0= (T4 1I0)s=(Ma+Mp)-us.
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Qui
Mao=0OAxFs, Mpy=0BxFy.

Si deve avere quindi
|I£|W§Z(MA+MB)'U1 =|Ms+Mp|= M,

e M puod assumere qualunque valore in [0,2Rp].

R.
32u

V15mR '

lws| <

27. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri un sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido ¢ dato da

C = {(M, A2, A3) | AT+ A3+ A5 < R?},

con densita
p(A) = [po +mbpy(N)] dX,

ove pg, m > 0 sono costanti e
3 V7
P=(0.5R, % R).
4 4

Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C é vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed é soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

—
OAZR’U,g, O?:—Ru;;.
Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
|FA|§:U" |FB|§Ma

con p > 0 costante.
Determinare i valori di ws per cui é possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocitd angolare

W = w3us .
R.
32u
w3l < .
s < 3vVTmR
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28. [12/9/2008 (ex)I] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FA:aﬁxu, FB:—bﬁxu,

con a, b > 0 costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro é fermo al tempo iniziale.

e Determinare una condizione su a e b che rende il moto una rotazione.

e Nell’ipotesi che 'ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b > 0.

SOLUZIONE
A) Scegliamo come sistema di riferimento solidale (O, u;), ove

AB

ulzﬁ, U = U3z X Uy, us =1u.

Percio
ﬁxu:ﬂ%ul X ugz = —2Rus .

Il momento delle forze esterne quindi é

MEXt:axFA+@xFB
H

= (7 - s — Rul) x (=2Raus) + (* gug + Ru1) X (2Rbus)

H
§2R(—a + b)uy + 2R*(a + b)us.

Le equazioni di Eulero sono percio
Iy = (I — Iz3)wows + HR(b — a),
L1y = (I33 — I11)wiws,
I3303 = 2R*(a + ).

Si ha percio una rotazione, intorno all’asse us, se a = b, caso in cui la soluzione del
sistema e

R2
wi(t) =0, wa(t) =0, wg(t):21—(a—|—b)t, t>0.
33
B) Nel caso I11 = I33, le equazioni di Eulero diventano
Illwl = HR(b — a) y
Iywa =0,
I3 = 2R*(a +b).
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Dunque
1 1 H?R? 4R*
T=-Ilw?==TI {— b—a)? 4 b2]t2.
5 11|w| 5 11 1121 ( a)” + 1121 (a+ )
R. Si ha una rotazione se a = b. Se I’ellissoide ¢ sferico
R2
T =—[H?(b—a)® +4R*(a +b)*]t>.
2111

29. [12/9/2008 (ex)I] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a < b < ¢
precede per inerzia intorno al suo centro O.
All’istante iniziale

w(0) = auq(0) + Suz(0) + yus(0),

ove (O,u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢ = 0 con il
sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, B, 7y sono costanti positive.

e Si determini il piano fisso su cui rotola l'ellissoide d’inerzia.

e Si determini la condizione su «, §, v per cui tale piano ha normale
parallela a
e; +ex+e3.

SOLUZIONE
A) E noto che, fissata ad arbitrio la costante di scala ¢ > 0 dell’ellissoide d’inerzia,

tale piano ha equazione
x-Lo=pu=2c/T(0),

ove l’energia cinetica T', costante lungo il moto, é data da

1 1
T(O) = 50'(.0(0) . W(O) = 5([110(2 + 122ﬁ2 —|— 133’}/2) .

Invece il vettore Lo, costante lungo il moto, é dato da
Lo = ow(0) = I11au1(0) + I228u2(0) + Is3yus(0) = I11ae; + Ixafes + Issyes.
B) Dunque la normale del piano, ossia Lo, é parallela a
e; +es+e;3.

se e solo se
Inva = I3 = I337.

R.

1
Toxy + I fxe + Izzyrs = 20\/5(111042 + 15232 + I3372) .

Ia = I3 = I337.
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30. [12/9/2008 (ex)II] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FA:aﬁxu, FB:—bﬁxu,

con a, b € R costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro & fermo al tempo iniziale.

e Riconoscere che sono possibili due distinti moti di rotazione (non ba-
nale), in corrispondenza di particolari condizioni soddisfatte da a e b,
e determinare tali condizioni.

e Nell’ipotesi che 'ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b.

R. Si ha una rotazione se a = b, o0 se a = —b. Se Iellissoide ¢é sferico
_ R_2 201 \2 2 27,2
T = [H?(b—a)® + 4R*(a + b)*]¢*.
2111

31. [12/9/2008 (ex)II] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a > b >
¢ > 0 precede per inerzia intorno al suo centro O.
All’istante iniziale

w(O) = aul(O) + ﬂ’UIQ(O) + ’)’Ug(O) s

ove (O,u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢ = 0 con il
sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, B, 7y sono costanti.

e Si determini il piano fisso su cui rotola l'ellissoide d’inerzia.

e Si determini la condizione su «, §, v per cui tale piano ha normale
parallela a
€| — ey —e3.

1
Toxy + I fxe + Izzyrs = 26\/5(111042 + 15232 + I3372) .

T = —IpfB = —1I337.
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32.[12/1/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa m ¢ vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa es, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, § = (C,u;), con uz =
e3; denotiamo con (z1,x2,z3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:

e la distribuzione di forze
dF 1 = Qr1U;

e la forza elastica applicata in P
F. = _kPOJ )

ove 6’—150> = Ley, ﬁ = Ru,.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All’istante iniziale il disco ¢é fermo, e u; = €;, i = 1, 2, 3.

e Si determini I’equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.

SOLUZIONE
Usiamo le equazioni di Eulero

owtwxow=M;+M,+ M,y,,

ove il polo ¢ C, My [M.] denota il momento di dF; [F.], e M, quello delle
reazioni vincolari.
In questo caso

w = pes = Yug,

se ¢ denota I’angolo tra e; e uq, cosicché

u] = cos pe; + sin ey ,

Uy = — sin e + cos pes .

Inoltre con i calcoli si ha

M1 = // ()\1’11,1 —+ )\2“2) X Oé)\lu2 d>‘1 d>‘2
(A2 +AZ<R?}

- a// A2 M dhous = = Riug.
(A2+A3<R?) 4
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Invece

M,=CBxF,=—kCP x ByP = —kCP x [ByC + CP]

=kRLu; x e; = —kRLsinpus,

perché
€] = cospu — sin pus .

Per determinare il moto é sufficiente la terza equazione di Fulero, ove ricordiamo
che, essendo il vincolo liscio,
Mvin sU3z = 0.

Dunque I'equazione di moto é
arm
Iss3p = TR4 —kRLsinp,
cui vanno aggiunte le condizioni iniziali

©(0)=0,  ¢(0)=0.
Moltiplicando 'equazione di moto per ¢ e integrando su (0,t) si ha

I

%ng = C%Rﬂp(zﬁ) + kRL(cosp—1).
Supponendo che in t valga o(t) = 2w, si ha

2

I3z | am
1) = B - T

R*.
2 2

1I fatto che il disco faccia un giro completo é garantito per esempio se vale la prima
delle disuguaglianze seguenti:

am —cosp

1
—R*> kLR > kLR———=
4 @

ove la seconda disuguaglianza vale per ogni ¢ > 0, perché 1 — cosp < ¢.
R. L’equazione di moto é

33 = %R“ — kRLsine.

L’energia cinetica quando o(t) = 2w vale

I33 .2 ar? 4
) =—5¢ =

33. [12/1/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa m ¢ vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa es, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, & = (C,u;), con ug =
e3; denotiamo con (z1,x2,z3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:
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e la distribuzione di forze
dF1 = AT1Ul;

e la forza elastica applicata in P
F.= —k:Poﬁ,

ove 6’—]50> = Ley, C? = Ruo.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All'istante iniziale il disco é fermo, e u; = €;, 1 =1, 2, 3.

e Si determini 'equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.

R. L’equazione di moto é
Is3p = O‘—;R‘* — kRLcos .
L’energia cinetica quando o(t) = 2w vale

I
T(t) = ?ﬁ = am’R*.

34. (12/2/2009 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omoge-
nea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

o1, se dist(P,AB) < L,
p(P) = .
02, se dist(P, AB) > L.

Qui p; > p2 > 0 sono costanti.
La lamina ¢é vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che si
mantiene fisso.
Il peso & diretto come —eg3. Alla lamina € applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auxapds + Buxpc ds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e BC. Qui ds é I'’elemento di
lunghezza su tali lati, e u & un versore solidale alla lamina, ad essa ortogonale.
Qui « e § sono costanti.

All’istante iniziale la lamina & ferma in posizione orizzontale, con u = es.

e Scrivere le equazioni di Eulero.
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e Trovare una condizione su « e [ perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

SOLUZIONE
Scriveremo le equazioni di Eulero rispetto al polo O. Scegliamo un sistema solidale

con la lamina, con uy diretto come CB, e uz = u. L’origine viene presa in O.
II momento delle forze esterne é dato da

MEXt = Mpeso+MFa

ove come é noto

M es0 = O@ x (—mges)

Qui la massa é data da

4172 4172
=pr5 o= 2L7(p1 + p2)

e il centro di massa GG, definendo G; come il centro di massa della meta con densita
pi, da

— 4% —> 2L° — L
0C — <p1—0G1 + pQ—OGg) = 2 (1 — p2)OG, = 2L P2y,
m 21+ p2

II momento del peso é dunque

Lpr—p2
2 p1+ p2

M peso = — U X €3 = U2 + [3us,

ove le componenti p; dipenderanno dalla posizione della terna mobile, ossia dagli
angoli di Eulero.
Si ha poi

L

L
Mp = / (Luy + susz) X auzds —|—/ (su1 + Luz) X Busds

-L -L
= 2ﬁL2u1 —2aLPus,.
Dungque le equazioni di Eulero sono, visto che (u;) é una terna principale d’inerzia,
I11@n = (2 — Is3)wows + 28L7,
Ioatoy = (Is3 — I )wiws + pg — 2aL?

I3zwsz = (I11 — In2)wiwa + pi3 .
La lamina rimane in equilibrio se e solo se
w(t) =0, t>0,

il che, per le condizioni iniziali, é garantito dall’annullarsi di M**. Si noti anche
che, per le condizioni iniziali, per t = 0 si ha us = es, e quindi
Lo —

P1 pzu

M = mg—
peso — 92p1+p2
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L1dn = (Iny — Iss)wows + 2BL7,
Ingtos = (I35 — I11)wiws + po — 2aL?

Issws = (In1 — Ipg)wiwa + p3 .

mg p1— pa
B=0, a=—= .
4L p1 + p2

35. [12/2/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza h e raggio di base
R precede per inerzia intorno al suo vertice O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare é

w(0) = auy + Pus,

ove § = (O,u;) & un sistema di riferimento solidale con il cono, con us
parallelo all’asse del cono. Qui h, R, «, 8 sono costanti positive.

Determinare w(t) per ogni t > 0.
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero:

Iiywr = (I11 — Is3)wews,
Iwe = (Is3 — I11)wiws,
I33w3 =0,
ove si é tenuto conto che I\; = Iso, per simmetria. Se Iy, = I33 la soluzione é

banale.
In caso contrario,

ws =0, per ogni t,
e
1= (1= Lal')inf = —cwr,
ove
c=(1—1Isl;,")B.
Percio

w1(t) = ki cosct + kg sinct.

Imponendo le condizioni iniziali

quest’ultima ricavata dal sistema di Eulero, si ha
w1(t) = acosct,
da cui, per la prima equazione del sistema,

wa(t) = ¢ty (t) = —asinet .
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R. Se 111 # 133
w(t) = acosctu; — asinctus + fus, c=(1—1I3I;")B.

Se I1 = I3,
w(t) = au; + Pus .

36. [12/2/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omo-
genea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

o1, se dist(P, AB) < L,
p(P) = .
P2, se dist(P, AB) > L.

Qui py > p1 > 0 sono costanti.
La lamina & vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che si
mantiene fisso.
Il peso ¢é diretto come —es. Alla lamina ¢ applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auxapds + Buxap ds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e AD. Qui ds é I'elemento di
lunghezza su tali lati, e u é un versore solidale alla lamina, ad essa ortogonale.
Qui « e 8 sono costanti.

All’istante iniziale la lamina ¢ ferma in posizione orizzontale, con u = egs.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Trovare una condizione su « e [ perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

T1@1 = (Iag — Is3)waws — 2BL7,
Ioowo = (I3 — 11 )wiws + pg — 2aL?,

Iszws = (I11 — Ia2)wiws + pi3 -

mg p1 — p2
B=0, a=T9L7F
4L p1 + p2

37. [12/2/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza h e raggio di
base R precede per inerzia intorno al suo centro O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare &

w(0) = au; + Pus,
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ove § = (O, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il cilindro, con u;
parallelo all’asse del cilindro. Qui h, R, «, 8 sono costanti positive.

Determinare w(t) per ogni t > 0.
R. Se 111 # 122

w(t) = auy — Bsinctug + S cos ctus , c=(Inly —1)a.

Se I11 = I,
w(t) = au; + Pus.

38. [11/9/2009 (ex)I] Un cilindro di altezza 2H, raggio R, massa M, &
vincolato a precedere intorno al suo centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il cilindro S = (C,u;), ove ug ¢ diretto
come l’asse del cilindro.

Sono applicate le forze

F,=ku;, Fp=—kuy,
nei punti A e B rispettivamente dati da
CT>4:RU2+HU3, @:—Ruz—Hu;g.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C pari a
M attrito = —piw
Qui k, u > 0 sono costanti.
e Scrivere le equazioni di Eulero del cilindro.

e Determinare 'unico valore di w(0) che rende w costante durante il
moto.

SOLUZIONE
1) Scriviamo le equazioni di Eulero del cilindro, con polo in C. Il momento di F 4
e F'p é dato da

— —
CAx Fa+CBxFp=2CAx Fu=2k(Hus — Rus) .,
Percio le equazioni di Eulero sono

Lo = (It — Is3)wows — pws ,
Iiwe = (Is3 — I1)wiws — pws + 2kH |
Iggwg = — W3 — 2kR .

B) Se deve essere w costante, ossia w = 0, dalla terza delle equazioni di Eulero si

ha subito
7 2kR

1

w3 =
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Sostituendo nelle prime due equazioni si ottiene il sistema non singolare

pwi + aws =0,
awy — pwe = —2kH |

ove si € posto

2kR
o = T(Ill — 133) .

Iy = (I — Is3)wows — pwr
I1de = (I33 — I )wiwz — pws + 2kH
I33d)3 = —UWw3 — 2kR.

2% Ha 2% H 2%kR 2%kR
7,[112-1-0(27 w2 W3 = ——3 o= —’u (1117]33).

wli :7#/2—’—&2, lu

39. [11/9/2009 (ex)II] Un parallelepipedo con sezione quadrata, di altezza
2H, lato della base 2R, massa M, é vincolato a precedere intorno al suo
centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il parallelepipedo & = (C,u;), ove us
é diretto come I’asse del parallelepipedo, e w1, us sono ortogonali alle facce
laterali del solido.

Sono applicate le forze

F, =kuy, Fp=—kup,
nei punti A e B rispettivamente dati da
CT>4:Ru2+Hu3, C@:—RUQ—H’UJ?,.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C pari a
M attrito = —piw
Qui k, i > 0 sono costanti.

e Scrivere le equazioni di Eulero del rigido.

e Determinare 'unico valore di w(0) che rende w costante durante il
moto.

Lo = (I1g — Is3)waws — pws ,
Iy = (Is3 — I1)wiws — pws + 2kH |
Iggwg = —HWw3 — 2kR .
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2kH« 2kH 2kR 2kR (I Iy3)
W =——-, Wa=—F5——-, W3=——:j o= — — .
1 ,U/2+0427 2 ,U/2+CY2, 3 1 3 [ 11 33

40. [20/11/2009 (ex)I] Un disco rigido di massa M e raggio R precede
intorno al suo centro O.

Il sistema S = (O,u;) € solidale con il disco, e il versore u3 & ad esso
ortogonale.

Al disco sono applicate le forze

—
Fyu=—-)uy, nel punto A, tale che OA = Rus;
Fp=pep, nel punto B, tale che O? = Ru;.

Qui A e p sono costanti positive.
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.
Sotto I'ulteriore vincolo

U3(t)263, tZO,

scrivere le equazioni di moto del disco.
SOLUZIONE
A) Dobbiamo imporre che M®** = 0, ossia

axFA—i—O?xFB:O,

che equivale a

Uy X ey =——us.
n
Se scriviamo
3
€1 = g o U;
i=1

all’equilibrio, si ha
A

QU3 — Q3U2 = U] X €1 = ——us,
W
da cui

A\ 2
043:0, CYQZ_;, O(lzi 1—(—).

Bisogna di necessita assumere A\ < p.

B) Visto che il rigido in questo caso € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso,
ha un solo grado di liberta. Introduciamo come coordinata lagrangiana I’angolo
¢ € (—m, ) formato da uy con ey, cosicché

U] = cos pe; + sin pes .
In questo modo

u; X e; = —sinpes = —sinpus.
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La terza equazione di Eulero quindi da
I$ = M®" - u3 = R\ — Rusinyp.

R. A) Posizioni di equilibrio si hanno solo se A < p; in questo caso si ha equilibrio
se e solo se si ha
A\ 2 A
61::|: 17(—) Uy — —us.
K K
B)
I =RN— Rusine.

41. [25/1/2010 (ex)I] Un cilindro di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al suo centro C.
Il moto ¢ tale che in un certo istante ¢ si ha

w(f) = BCA(E) + aCE®),
CTZl(t_) = geg, C@(E):Rel,

ove A ¢ il centro di una delle basi del cilindro, ed E appartiene alla circon-
ferenza direttrice di centro C'. Inoltre «, 8 > 0 sono costanti.

Determinare il momento della quantita di moto L¢(t) per ogni ¢, in termini
della base fissa (e;) e dei parametri del problema.

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento S = (O, u;) solidale con il cilindro, con

L/ A < S
1_‘6@}, 3—}(;'_121}; 2 — W3 1-

Allora o
w(t) = aRui (f) + fus(d).

In S la matrice o ¢
o = diag(l11, 11, I33) ,

per motivi di simmetria. Dunque per i noti teoremi sulle precessioni per inerzia

H H
Lc(t) = Le(t) = ow(t) = liaRuy (1) + 13355113@ = InaRer + Isf—es.

R.
H
Lc(t) = lj1aRe; + 133ﬁ363 .

42. [25/1/2010 (ex)II] Un cono di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al centro della sua base C.
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Il moto é tale che in un certo istante ¢ si ha

w(f) = BCA(E) + aCE(®),
CA(f) = Hes,  CE(f) = Rey ,

ove A ¢ il vertice del cono, ed E appartiene alla circonferenza di base. Inoltre
a, 8 > 0 sono costanti.
Determinare il momento della quantita di moto Lo (t) per ogni ¢, in termini

della base fissa (e;) e dei parametri del problema.
R.
Lc(t) = IllozRel + IggﬂHGg .

43. [22/2/2010 (ex)I] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo é soggetto alla forza

FC:)\Bfﬁtu,

ove u ¢ un versore solidale con il cubo e ortogonale a CTZl; inoltre A, 8 > 0
sono costanti.

Il cubo é fermo all’istante iniziale ¢t = 0.

Determinare una costante che limiti I'energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.

SOLUZIONE

Scegliamo una terna principale (u;) in C' in modo che

CA

Uy = — U2 = U U3 = u;p X ug.
|CA|’ b

Per un noto teorema, la (u;) é principale anche in A.

Scriviamo le equazioni di Eulero di polo A rispetto a questa terna. Troviamo i
momenti d’inerzia I,. Se I denota il valore comune a tutti i momenti d’inerzia in
C, per il teorema di Huygens si ha in A

In=1, Iy = I3 =1+ M|AC|> = I + 3ML>.
Il momento di F' é

AC x F = —LV3u x (e Pluy) = —V/3ALe Plus.
Dunque si ottiene

Iiiw =0,
Inowo = (Izg — In1)wiws0,

122603 = (111 — 122)w1w2 — \/g)\Leiﬁt .
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Dato che w(0) = 0, segue subito che per ognit > 0

V3BAL _
wl(t):0, wg(t):(), wg(t):— 5122 (1—6 ﬁt).
Dunque
1., 3A2L2 s
T(t) = 312 7(1 —e )7,
¢ (1) 11*13)‘2L2
su =l —.
tzg 272 B2
: 3 aaany XL
2 B2

44. [22/2/2010 (ex)II] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo é soggetto alla forza

A
Fo=—=u
Tt CRIZ
ove u € un versore solidale con il cubo e ortogonale a C'A; inoltre A, 5§ > 0
sono costanti.
Il cubo é fermo all’istante iniziale ¢t = 0.
Determinare una costante che limiti I'energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.
R. )
3m
(I +3ML* ™ L2)\2.

45. [8/7/2010 (ex)I] Una sfera di raggio R, massa M e centro C' precede
per inerzia intorno a un punto fisso O sulla sua superficie.
All’istante iniziale
(@]
w0) =a—— u,
0)=a—7+5
ove u & un versore tale che u L O? Qui «, B sono costanti positive.

Determinare w(t).
SOLUZIONE
Scegliamo come sistema di riferimento solidale con il rigido (O, w;), con

oc

u1(0) = u, us = —.
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Si noti che questo sistema é principale d’inerzia, perché traslato di un sistema
principale centrale lungo uno dei suoi assi. Per il teorema di Huygens si ha nella
base (u;)

oo =diag (I + MR*, I+ MR*I).

Dunque le equazioni di Eulero sono

(I + MR?)in = M R?wyws,
(I + MR*)&y = —M R*w w3,
Iz =0.

Le condizioni iniziali sono

A questo punto le altre due equazioni danno

MR3
. 2 — =
G+ Xwr =0, A=
R. MR?
' «
w(t) = (ﬂ cos \t, — 3 sin )\t,a) ) A= m '

46. [7/9/2010 (ex)I] Un cubo di massa m e spigolo 2L ¢ vincolato a precedere
intorno al suo centro C.
Sul cubo agisce la forza

Fsq=)\u,

applicata in un suo vertice A, ove il versore solidale con il cubo

AB

2L

¢ diretto come lo spigolo AB.

Scrivere le equazioni di moto del cubo.
SOLUZIONE
Scegliamo il sistema principale in C' dato da: u; = u; wy normale a una faccia
fissata tra le due che contengono sia A che B; us di conseguenza.
Quindi in particolare N
CA= Lu2 - Lu1 - L’u,3 .

II momento della forza dunque risulta

C'—/iXFA:—)\L(’U,Q-i-Ug).
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Percio le equazioni di Eulero, stante la simmetria dei momenti d’inerzia centrali,
risultano

I1wp =0,

Ii1we = =ML -

1w = —\L
R.

I11w1 =0,

T = <AL,

Ill(bg = —)\L

47. 120/1/2014 (ex)I] Un cilindro di altezza 2H, raggio R e massa M ¢
vincolato a mantenere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Se (z;) denota le coordinate in tale sistema, si assume che all’istante iniziale
il cilindro sia fermo con 'asse giacente sull’asse 3.

Al cilindro é applicata la forza

T34
FA:)\’U/Q—FM(l—%)eg,

nel punto solidale A centro della base che all’istante iniziale si trova a quota
x3 = H. Qui X\ e pu sono costanti positive, e S = (O, (up,)) € un sistema
di riferimento solidale con il cilindro, ove si assume che all’istante iniziale
uh(O) = €p, h= 1, 2, 3.

Si determini una condizione su A e u che garantisca che la quota x34 di A si

annulli in un tempo finito.

SOLUZIONE

Vogliamo usare le equazioni di Eulero. Per calcolare il momento delle forze applicate
dobbiamo introdurre la scomposizione

e3 = Z ap(t)up(t) .
h=1

Le funzioni oy, verranno precisate poi per quanto necessario. Quindi abbiamo
Mgct = HU3 X FA = 7)\H’U,1 + ,LL(H — ZEgA)(Oél’LLQ — Oégul) .
Le equazioni di Eulero sono percio (essendo I11 = Is2)

Iy = (It — Isg)wows — AH — p(H — z34) 02,
Lws = (Is3 — 11 )wiws + p(H — x34) 0 ,
I33w3 = 0.

Segue che ws(t) essendo nulla at = 0 si mantiene costantemente nulla. Le equazioni
di Fulero divengono percio

Iy = —AH — p(H — w34) 02,

Illwg = M(H — ZEgA)O[l .
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Guidati dall’intuizione fisica possiamo supporre che ’asse del cilindro, cioé il versore
solidale us, e anche il versore solidale us si mantengano sempre nel piano 1 = 0.
Questo implica che a1 (t) = 0 per ogni t e quindi per la seconda equazione di Eulero
che anche wy si annulli identicamente. Pertanto il moto si riduce a una rotazione
non costante intorno alla direzione e; = wy. Introduciamo I’angolo di rotazione
¢ € (—m,m) tale che

es = sin pug + cos pus,

il che definisce le funzioni as, a3 e sostituito nella prima equazione di Eulero fornisce
I1p=—-MH — pH(1 —cosg)sing.

Si noti che all’istante iniziale si ha ¢(0) = 0, ¢(0) = 0, e quindi per 'equazione
differenziale si ha ¢(t) < 0 almeno in qualche intervallo (0,t1). Viene richiesto di
garantire che ¢(t) = —n/2 per qualche 0 < t < t;.
Questo si ottiene senz’altro se ¢ si mantiene uniformemente negativa, ossia se per
esempio

AH > puH > pH(1 — cos ) [sing| .
R.

A> .

48.120/1/2014 (ex)II] Un cono di altezza H, raggio R e massa M ¢ vincolato
a mantenere il vertice nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Se (x;)
denota le coordinate in tale sistema, si assume che all’istante iniziale il cono
sia fermo con 'asse giacente sull’asse x3.

Al cono ¢ applicata la forza

Fa=pui+A(1- =2 )es,
nel punto solidale A centro della base, che all’istante iniziale si trova a quota
x3 = H. Qui A e u sono costanti positive, e S = (O, (uy)) € un sistema di
riferimento solidale con il cono, ove si assume che all’istante iniziale uy,(0) =
e, h=1,2,3.
Si determini una condizione su A e u che garantisca che la quota x34 di A si

annulli in un tempo finito.
R.
A< .

49. [19/6/2014 (ex)I] Un disco D di massa M e raggio R ¢ vincolato ad
avere il centro O coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso.
Sia § = (O, (u;)) un sistema solidale con il disco tale che w3 si mantenga
ortogonale al piano del disco.

Sulla circonferenza bordo del disco agisce la distribuzione di forze

dF, = \T,
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dove T ¢ il versore tangente alla circonferenza e A > 0 é costante. Inoltre
sul punto B del disco dato da

@:Rul,

¢ applicata la forza

Fy— —kAD

ove

O—1>4:R61.

Qui (O, (e;)) denota il sistema di riferimento fisso.

All’istante iniziale il disco giace sul piano ortogonale a eg ed é fermo, con
ui:ei,i:1,2,3.

Scrivere le equazioni di moto, dare una condizione su A, k, R che garantisca
che il disco faccia un giro completo intorno a ug, e determinare la sua velocita

angolare w nell’istante in cui completa il primo giro.
SOLUZIONE

Si tratta di un moto polare di centro O.

Nella terna (u;) il tensore d’inerzia ha la scomposizione

o = diag(I,1,21),

ove I indica il momento d’inerzia di D rispetto a un suo diametro. II momento
delle forza applicate a D é
MeXt = Ml + M2 ;

con

M, = / OB(s) x AT ds = 2w R*\us,
oD

Moy = OB x (—kAB) = —kRu, x AB.

Le equazioni di Eulero quindi sono

Id}l = —IWQ(U3 N
Id]g = ICLJ1W3 +M2 U2,
21w = 2TR* N+ My - us.
Date le condizioni iniziali, e quindi il fatto che M5 - uo si mantiene nullo fintanto

che il disco giace sul piano ortogonale a ez, I'intuizione fisica suggerisce che accada
questo per ogni tempo. Verifichiamolo. Poniamo dunque

u; =cospe; +sinpesy,
Uy = —sinpe; + cospey,

usz = €3,

cosicché
AB = R(cosp — 1)e; + Rsingpes ,
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e si ha
My = —kR?sin wpes .

Percio la terza equazione di Fulero da
2Ip = 2 R2\ — kR?sin

con condizioni iniziali

Se supponiamo
2rR?\ > kR?,

certo ¢ si mantiene strettamente positiva, dunque ¢ é strettamente crescente e D
fa un giro completo.
Moltiplicando I'equazione di moto per ¢ e integrando si ottiene con l'aiuto delle
condizioni iniziali
I$% = 27 R*\p + kR*(cosp — 1).
Per ¢ = 27 si ottiene
I¢? = 47 R\,
R. Una condizione sufficiente é
2ntA > k.

La velocita angolare dopo un giro é

W =2T\/ — ug3.

50. [13/1/2015 (ex)I] Un corpo rigido si muove di moto polare intorno a un
suo punto O, ove il tensore di inerzia nella base solidale M = (u}) ¢ dato

da
om = diag(I1y, I, I33) , Iy # I33.

Inoltre il corpo é soggetto a forze esterne di momento risultante
ME' = —awsui + awiug + B(w% + w%)ug .

Qui «, [ sono costanti positive e w ¢ la velocita angolare del corpo.
All’istante iniziale si ha

w(0) = worw1(0) + woaw2(0) + wosus(0), worwoz # 0, wo3 < 0.

Scrivere le equazioni di moto e determinare 'unico istante ¢ > 0 tale che
w(t) ¢ ortogonale a us(?).

SOLUZIONE

Si hanno le equazioni di Eulero

Iiywr = (I11 — Is3)waws — aws
Iwe = (Is3 — L1 )wiws + awr ,

Is3is = B(wi + w3).
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Quindi moltiplicando la prima equazione per w1, la seconda per wy, e sommando si
ottiene

d w? + w2
Slr } —0.
dt { D)
Percio
wit)? +wa(t)® = w2 +wdy,  t>0,

e dalla terza equazione si ottiene percio

B(w§ + wdo)

ws(t) = Ins

t+w03.

Pertanto listante richiesto, in cui w3(t) =0, é

wozl33

=
ﬂ(wgl ergz)

It = (I — Isz)waws — aws
Iiywe = (Is3 — [11)wiws + aws
Issiz = B(wi + w3).

wo3l33

==
ﬂ(wgl +w§2)

51. [13/1/2015 (ex)II] Un corpo rigido si muove di moto polare intorno a
un suo punto O, ove il tensore di inerzia nella base solidale M = (uy,) é dato
da

o m = diag(l11, Iz, I11) Iy # I .

Inoltre il corpo é soggetto a forze esterne di momento risultante
ME' = awsu; — (3 cosh (A(w% + w%))ug —awiusg.

Qui «, B, X sono costanti positive e w & la velocita angolare del corpo.
All’istante iniziale si ha

w(0) = woru1(0) + wozuz(0) + wozus(0) woiwos # 0, woz > 0.
Scrivere le equazioni di moto e determinare 'unico istante £ > 0 tale che

w(t) & ortogonale a uy(t).
R.

It = (Izg — I waws + aws
—Bcosh (Mw] +w3)),

Iz = (In — In)wiws — aws .

Izow9

wo2l22

t= :
B cosh (A(w§y + wds))
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52. [10/2/2015 (ex)I] Un corpo rigido ¢ formato da un cubo omogeneo di
spigolo L e massa M, e da un’asta rigida di lunghezza L e massa m. L’asta
¢ solidale con il cubo e si mantiene sovrapposta al suo spigolo AB.

Il corpo ¢ vincolato a mantenere il centro C' del cubo nell’origine del sistema
di riferimento fisso.

Nel vertice A é applicata la forza

F = \ADB.

Sul corpo agisce anche il momento rispetto a C
M= —aw.

Qui A e a sono costanti positive.
Il cubo é fermo all’istante iniziale.
Scrivere le equazioni di moto e dimostrare che se w(0) = 0 allora

tilgloo w(t) = wo,

per un opportuno wy € R?.

SOLUZIONE

Scegliamo come sistema di riferimento solidale con il rigido il sistema S = (C, (uy,)),
ove, se D denota il punto medio di AB, e

VaCD an

I U2 = U3 X U, UsZT-

u; =

La terna (uy) é principale d’inerzia in C perché us e uz sono normali in C' a piani
di simmetria materiale ortogonale passanti per C.
Il momento di F é

L L L?
C'—Zl x F = (E’U,l — §’U,3) X ()\L’U,3) = —)\ﬁ’u,g.

Le equazioni di Eulero sono dunque

Lo = (Izg — Is3)wows — awr
L2
Inowo = (I33 — [11)wiws — A—= — awsz , .

V2

Iszws = (I11 — Izg)wiws — aws

Si vede che la soluzione sara nella forma con wi e ws identicamente nulli. Pertanto
si avra
w = QYus,

con ¢ € (—m,m) angolo di rotazione intorno a us (che sara percio fisso). Possiamo
assumere ¢(0) = 0; per ipotesi si ha anche ¢(0) = 0.
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L’equazione soddisfatta da ¢ sara pertanto
@

P
4 12280 V2129

Si ottiene da tale equazione (lineare non omogenea a coefficienti costanti)

ALZ.

o 1
o(t) = kie T2’ 4 ko — ——AL?t,
2c

e poi imponendo i dati iniziali

o(t) = \/§1a2 AL Ipp(e T2t — 1) — ﬁm%.
R.
Lo = (Izg — Isg)wows — aws ,
L2
Inowe = (I33 — I11)wiws — )\E — aws, .

Iszws = (I11 — Ia2)wiws — aws

1
wp = 7—>\L262 .

V2a

53. [10/2/2015 (ex)II] Un corpo rigido ¢ formato da un cubo omogeneo di
spigolo L e massa M, e da un’asta rigida di lunghezza L e massa m. L’asta
é solidale con il cubo e si mantiene sovrapposta al suo spigolo AB.

Il corpo ¢ vincolato a mantenere il centro C' del cubo nell’origine del sistema
di riferimento fisso.

Nel punto medio D di AB ¢ applicata la forza

F:A@xﬁ.

Sul corpo agisce anche il momento rispetto a C
M= —aw.

Qui A e « sono costanti positive.
Il cubo ¢ fermo all’istante iniziale.
Scrivere le equazioni di moto e dimostrare che se w(0) = 0 allora

tilgloo w(t) = wo,

per un opportuno wy € R3.
R.

Iiywr = (Iog — Is3)waws — aws

Iyowe = (Is3 — I11 )wiws — aws,
L3
Iszws = (I11 — Izg)wiws — )\7 — w3
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1

AL3es .
2« €3

wo =

54. [4/6/2015 (ex)I] Un cono di massa M, altezza H e raggio R ¢ vincolato
a muoversi di moto polare con il vertice A coincidente con 'origine O del
sistema di riferimento fisso.

Su di esso agisce la forza applicata nel centro C' della base

F¢o = Acos(at)us,
ed & applicato anche il momento di polo A
M = pw x uz + Acos(at)w.

Qui «, A, p sono costanti positive, e (u;) ¢ una base solidale con il cono, tale

AC

'u/3:?.

Trovare il massimo dell’energia cinetica durante il moto, per il moto generico.
SOLUZIONE
Calcoliamo il momento delle forze esterne rispetto al polo A:

che

M = M, + AC' x Fo = M, .

Usando la simmetria di rotazione del corpo rigido, si ha che I;; = Is3, e dunque le
equazioni di Eulero si scrivono come

Lwy = (I11 — Is3)waws + pws + A cos(at)wy ,

111(4']2 = (133 — 111)W1W3 — w1 + )\COS(Oét)CUQ y

Iggd]g = )\COS(O&If)Wg .
Moltiplicando per w; la i-esima equazione, i = 1, 2, e sommando si ottiene

1. d
5111&@% + w2) = Acos(at)(w? + w?).

Percio con una semplice integrazione

wi(t)? + w2 (t)® = (w1(0)? + wa(0)*) exp { a2>1\1

sin(at)} .

In modo analogo dalla terza equazione di Eulero si ha

1d

EEW“DQ’ = Acos(at)ws,

da cui

ws(t)? = w3(0)? eXp{ 2 sin(at)} .

L33
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Quindi
1 1 2
T(t) = 3 ;Iiiwi(t)Q = §Ill(w1(0)2 + w2(0)?) eXp{a - sin(at)}
1 2\
+ = I33w3(0)? exp { sin(at)} )
2 133
Ovviamente T' é massima per sin(at) = 1 e minima per sin(at) = —1.
R.
1 2A 1 2
minT = 5111(001(0)2 + w2 (0)?) eXp{ Tl } + §I3gw3(0)2 exp{ - fgg} ,
1 2 1 2A
max1 = 5[11((4)1(0)2 + w2(0)2) exp { oliy } + 5[33&)3(0)2 exp {@} .

55. [4/6/2015 (ex)II] Un cilindro di massa M, altezza H e raggio R &
vincolato a muoversi di moto polare con il centro di una base A coincidente
con l'origine O del sistema di riferimento fisso.

Su di esso agisce la forza applicata nel centro C' dell’altra base

at

F¢ = pe”ug,
ed ¢ applicato anche il momento di polo A
M = \w X uz + pe %w.

Qui «, A, u sono costanti positive, e (u;) € una base solidale con il cilindro,

AC

’UBZ?.

Trovare il limite dell’energia cinetica per ¢ — +oo, per il moto generico.
R.

tale che

. 1 2 2 2 1 2 2
i I(t) = 5111(001(0) w2 (0)7) exp { aln } * §I3gw3(0) P { alss } .

56. [2/7/2015 (ex)I] Un cilindro di massa M raggio R e altezza 2H &
vincolato ad avere il centro C' nell’origine del sistema fisso O.
Al cilindro é applicata la forza

F 4= )u+pep,

nel punto solidale A di una delle due circonferenze di base. Qui A\, p € R
sono costanti non nulle e il versore u ¢ dato da
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ove B ¢ il centro della circonferenza di base cui appartiene A.
All’istante iniziale il cilindro é fermo con I’asse coincidente con ’asse fisso x3

e
O—z>4:H63+R61.

e Si scrivano le equazioni di Eulero del corpo nelle opportune coordinate
lagrangiane.

e Se A >0, u < 0 siscriva il valore dell’energia cinetica nel primo istante
t > 0 in cui l'asse del cilindro diviene ortogonale a es.

SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero nel polo C. Scegliamo allo scopo la terna principale
centrale
7 ] o
U = — Uz = U3 X U Uz = — .
1 R 9 2 3 1, 3 H

Supponiamo poi che
3
er =Y ai(tyui(t),
i=1

cosicché

3
Mext — Cv—/i X FA = (HU3 +R’U,1) X ()\Ug +,LLZOAZUZ)
i=1
= —ARus + Hu(ajus — asuy) + Ru(asus — asusg) .

Dunque le equazioni di Eulero sono

Iiywr = (I11 — Is3)waws — Hpuaw ,
liwy = (133 — 111)w1w3 — R+ ,u(Ha1 — Rag) 5 -
Iggd]g = R[LO[Q

L’intuizione fisica suggerisce che il moto sia una rotazione intorno a es, che quindi
coinciderebbe in ogni istante con us. Pertanto ipotizziamo che esista un angolo
¢ € (—m,m) tale che

u] = cos pe; + sin pes ,

u3 = — sin e + cos pes ,

w=—pus.

Nella notazione gia introdotta quindi
a1(t) =cosg, as(t) =0, as(t) = —sing.

In quest’ipotesi la prima e la terza equazione di Eulero sono banalmente soddisfatte
e la seconda diviene

—I11$=—R\+ pu(H cosp + Rsinp). (1)
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Dunque abbiamo in tal senso determinata la soluzione delle equazioni di moto; le
altre due coordinate lagrangiane sono due angoli di Eulero che rimangono costanti
durante il moto.

Moltiplichiamo la (1) per ¢ e integriamo ottenendo

SIng(1)? = RAp(t) — u(H sing(t) — Reos o(t) + B),

ove abbiamo usato anche le condizioni iniziali p(0) =0, ¢(0) =0. Se A >0epu <0
si vede che ¢ > 0 finché ¢ € [0,7/2], dunque p(t) = 7/2 per t > 0 opportuno.
R.

I1¢p = R\ — p(H cosp + Rsing) ;
T(f) = RAS — u(H + R).

57.[3/9/2015 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere il
centro nell’origine del sistema di riferimento fisso O. Consideriamo anche il
sistema di riferimento solidale con il disco § = (O, (up)) ove ug € ortogonale
al disco.
Sul disco agisce la forza

Fy = kus,

ove A & un punto solidale con il disco appartenente al suo bordo, dato da
—
OA = Ruq, ek > 0.

All’istante iniziale si ha per wsy > 0 assegnato
ul(O) =e], u3(0) = ey, w(O) = w30u3(0) .

e Scrivere le equazioni di Eulero del disco e determinarne la velocita an-
golare in funzione dei parametri e dati assegnati, nella base (up,).

e Dare una condizione sufficiente perché ’asse del disco non divenga orto-
gonale a uz(0) = ey nell’intervallo di tempo (0,%), ove t > 0 & assegnato.

SOLUZIONE
A) Il momento delle forze esterne rispetto a O ¢é dato da

M = OA x Fa = Ruy x kug = —Rkus.
Scriviamo dunque le equazioni di Eulero del disco nella terna principale (up) in O

I = —Iwows
Iiwe = I1iwiws — RE,
2111w =0,

ove si sono usati i fatti

Ii1 = Isa, I33 = I11 + oo
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Si ottiene subito dalla terza equazione che
wg(t):wgo, t>0.

Percio dalla prima equazione combinata con la seconda si ha

w1 Rk
——— =wiwzo — 7,
w30 I
ossia
. 2 RE
w1 + W3pgW1 = I—CLJQ,O .
11

Quest’equazione si integra facilmente e usando le condizioni iniziali

w1 (0) = 0, d)l (O) = —W2 (0)&]30 = 0,

si ottiene Rk
t) = 1-— t
w1 (t) Iuwso( cos(wsot)) ,
da cui subito n(®) Ri
w1 .
wol(t) = — = — sin(wsot) .
2() w30 I11ws3o (wsot)
B) Si sa che
dU3
ke w X ug = [wy(H)wi(t) + wa(t)uz(t)] X us(t)
= —w1(t)uz(t) +wa(t)ui(t),
pertanto
iu e *%e <%<|wxu|
de 2O T A A | T 3
1 k 1
= (Wi+wd)2 =12 i (1 — cos(wsot))? .
I11ws3o
Vogliamo imporre che
uz(t) - ez >0, 0<t<t.

Notiamo che

t
d

uz(t) - ex = u3(0)~eg+/ —ug(7) - ez dr
0 dr

t
>1-12 Itk / (1- COS(wgoT))% dr
0

11W30
RE
>1-2 t.
11W30
R.
) = (1 — cos(uwsot) s (1) in(waotJua(t) + wsoua !
= — — in ;
w 111W30 COS(W30 u1 111W3OS w3pl)Usz w3oUs ;
1> 1F
I11w30
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58. [12/1/2015 (ex)I] Un rigido ¢ costituito da un cilindro omogeneo di
massa M, raggio R, altezza H e da 4 punti materiali P, P», P3, Py, ciascuno
di massa m, solidali al cilindro.
Si consideri un sistema di riferimento solidale con il rigido S = (C, (up,)),
ove C ¢ il centro del cilindro e ug & parallelo all’asse del cilindro. Si assuma,
che

I55 > IfY =I5y |

ove ch»]ﬂ indica il momento di inerzia del cilindro, senza i punti F;.

I punti P; devono essere fissati a distanza R dall’asse del cilindro, ma in
posizioni altrimenti libere. Si trovino per essi posizioni tali che valgano
entrambe le condizioni:

e la terna (uy) sia principale per il rigido in C;
e tutti i momenti del rigido rispetto a tale terna in C' siano uguali:

Iin = 199 = I33.

SOLUZIONE
Guidati dalla simmetria del problema tentiamo per esempio con le posizioni

— ——
CP; = Ruq + sugz, CP; = —Ruq + sug,
—— ——

CP; = Rus + sugs, CPy; = —Rus + sug,

con s € R da scegliere.
I piani per C ortogonali a u; e us sono di simmetria materiale ortogonale per il
rigido cosi ottenuto e dunque w; e us sono principali; percio anche us lo é.
Resta da imporre che tutti i momenti I;; siano uguali; si ha
Iy = IS + 2ms® 4 2m(R? + 5?),
Loy = IT 4 2m(R? + s2) + 2ms?,
133 = Igél + 4mR2 .
E ovvio che per ogni s si ha I;1 = I. Basta quindi scegliere s in modo che

111 = 133, ossia ) )
I3 + 2mR* = If] + 4ms®

che puo essere certo soddisfatta in vista dell’ipotesi ISl > Il

R.
C’—H>:Ru1+su3, C—>P2:7Ru1+su3,
04P—3>:R’LL2+SU3, 5]34):*RUQ+SU3,
con

<1§;} — If{ +2mR? ) B
s = .
dm

186



450. Corpi rigidi: moti polari

59. [12/1/2015 (ex)II] Un rigido ¢é costituito da un cono omogeneo di massa
M, raggio R, altezza H e da 4 punti materiali P, P, P3, P,, ciascuno di
massa m, solidali al cono.

Si consideri un sistema di riferimento solidale con il rigido S = (C, (uy,)),
ove C ¢é il vertice del cono e ug ¢ parallelo all’asse del cono. Si assuma che

cono cono __ cono
I337° > I =1,

ove I77" indica il momento di inerzia del cono, senza i punti F;.
I punti P; devono essere fissati a distanza R dall’asse del cono, ma in posizioni
altrimenti libere. Si trovino per essi posizioni tali che valgano entrambe le

condizioni:
e la terna (uy) sia principale per il rigido in C;

e tutti i momenti del rigido rispetto a tale terna in C' siano uguali:

Iy = Iy = I33.
R.
CTP?:RumLsus, 5132)2—Rm+su3,
C—P3>=RU2+SU3, C'—R>1=—Ru2+su3,
con

<1§§n° — I5™ 4 2mR? ) :
dm '

60. [9/2/2016 (ex)I] Una lamina ABC a forma di triangolo equilatero di
lato L e massa M ¢ vincolata a mantenere il centro di massa G nell’origine
del sistema di riferimento fisso (O, (ep,)).

Nel vertice A é applicata la forza

FA:—km—i-hu,

3
ove u & un versore normale alla lamina e k, h > 0. Qui OPy = (L//3)e;.
La lamina all’istante iniziale ¢ ferma, con ABC nel piano z3 = 0, e A
coincidente con Fj.

e Si scrivano le equazioni di moto.

e Se ne ricavi un integrale primo del moto.
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SOLUZIONE
A) Scegliamo come sistema principale

GA

Uy = ——- U2 = U3z X U1 us =1u.
) 3
cA

Guidati dall’intuizione fisica, supponiamo che il moto sia una rotazione intorno a
Us, e chiamiamo ¢ ’angolo di rotazione relativo. Pertanto

u; =cospe; +sinpes,

U3 = —sinpe; +cospes,

Uz = €2,
e

w = —Puy = —pes .
Dunque
F k(L L inpug) ) + h
A =—k|—=u1 — —=(cospu; — sin pus us,
V3 V3

e percio

ext L 2 3
M :—uleA:?ksmgpugf

V3

Le equazioni di moto dunque sono

h’U,Q .

L
V3

Lo = (Iog — Is3)waws,
L? L
122602 = (133 — 111)W1W3 + ?kSIH(p — —h

ek

I33w3 = (I11 — Iz2)wiwo,
che sono soddisfatte da w = (0, —¢,0) se e solo se

L%k L
—Ipop=—sinp — —h.
® 3 ® 73
Si noti che é importante che sia verificato tutto il sistema delle equazioni di moto,
per confermare l'ipotesi fatta sopra.
B) Moltiplicando I'equazione di moto per ¢ e integrando si ha

Lo LRk Lh L%
- = " cos - =
g 2¥ T Ty YT R 3
R.
L2k L
Ionp = —"sing — —h;
22 3 2 \/g
1 L2k Lh L%k

5]22¢2:TCOSQD+— _ .

N

188



450. Corpi rigidi: moti polari

61. [9/2/2016 (ex)II] Una lamina ABCD a forma di quadrato di lato L
e massa M ¢é vincolata a mantenere il vertice A nell’origine del sistema di
riferimento fisso (O, (ep)).

Nel centro di massa G é applicata la forza

ngkm—i-hu,

3
ove w & un versore normale alla lamina e k, h > 0. Qui OPy = (L/v/2)e;.
La lamina all’istante iniziale ¢ ferma, con ABCD nel piano z3 = 0, e G
coincidente con Fj.

e Si scrivano le equazioni di moto.

e Se ne ricavi un integrale primo del moto.

R.
L%k L
Do = ~“sing + ——=h;
22 9 2 \/5
Lo L% L Lh L%
- = ——— COS — —_—.
9 22 ) ¥ \/590 9

62. [19/3/2016 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa M &
vincolata ad avere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Sia § = (O, (uy)) un sistema di riferimento solidale con la lamina, ove us &
ortogonale alla lamina, e

AB BC

W=, W=
La lamina ¢é sottoposta alle forze
F 4 = Asin(ut)u , Fp = \sin(ut)usg ,

applicate come indicato nei vertici consecutivi A e B, ove A, u > 0 sono
assegnati.
Si determinino massimo e minimo dell’energia cinetica nel corso del moto,

in funzione dei parametri e delle condizioni iniziali del moto.
SOLUZIONE
Calcoliamo il momento delle forze esterne:

L L
M = EXFAJrB?xFB = )\sin(ut)[—gug ><u1+5u1 X ug] = Asin(ut)Lusg .

Dunque le equazioni di Eulero sono date da

L = (Ing — Is3)wows,
Liwe = (Is3 — [11)wiws , .
Iggwg = AL sm(,ut)
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Moltiplicando la i-esima equazione per w; e sommando su i = 1, 2 si ottiene
d o 2

wi +ws)=0.
T(d +ud)

Infine la terza equazione da per integrazione diretta

w3(t) = w3(0) + %(1 — cos(ut)) .

Dunque energia cinetica é data da (ricordando I3z = 2111 = 2I53)

3
1 I AL 2
T = 3 Z Lijwi(t)? = %(M(O)Q + w2 (0)?) 4 Iy |w3(0) + m(l — cos(ut))
i=1 33

Pertanto il massimo e il minimo dell’energia cinetica coincidono con il massimo e il
minimo del valore assoluto di ws(t).

R.
. Iy 2 2 2
AL min T(f) = —(wl(O) +w2(0) )+ 111W3(0) ,
w3(0) > — : =0 ’
= 2I33u _ I 2 2 AL N2
max T(t) = 5 (@1(0)” +2(0)%) + I (ws(0) + )
I AL\ 2
min T(f) = i(Wl(O)Q + w2(0)2) + 111 (W3(0) + —) R
w (0) < AL t>0 2 Igg/L
3 — :
I
2Lsspt max T(1) = 2 (@10 + 3(0)%) + Ly (0)°

63.[12/7/2016 (ex)I] Un cono di raggio R, altezza H e massa M ¢ vincolato
a precedere intorno a un punto fisso e solidale A del suo asse.
Sul cono agiscono un momento, rispetto ad A,

e una distribuzione di forze applicata solo sulla base del cono, data da
dF(P) = ke "VC x CP,

ove V é il vertice del cono, C il centro della base, P il generico punto della
base. Qui k, A, > 0 sono costanti assegnate.

e Si scrivano le equazioni di Eulero.

e Assumendo che il momento assiale I3z del cono soddisfi plss > A, si
dimostri che si puo scegliere A in modo che se w(0) non ¢ parallelo
all’asse del cono, allora w(t) tende a disporsi ortogonalmente all’asse
per t — 4o0.
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SOLUZIONE
A) Scriviamo le equazioni di Eulero del moto rispetto ad A (che é ora un qualunque
punto fissato sull’asse del cono). Scegliamo il sistema di riferimento solidale S =

(A, (up)) in modo che ug sia diretto come VC. Resta da calcolare il momento di
dF'. Per far questo parametrizziamo

CP = r(cos fuy + sin fus) , re(0,R),0¢€ (—m,m).
Inoltre abbiamo @ = hug per un h € R fissato opportunamente. Allora
W X ﬁ = Husz X r(cos Quy + sin fug) = Hr(cosfus — sinfuy) .

Dunque

s R
EleMM, = // /ﬁ) x dF = / / [hus + 7 cos Quy + 7 sin fus)
base —m JO

4
x Hr(cosfug — sinfuq)rdrdf = WH%ug .

Pertanto le equazioni di moto sono

I = (I — Is3)wows — Awr ,
Iiywe = (Is3 — I11)wiws — Awa,

Iggd]g = 7)\&)3 + Kei‘ut ,

ove si é posto K = krHR*/2 > 0.
B) Determiniamo la componente assiale di w; da

) A _
W3 = ——ws + —e M
I33 I33

si ottiene

I33 ) _ 2y I33 e
t) = B PR m—
wa(t) = (ws(0) ) e

La componente trasversale di w si ottiene da

d A
&(wf +w3) = *QE(wf + w3),

che da

wi(8)? + walt)? = e 2T (w1 (0)? + wa(0)?).

Dungque la tangente dell’angolo formato da w(t) con us é data da

Vw1 (t)? + wa(t)? eiﬁwﬁt w1(0)2 + w2(0)?

|ws (£)] _}(M(O) L )+ e (T

A—plss A—plss

Se I1 > I35 dunque la tangente diverge a +o0o e pertanto I’angolo tende a /2 per
ogni scelta di w(0) non assiale. D’altra parte mentre I33 rimane costante al variare
di A, si ha

I11(A) = 111 (G) + M|GAJ]?.
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Bastera infine scegliere A in modo che

-
Ill(G) + ]\4|(;’14|2 > Ia3.

I = (I — Is3)waws — Adwr ,
Iywe = (Is3 — I11)wiws — Awa,
Iggd]g = 7)\&)3 + Kei‘ut ,

ove K = krtHR*/2 > 0.
La condizione da imporre é

—
Ill(G) + M|GA|2 > I33.

64. [6/9/2016 (ex)I] Un cubo di massa M e spigolo 2L ¢ vincolato ad avere
il centro C' coincidente con l'origine del sistema fisso O.
Sul cubo agiscono le due forze, applicate nei punti indicati,

Fu=—kPsA, Fp=—kPgD.

Qui A e B sono due vertici adiacenti (ossia estremi dello stesso spigolo), Py,
Pg ne indicano le rispettive proiezioni ortogonali sul piano z3 =0, e k > 0
¢ costante.

All’istante iniziale il cubo ha le facce ortogonali agli assi coordinati, in modo

che
P
OA(O) = —Le; + Les — Leg, O?(O) = Le; + Ley — Les.
Inoltre vale per wy > 0
w(0) = wpey .

Scrivere le equazioni di moto e dare una condizione sui parametri per cui
durante il moto si abbia x24(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

SOLUZIONE
A) L’intuizione fisica e la situazione geometrica del rigido suggeriscono che il cubo
si muova di una rotazione intorno all’asse e;.
Introduciamo dunque 'angolo di rotazione ¢ € (—m, ) formato da 5ﬁ con ey, ove
D é il punto medio di AB. Dunque ¢(0) = —7/4 e w(t) = $(t)e;. Inoltre
O—/i = —Le; + V2L cos pes + V2L sin pes,
O? = Le; + V2L cos pes + V2L sin pes .
Il momento delle forze esterne si calcola come
O—/i X Fy+ @ x Fpg=
(—Ley + V2L cos pey + V2L sin pes) x k(—v/2Lsin pes)+
(Ley + V2L cos pes + V2L sin pes) X k:(—\/§L sin pes) =
4kL*(— cos psinp)e; = —2kL*sin(2¢)e; .
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Dunque le equazioni di moto, scritte come equazioni di Eulero, sono date da
I$ = —2kL?sin(2¢),

e da due uguaglianze banali del tipo 0 = 0. Poiché questo sistema con le condizioni
iniziali date sopra ha unica soluzione, resta dimostrato che lipotesi fatta (che il
moto fosse una rotazione) é corretta.

B) Moltiplicando I'equazione di moto per ¢ e integrando si ha

1 1
§Igb2 — §Iw§ = kL*cos(2¢) ,

perché cos(2¢(0)) = 0. Pertanto
2kL?
P17 = + T cos(26(1)

Si ha che x24(t) = 0 se e solo se p(t) € {—m/2,7/2}. In entrambi i casi si ha
cos(2¢(t)) = —1, che é possibile solo se

2k L?
P(0)? =wy — ——>0.

In effetti si puo vedere che t < +oco richiede che valga la disuguaglianza stretta,
perché la posizione indicata é un punto di equilibrio.

R.
1
I§ = —2kL’sin(2p);  Slw§ > kL*.

65. [17/01/2017 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC'D di lati |E| = a,
|BC| =b, b > a, e di massa M, & vincolata a ruotare intorno alla diagonale
AC' che si mantiene fissa; anche A e C sono fissi.
Sulla lamina agisce la forza applicata nel punto D

AD x DC

Fp=AM— —,

A5 < ¢

con A > 0 costante.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Scrivere le equazioni di moto e trovare il momento p delle reazioni vincolari
nell’istante in cui la lamina compie il primo giro.

[Note: Il vincolo é liscio, quindi la componente di g lungo I’asse di rotazione
¢é nulla.

Si possono lasciare indicate le coordinate dei vertici della lamina nel sistema

solidale scelto.|
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero; scegliamo il sistema solidale S = (O, (uy,)), ove

O ¢ il centro di massa della lamina, e
AD x DC AC

= X ) i P— = .
ul U2 X U3 U2 ‘EXD?‘ us @—'
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In questo modo us € ortogonale alla lamina e diretto come F'p. Si noti che u; e
w3 non sono principali. Indichiamo con («,0, 8) le coordinate di D in S, cosicché

@:au1+BU3.

Indichiamo anche con ¢ I'angolo di rotazione intorno alla direzione fissa us, cosicché
w = Yus.
Le equazioni di Eulero in forma vettoriale sono date da

ow+w X ow = (au; + Bus) X Mg + p = adug — fAus + .
D’altronde se M = (up,)

i 0 I3
OM = 0 [22 0
I3 0 I33

Quindi in coordinate
oW+ w x ow = I13¢ur + L3P us + I33us.
Percio le equazioni di Eulero sono

Ii3p = —BA+ 1,

Li3p® = pa,
133¢ = al.

Dunque usando $(0) = 0 che segue dalle condizioni iniziali assegnate, si ha dalla

I \
@
t) = —t>.
(1) = #(0) + 57—
Si noti che dalla definizione di o segue che o < 0. L’istante cercato quindi é dato

da
aA

—21 = p(t) — = ¢
T =¢(t) — ¢(0) TR
ossia da
f= 47‘(‘[33
S\ el
Infine
I
= 7ad+ B,
I33
al \?2 113
—1 (—t) — 4723 oA
pz = I33 7r133 ol
R.
I33¢:Oé)\,

ove (a,0, 8) sono le coordinate di D nel sistema solidale. Il momento delle reazioni
vincolari ha componenti

I I
= 7ol + B, p2 = 4m = |o| X.
I33 133
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66. [17/01/2017 (ex)II] Una lamina rettangolare ABCD di lati |zﬁ| = a,
|BC| =b, b > a, e di massa M, ¢ vincolata a ruotare intorno alla diagonale
AC' che si mantiene fissa; anche A e C sono fissi.

Sulla lamina agisce la forza applicata nel punto B

AB x BC

Fp=-\——"—

48 50|

con A > 0 costante.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Scrivere le equazioni di moto e trovare il momento g delle reazioni vincolari
nell’istante in cui la lamina compie il primo giro.

[Note: II vincolo ¢é liscio, quindi la componente di p lungo 1’asse di rotazione
é nulla.

Si possono lasciare indicate le coordinate dei vertici della lamina nel sistema

solidale scelto.|
R.
I33Sb = —CY)\,

ove («,0, 8) sono le coordinate di B nel sistema solidale. Il momento delle reazioni
vincolari ha componenti

I I
[ = ——=2aX — BA, u2:47r£|a|)\.
I33 I33

67. [8/02/2017 (ex)I] Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto
polare per inerzia con polo O. Si sa che i suoi momenti d’inerzia nella terna
principale in O, M = (uy,), soddisfano

0< i1 =1y < Is3.

Vale
w(0) = At (0) + prus (0).
con A, u costanti positive.

e Si determini la scomposizione di w(t) nella terna (up).
e Si provi che w(t) & periodico e il periodo puo essere fissato ad arbitrio
pur di scegliere g in modo opportuno.

SOLUZIONE
Si sa che, per le equazioni di Eulero,

Iy = (Inn — Is3)wows,
Iwe = (Is3 — I11)wiws,

I33w3 =0.
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Dunque
w3(t) = W3(0) =M.
Dalle prime due equazioni si ha
Tién = (Ing — Isz)peon = —(I11 — I33)* 11 pPwr -

Percio
w1+ a2w1 =0,

ove si é posto
—1
a=|(li1 — Is3) Iy pf -
Usando le condizioni iniziali e il sistema per ricavare w1(0) si ha

w1(t) = Acos(at).

Da qui e dalla I equazione di Eulero si ricava wa(t).
Il moto dunque ha periodo

=21
a
R.
w(t) = Acos(at)uy (t) + Asin(at)us(t) + pus(t), a=|(In1 — Is3)Ii; | -

68. [8/02/2017 (ex)II] Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto
polare per inerzia con polo O. Si sa che i suoi momenti d’inerzia nella terna
principale in O, M = (uy,), soddisfano

0< 11 < Iyo =1Is3.

Vale
w(0) = Auy (0) + pus(0),

con A, u costanti positive.
e Si determini la scomposizione di w(t) nella terna (wp,).

e Si provi che w(t) ¢ periodico e il periodo puo essere fissato ad arbitrio
pur di scegliere A in modo opportuno.

R.

w(t) = Auq(t) + psin(at)us(t) + pcos(at)us(t) , o= |(111 — 133)153,1)\| )

69. [06/06/2017 (ex)I] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato a
muoversi di moto polare con polo nel centro di una delle facce.
Il moto polare € per inerzia.
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Si dimostri che il moto é periodico.

Conoscendo la lunghezza della velocita angolare
w(®) = u* >0,

si diano due limitazioni per l'energia cinetica T'(t) del cubo, superiore e
inferiore, in funzione di u, L, M e dei momenti di inerzia nel centro di
massa G del cubo.

SOLUZIONE

A) Scriviamo le equazioni di Eulero del rigido: scegliamo allo scopo una terna
solidale principale di inerzia nel polo C, data da

Ge CH

U = —, Uy = —F, u3 = up X uz,

L L

ove H ¢ il punto medio di uno spigolo fissato della faccia cui appartiene C'.
Che la terna sia principale segue per esempio dal teorema di Huygens.

Dunque le equazioni di Eulero sono

Iw; =0,

(I +ML*&y = ML*wiws,

(I + ML?)y = —M L*wows,
ove I ¢ il momento di inerzia in G e abbiamo applicato ancora il teorema di
Huygens.
Dalla I si ha

w1 (t) = W1 (O) = W10,

e dalla II e IIT
M2LAw
2\ 2. _ 10
(I+ML )w2 =ML wawiog = —mu& .

Pertanto wy in quanto soluzione dell’equazione dei moti armonici é periodica;
similmente si dimostra che anche ws lo é.

B) E noto che in un moto polare per inerzia l’energia cinetica T é costante e
vale nel nostro caso

T(t) = ~oCuw(t) - w(t) = ~Tw? + %(1 + ML)l +wd).

2 2
Quindi
1 1
Tmin = §IM27 Tmax = 5(1 + MLQ)M2 .
R. . .
Tmin(a = §Iﬂ27 Tmax(i) = 5(1 + ML2)[L2.
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70. [11/07/2017 (ex)I] Un cono di raggio R, altezza H e massa M ¢ vincolato
a muoversi di moto polare intorno al suo vertice V', che coincide con l'origine
del sistema di riferimento fisso (O, (ep,)).

Sul cono agiscono le forze, applicate nei punti indicati,

F,=kcos(at)u, Fp=—kcos(at)u, Fc=N\e;.
Qui C é il centro della base del cono, A e B sono gli estremi di uno stesso
diametro della base, e .
VO xCA
~  RH

¢ (come si vede) un versore tangente alla circonferenza di base in A. Le
costanti o, A, k > 0 sono assegnate.
Il cono parte da fermo nella posizione

u

—
ﬁ:Hel, CA:—R(—BQ, C@:Reg.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare I'energia cinetica del cono per ogni istante t.

SOLUZIONE
A) Introduciamo il sistema di riferimento solidale (V, (up)) con

Ve CA

?, Uz = U, U3:’U,1X’u,2:7?.

Allora il momento delle forze esterne, rispetto al polo V, é dato da

u; =

M = VC x Aey + (VC + CA) x Fa+ (VC +CB) x Fp

= AHu; X €1 — 2Rus3 x kcos(at)us = AHuq X ey + 2Rk cos(at)u; .

Occorre quindi introdurre la scomposizione

3

e = Zuhuh.

h=1

Si noti che

p(0) =1,  p2(0)=0,  u3(0)=0.
Dungque le equazioni di moto (di Eulero) tenendo conto della simmetria del cono
sono

111(;)1 =2R COS(at) ,
Ipowo = (I2p — I )wiws — AH s,
Inows = (I11 — Iog)wiws + AH g .
B) Dalla I si ha, tenendo conto della condizione iniziale w(0) = 0,

Rk

2
Lywi(t) = sin(at) .
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Dalla II e dalla III si ottiene
I9o (wows + waws) = —AH pusws + AH pows .
L’intuizione fisica suggerisce che u1(t) = ey per ogni t, ossia che
pa(t) =1,  pe(t)=0,  ps(t)=0, ¢>0.

Se questo é vero per quanto sopra si ha

wa(t)? + w3 (t)? = w2(0)* + w3(0)* =0,  ¢>0,
ossia 9Bk
w(t) = sin(at)uy , t>0.
1o

II moto é pertanto una rotazione intorno all’asse fisso u; = e; e l'ipotesi fatta
risulta soddisfatta.

Quindi
1
T = 5[11W1(t)2 .
R. B2
1 2 2 -2
T= 5[11&)1(15) = m S11 (Oét) ..

71. [15/01/2018 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC'D di lati L = ]ﬁ\,
R = |BC|, con L > R, e massa M ¢é vincolata a muoversi di moto polare
intorno al suo centro G.

La lamina é soggetta alla distribuzione di forze

dF = a(@ : z@)@d,u,

ove o > 0 & una costante assegnata, P ¢ il generico punto della lamina e du
é la misura di area.

Dire se e quali moti di rotazione intorno alla diagonale @ sono possibili.
SOLUZIONE
Scegliamo come sistema di riferimento solidale (G, M) con M data da

AC

u; = ?— , Uy = U3 X W, us ortogonale alla lamina.
|AC|

Questa terna non é principale in G. Infatti

Iiw Iz O
O'é/l = 112 122 0
0 0 I33

con I1o # 0. Un semplice argomento basato sulla simmetria della lamina mostra
infatti che I;5 > 0.
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Poniamo H = |ﬁ| = v/ L? + R2. Calcoliamo il momento delle forze esterne:
Mt = a/ GP x (GP - AC)AC A\, d)s
ABCD

= a/ [(Arug + Aoug) x Hug)]HA dA; d)g
ABCD

aH?’LR

= —aH2/ )\1)\2 d)\l d)\g us = 112U3 = 6’!.1,3 .
ABCD

Dunque se il moto é la rotazione richiesta e quindi w = puy si dovra avere da
ow+wxow=MZ",
svolgendo i calcoli, che

I pug + Liagus + Lap®uz = Bus.

Dunque
I1$p=0,
L2y =0,
. aH?’LR
Ipp? =3 = i Iis.
Percio
aLR
bl =/ —— H.
% %

Sono pertanto possibili solo le corrispondenti rotazioni costanti.
R.
aLR(L? + R?)

¢l = i

72.[15/01/2018 (ex)II] Una lamina rettangolare ABCD di lati L = |zﬁ|,

R = |BC|, con L < R, e massa m & vincolata a muoversi di moto polare
intorno al suo centro G.
La lamina & soggetta alla distribuzione di forze

dF = —B(GP - AC)CA dy,

ove 8 > 0 é una costante assegnata, P ¢ il generico punto della lamina e du
¢ la misura di area.

Dire se e quali moti di rotazione intorno alla diagonale ﬁ sono possibili.
R.

ol = BLR(L? + R?)

Pl = - M

73.[13/02/2018 (ex)I] Una sfera di raggio R e massa M ¢ vincolata ad avere
il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
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Alla sfera sono applicate le forze
Fjp=)\u, Fp=-)u,

con A > 0 costante, A, B punti solidali sulla superficie della sfera, opposti
rispetto a C, e u versore solidale tangente alla sfera in A e quindi anche in
B.

La sfera & ferma all’istante iniziale.

Scrivere e risolvere le equazioni di moto.

SOLUZIONE

Si tratta di un moto polare; vogliamo scrivere le equazioni di Eulero. Scegliamo il
sistema di riferimento solidale (O, (up)) con

—
CA
u =u, ’U,sz, us =u; X uy.

Come ¢ noto (uy,) é principale d’inerzia in C' per simmetria e I11 = Isg = I35 =: I.
Calcoliamo il momento delle forze

MSt = CAx Fu+CB x Fis = —2R\us.
Dunque le equazioni di Eulero sono
Iw; =0, Iwy=0, Iws=—-2R\,

con dati iniziali

La soluzione é

Si tratta di una rotazione con angolo
R
o(t) = ———1t*, t>0
1
R. R

74. [13/02/2018 (ex)II] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato ad
avere il centro C nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Al cubo sono applicate le forze

F = )\u, Fp=—-\tu,

con A > 0 costante, A, B vertici opposti del cubo, e u versore solidale al
cubo ortogonale a C'A.

Il cubo é fermo all’istante iniziale.

Scrivere e risolvere le equazioni di moto.
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75. [27/06/2018 (ex)I] Un disco di centro C, raggio R e massa M ¢ vinco-
lato ad avere C' nell’origine del sistema di riferimento fisso. Sul disco sono

applicate le forze
FA:k’u,g, F‘BZ)\T7

ove A e B sono punti solidali sul bordo del disco, 7 ¢ il versore tangente in B
alla circonferenza bordo del disco. Inoltre (C, (u;)) ¢ il sistema di riferimento
solidale con ug ortogonale al disco e

C'—1>4:Ru1.

Qui k, A sono costanti assegnate.

e Scrivere le equazioni di Eulero del moto.

e Determinare il moto nel caso A = 0, w(0) = 0.

SOLUZIONE
A) Per un ¢ € [0,27) opportuno scriviamo

@ = Rcospui + Rsinpus .

Allora

Mec’ft = Ruq X kus + (Rcospui + Rsinpug) X A(— sin pu; + cos pug)
= 7Rk’U,2 —+ R)\Ug .

Dunque

I = —Iwows
Iwe = Iiwiws — RE,
9111605 = RA.

Qui 111 ¢ il momento diametrale del disco.
B) Nel caso A = 0, ws ¢ costante, e percio si annulla per ogni t. Quindi anche
w1 rimane costante e nulla. Infine la II si integra elementarmente e si ottiene una

rotazione intorno a us.

R.

I1w; = —Iwows,
Iiwe = I1iwiws — RE,
2111w3 = RA.
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Rk Rk
w(t) = *EtUQ, o(t) = ———t2.

76. [27/06/2018 (ex)I] Un corpo rigido C' ¢ costituito da un cubo solido
omogeneo K di massa M e spigolo L, e da quattro punti materiali P, P,
P53, P, tutti di massa m, la cui posizione puo essere scelta ad arbitrio.
Dimostrare che tale posizione puo essere scelta in modo che tutti i moti polari
per inerzia di C', con polo in un fissato vertice A del cubo, siano rotazioni.
SOLUZIONE

E noto che la proprieta richiesta equivale a quella che tutti i momenti principali
d’inerzia di C in A siano uguali. Useremo anche la proprieta che i momenti d’inerzia
e deviatori sono quantita additive.

Iniziamo pertanto a considerare i momenti di K in A. Si sa che tutte le terne
solidali nel centro di massa Py di K sono principali per K, per motivi di simme-
tria. Scegliamo, secondo il teorema di Huygens, il sistema principale in A ottenuto

traslando un sistema in Py che abbia un asse diretto come Py A, lungo tale asse. La
direzione degli altri due assi é irrilevante. Sia S = (A, (u;)) il sistema ottenuto, e

sia w, diretto come PyA.
Per il cubo K vale in tale sistema

3
IE =1, 15;=1§§=1+1ML2, IK. =0,h#k.

Poi disponiamo i punti sugli assi us, ug di S, due per asse tutti a uguale distanza
R da A. Con i semplici calcoli diretti si ha per il sistema P dei 4 punti

IH =4mR?, I, =15 =2mR*, I, =0,h#k.
Sommando si ottiene per il corpo rigido complessivo
3
Iii =1 +4mR?, Iy =1I33=1+ ZML2+2mz%2, Ink=0,h # k.
Basta infine imporre Iy, = Iy = I33, ossia
2 _ 3 2
2mR*° = ZML .

R. Si possono disporre i punti nei vertici di un qualunque quadrato con il centro
in A e ortogonale alla diagonale del cubo che passa per A, in modo che la distanza
di ciascuno da A sia

77.[23/07/2018 (ex)I] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato ad
avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso (O, (e;)). Siano
A e B due vertici opposti del cubo, tali che all’istante iniziale

OA(0) = —OB(0) = L(es + es + e3) .
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Su A e B sono applicate le forze
FA:/{?’U,, FB:—/{?’U,,

—
ove u ¢ un versore solidale al cubo e ortogonale a OA. Sul cubo agisce anche
il momento

M 0= —HUw.

Qui i, k sono costanti positive assegnate.
Il cubo ha velocita angolare iniziale

w(0) = wou, wo > 0.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare w(t) (in funzione di una base solidale).

e Trovare
lim T(t).

t——+o0

SOLUZIONE
A) Introduciamo il sistema solidale S = (O, (u;)) tale che

[}
V3’

u, = Uz =u, U3 =u;p Xuy.

Calcoliamo

—

OA x Fu+OB x Fpg = 2Lkv3u; % us = 2Lk/3us .
Dunque le equazioni di Eulero sono

Iiw = —pwr
Tiws = —puwo

111(,.03 = —HW3 + 2Lk\/§

B) La I da w1(t) =0 per ogni t; la II da

wa(t) = woe™ Tt ,

te R.

Infine la IIT da

2LkV3 o
ws(t) = \/_(176 Illlt), te R.
o
C) L’energia cinetica é
Iy
Tt =+ ()
Dunque
6111 L%k?
lim T(t) = ——
t—+oo M
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R.
L = —pwr,
hywe = —pws,
Iy = —pws + 2LkV3.
Quindi
_u 2LkvV3 _
w(t) = wpe I’ll u + \/_(176 Illt)’lw,, te R
1
6111 L2k>?
lim T(t) = ——
t—+o00 12

78. [15/01/2019 (ex)I] Si consideri il sistema S = (O, (uy)) solidale con il
rigido C. 1l corpo rigido é formato da 4 elementi materiali P;, i = 1, 2, 3, 4,
in posizioni

5—-P—1>:_Lu15 5—_P—2>:L’U/1,

OP3 = —Lu; + Huz ,OP; = su; + Hus.

Py, P, P3 hanno massa m, P4 ha massa 2m. I parametri L > 0, H > 0,
s € R sono costanti.
Il rigido é vincolato a muoversi di moto polare di polo O, che coincide con
lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sul rigido agisce la forza

FA = ku1 s

con k € R assegnato, applicata nel punto A, ove @1 = Hus.
All’istante iniziale u,(0) = ep, h = 1, 2, 3, e w(0) = wes = wusz(0), con
w > 0.
Determinare la relazione tra i parametri che fa si che il moto sia una rotazione
uniforme.
SOLUZIONE
Dunque dovremo avere
w(t) = wes = wus(t),

per ogni t > 0, cosicché
u1 = cos(wt) e + sin(wt) ea,
us = — sin(wt) e + cos(wt) ea,

U3 = €3 .

Scriviamo le equazioni di Eulero rispetto a (up); dobbiamo calcolare i momenti di
inerzia e deviatori relativi. Si ha direttamente dalle definizioni

Iy =3mH?, Iy =3m(H?+ L% +2ms* I33 = 3mL* + 2ms?,
112:0, IlgimH(szS), 123:0.
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Inoltre N
MZ"=0A x Fa = Huz x ku; = Hkus .

Si ha dunque
ow+w X ow = Hkus .

Si ha con calcoli immediati, dato che vogliamo w come sopra
Uw:w(113u1+133u3), w xaw:113w2u2.
Percio deve valere, tenendo anche conto di w = 0,

113w2 = Hk.

m(L —2s)w? = k.

79. [15/01/2019 (ex)II] Si consideri il sistema S = (O, (uy,)) solidale con il
rigido C. 1l corpo rigido é formato da 4 elementi materiali P;, i = 1, 2, 3, 4,
in posizioni

—— p—
OP1:—H’U,2, OPQZH’U,Q,

—— —

OP; = —Hus + Rug,OP; = sus + Rus.

Py, P, P3 hanno massa m, P, ha massa 2m. [ parametri R > 0, H > 0,
s € R sono costanti.
Il rigido é vincolato a muoversi di moto polare di polo O, che coincide con
lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sul rigido agisce la forza

Fy = kuo,

con k € R assegnato, applicata nel punto A, ove OA = — Rus.

All’istante iniziale up(0) = ep, h =1, 2, 3, e w(0) = —wes = —wug3(0), con
w > 0.

Determinare la relazione tra i parametri che fa si che il moto sia una rotazione
uniforme.

—

80. [11/02/2019 (ex)I] Un cubo C di spigolo 2R e massa m ¢ vincolato a
mantenere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Indi-
chiamo con A, B i centri di due facce opposte, e con D, E i centri di altre
due facce opposte. Sia M = (u},) una terna solidale tale che

AB DE

U = — U3 = —.
' oR T 2R
Sul cubo agiscono, sui punti indicati, le forze
FA:)\ulxeg, FB:—)\ulxeg.
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Qui A > 0 é costante.

All’istante iniziale il cubo ¢ fermo con uy(0) = ey, h =1, 2, 3.

Si determini I'energia cinetica del cubo nel primo istante in cui ﬁ é parallelo
a €e9.

[Suggerimento: per scrivere le equazioni di moto é utile comprendere intui-

tivamente che tipo di moto sia quello del cubo.|
SOLUZIONE
Poiché il moto é polare, possiamo usare la formula

T=— ‘W
20'Gw w

Per trovare w usiamo le equazioni di Eulero. L’intuizione fisica suggerisce che il
moto avvenga in modo tale che

u; =cospe; +singpes,
Uy = —sinpe; + cospey,

usz = €3,
per un opportuno angolo ¢ € (—m, ), cosicché
w = pes .

Quindi
F, = \(sinpe; — cospes) = —Fp.

Dunque
MSt = OA x Fu+ OB x Fg = 2\Rus.

Pertanto le equazioni di Eulero si riducono alla
Ill¢ = 2AR5

che integrata con le condizioni iniziali

da AR
2
pt) = —1t°.
(t) "
Si noti che la risolubilita del sistema delle equazioni di Eulero conferma la nostra
intuizione.
L’istante t che ci interessa é quello per cui

AR, m
t)= —1t°=—
o(t) T 5
ossia
P mliy
~ V2\R
Infine
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T(t) =mAR.

81.[11/02/2019 (ex)I] Un corpo rigido non degenere si muove di moto polare
di polo O. Di fatto tuttavia il suo moto & una rotazione intorno al versore
u1 della terna solidale M = (uy). Denotiamo con ¢ ’angolo di rotazione.
Si noti che u; e us non sono principali di inerzia in O, mentre ug lo é.
Il momento delle forze esterne in O soddisfa

M eoxt * U7 M eOXt U9

= , MG uy=—MG" - us.
Iy Iz

Determinare il moto una volta assegnate le condizioni iniziali ¢(0), ¢(0).
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Eulero; si ha come indicato

In I O
Ug/l = 112 122 0 y w = gbul .
0 0 I33
Pertanto
ow = Ii1pur + Iizpus, ow = I11pu; + Liapus .

Dunque I’equazione di FEulero in forma vettoriale
ow+wxow=MZ
conduce a

111¢ = Mgct U,
112¢ = Mg(t U2,
Li2¢® = MG" - us.
Si noti che la I e la II sono compatibili per la prima delle condizioni date su M?;“.
La seconda di tali condizioni sostituita nella II e nella III conduce a

¢:_9b25

che si integra esplicitamente per separazione delle variabili.

R.
p(t) = 9(0) + In(L+ t(0)),  (0) > —1.

82. [11/02/2019 (ex)II] Un cubo C di spigolo 2R e massa m ¢ vincolato a
mantenere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Indi-
chiamo con A, B i centri di due facce opposte, e con D, E i centri di altre
due facce opposte. Sia M = (uy,) una terna solidale tale che

AB DE

w=oR WS oRe
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Sul cubo agiscono, sui punti indicati, le forze
FA:MUQxeg, FB:—,U/LLQXeg.

Qui g > 0 é costante.

All’istante iniziale il cubo é fermo con uy(0) = ey, h =1, 2, 3.

Si determini ’energia cinetica del cubo nel primo istante in cui ﬁ ha
compiuto un mezzo giro.

[Suggerimento: per scrivere le equazioni di moto é utile comprendere intui-

tivamente che tipo di moto sia quello del cubo.|
R.
T(t) =2muR.

83. [11/02/2019 (ex)II] Un corpo rigido non degenere si muove di moto
polare di polo O. Di fatto tuttavia il suo moto ¢ una rotazione intorno al
versore u3 della terna solidale M = (uy). Denotiamo con ¢ l'angolo di
rotazione.

Si noti che us e ug non sono principali di inerzia in O, mentre uq lo é.

Il momento delle forze esterne in O soddisfa

MG uy  MZ" - us

I3 I33

, MG uy=—MG .

Determinare il moto una volta assegnate le condizioni iniziali ¢(0), ¢(0).
R.

p(t) = (0) —In(1 —1(0)),  1(0) < 1.

84.106/02/2020 (ex)I] Un corpo rigido ha supporto
C={AeR}|-L<)\N, <L, ,h=123},

con densitd non omogenea

PN dir(A) = S A+ mdds, ) (N),
ossia € un cubo omogeneo di massa M e spigolo 2L, con un punto materiale
P di massa m fissato nel vertice Ay = (L, L, L).

Il corpo é vincolato a muoversi di moto polare di polo l'origine O del sistema
di riferimento fisso, coincidente con il punto solidale A = 0, ossia con l'origine
del sistema solidale S = (X, (uy)), di cui A rappresenta le coordinate.

Sul corpo agiscono la forza F'p = au; applicata nel punto di coordinate
solidali Ap = (L, L,0), e una forza da determinare F'p applicata nel punto
di coordinate solidali Ap = (0,0, —L), della forma

Fp=pB(t)ur +v(t)us.
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Qui a > 0 ¢ una costante assegnata e 3, v € C'(R) sono funzioni del tempo
a priori incognite.
Il corpo parte da fermo nella posizione tale che u,(0) = ey, h =1, 2, 3.

Determinare F'p in modo che il moto sia una rotazione intorno all’asse As.
SOLUZIONE

Vogliamo scrivere le equazioni di Eulero. Iniziamo con il determinare la matrice
d’inerzia o in O rispetto alla terna solidale (up,). Si ha

cubo omogeneo P P
Ik =1, + I = Lonk + Iy,

ove Opy, € il simbolo di Kronecker, e I € il momento del cubo omogeneo rispetto a
un qualunque asse centrale.

Poi si ha

If =2mL?, If = —mIL?, hk=123, h#k.
Quindi

Inp = I+ 2mL?, Ini = —mL?, h,k=123, h#k.
Inoltre

Mt = OB x Fpg+ 0D x Fp, = —Lous — LBus + Lyu, .

D’altra parte sappiamo che dobbiamo avere w(t) = ¢(t)us per un opportuno angolo
di rotazione ¢. Dunque

ow = ¢(Iouy + Laus + I11us),
ow = $(Iauy + Laus + I11us),

wXow = ng(IlQ’U,Q — 112ul) .
Quindi le equazioni di Eulero prendono la forma

Lo = Iop* + Ly,

Lo = —I12¢9* — LB,
Ille =—La.

Dunque dalla terza equazione si ha

85. [06/02/2020 (ex)II] Un corpo rigido ha supporto

C={ANeR}|-L<)\N,<L,h=123},
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con densita non omogenea

PN dir(A) = S A+ mdds 1 y(N),
ossia € un cubo omogeneo di massa M e spigolo 2L, con un punto materiale
P di massa m fissato nel vertice Ay = (L, L, L).

Il corpo é vincolato a muoversi di moto polare di polo l'origine O del sistema
di riferimento fisso, coincidente con il punto solidale A = 0, ossia con l'origine
del sistema solidale S = (X, (uy)), di cui A rappresenta le coordinate.

Sul corpo agiscono la forza F'g = atu; applicata nel punto di coordinate
solidali Ap = (L, L,0), e una forza da determinare F'p applicata nel punto
di coordinate solidali Ap = (0,0, L), della forma

Fp= 5(t)u1 + 'y(t)uQ .

Qui a > 0 & una costante assegnata e 3, v € C'(R) sono funzioni del tempo
a priori incognite.
Il corpo parte da fermo nella posizione tale che u,(0) = e, h =1, 2, 3.

Determinare F'p in modo che il moto sia una rotazione intorno all’asse As.
R.

B(t) = 112< - Iit + -t

(8]
=1 (—t —t
MUY y(t) = L2 +

I, 413

86. [09/06/2023 (ex)I] Un cono circolare retto C' di altezza H, raggio di
base R e massa m ¢ vincolato a muoversi di moto polare, con il vertice V
nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Si consideri il sistema di riferimento solidale S = (X o, (uy,)), con
—
VA

w=

ove A ¢é il centro della base di C.

Sul cono sono applicate, nei punti indicati, le forze
FA:)\’U,l, FB:,U/U;Q,

ove zﬁ = Ruy. Qui A\, p € R.

1) Si scriva il momento delle forze rispetto a V' (scomposto nella terna soli-
dale).

2) Assumendo w(0) = 0, p = 0, si scrivano le equazioni di Eulero del rigido
e si determini w(t) (scomposta nella terna solidale).

3) Assumendo p = 0, si scriva la derivata d7'/dt¢ come funzione delle com-
ponenti di w.

4) Si assuma g =0, A = 0 e, per wg, wyg > 0,

w(0) = wiou1(0) +wsouz(0),  wup(0)=e,, h=123.
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Si determini Ly (t) per ogni ¢, scomposto nella terna fissa (ep,).
5) Nelle ipotesi del quesito 4), si determini una relazione tra wig e w3y che
garantisca che

1
w(t) - w(0) > Z|w(0)|2 , perognit>0.

6) Supponiamo che
w(t) = oua(t),

con « > 0 costante. Si determini il primo istante ¢ > 0 in cui uz(f) = u3(0).
SOLUZIONE

1) Dato che il momento delle reazioni vincolari rispetto a V' é zero per I'ipotesi dei
lavori virtuali, si ha dalla definizione

M =VAx F4+ VB x Fy
= (Hus) x (Au1) + (Huz + Ruq) x (pug)
= HMuy — Hpuy + Rpus .

2) In 'V la terna indicata é principale, e I11 = Is2. Dunque le equazioni di Eulero
sono

Iy = (I — Isz)waws — Hy,
Iy = (Is3 — Ii1)wiws + HA,
133(;}3 = R,u .
Se =0 e w(0) =0, allora ws(t) = 0 per ogni t; ne segue, per la prima equazione,

che anche wy(t) = 0 per ogni t e, dalla seconda, wa(t) = HAt/I1;.
3) Usiamo il risultato noto dalla teoria:

dT
E:]\/_[fiffxt.w:H)\u2~c.u:H)\wg.

4) 11 moto é polare per inerzia, quindi Ly (t) = Ly (0) per ogni t. D’altronde

Ly (0) = ov(0)w(0)
= Iiwiou1(0) + Izzwsous(0)

= Ihwioer + Iz3wspes .

5) I moto é polare per inerzia, e lellissoide é di rotazione intorno a ws. Quindi
la poloide descritta da w(t) é una circonferenza su un piano ortogonale a ug, con
centro sull’asse ug. Pitul precisamente vale

Wi+ ws = wi(0)* + wa(0)* = wiy, w3 = w3(0) = wsp .
Dunque

w(t) - w(0) = wi(t)wip + ws(t)wso = w1 ()wio + w3y > —wiy + w3y,
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valore minimo raggiunto quando wi(t) = —w1g, wa(t) = 0. Si deve quindi imporre

2 2 2 2
w3p — Wig = Z(wlo +ws3p) -

6) Dalla teoria, il moto é una rotazione con

u; = cos(—at) u1(0) + sin(—at) us(0),
uz = —sin(—at) w1 (0) + cos(—at) uz(0),

U2 = ’U,Q(O) .

Dunque si ha uz(t) = u3(0) se t = —2n7w/a, n € Z.

R. 1)
M%}ct = 7H,LL’U,1 + H)\’UQ —+ R,LL’U,g .
2 H\
9 dT
— = H)w».
dt w2
4)
Ly = Ij1wioer + Izzwsoes .
5)
w3 > §w2
50 = 3Wio
6)
;o
==

87.[08/09/2023 (ex)I] Un corpo rigido C ¢ costituito da un disco omogeneo
D di raggio R, massa M, raggio R e centro X o, cui é fissato solidalmente un
punto materiale (X p,m). Nel sistema solidale S = (X o, (up)) di coordinate
(A), il disco e

NER? | N2+ X3 < R? \3 =0},

e le coordinate di P sono
< R R 0)
Il corpo ¢ vincolato a ruotare intorno all’asse fisso x1, che coincide con l'asse

solidale A1; X o coincide con l'origine del sistema fisso.
Sul sistema agisce il peso diretto come —es e la forza elastica applicata in P

Fp=—-k(Xp—Xa),
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con k > 0 costante e X 4 = Res.
Si assuma come coordinata lagrangiana ’angolo ¢ € (—m, ) tale che

Ug =cosyey +sinpes,
u3 = —sinp ez + cospes,

U = eq.

1) Si trovino esplicitamente i 6 momenti I,?k, rispetto agli assi di S, in fun-
zione di M, m, R.

2) Si calcoli il momento delle forze direttamente applicate Mg"® scomponen-
dolo nella terna (uy), in funzione di .

3) Si scriva il sistema delle 3 equazioni di Eulero rispetto agli assi di S.

4) Si calcoli il momento delle reazioni vincolari MY™ (rispetto a O) nell’i-
stante ¢ = 0, se le condizioni iniziali sono ¢(0) = 0, ¢(0) = ¢ > 0.

5) Si determinino le posizioni di equilibrio per C' e se ne studi la stabilita al
variare dei parametri.

6) Si scriva la legge di conservazione dell’energia, e la si usi per determinare

wo > 0 tale che se |¢(0)] > wp allora $(t) # 0 per ogni t.
SOLUZIONE
1) Calcoliamo il momento del disco omogeneo I rispetto all’asse \3:

27 R 4 2

M M R* MR

I= —rirdrdf = 21— — = .
/0 /0 7TR2TT " 7T7TR24 2

Quindi, considerando I'usuale proprieta delle lamine e anche la simmetria del rigido:

MR? MR?> mR?
IBOBZTerR?, IﬁzlngJr 5
Infine 1103 = 1203 = 0 perché \3 é principale, e

mR?

I = I1O2’D +I102’P =0—-mAiplop = — 5

2) Osserviamo che

Xp(p) = %(M(w) +u2(p)), Xa(p) = Res = R(sinpuz(p) + cos pus(p)) .
Quindi
MG (p) = Xp x [-k(Xp — X a)] + X p x (—mges3)

= X% X [(kR —mg)es] = (kR — mg)—=[cos pu; — cos pus + sin pug] .

Sl =

3) Poiché w = ¢u; e la matrice di o nella base

—~

uy) € gia stata calcolata come

9 19 0
Ig I 0 |,
0o 0 I
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si ha
ow = p(I0uy + Iuy), ow=G(Iqu + ISuy).
Quindi
wx ow = 1%¢%us,

e le equazioni sono

If¢ = M,

Iy = M5+ Mg,

0= 71102¢,2+M§xt+M§/in7

ove le M£** sono le componenti di Mg e e My™ quelle del momento delle reazioni
vincolari.

4) Si ha MY™ = 0 perché il vincolo ¢ liscio, e poi dalle equazioni di Eulero all’istante
t =0 si ha

vin 3 X IO X X
M3™(0) = I1$(0) — M5*((0)) = %Mf “((0)) — M5*((0))
11
R 14
= (kR —mg)— {ﬁ + 1} .
V2 LIf
M3™(0) = I{53(0)* — M5™((0)) = 1245 -
5) Scriviamo il potenziale lagrangiano a partire da quello conservativo
k 2
U:*§|XP7XA| — mgxsp .
Si calcola
| X p — )(A|2 = R2[2 — \/isingo] .
Inoltre dalle formule di trasformazione delle basi,
R .
z3p = X% -e3 = Esmg@.
Dunque si puo prendere

U(p) = (kR — mg% sing,

(U (9) = (kR — mg% cosp,  (U)'(p) = —(kR - mg% sing.

Se kR = mg tutte le posizioni sono di equilibrio instabile. Altrimenti i punti di
equilibrio sono 2 e sono dati da ¢ = £n /2. Poiché

R
U ”(if) — F(kR — mg) =,
W' (£5) = #kR—mg) 5
la stabilita é determinata dal segno di kR — mg.
6) L’energia cinetica del corpo rigido é
1

1
T = Jow W= §Ilolgb2.
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Quindi la legge di conservazione dell’energia é data da

1 R
T - U" = 511%2 — (kR — mg)—=sin ¢

V2
= 1195002 = (kB = mg) L sinp(0)
=3 114 g /2 2
1 R
> ~19¢(0)2 — |kR — mg|— .
=5 11%(0) | m9|\/§
Si ha dunque
1 5. R . 1 5. R
50" > (kR — mg) s sin e + 5T $(0)* = [kR — mgl 7
1
> SI7¢(0)* — [kR —mg|RV2.

Basta quindi scegliere

¢(0)2 > 2v2|kR — mg|R(IG) " .

R. 1)
MR? mR?
1303:—2 +mR? =210 =2If,, IZ=1I%=0, I}=- 5
2) "
MZ (o) = (kR — mg)ﬁ[cos Uy — oS Uy + sin pus] .
3)
I = M,
I = M5 + M3™,
0= — 102¢2+M§Xt+M§in.
4)
M) = (kR - mg) = [52 4 1]ua(0) + 19 ua(0)
= 120 .
V2 LIf
5)
kR—mg=0 tutte le posizioni sono di equilibrio instabile;
kR—mg >0 g stabile; — g instabile;
™ . . ™ .
kR—mg <0 5 instabile; ) stabile.
6)

wo = \/2V3IkR — mg|R(IQ)" .
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88. [12/06/2024 (ex)I|] Si consideri il corpo rigido dato dal cono circolare
retto omogeneo C' di raggio di base R, altezza H e massa M. Il cono é
vincolato a mantenere il vertice O nell’origine del sistema di riferimento
fisso. Si assume per il vincolo l'ipotesi dei lavori virtuali.
Consideriamo il sistema di riferimento solidale con il rigido S = (X o, (us)),
ove

oi
us = F
Denotiamo con (xp) le coordinate nel sistema di riferimento fisso e con (Ap)
le coordinate nel sistema di riferimento solidale.
Il rigido é soggetto alla distribuzione di forze direttamente applicate

, A centro della base del cono.

dF = —k‘)\l’u,3 d)\l d)\g s

con k > 0 costante, applicata solo sul cerchio di base che denotiamo con D.
1) Determinare la risultante F di dF', esprimendola nella base (up,).

2) Determinare il momento risultante M di dF’, rispetto al polo O, espri-
mendolo nella base (up,).

3) Scrivere le equazioni scalari di Eulero per il moto; si determini quindi w(t)
nella base (uy,) se il dato iniziale ¢ w(0) = 0.

4) Usando la prima equazione cardinale, determinare la risultante delle rea-
zioni vincolari al tempo ¢ = 0, nella base (uy), assumendo w(0) = 0. Si
denoti con X g = Lug il moto del centro di massa; non occorre calcolare la
costante L > 0.

5) Supponiamo che k = 0, cioé che il moto sia polare per inerzia. Determi-
nare la normale al piano su cui rotola senza strisciare l’ellissoide d’inerzia
(secondo il teorema sul moto alla Poinsot), sapendo che

w(0) = woru1(0) + wozus(0), up(0) =e,, h=123,

con wo1, wog > 0 costanti. Si scomponga la normale nella base fissa.
6) Si scelgano per il corpo le coordinate locali

T10 , 220 ;T30 ,T1A , X2A , 1B

ove B é il punto tale che O@ = Hwug+ Ruq. Siesprima in queste coordinate
il vincolo che I'asse ﬁ giaccia sul cono I" dato da

2 _ .2 2
r3=x] + 3.
Si assuma valido il vincolo gia presente nel testo, che diviene in questo caso

r10=0, x20=0, x30=0.

SOLUZIONE
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1) Si ha
F = / dF = 7](3’(1,3/ )\1 d)\l d)\g = 7](3’(1,3/ )\1 d)\l d>\2 = 0,
D D A2 4+A3<R?

per motivi di simmetria.
2) Calcoliamo dalla definizione

Mo = / A X dF = / A X (716)\1113)(1)\1 d)\g
D D
= / (EX2uy — kAt Aour) dAy dho = Eus / A2 dA; dXg
D D
k k &
= —ug/ (AT +23)dA d)g = —27T’LL2/ r’rdr = Ek:R4u2,
27 Ip 2 0 4

dove nella quarta e quinta uguaglianza si é usata la simmetria di D e degli inte-
grandi.

3) La terna (uh) é principale d’inerzia il O, con 111 = I55 per simmetria di rotazione.
Inoltre il momento delle reazioni vincolari rispetto a O ¢ nullo per I'ipotesi che il
vincolo sia liscio. Quindi le equazioni di Eulero (tenuto conto del punto 2)) sono

Iy = (I11 — Is3)waows,
Iws = (Is3 — Iii)wiws + Mo,
j—

La terza equazione di Eulero da subito
ws(t) = ws3(0) =0, per ogni t.
Dunque la prima equazione diviene wy = 0 e si ha anche
w1(t) =w1(0) =0, per ogni t.
La seconda equazione da invece

S k 4
w2 —4111 R

da cui
Wo = —k:R4 per ogni t.

41,
4) Iniziamo con il calcolare a¢. Derivando si ha
vg=Luz=Lwxuz, ag=Lwxusz+ Lwx (wXus).

Quindi, dato che w(0) = 0, usando le equazioni di Eulero,

ac(0) = Lw(0) x uz(0) = LmkR4u2( ) x uz(0) = LmkR‘*ul( ).

Dunque la prima equazione globale da

MO’G(O) = F\t:O + fvin(o) = fvin(o) .
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5) E noto dalla teoria che la normale al piano é data da
Lo =oow,

che rimane costante durante il moto. In particolare, confondendo vettore e sue
componenti in (up(0)),

oow(0) = diag(l11, I11, I33)(wo1,0,wo3)" = Tiworu1 (0) + Izzwoaus(0) .
6) 11 vincolo equivale a imporre che A appartenga al cono I" assegnato, poiché O
coincide con il vertice di I'. Ossia dobbiamo imporre
2 2 2
T34 = Tia T To4 -
Ma xz34 non compare tra le coordinate assegnate. La ricaviamo percio da

2 2 2 2
x4 +x54 254 = H".

2) Mo = gkR‘*uQ.

3) w(t) = %ﬂkR“tug t).

4) fuin(0) = ML——kR*u(0).
411

5) ITiiwoier + Isswoses .
6) H? -2z}, —223,=0.

470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

1. [7/7/2006 (ex)I] Denotiamo con (O, e, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m > 0 &
soggetto a due forze

Fi=key, Fy = —keyp,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 € A2.

All’istante iniziale il parallelepipedo é fermo, con le facce A; e Ay parallele
al piano z3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.
SOLUZIONE

Per la prima equazione cardinale

mag=F*"=F, +Fy,=0,

219



470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

per cui
va(t) =0, per ogni t > 0.

Quindi il centro di massa del corpo resta fermo durante il moto.
Scegliamo una terna solidale (u;) con us ortogonale ad Ay, As, e tale che

ui(O):ei, Z:1,2,3
Denotiamo

3
e = Z )\i(t)ui(t) s

cosicché il momento delle forze esterne é (chiamando a proprio la lunghezza dello
spigolo normale ad A;)

Mo = qug(t) x kei = ak[M (H)us(t) — Aa(t)us (t)].

Proiettando la seconda equazione cardinale lungo gli assi solidali corrispondenti si
trovano dunque le

Iiywr = (Io2 — Is3)waws — akAa(t),
Inows = (I33 — I11)wiws + akAq(t),

Isswz = (I — Iz2)wiwa,
che vanno unite alle condizioni iniziali
w;(0) =0, i1=1,2,3.

II moto sara dunque una rotazione non uniforme intorno all’asse us, e di conse-
guenza
M) =ui(t) - er =cosf(t), A2t) =u2(t) e1 =0,

ove 0 rappresenta ’angolo di rotazione di wy nel piano fisso ortogonale a us. Inoltre
w(t) - (07 9(t)7 0) )

e 0(t) risolve )
1590 = ak cos .

Moltiplicando questa equazione per 6 e integrando si ha
1 S\ 9 .

5]229(1&) = aksind(t).
Dunque

1.
max T = max 5]229@)2 = ak.

max71 = ak.

2. [7/7/2006 (ex)I] Una lamina quadrata di lato 2L e massa m ¢& vincolata
ad avere un lato sull’asse verticale fisso x3. Il vincolo ¢ tale che la risultante
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delle reazioni vincolari, e il loro momento risultante (rispetto al centro di
massa), hanno componente nulla lungo 3.
Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse x3. La lamina é anche soggetta
a una forza F' ad essa ortogonale, applicata nel suo centro di massa G, e di
modulo

klzsal,

con k > 0 costante. Determinare la velocita angolare w(t) della lamina
sapendo che questa ¢ ferma all’istante iniziale con G = (0, L,0).
[Suggerimento: iniziare determinando la x3;(t) usando la prima equazione

cardinale.|
SOLUZIONE
Per la prima equazione cardinale

mag = —mges + F + fi, .

Dato che F' e fy;, non hanno componenti lungo es, ne segue che

mi?}G = —mg,
ossia che
t2

Quindi la seconda equazione cardinale da

. ¢2
IggCLJg = (111 — 122)w1w2 + Lkg; .

Poiché Ia lamina ruota intorno all’asse s, si avra w(t) = 0(t)es per un opportuno

angolo di rotazione 0, il che conduce a

. Lk
j— gtz

ossia a (tenuto conto delle condizioni iniziali)

Lkg 4,
0(t) = t=.
®) 24133
R. "
9.3
t) = —t
(t) 6L, ©

3. [7/7/2006 (ex)II] Denotiamo con (O, ey, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m > 0 &
soggetto a due forze

F1:—2]€62, F2:2k‘62,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 € A2.
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All’istante iniziale il parallelepipedo é fermo, con le facce A; e Ay parallele
al piano z3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.
R.
max T = 2ak .

4. [7/7/2006 (ex)II] Una lamina quadrata di lato L e massa m ¢ vincolata
ad avere un lato sull’asse verticale fisso x1. Il vincolo é tale che la risultante
delle reazioni vincolari, e il loro momento risultante, hanno componente nulla
lungo z1.

Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse x;. La lamina é anche soggetta
a una forza F' ad essa ortogonale, applicata nel suo centro di massa G, e di
modulo

klzic|,

con k > 0 costante. Determinare la velocita angolare w(t) della lamina
sapendo che questa ¢ ferma all’istante iniziale con G = (0, L/2,0).
[Suggerimento: iniziare determinando la x1;(t) usando la prima equazione
cardinale.|

R.

Lkg 3
£) = e, .
w(t) 121,

5.[22/9/2006 (ex)I] Una lamina materiale a forma di disco ¢ poggiata su un
piano I7 inclinato sull’orizzontale con un angolo « € (0,7/2). 1l coefficiente
di attrito statico tra la lamina e il piano € p > 0. Si assuma p cos a > sin a.
Il piano II é mobile, con equazione

ct?
Tosina — x3cosa = Y sin

ove ¢ > 0; i punti solidali con il piano abbiano velocita parallela all’asse x».
Il peso quindi risulta diretto nel verso negativo dell’asse x3.
Si determini il valore massimo del modulo ¢ dell’accelerazione del piano
che permette al disco di restare in equilibrio relativo al piano, partendo
da condizioni iniziali compatibili con I’equilibrio stesso.
SOLUZIONE
Imponiamo che le forze esterne che agiscono sulla lamina in un sistema di riferimento
S solidale con il piano mobile I1 abbiano risultante nulla.
Scegliamo § = (O,u;), con O coincidente con la posizione del centro del disco
all’istante iniziale, us ortogonale al piano II , w, orizzontale e tangente a II, e
quindi us tangente al medesimo piano, con us - es = sina > 0.
Scriviamo dunque

Ft :Fpeso+fvin+F'1‘:0-
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Si ha
F o = —mgsin aus — mg cos aug,
__ gptan nor
fVill - fvin =+ fvin )
F.=—map = mces = mccosaus — mesin ausg .

Proiettando lungo us e lungo us:

[fiin] = [mgsina — mecos af

vin

[for] = mgcosa + mesina.

Dato che deve essere
t
|foin] < wlfnl
si hanno (discutendo i valori assoluti) i due sistemi
gsina —ccosa > 0,

—c(psina+ cosa) < g(pcosa —sina)

gsina —ccosa < 0,

c(cosa — psina) < g(pcosa +sina) .
La prima equazione del primo sistema da

sin «

c

g )
cos «

mentre la prima equazione del secondo sistema da

sin «v

c>g .
COS «x

FE chiaro dunque che nei casi in cui il secondo sistema ha soluzioni, sara tra queste
ultime che si trovera il massimo cercato di c.

Se
cosa — pusina <0,

il secondo sistema é soddisfatto per ogni

sin «

c>g .
cos o

Se invece
cosa — pusina > 0,

il secondo sistema é soddisfatto per ogni

pcosa + sin o sin o
——— 2>c>g
cosa — psina

cosa

Si vede subito che nelle ipotesi fatte questo intervallo non é vuoto.
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pcosa + sin o .
_ se cosa > psina,
cosa — psinq

nessuna limitazione per c, se cosa < psina.

6. [12/6,/2009 (ex)I] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il centro
C mobile con legge assegnata

O? = Lcosate; + Lsinates .

Nel punto che occupa la posizione
. OC
OA:O?%—R = (R+ L)cosate; + (R + L)sin ates
oC

¢ applicata la forza
FA = )\61 .

Qui a, A, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(O) = wioe1l ,

con wig > 0.

1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzione
dia, \, L, M, R, wig e t.

—
2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che @ = 0A

all'istante ¢ = 0 non si mantiene a quota & = 0 durante il moto (qui
(&) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

SOLUZIONE

I metodo (uso della terna fissa)

1) Scriveremo le equazioni di Eulero rispetto al polo C, e alla terna fissa (e;). Si
noti che C é il centro di massa della sfera; inoltre la terna fissa é principale in
ogni istante, con momenti d’inerzia costanti nel tempo, e tutti uguali al momento
diametrale 111, per le proprieta di simmetria della sfera.

Il momento delle forze esterne é dato da

M = CTA> x F 4 = R(cosate; + sinates) X Ae; = —RAsinates .
Dunque le equazioni di Eulero sono

Iiiwi =0,
Iiiwe =0,

111(4']3 = —RAsinat.
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Dunque per ognit > 0

R
wi(t) =wio, wa(t)=0, ws(t)= _Ina(l —cosat).

Qui I, ¢ il momento diametrale della sfera S, che si calcola essere

M 2 M
Iy = /s F(S)(zg + 22)dz; dzo dzs = 3301(5) /S(zf + 25 + 23) dzy dza dzs

M R 27 T )
= d d 4sinfdd = ZMR?.
27‘(‘R3 /O T /O (p/O T Sin 5

2) La derivata del vettore ﬁ, che é solidale con la sfera, é data da

d
Eﬁ =w X ﬁ = (w1061 +w3(t)63) X (mlel + roes + $363)

= —ws(t)zeer + (ws(t)x1 — wioTs)es + wior2es .

Qui le x; sono le componenti nella terna fissa del vettore ﬁ

Dunque
.Z"l = —wg(t)$2 s $1(0) = R, (1)
&y = wi3(t)r1 — wiews, 72(0) =0, (2)
50'53 = w102, 1'3(0) = 0 . (3)

Dobbiamo dimostrare che la soluzione di questo problema di Cauchy non ha terza
componente x3 identicamente nulla. Se cosi fosse, per la (3) si avrebbe anche x2 = 0,
e quindi dalla (1) anche x1 = R; la (2) condurrebbe infine all’assurdo

0=2a2(t) = ws(t)x1(t) — wiozs(t) =ws(t)R#0, per qualche t > 0.

IT metodo (uso della terna mobile)
A) Scegliamo come sistema mobile S = (O, u;), ove

u] = cosate; +sinat ey,
uo = —sinatej + cosat ey,

U3 = €3 .
Denotiamo con z; le coordinate in S, e con y; le coordinate riferite a C, ossia
=y +L, T2 = Y2, T3 =Ys3.

In S agiscono le forze F 4, e quelle di trascinamento F';., e di Coriolis F' . Denotiamo
con wg la velocita angolare della sfera in S. Le distribuzioni delle forze fittizie sono
dunque

M M 2
dF, = ~YolS) (aes) X [(aes) X O?] = F(S)a [O?}L )
dF. = _2v0]1\(4$) (cves) X vg = —2%(5,)(0463) X [ws X ﬁ],

225



470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

dove il simbolo [x] | indica la componente perpendicolare a es.
Con i calcoli si ottengono i rispettivi momenti (relativi a C'): per F si ha:

M M
M, = 2 [ cPx[oP] = 2 / ~L L
vol(S)a /SC X [O }L vol(S)a S(y3U3 u1) X [(L4y1 ) w1 +yaus] dy
M
= o’ / [Lysusz + y1ysuz — y2ysur — Lysus]dy =0,
VOl(S) S

per motivi di simmetria: gli integrali dei monomi y;y;, i # j, e y;, si annullano.
Poi si ha per F,

M
MCQF(S)O[/SC?X [es X (ws xﬁ)]dy

M

= QF(S)OZ/S[W&UQ - wSQ“l]yg dy = 11104[6032“1 - ws1u2] )

ove si sono usati di nuovo i motivi di simmetria, e I11 ha lo stesso significato che
sopra.
Infine N .

Mp,=CAx (Me1) = —ARsinatug .

B) Si ricordi che, in 8, prendendo C' come origine del sistema di riferimento solidale
con la sfera, di cui C' é anche il centro di massa,

L‘g = O'gw‘g .
Dunque per la seconda equazione cardinale, denotando M = (u;), e con ws la
derivata relativa a M di wg, si ha
S
dLg
dt
M

S

]\lec)«{t = = O'Cd),s +ws X ocws .

Percio le equazioni di Eulero in S sono

hwst = hhiowsa,
hwse = —Ihawst ,
Illwgg = —ARsinat.
Quindi, ricordando
ws(0) = wipur (0) — aus(0),

si ottiene la soluzione

A
(1 —cosat) + a} Uus .

ws(t) = w1 cos atuy — wig sin atug — [11104

Infatti i due vettori w e ws sono collegati dalla formula di composizione delle
velocita angolari
w = wgs + aes,

ove il termine ces rappresenta la velocita angolare di M rispetto alla terna fissa.
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A 2
w(t) = wioer — (1 —cosat)es, I = gMR2 .

11104

7.112/6/2009 (ex)II] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il centro
C mobile con legge assegnata

O? = Lsinate; + Lcos ates .

Nel punto che occupa la posizione

-

04— oc O
OA=0C+R = (R+ L)sinate; + (R + L) cos ates
oC

¢ applicata la forza
FA = )\62 .

Qui o, A\, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(0) = wyea,

con wog > 0.

1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzione
dia, \, L, M, R, wy e t.

—

2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che O—]->’ = 0OA

all’istante t = 0 non si mantiene a quota {3 = 0 durante il moto (qui
(&;) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

RX
11104

2
w(t) = waoez — (1 —cosat)es, I = EMRQ .

8. [15/7/2009 (ex)I] Un disco rigido di raggio L, massa M e centro C' &
vincolato a giacere sul piano x3 = 0.
All’istante iniziale t = 0 valgono:

OC = 0, ve(0) =0, w(0) = wpes .

Qui O denota l'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
del disco, e wy > 0 é una costante.

Si determinino O?(t) e w(t) per ogni t > 0.
SOLUZIONE
Per la prima equazione cardinale

Mac-e;=F*" . e; =0, i=1,2.
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Quindi C si muove di moto rettilineo uniforme. Dato che all’istante iniziale é fermo,
si ha
O?(t) =0, per ogni t > 0.

Quindi il moto é una precessione. Per la seconda equazione cardinale, indicando
o =0¢,

d d

—Lg=—0ow=M*"=0.

e ¢ ar
Quindi

ow — O'w(O) = I33w063 = 133WO’U,3 N (1)

dove uz = e3 fa parte di una terna (u;) solidale con il disco. Possiamo scomporre
o rispetto a (u;), in modo che la (1) e la non singolarita di o implicano

w(t) = wous = woes .

O?(t) =0, w(t) = wpes , per ogni t > 0.

9. [15/7/2009 (ex)II] Una lamina rigida quadrata di lato L, massa M e
centro C & vincolata a giacere sul piano x3 = 0.
All’istante iniziale t = 0 valgono:

O?:O7 ve(0) =0, w(0) = wpes .

Qui O denota 'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
della lamina, e wp > 0 € una costante.

Si determinino O?(t) e w(t) per ogni t > 0.
R.
O?(t) =0, w(t) = wpes , per ogni t > 0.

10. [09/01/2020 (ex)I] Un disco C' di massa m e raggio R ¢& vincolato ad
avere il centro di massa G sul piano x3 = 0.
Sul punto A solidale a C e appartenente alla circonferenza bordo del disco,
¢ applicata la forza

F = pu,

con u > 0 costante e u solidale e ortogonale al piano di C.
Il disco parte da fermo con

X(0) =0, X 4(0) = Req , u(0) = e3.

e Determinare il moto del disco con le equazioni globali (o cardinali).
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Si noti che il moto del centro di massa conterra un integrale nel tempo
impossibile da esprimere in termini di funzioni elementari che dovra essere
lasciato indicato.

[Suggerimento: la reazione vincolare si puo rappresentare solo con una forza
fiin applicata in G e parallela a es; si usi la seconda equazione (con polo in

@) per risolvere la prima.|
SOLUZIONE
Scegliamo come base solidale al disco

uliﬁ, U2 = U3z X Uy, us =u.

Si noti che up(0) = ey,
Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane di G x1g, Tog €1 3
angoli di Eulero.
La prima equazione globale
mag = foin + F

proiettata su {(e1, e3) da subito

miig = pus - e,

MIzg = U3 - €.
Inoltre

ME" = Ruy x pug = —Rpus .

Poi le equazioni di Eulero scritte in G danno

ICLJl = 7]&)2&)3 ,

Twy = Twiws — Ry,

2Iws =0.

Qui I ¢é il momento diametrale del disco. Dalla terza equazione si ottiene ws(t) = 0
per ogni t e quindi dalla prima anche w1 (t) = 0 per ogni t. La seconda da invece

R
wa(t) = fT“t.

Il moto del disco percio, nel sistema (X ¢, (ey), € una rotazione intorno a us, ossia
ponendo (con il cambiamento di segno tipico delle rotazioni intorno al secondo asse)

_Rp,
si ha

u1(t) = cosp(t)er + sinp(t)es,

u3(t) = —sinp(t)e; + cosp(t)es .
Quindi le equazioni per il moto di G diventano

ms’c‘lG = 7/,LSiIl gO(t) )
mféQG =0.
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Quindi

x16(t //sm M 2 dsdr, x2c(t) =0, t>0.

R. Moto del centro di massa:

x16(t / / sm —s deT x2c(t) =0, t>0.
Rotazione intorno al centro di massa:
Ry 2
t —t
o) = 57

11. [09/01/2020 (ex)II] Una lamina quadrata C' di massa m e lato 2L ¢
vincolata ad avere il centro di massa G sul piano x3 = 0.
Sul punto A solidale a C' dato dal punto medio di uno dei lati, ¢ applicata
la forza

F = pu,

con p > 0 costante e u solidale e ortogonale al piano di C.
Il disco parte da fermo con

Xa(0) =0, X 4(0) = Ley, u(0) =e3.
e Determinare il moto della lamina con le equazioni globali (o cardinali).

Si noti che il moto del centro di massa conterra un integrale nel tempo
impossibile da esprimere in termini di funzioni elementari che dovra essere
lasciato indicato.

[Suggerimento: la reazione vincolare si puo rappresentare solo con una forza
fiin applicata in G e parallela a es; si usi la seconda equazione (con polo in
G) per risolvere la prima.]

R. Moto del centro di massa:

x16(t / / sin —s deT xac(t) =0, t>0.
Rotazione intorno al centro di massa:
Lp 2
t —t
o) = 57

520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi
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1. [12/7/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
circonferenza scabra

x%%—x%:RQ, z3 =0,
ed é soggetto alla forza peso diretta come

e+ e3

V2

La reazione vincolare soddisfa

‘ftan’ S ,U"fnor ,

vin vin

ove pu > 0.

Determinare le possibili posizioni di equilibrio del punto.
SOLUZIONE

Introduciamo I’ascissa curvilinea s € (0,2 R) tale che

O? = Rcos%el +RSiD%€2.

Le equazioni del moto sono

62+63

ms="Fyn T — -T,

V2

22

me = fon N —mgS2t 8 N

R V2

ey + e3
O0=f,n-B—m -B.

VG

Si ha poi
T:fsin%equcos%eg, N:*COS%(-L’l*SiH%EQ, B =e3.

Dunque alla quiete si ottiene

mg s

Ozfvin' — —=CO0s 3,
V2 R
mg . S

0="fyn - N+ —=sin—,
V2 R
mg

0=fyn - B——=.
V2

Deve essere d’altronde
fein - T < p?{|fvin - NI + [fuin - BI?},
ossia usando le equazioni dell’equilibrio
1

1
§m292 cos? % < u2{§m292 sin

2 5 122}
R+2mg .
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cos? % < /f{l + sin? %} , s € (0,27R).

2. [8/02/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’ellisse
z? + 22 = R?, 1 —x3=0.
Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

vin vinl *

|ftan| < M’fnor

Qui R, u sono costanti positive.

Inoltre sul punto agisce la forza peso —mges.
Trovare le posizioni di equilibrio del punto.
[Parametrizzazione dell’ellisse con 6 € [0,27]:

¥ () = Rcosbe; + Rsinfey + Rcosfes ;
T(0) = —gin feq + cos fey — sin feg ’
V1 +sin?6
N() = cosfe; sin fes — cos fes . B(O) =
2(1 +sin? 0)

SOLUZIONE
Si deve avere all’equilibrio:

0=ms=—mges - T+*fu, T,
0 =ms’k = —mges - N + fuin - N,
0= —mges - B+fyy,  B.

Dunque

mg

V1+sin26

|f3?rf = \/(fvin ’ N)2 + (fvin ’ B)2 =

Deve quindi essere

|sin 6] < mg

S irom0  ltsm2o

522 = |y - T) = mo

vin

|sind| < p.

3.[8/02/2017 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’ellisse

3+ 22 = R?, x9 —x3=0.
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Il vincolo ¢ scabro, e la reazione vincolare soddisfa

|ftan| < Iu|fnor )

vin vin
Qui R, u sono costanti positive.
Inoltre sul punto agisce la forza peso —mges.
Trovare le posizioni di equilibrio del punto.
[Parametrizzazione dell’ellisse con 6 € [0,27]:
¥(0) = Rsinfe; + Rcosbes + Rcosbes ;
cos fe; — sinfey — sin fes
V1 +sin?6 ,
—2sinfe; — cos ey — cos fes

NE) = 2(1 + sin26) - Bl)=

T(9) =

|sind| < p.

4. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
circonferenza

23+ 2% = R?, 3 =0.
Su di esso agiscono le forze elastiche

Flz—klm, F2=—k2ﬁ,

ove
OA1 = —R62 s OA2 = R61 .

Qui k1, ko sono costanti positive assegnate.

Determinare i punti di equilibrio.

SOLUZIONE

Scegliamo s € (0,27) come coordinata lagrangiana, in modo che

O? = Rcos%el +RSiD%€2.

Allora
s s
T = —sin — J—
sin Rel + cos R62 ,
s s
N = — —ej —sin —
cos R61 sin R62 ,
B = €3,
e k(s) =1/R.

Le equazioni dell’equilibrio devono essere, dato che il vincolo é liscio,

OimS:(F1+F2)T,
2
Ozm%:(F1+F2)'N+fvin'Na

0=(F1+F2)-B+f,, B.
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Si ottiene subito dalla II1
fVin -B = O,

e da]la I SVO]geHdO 1 Ca]COh S1 ottiene
szSl]l_+k RCOS_fO.
R R

Dunque I’equilibrio si ha per

t S - k/’l
Rk
Cioé si ha equilibrio nei punti
k1
50:27TR—Rarctgk—, s1=589—7TR.
2
R.
k1
50:27TR—Rarctgk—, s1=580—7TR.
2

5. [23/07/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva piana

To=—, x3=0, z1 > 0.
T

E soggetto alla forza
F = ae; + Bes.

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

t
£l < plfen]-
Qui d, a, B, 1 sono costanti positive assegnate.
Determinare le posizioni di equilibrio possibili.
SOLUZIONE

A) All’equilibrio deve valere

0=mé=F T+

0=ms?k(s) =F - N +fn-N,;
Ozfvin'B

Dunque £ = |fyin - N|. Si ha

(1, —d:cl_Q (d:v1

\/1+d2$1 \/1+d2$1

da cui discende la condizione cercata nella forma
Bd
o— =
951

%+
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d
%+ﬂ'.

1

pd

1

<

6. [10/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) é vincolato alla superficie
T3 = ar1Ts, (z1,20) € R?,

ove a > 0 & costante.
Sul punto agiscono la forza peso —mges e la reazione vincolare di vincolo
scabro, tale che alla quiete

|ftan| S M|fnor ,

vin vin
con p > 0 costante.
Si trovino le posizioni in cui & possibile I'equilibrio.
SOLUZIONE
Deve valere all’equilibrio
0 =ma = —mges + fyin .
Usiamo la parametrizzazione lagrangiana data dalle coordinate cartesiane

(21, 22) = T1€1 + T2€2 + OT1T2€3

e proiettiamo questa equazione sulla base costituita dai vettori coordinati tangenti
e da quello normale

Tz, = €1+ axzes, Tz, = €2 +aries,
Ty, X Ty —Qxo€e1 — axri1es + e3
v = =
72y X Ty 1+ a?(z? + 23)

Si ottiene il sistema scalare

—mgaxs + fuin -T2, =0,

—mgaxi + fuin -T2, =0,
mg

— +fyin-v=0.
1 T a2 (1‘% T 1‘%) vin
Dunque deve essere
Eeinl® = Ifvinl® = [E5017 = |[-mges|* — [fyin - v?
1 m2g2a’®r?
— m2g? (1 _ ) _mg ’
1+ a2r? 1+ a2r?
ove abbiamo posto r = \/x? + z3.
Dunque la disuguaglianza da imporre é
mgar wmg

— |ftan| S ﬂ|fnor _

/714_0(2712 vin vinl = /714_0(2712 .
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R. Tutte le posizioni per cui, se r = \/x? + x3,
m

r<—
«

7.[10/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X, m) & vincolato alla superficie
T3 = —Qr1T2, (z1,72) € R?,

ove o > 0 € costante.
Sul punto agiscono la forza peso —mges e la reazione vincolare di vincolo
scabro, tale che alla quiete

|ftan| S :U’|fn0r

vin vin | »

con p > 0 costante.
Si trovino le posizioni in cui é possibile 'equilibrio.
R. Tutte le posizioni per cui, se r = \/a? + z3,

"

r<—
o}

560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m & soggetta ai seguenti vincoli:

e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica ~

x = Rcosa(,
y = Rsina(, —0 < (<o0;
z=g,

qui o > 0 é costante;
e l'asta é parallela alla tangente a ~.

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale & a quota z = h > 0, con
velocita nulla.

Determinare la velocita del centro di massa quando esso raggiunge la quota
z=0.

SOLUZIONE
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Le forze che compiono lavoro (cioé il peso) sono conservative, con potenziale
U=—-mgzc,

ove indichiamo con C' il centro di massa dell’asta. Per trovare ’energia cinetica
dell’asta parametrizziamola cosi: indicando con P il generico punto dell’asta,

P(s)=C+sT, —-L<s<L,

ove T indica il versore tangente all’elica nel punto occupato da C. Dato che

1
T = ———=(—Rasina(, Racosa(,1),
V14 R2a2

si ha, ponendo
1

Vv e

che
P(s) = (Rcos azo — Rafssinaze, Rsin aze + Rafscosaze, zo + ﬂs) )
Quindi la velocita di P(s) é

v(s) = (—Raéc sin aze —RaQBSz':C cosazo, Razo cosazo —RQQBSZ':C sin azc, Zc) ,

e
lv(s))? = (Raie)? + (Ra’Bsic)? + 32,

per cui ’energia cinetica dell’asta sara

L

m
2ds

L
1 1 1
T = / m v(s)]> ds = =m(R%*a? +1)32 + —(RaQﬁz':c)Q/ —s
2 L 2L

1221 2 _

1 1 1 1
= Sm(R%a? +1)3% + 5 (Ra*B2c)*] = 5m(R?oﬂ t14 §L2R2a452)z'20,

ove I é il momento centrale d’inerzia dell’asta rispetto a un asse a essa ortogonale.
Per la conservazione dell’energia si ottiene dunque a ogni istante

1 1
T-U= §m(R2a2 +1+ §L2R2a462)z’% + mgzc = mgh,

e quindi nell’istante in cui zo = 0,

2gh
R2a2+1+%a4ﬂ2R2L2'

Vo = (O,CkRé’c,Zc), ZC = —\/

2. [18/7/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m & soggetta ai seguenti vincoli:
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e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica ~

x = Rcosa(,
y = Rsina(, —00 < ( <00;
z2=G,

qui o > 0 & costante;

e l'asta é parallela alla tangente a ~.

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale ¢ a quota z = 0, con velocita
corrispondente a 2(0) = vg > 0.

Determinare la quota massima raggiunta dal centro di massa nel moto suc-

cessivo.
R.

2
1
nax = ;—O{R%ﬁ +t PR 1), =1 a’RY)
9

3. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza

r1 = Rcosyp,
T9 = Rsingp, —rm<p<lm.
I3 = 0,
Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse x2, € la

reazione vincolare f;,, la cui componente tangente si oppone al moto ed é

tale che
vin

EHE R

Scrivere 'equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale
scalare per la coordinata lagrangiana.

SOLUZIONE

Osserviamo anzitutto che un’ascissa curvilinea s é data da s = Ry, e che

T = (—singp, cosp,0), N = —(cosp,singp,0), B =(0,0,1).
Inoltre le equazioni di moto ma = F' danno, proiettate lungo la terna intrinseca

ms = —mgcosy + fyin - T,
ms’k = mgsinp + i, - N |
0=f,n - B.

Sostituendo la seconda e la terza di queste nella prima,

§* ‘

ms = —mg cos ¢ — sign($)um R gsin @
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Usando la relazione s = Ry si ha infine ’equazione cercata.
R.

Ry = —gcosp — sign(¢)u ’Rc,bQ — gsin gp‘ .

4. [19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza

r1 = Rcosyp,
z9 =0, —T<p<ST.
r3 = Rsingp,

Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse x1, e la
reazione vincolare fyi,, la cui componente tangente si oppone al moto ed é
tale che
tan| __ nor
|fvin| =K |fvin .
Scrivere ’equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale

scalare per la coordinata lagrangiana.
R.

Rp = gsinp —sign(¢)p ’Rng — gcos <p’ .

5. [17/9/2007 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di lati

(ﬁ(:2L>o, (ﬁ‘:H>o,

é vincolata a ruotare intorno al lato ﬁ che giace sull’asse fisso x3. I punti
A e D sono fissi.
Sulla lamina agisce il campo di forze

dF:a(r— chosgp>eg X O?dS,

ove P indica il generico punto sulla lamina, o > 0 é costante, O é l'origine
del sistema di riferimento fisso, e d.S é la misura di superficie sulla lamina.
Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate cilindriche tali che

@:rcosgoel—l—rsin(peg—i—xgeg, r>0,p€[—mm).

Determinare le posizioni di equilibrio della lamina.

SOLUZIONE

Possiamo assumere che A = O.

Dobbiamo trovare le posizioni ove si annulla la componente lungo e3 del momento
delle forze applicate.
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Questo momento si calcola come

M = // OP x dF
ABCD
H 2L
:/ dl‘g/ O?(cp;r, x3) X [a(r — choscp)eg X O?(ga;r, xg)] dr,
0 0

ove ¢ é la coordinata lagrangiana, e r, x3 i due parametri che descrivono la
superficie.
Con i calcoli si ottiene

H 2L
3
Mext = a/ dxs / (r - §L cos <p) [—rx3 cos pe; — razsin pey + rles]dr,
0 0

cosicché I’equazione cercata é
H 2L 3
Me’“~63:a/ dzg/ (7’7§Lcosgp)r2dr:4aHL4(1fcosgp):0,
0 0

che é verificata solo per p = 0.
R.

p=0.

6. [17/9/2007 (ex)II] Una lamina rettangolare ABC'D di lati

(ﬁ(:2L>o, (ﬁ‘:H>o,

é vincolata a ruotare intorno al lato zﬁ che giace sull’asse fisso x3. I punti
A e D sono fissi.
Sulla lamina agisce il campo di forze

dF = —5(27“—3Lcoscp)eg X ﬁdS,

ove P indica il generico punto sulla lamina, § > 0 é costante, e dS ¢é la
misura di superficie sulla lamina. Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate
cilindriche tali che

O—})’:rcosgpel+rsin¢62+x363, r>0,p€|[-mmn),

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Determinare le posizioni di

equilibrio della lamina.
R.
p=0.

7. 13/12/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato con
attrito alla circonferenza

v={(Rcosp, Rsinp,0) | -7 < o <7}.
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La reazione vincolare ha la forma

fvin = foor ftan ftan = fvin .TT

’ ftan
vin vin vin

_ nor
vinl — M’fvin’ ’

con p costante positiva.
Su P agiscono

e La forza elastica

F— kAP,
con k > 0 costante e A = (R,0,0).

e La forza peso
—mges .

Determinare ’equazione di moto.
SOLUZIONE
Scomponiamo

ma = —kﬁ —mges + fyin,

nella terna intrinseca, supponendo che § > 0:

ms = fkﬁ~Tfmgeg ST — |f530

vin
2

m%:—kzﬁ-N—mgeg-N—i—fnor-N,

0=f2. B,
Calcoliamo, per s/R = ¢,
ﬁ(s) = (Rcos}% — R)el + Rsin%ez )

T(s) = fsin%el + cos%eg, N(s) = fcos%el - sin%eg, B(s) =e3.

ﬁ-T(s):Rsm%,

er-T(s) = cos%,

ﬁ-N(S)Z—R—l—RCOS%,
eg-N(s):—sin%.

Dunque le equazioni sopra danno

.. .S S tan
ms = —kRsin 7~ Mgcos o (£330,
S e(R— Reos in = 4 £ . N
mR— ( COSR)—I—mgst—i— vin ,
0=1X"-B.

vin
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Da queste, insieme con la legge di attrito, si ricava

2
tan| _ s B Sy 5
Ifiin] = u‘mR k(R Rcos R) mgst‘ .

22
ms = —kRsin% —mgcos% —u’m% — k:(R—Rcos%) —mgsin%‘ .

8. [13/12/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato con
attrito alla circonferenza

v={(Rcosp,Rsinp,0) | -7 < o <7}.
La reazione vincolare ha la forma

fvin = foor ftan ftan = fvin . TT, ’ftan — M’f{/llorﬂ ,

vin vin » vin vin

con j costante positiva.
Su P agiscono

e La forza elastica

F = —FkAD,
con k > 0 costante e A = (0, R,0).

e La forza peso
—mge .

Determinare 1’equazione di moto.
R.

)
ms = k:Rcos% —l—mgsin% —u’m% —k(R—Rsin%) —mgcos%’ .

9. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla curva

r1 = Rcos As,
To = Rsin As, —00 <5< 00,
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, e A = 1/+/R? + h?. Si noti che s ¢ la lunghezza
d’arco.
Il punto é soggetto alla forza peso

F = —mges.
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Il punto parte da fermo a quota x3 = 0.
Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
x3 = —27h, in funzione di R, h, A\, m, g, e dei vettori e;.
SOLUZIONE
L’equazione di moto, scomposta nella terna intrinseca (T, N, B), da, visto che il
vincolo é liscio,
mi=T-F,
mks® =N -F + N -fun,
0=B-F+B-f,,.

Dalla parametrizzazione della curva si ha subito

T(s) = AM(—Rsin\s, Rcos As, h) , N (s) = —(cos As,sin As, 0)
B(s) =T(s) x N(s) = AM(hsin s, —hcos s, R), k(s) = \’R.

Dunque
T-F =—mgh\, N-F=0, B-F =—mgR\.

Percio il moto é determinato dal problema
ms = —mgh\, s(0)=0, $(0)=0,

che ha per soluzione

hA
(t) = thQ , teR
Percio nell’istante t in cui
h2)\2
—2rh = z3(t) = hAs(t) = _9 5 2,
deve essere
o2 T
AV gn
Dunque
foin(f) = 4mmg \*RhN (s(1)) + mgRAB(s(1)) .
R.

foin(f) = mgRN*(—4rh, —h, R) .

10. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

curva
x1 = Rsin As,

ro = Rcos s, —00 < s <00,

x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, e A = 1/v/R? + h2. Si noti che s ¢ la lunghezza
d’arco.
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Il punto & soggetto alla forza peso
F = —mges.

Il punto parte da fermo a quota xg = 27h.
Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
xg = 0, in funzione di R, h, A\, m, g, e dei vettori e;.
R.
foin(f) = mgRN*(h, —47h, R) .

11.[11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
x%%—x%—l—x%:RQ, To = 3.
Il punto é soggetto alla forza peso
—mges .
Il punto parte da fermo nella posizione
OP(0) = Re, .

Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

R
@ = —E(ez + 63) .

SOLUZIONE
Scomponendo ’equazione di moto sulla terna intrinseca si ha

ms = —mges - T,

3
|
|

= —mges - N +fyn, - N,
0=—-mges-B+fyy,  B.

Ci occorre dunque, oltre alla terna (T, N, B), anche il valore di §* nella posizione
indicata.
Quest’ultimo si determina subito con argomenti energetici: per la conservazione
dell’energia, vale

1 ., 1 .,

3ms” = Upeso = 5ms + mgxs(s) = costante =0,
ove I'ultima uguaglianza segue dalle condizioni iniziali. Dunque nell’istante deside-

rato
R

7

2 =2g
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Nella posizione (0, —R/\/2, —R//2) si ha per ovvie considerazioni geometriche

Toe, N-%EES. poon
Dunque
m ez +e3
fvin'N:— 29R e,
R\/_g + mges \/5
€y — €3
fvin'-B:W’/e'
ges \/5
R.

foin = %mgN - %B = mgle, + 2es) .
12.[11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
x%+x%—|—x§:R2, To = 3.

Il punto & soggetto alla forza peso
—mges .
Il punto parte da fermo nella posizione
O?(O) = Re; .

Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

@ = —%(62 + 63) .

mg
fvin=—=BN + B) = mg(2e3 + e3) .
\/5( ) g( 2 3)

13. |20/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a muoversi

sull’iperbole
«
To = —, a>0,
1

sotto I’azione del peso
—mges .

All’istante iniziale

.%'1(0):,86(0,\/&), .%"1(0)20.

Calcolare la reazione vincolare all’istante in cui
r1 = T2 = \/E .
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(Si dia come noto che in questo punto la curva ha curvatura k = 1/v/2a.)
SOLUZIONE
Proiettiamo le equazioni di moto sulla terna intrinseca (T, N, B), ottenendo

ms§ = —mges - T,
mks® = —mgez 'N+fvin'Na
Oifmg62~B+fvin~B:fvin~B.

Si é usato qui che B = e3.
All’istante in cui xs = \/«, per I'integrale dell’energia, si ha

1 «
~ms® +mgva =mg—,

2 B
ossia o
ms? = ng(ﬁ - \/a) )
Inoltre 1 1
r— L (1,-9), N=—L (%),
1 + % 1'1 1 + % 1'1
1 1
Percio 1
foin = [mkéQ ¥ —m }N.
\/5 g
R.
1
fvin m [% — 5} (61 + 62) .

14. [9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

2, .2 2
x3 =0, ] +x53=R",

e su di esso agiscono il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3, e la
reazione vincolare fyi,, che soddisfa (finché il punto ha velocita non nulla)
tan| __ nor .
‘fvin‘_:u”vin ’ foin-v <0.
Scrivere 'equazione differenziale (scalare) di moto del punto, assumendo che

la velocita non sia nulla.
SOLUZIONE
Le equazioni di moto, proiettate lungo la terna intrinseca (T, N, B), sono

.. s
ms ="f,n- T — mgcos}—2 ,

2 s
- — fVin -N i _R )
m + mg sin

=] %

0="fyn - B.
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Dunque, nell’ipotesi che s > 0,

foin T Ifyin - N| il in >
vin * = - vin * = —U|M—= — MMgSsil —
H 12 R g R

Dunque si ha

. §? .5 s

S=—U E—gsll’lﬁ’—gCOSE.
R. .

. S .S S

S=—U E—gsll’lﬁ’—gCOSE.

15. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra v che nel sistema di riferimento fisso ha equazioni

23+ 2% = R?, x3=0.
All’istante iniziale P occupa la posizione
P(0) = (—-R,0,0),

con velocita
Vo = (0,?}0, 0) .

La reazione vincolare, che si oppone al moto, soddisfa (se P ha velocita non
nulla)
tan| __ nor
|fvin| =K |fvin .
Qui R, vy, p sono costanti positive.
Scrivere le equazioni di moto e dire se il punto si arresti o meno in un tempo

finito.
SOLUZIONE
Secondo la scomposizione della accelerazione nella terna intrinseca, si deve avere

mg:fvin'Ta
&2
S_:fvin'Na
R
0="Ff,, B.

Si noti che, parametrizzando vy come

S .S
xlszcos}—z, :CQZRSIHE, z3 =0,

si ha
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da cui
1
=2 (1 lad t), t>0
s(t) ’un JerO
R.
PO
- MR,
da cui
1
) =2 (1 lad t), t>0
s(t) ’un JerO

Quindi il moto non si arresta.
16. [7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato all’arco di parabola
1’22011'%7 z3 =0, 1 > 0.
Sul punto agiscono la forza peso
—mges
e la forza
F =T,

ove T & il versore tangente alla parabola (tale che T'-e; > 0). Qui a, b >0
sono costanti.

Trovare le eventuali posizioni di equilibrio.
SOLUZIONE

Si ha

(1,2ax1,0)

1+ 4a2z? .

T =

All’equilibrio deve essere
(—mges) - T+bT-T =0,

ossia
2ax

§——.
1+ 4a?z?

b=m

R. Caso b > mg: nessuna soluzione.
Caso b < mg: si ha la soluzione

b 1

Xr1 = —

2a \/m2g2 — b2 ’

17. [19/6/2014 (ex)I] Due aste AB e CD di uguale lunghezza 2L sono
vincolate ad avere un estremo, rispettivamente A e C, sulla sfera

:c%%—x%%-ﬂ:%:RQ, R>0.
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Qui S = (O, z;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Inoltre entrambe le aste si
mantengono ortogonali alla sfera.
Sulle aste agiscono le distribuzioni di forze

su AB: dFi = Aejds; su CD: dFq = peyds.
Inoltre gli estremi B e D si attraggono con forza elastica
Fp=-Fp=—kDB.

Qui A, i, k sono costanti positive.

Scrivere il potenziale del sistema di forze in coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane i quattro angoli

©1,p2 € (0,27’(’) ) 91 a92 € (0’ ﬂ-)
tali che

—
OA = R(cos 1 sinfye; + sin¢; sinfies + cosbes),

O? = R(cos p3 sin fae1 + sin s sin fzes + cos bze3) .
La distribuzione di potenziale corrispondente a dF'; sulla rispettiva asta é
dU; = Az ds, dUs = pxeds.

Pertanto
Ugp = / dU; = 2L)\£L'1p1 , Ucp = / dU; = 2L,U1'2P2 y
AB cD

ove Py [rispettivamente P, é il punto medio di AB [rispettivamente CD]. 11
potenziale elastico sara infine

k BD
Ue] = _§|B |2.
R.

U =2L(R+ L)(Acosg; sinfy + 1 sin g sin 03)
—k(R+ 2L)2(1 — sin 0y sin B cos(p1 — p2) — cos By cosba) .

18.[4/6/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove con velocita
non nulla sulla circonferenza orizzontale di raggio R > 0

(x1,29,23) = R<Cos %,sin%,O) ,
ove s € (0,27 R) é lascissa curvilinea e si assume che § < 0. Qui (O, (z;)) &

il sistema di riferimento fisso.
Sul punto agiscono:
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e il peso diretto come —es;
o laforza Fy = k:O?, k€ (0,+00);

e la forza d’attrito, tale che per u > 0 costante

’ ftan nor

vin :M’fvin .

Scrivere ’equazione di moto del punto.
R.

ms = u\/(mé—; + kR)2 + (mg)?.

19.[4/6/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove con velocita
non nulla sulla circonferenza orizzontale di raggio R > 0

23+ 2% = R?; 3 =0.

qui (O, (x;)) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Su di esso agiscono:

e il peso diretto come —es;
e la forza elastica Fo = —kO?, k € (0,400);

e la forza d’attrito, tale che per u > 0 costante

’ ftan nor

vin :M’fvin .

Scrivere ’equazione di moto del punto.
SOLUZIONE
Occorre proiettare sulla terna intrinseca la

ma = Fq + fyi — mges .

Visto che v # 0 possiamo supporre scegliendo opportunamente ’ascissa curvilinea
s che $ > 0. Quindi si ha

tan __ _|ftan
vin — vin |

ms="f
52
— =kR+fyn - IN,
mR +
0:77”194’fvin'B-

Dunque I'equazione cercata é

52

mé = —ji/(Fyin - N)2 + (Fum - B)? = —M (m% - sz)Q + (mg)?.
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;2 2
mé:—u\/(m%—kR) + (mg)?, se 5 > 0.

20. |9/2/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

23+ 2% = R?, x3=0.

Su P agiscono la forza peso diretta come —es e la reazione vincolare fyiy
tale che

|fen] = wlf35] -
All’istante iniziale il moto soddisfa
X(O) = R61 ; ’U(O) = —Vpe€2 .
Qui vg, p > 0 sono costanti assegnate.

e Scrivere I'equazione di moto.

e Dare una condizione sui parametri che garantisca che il moto di P si
arresti prima di raggiungere ’asse xo.

SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinata lagrangiana ’ascissa curvilinea s € (—m R, TR) tale

che
O? = Rcos%el + RSiH%EQ.
Si ha

s s s s
T = —sin —ej + cos —es N = —cos —e; —sin —ey B =e3.
R R R R’

Le equazioni di moto sono

s
§ = — _R fVin : I
ms mg cos — + T

il i~ 4+ fy - N
m— = mgsin — vin * IV,
R~ ER
0=f,n-B.
Dunque
§2 s
fvin -N = - in — 5
mR mg sin 7
e quindi

-2
fuin - T| = pt|(Fyin - N)N + (Fyin - B)B| = p m% . mgsin%
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Si noti che
s(0) =0, 5(0) = —vp < 0.
Nell’intervallo massimale in cui $ < 0 (e quindi s < 0) pertanto si deve avere
.2
ms = —m cosi + ms— — mgsimi
R R R

B) Moltiplicando 'equazione di moto per $ e integrando si ottiene l'integrale primo

1.2 1 s(t) (" 3(1)° s(t)
55(1&) = 51)0 gRsin —= +/O I dT—l—/LgR(COS?—l).

R R
Quindi
: s(t) s(t)
0 < &(t)2 < o2 — 2gR 2 R( - 1) .
<807 < o~ 29Rsin ") 4 2pgRcos
Bastera pertanto imporre che il membro di destra sia negativo per s = —wR/2.
R.
5 ® s i 5 < 0
ms = —mgcos — m— — pmgsin — $ .
g R 12 R pnmg R’
02
>14 —
a + QgR

21. [9/2/2016 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

z3 4+ 23 = R?, 3 =0.

Su P agiscono la forza peso diretta come —es e la reazione vincolare fyiy
tale che

£ = e -
All’istante iniziale il moto soddisfa
€] — €y

7

Qui vg, p > 0 sono costanti assegnate.

X(0)=R

e Scrivere I'’equazione di moto.

e Dare una condizione sui parametri che garantisca che il moto di P si
arresti prima di raggiungere ’asse xo.

R.
5 S+ a i 5 <0
ms = —1mqagcCcos — mMm— — um SlIl S .
g R M R pmg R’
u>\/_+
\ng
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22. [6/9/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa M si muove sulla
circonferenza ~
22+ 22 =R?, x3=0.

Qui (O, (zp,)) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Il punto é soggetto alla forza peso diretta come —es e alla forza

F=—fkv,

ove v € la velocita del punto e k > 0 & costante.
Il punto parte da fermo nella posizione

OP(0) = Re, .

Scrivere le equazioni di moto e dedurne che il punto resta sempre nel semi-

piano zg < 0 per t > 0.
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di moto tenendo presente che

S S
ﬁ:RCOS—61+RSiH—62, s€ (—7mR,mR).
R R
Proiettando sulla direzione tangente si ottiene

S
M35 =—Mgcos — — ks,
s g cos ]

che da sola basta a determinare il moto.
B) Moltiplicando ’equazione di moto per § si ha

M$,§+Mg,écos% T k2 =0.

Visto dunque che s(0) = 0, $(0) = 0, integrando si ha

M t !
M2 + mgrsin 2Y 4 / ks(r)2dr = 0.
2 R

Da qui segue che sin(s/R) < 0 e percio s € (—mR,0).

R. s
Ms = —Mgcosﬁ —ks.

23. [06/06/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza verticale

x%+x§:R2, 1 =0,
Il peso ¢é diretto come —es3. Sul punto agisce anche la forza

F = —kz3T),
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ove T ¢ il campo vettoriale tangente che in (0, R,0) vale T' = es.
Il punto P parte da fermo nella posizione

X(O) = R62 .
Trovare la reazione vincolare nel primo istante in cui P occupa la posizione
—Reg.
SOLUZIONE

Parametrizziamo il moto mediante ’ascissa curvilinea s sulla circonferenza, come

O? = R(cos %62 + sin%eg) .

Scomponendo le equazioni di moto nella terna intrinseca si ottiene

ms = —kR?sin’ % — mgcos%,
-2
m% :mgsin%+fvin~N,
0="Ff,, B.

La prima equazione ¢é sufficiente a determinare il moto. Moltiplichiamola per § e
otteniamo

d/ 82\ d o)
E(m%) = &<—kR2/O sin2%da—ngsin%).
Quindi usando anche le condizioni iniziali e svolgendo l'integrale
5(t)*  kR? kR3 . /_s(t) . s(t)
m—g= === s(t) + 1 8111(2 7 )—ngsm 7
Dunque quando P é in (0,0, —R) ossia s(t) = —wR/2, si ha

§(t)*  kmR?
m 5 =2 +mgR.

Pertanto la reazione vincolare in quell’istante é

2

foin = (f mgsin% +m¥)N = (mg+ kit + 2mg)63.
R. )
foin = (3mg + s )63.

24. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

x1 = Rcos(As),
x9 = Rsin(As),
r3 = hs,
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con R, h, A >0 e R?X? + h? = 1 in modo che s € R sia 'ascissa curvilinea.
Sul punto agisce la forza elastica

—
F=—aP'P,

ove a > 0 & costante e P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse x3.

Scrivere ’equazione di moto scomposta nella terna intrinseca della curva.
SOLUZIONE
Sia O D'origine del sistema di riferimento. Scegliamo come coordinata lagrangiana
o € R tale che

O.}% = Rcos(Ao)e; + Rsin(Ao)es + hoes .

La terna intrinseca é, secondo le definizioni,

T = —ARsin(\o)e; + AR cos(A\o)es + hes
N = —cos(Ao)e; —sin(Ao)ez,
B =T x N = hsin(\o)e; — hcos(A\o)es + ARes,

con k(o) = AN2R. Quindi essendo
—
OP/ = hO’Eg s

si ha _
P'P = Rcos(\o)e; + Rsin(Ao)es = —RN (o),

per cui

F =aRN(o0).

Dunque poiché il vincolo é liscio e percio f;, - T = 0, si ha

mao =0,
m&?A\2R = aR + fuin - N,
0="F,, B.
R.
mo =0,
mO.'Q)\2R:CYR+fVin 'Na
0="F,, B.

25. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla
curva

x1 = Rcos(As),
x9 = Rsin(As),
r3 = hs,
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con R, h, A >0 e R?X? + h? = 1 in modo che s € R sia 'ascissa curvilinea.
Sul punto agisce la forza elastica

—
F =B8PP,

ove 3 > 0 ¢& costante e P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse x3.

Scrivere ’equazione di moto scomposta nella terna intrinseca della curva.
R.

mo =0,
mdQ)\QR: _ﬁR‘f’fvin'N’
0=fyin,  B.

26. [09/01,/2020 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove sulla
superficie

T3 = QXT3 , (z1,72) € R%.
Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
‘fvin _:U"fvin )

almeno se la velocita non si annulla, il che si deve assumere.
Qui «, > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza costante kes, k # 0.

e Scrivere le equazioni di moto.

R.
i+ ay(iy + 209 + 2] = hay — — DB _[i + a%y(ay + 2],
Vi + 97 + o @y + )
o e <+ ety 4 5
mli+ 0% (iy + 2+ 25)] = ko - 5+ 0%a(iy + )]

Vit + 5?2 + a?(iy + ay)?

ove .
nor| __ |2ma:cy - k|

vinl — .
V14 a?a? + o223

27.109/01/2020 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove sulla
superficie

T3 = QxT1T2, (x1,29) € R?.
Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
|fvin - :U’|fvin| 9

almeno se la velocita non si annulla, il che si deve assumere.

Qui «, > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza peso —mges.
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e Scrivere le equazioni di moto.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane le prime due coordinate cartesiane (x,y) €
R? di P. Allora

X"(z,y) = re; + yes + azyes, v" =de; + yes + a(dy + xy)es,
a' = iey + jes + a(iy + 24y + zij)es .
L’equazione della dinamica é

,UL

L nor nor
ma’ = —1mnges + fvin = —mges + fvin - :u’|fvin| |’UL| .

Scomponiamola nella terna formata da vettori coordinati tangenti e vettore normale
alla superficie
r(x1,12) = T1€1 4 To€3 + QT T2€3,

ossia

—Qxro€e) — ax1€s + es

V1+a22? + o223

Ty, = €1+ ax2e3, Ty, =€z +aries, V=

Iniziamo con la componente normale:

2mazy _ mg Loy,
1+ o222 4+ a?a3 1+ a2 +a222 ™"
Se ne deduce che .
goor| _ __2mai + mgl

vinl = :
V1+a22? + o223

Infine per moltiplicazione scalare per r;,, T4,, si ottengono le due componenti
tangenti che costituiscono il sistema delle equazioni di moto.

R.
i} . L 1 : , .
mli + o?y(iy + 2&§ + )] = —mgay — VR J'r a2(|:.cy =7 [ + o®y(dy +ay)],
e |

mljj + o’z (iy + 229 + af)] = ~mgaz — 9+ oPw(dy + 2p)],

Va2 + 5% + o2 (dy + x9)?

ove .
nor| __ |2ma$y + mgl

vinl — .
V1+ o222 + o223

28. [13/01/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) & vincolato al cilindro K
di equazione
3+ x§ =17,

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
|fvin - :U’|fvin| )
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con p > 0, almeno se la velocita non si annulla, il che supponiamo.
Sul punto agisce la forza
F = —/{?.%'1 el ,

con k > 0.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare un esempio di condizioni iniziali X (0) € K, v(0) # 0 in modo che
lungo il moto corrispondente si abbia conservazione dell’energia

£(t) = Do) + S (7.

z
R%*¢

Condizioni iniziali: X (0) € K arbitrario e v(0) = vgey, con vy # 0.

mi = —kx — pmRp?

mR%¢ = —umRp?

29. [13/01/2020 (ex)II] Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato al cilindro
K di equazione

x} 4 23 = R?.
Il vincolo € scabro e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
|fvin _:u’| vin | »

con p > 0, almeno se la velocita non si annulla, il che supponiamo.
Sul punto agisce la forza
F = k‘:ﬂgeg y

con k > 0.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare un esempio di condizioni iniziali X (0) € K, v(0) # 0 in modo che
lungo il moto corrispondente si abbia conservazione dell’energia

@) — Eas(e)?.

E(t) = :

SOLUZIONE
A) Dobbiamo proiettare sul piano tangente ’equazione di moto

ma=F +f,.
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Usiamo la parametrizzazione del cilindro
r(2,¢) = Rcosper + Rsinpes + ze3,

conz€ R, pe(—m,m).
Quindi

r4(2,0) = —Rsinpe; + Rcos pes ,

r.(z,p) = es3, v(z,p) = — cos pe — sin pes .

Allora F ¢ tangente al cilindro e

nor| __ L _ X
|fvin| - |fV1H V| - m|a V| .
Calcoliamo espicitamente:
V=21, 1 Pry, a=2zr, +¢ry, + Re v.
Percio
a-v =Ry,

e I'equazione di moto diviene
v
|

Moltiplicandola scalarmente per i vettori v, r, della base dello spazio tangente si
ottengono

ma = F — pmRp?

z
VA + R2?
_ B
V22 + R29?
B) Se X (0) € K é arbitrario, e v(0) = vges, con vy # 0, allora $(0) = 0, e dalla

seconda equazione di moto si vede che ¢(t) = 0 per ogni t, purché si scelga z come
soluzione di

mi = kz — umRyp?

mR*p = —pmRY*

mZ =kz, z(0) = X3(0), 2(0) =vp.

Dunque )
E(t)y=mzzZ—kiz=0.
R.
mz = kz — uchﬁQ; ,
R2¢

mR*p = —pumRY*

VA + R

Condizioni iniziali: X (0) € K arbitrario e v(0) = vpes, con vg # 0.

580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili
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1. [7/7/2006 (ex)I] Un’ellisse scabra E di semiassi a > b > 0 pud esercitare
una reazione vincolare f;, con

vin

fn] < wlfl

ove /4 & una costante positiva, e (T', N, B) ¢ la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso 3, e ruota con velocita angolare
costante

w = wes, w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto

materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.
SOLUZIONE
In un sistema di riferimento mobile solidale con I’ellisse, di origine O, su P agisce
la forza di trascinamento
F,.= mwQO? .

La proiezione di F; lungo la tangente é
F, T= mwQO?-T.
Per avere 'equilibrio occorre e basta
Fr+f,=0,

cioé
|Fr - T| <p|Fr-NJ.

Parametrizziamo E come
& =acosh, & =bsinb, 0<6<2r.
Un semplice calcolo da allora:

_ (—asin®,bcosh),0)
\/a2 sin? 6 + b2 cos? 0 ,

~ (=bcosf, —asind,0)
\/a2 sin? 0 + b2 cos? 0 .

T

N

Percio la condizione necessaria e sufficiente per I'equilibrio si scrive come
mw? |(acos®,bsinf) - (—asinf, bcosh)|
< pmw? [(acosB,bsinf) - (—bcosh, —asinb)| .
R. Se E é parametrizzata da
& =acosf, & =bsinb, 0<6<2m,

i punti di equilibrio corrispondono ai valori di 6 per i quali

pab > |a® — b?| [sin 6 cos ).
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2. |7/7/2006 (ex)II] Un’ellisse scabra E di semiassi 0 < a < b puo esercitare
una reazione vincolare fy;, con

‘ftan‘ S )\‘fnor

vin vin |

ove A & una costante positiva, e (T, IN, B) ¢é la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso x1, e ruota con velocita angolare
costante

w = weq, w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto

materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.
R. Se E é parametrizzata da

& =acosh, & =bsinb, 0<6<2m,
i punti di equilibrio corrispondono ai valori di 6 per i quali

Aab > |a* — b?||sin 6 cos¥) .

3. [19/6/2014 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato all’asse z; del
sistema di riferimento mobile S = (4, (e;)), ove

ﬁ = ctey,

ove ¢ > 0 costante, e Sop = (O, (e;)) ¢ il sistema di riferimento fisso. Qui le
x; indicano le coordinate in S.
Su P agiscono il peso

—mges,

e la forza di reazione vincolare, con attrito, data da

| ftan nor

vin| =M ’fvin )
@ > 0. Le condizioni iniziali sono

21(0) = 72(0) = 23(0) = 0,
il(O) =9 >0, CETQ(O) :i3(0) =0.
Determinare la posizione, sia rispetto a S che a &y, assunta da P nell’istante

t in cui la sua velocita vg rispetto a S si annulla.
SOLUZIONE
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Scriviamo le equazioni di moto in S. Indichiamo con x = x1 ’ascissa di P. Si ha,
osservando che le forze fittizie sono nulle,

mi =~ [£5]
0= fvin c€2,
0=—mg+fyin-e3,

da cui
mx = —pumg .

Insieme con le condizioni iniziali prescritte questo implica subito
z(t) = vo — ugt,

1
z(t) = vot — §,ugt2 .

Quindi
2
P=0 @ =120
1y 2 g
Infine in S
2
_ — (&% . Y0
OB(0) = OA(T) + AP(7) = (Mg + 2ug)e1.
R. o cvo V3 1P v}
OP(i) = (—+—)61, AP(D) = e, .
ng 249 2ug

4.[17/7/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi
su una curva v di parametrizzazione

P(s,t) = Y1(s)uy(t) + a(s)ua(t), sel,
ove I C R é un intervallo aperto, s é ’ascissa curvilinea, e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) es
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.
Il punto & soggetto alla forza
F = )\ul ;

con A > 0 costante.

Si scriva I'equazione di moto e si trovi un integrale primo del moto.
SOLUZIONE

E noto che ci si pué mettere nel contesto delle forze conservative. Prendiamo pero
la via del calcolo diretto.
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Scegliamo come coordinata lagrangiana o € I in modo che, denominando con O
Porigine del sistema fisso,

OP(t) = ¥(o,t).

Nel sistema mobile S = (O, (uy,)) il punto é soggetto alla forza F' e a quelle fittizie.
Tuttavia é noto che la forza di Coriolis in questo caso ha componente lagrangiana
nulla. Consideriamo percio nel seguito solo la forza di trascinamento

F.=mw?p(o,t).
L’equazione di Lagrange é pertanto

op 4,
(FTJrF)'%*dt(mU)*mU,

da cui si ottiene subito

mw?ap -’ + M| =mé .
Per trovare I'integrale primo, moltiplichiamo ’equazione di moto per ¢ e integriamo
nel tempo, ottenendo

1 1

§mw2|¢|2 + A\ = 5(’72 + costante.
mw?ep - P + M) =mé,

1 1

§mw2|'¢|2 + My = 562 + costante.

5. [13/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P ¢ vincolato a una retta scabra r
che si muove mantenendosi sovrapposta all’asse x1, con velocita

v, (t) = Narctg(St)e; .
Sul punto agiscono la forza
F =aeq + bey,
e la reazione vincolare f;, soggetta alla restrizione
fvin - e1] = p|fvin - €2 €2 + fyin - €3 €3

Qui a, b, B, A\ e pu sono costanti positive.
Il punto parte con velocita relativa a r data da

vs(0) = voeq vg € R,v9g#0.

Determinare se, assegnato vg € R\ {0}, sia possibile scegliere gli altri pa-
rametri in modo che la velocitd di P relativa a r non si annulli mai per
t>0.
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SOLUZIONE
Introduciamo il sistema di riferimento mobile S = (O, (ep,)), ove O é un punto
solidale con r coincidente con la posizione iniziale di P, cosicché

vo(t) = Narctg(St)e; .
Scriviamo le equazioni di moto di P denotando con x € R l'ascissa di P in S; sia
t:=sup{t >0]|z(r) #0,0 <7 <t}.

Per tutti it <t vale

. . mA\f3
md = a — sign(vg) |fvin - €1] — Trpe
0= fvin '62+b7
= fvin s €e3.
Dunque si ha
A _
mi:a—sign(vo)ﬂbf#ﬁfﬁ, 0<t<t.

A) Se vy > 0 per avere &(t) > 0 per ogni t > 0 bastera garantire & > 0, il che per
esempio segue da
a > pb+mA3.

B) Se vg < 0 viceversa si ha integrando 'equazione di moto
ma(t) = mug + (a + pb)t — mAarctg(5t) , 0<t<t.
Poiché se si potesse scegliere t = 400 si avrebbe da questa relazione
&(t) — +o0, t — +oo,

assurdo, si deve avere t < +oo in ogni caso.

R.

vo > 0 vero se a > b+ mAG;

v9 <0 impossibile.

6. [13/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P ¢ vincolato a una retta scabra
r che si muove mantenendosi sovrapposta all’asse x1, con velocita

v,(t) = A1 +e Pe; .
Sul punto agiscono la forza
F = —bey + aes,
e la reazione vincolare f;, soggetta alla restrizione

Ifyin - €1] = p|fvin - €2 €2+ fyin - €3 €3
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Qui a, b, B, X\ e pu sono costanti positive.
Il punto parte con velocita relativa a r data da

vs(0) = ey , vg € R,v9#0.

Determinare se, assegnato vg € R\ {0}, sia possibile scegliere gli altri pa-
rametri in modo che la velocitd di P relativa a r non si annulli mai per

t>0.
R.

v <0 vero se b > pa + mAG;

vg > 0: impossibile.

7.13/9/2015 (ex)I] Si consideri I’asse mobile r di equazioni
x1 cos(At) + xosin(At) = R, x3 =0,
ossia la retta tangente alla circonferenza
x%%—x%:RQ, 3 =0,
nel punto A dato da
OA = Rcos(At)e; + Rsin(At)es,

ove A, R > 0.

Il punto materiale P di massa m & vincolato con vincolo scabro a muoversi
su 7.

P & soggetto a una reazione vincolare f;, tale che

’fvin : T‘ =H ‘fvin - (fvin : T)T’ )

ove T denota il versore tangente a 7.
Si scrivano le equazioni di moto del punto in un sistema di riferimento solidale

con asse 7.
SOLUZIONE

Consideriamo il sistema mobile S = (A, M) solidale con r, ove M = (uy,) é data
da

uy = cos(At) e + sin(At) ez,
us = —sin(At) e; + cos(At) ez,

us = €e3.
Risulta essere us = T e scriveremo

ﬁ:SUQ, seR.
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La velocita angolare di M come é noto é data da
w = \us.
In S agiscono su P oltre alla reazione vincolare le forze apparenti
FT:—m(aAerx(wxﬁ)), F.=-m(2w x vs).
Si ha con calcoli immediati
F. = —m(—RNu; — s)%uy).

Poi, la velocita e I'accelerazione relative di P in S sono date da

Dunque
Fc = 727’)@5)\’&3 X Uy = 2m)\su1 .

Scomponendo pertanto I'equazione di moto nella terna M, si ha
0="Ffyin u + mRN + 2mAs,
ms = fyin - U + m)\2s,
0= fvin Sus .

Dunque, ricordando che la reazione vincolare si oppone al moto in un vincolo scabro,
Pequazione scalare di moto é data da

mé = —psign(s) [mRA* + 2mAs| + mA®s.

ms = —psign(s) [mRA* 4 2mAs| + mA%s.

8. [15/01/2018 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile § =
(O, (up,)), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,
us = €3.

Qui w > 0 é una costante.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla circonferenza = solidale
con § data da

v = {Rcos %ul —i—Rsin%(%) |0<s< 27TR} .
Il vincolo & scabro e la reazione vincolare soddisfa

|ftan| S M|fnor ,

vin vin

con p > 0. Sul punto agisce la forza peso —mges.
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e Scrivere le equazioni di moto del punto all’equilibrio relativo a S.

e Mostrare che se u = 1 e w > 0 é abbastanza grande, tutte le posizioni
su -y sono di equilibrio relativo.

SOLUZIONE
Scriviamo I'equazione di moto di P in S:

mas = —mguz + fyin + Fr+ Fo.

All’equilibrio relativo as = 0 e Fo = 0. Dunque occorre calcolare F... Come é
noto in questo caso

1
F,= mMQO?L = mWQR(cos %ul + E sin %ug) )

D’altra parte la terna intrinseca di v é data da:

. S S ’U,2+U3
T =—sin—u cos—<7),
MRM TSR

S . S (U2 + us
N = — —uy — —(7) ,
cos Ru1 st

us — U
B=TxN=—"—F—
V2

Dunque scomponendo 'equazione di moto in (T', N, B):

fuin T—imwQRsmEcosE—%cos%:O,
1
fvin N_mW2R<COSQ%+§Sin2 %)""ESID—:O’

1
foin - B — —mw?Rsin — —

2 R 2
La condizione su f;, quindi diviene
(fvin : T)2 S ,U/Q[(fvin : N)2 + (fvin : B)Q] B}

con i prodotti scalari dati dalle equazioni di moto. Questa condizione si puo scrivere
come

4 P2

1 2
— w*R? sin? i +Q1(w) < ,uw

16 7 (2—}—0052i + cos? i) + pQ2(w),

R R

ove @1 e Q2 sono polinomi in w di grado 2. Dunque per u > 1 fissato si ha

certamente la tesi per w abbastanza grande.
R.

(w?TRsin%—i-%cOS%)QSM{{W R(l-l-COSQi)—isinir
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9. [15/01/2018 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up,)), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,
us = e3.

Qui w > 0 ¢ una costante.

Un punto materiale P di massa m é vincolato alla circonferenza ~ solidale
con S data da

¥ = {Rcos %ul +Rsin%<

Ug — U3
V2

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

>|0§8<27TR}.

‘ftan’ S M‘fnor

vin vin |
con p > 0. Sul punto agisce la forza peso —mges.
e Scrivere le equazioni di moto del punto all’equilibrio relativo a S.

e Mostrare che se p =1 e w > 0 é abbastanza grande, tutte le posizioni
su v sono di equilibrio relativo.

10. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
retta mobile
x1 sin(wt) — zg cos(wt) =0, x3=0.

Sul punto agisce la forza peso diretta come es, e la reazione vincolare fyiy,
tale che
‘ftan’ < ,U"fnor

vin vin

Il moto ha dati iniziali
O?(O) =dey, v(0) = wdey .

Qui w, u, d sono costanti positive assegnate e (O, (z;)) € il sistema di
riferimento fisso.

Trovare la condizione su w, u, d perché \@\ = d in un opportuno intervallo
(0,%) con t > 0 e dimostrare che in ogni caso t < 7/2w.

SOLUZIONE
Scomponiamo le equazioni di moto nella terna

u; = cos(wt) e1 + sin(wt) ez,
uz = —sin(wt) e + cos(wt) ea,

us = e3.
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Dunque la tangente alla retta é uy e us, usz sono normali ad essa; si ha

ma - u; = mgsin(wt) + £237 . uy
ma - uy = mg cos(wt) + foi - ua,
ma - uz =0 - ug.
. nor
Dato che a - us =0 si ha £}, - us = 0.

Nel moto prescritto che é circolare uniforme deve essere

a=—w?du; .
Dunque
£V | = mglcos(wi)],
e
£ 4y = —mgsin(wt) — mw?d,

che é possibile se e solo se per ogni t (nell’intervallo ammissibile)
|mg sin(wt) + mw?d| < pmglcos(wt)]|,

ossia per 3 = w?d/g,
16+ sin(wh)] < pleos(wt)]

che é impossibile se t = 7 /2w.

R.

11. [15/01/2019 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva scabra vy data da

y3 = acsin(By1) , y1 € R; y2=0.

Qui (y;) denota le coordinate del sistema mobile S = (O, (uy)), ove O &
Porigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) ey,

uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.
La reazione vincolare soddisfa la relazione

tan nor
‘fvin’ < :U"fvin .

Qui «, B, w, 1 sono costanti positive assegnate.

Trovare le posizioni di equilibrio relativo a S, ignorando le posizioni ove si

annulla la curvatura di .
SOLUZIONE
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Scriviamo 'equazione di moto in S, ossia
0=mas =fyin+ Fr+Fe="fun+ Fo,
essendo nulla all’equilibrio relativo la forza di Coriolis. Inoltre
F;=—-mwx (wXx O.}%) = mw?yiu, .

Troviamo la terna intrinseca della curva (scomposta nella base (up,))

Uy + ap cos u
! /3 (ﬂyl) & ) R(yl) = \/1 + Q252(Cos(ﬂyl))2 )
R(y1)
—af cos(By1)ur + us
R(y1) ’
Naturalmente questo vale nei punti ove k # 0, che poi sono i punti ove sin(fy;) # 0,

e 1 segni vanno scelti opportunamente in dipendenza da .
Dunque le equazioni di moto scalari sono

T =

N =+ B = Fu,.

mw?yy
0= fvin -T + )
R(y1)
2
0="fu, N+ mw?yiaf cos(By1) :
R(y1)

0=f,n B.

In realta la base (T', N, B) data sopra, pur non potendosi identificare con la terna
intrinseca di vy nei punti ove k = 0, é una base ben definita perfino in questi punti
e percio questa scomposizione delle equazioni di moto é comunque legittima. Nel
seguito percio comprenderemo nell’analisi tutti i punti della curva.

Si deve dunque avere

Imw?y1] = |R(y1)fvin - T| < pR(y1)|fvin - N| = plapmawys cos(By1)] -
Questo ¢é vero se y; = 0 e altrimenti nell’ipotesi che paf > 1 nei punti ove

1 < pafleos(By1)) .

Si tratta pertanto dell’'unione degli intervalli disgiunti

™ ™
|:_(100+TLB3S00+TLB ; TLGZ,
ove 1 1
Yo = Earccosm,

cosicché o8 € [0,7/2).
R. L’insieme delle posizioni di equilibrio relative é dato da:

1. se paf < 1: {y1 =0};

2. se paf > 1:
T ™
pe{oyu | [~vo+nZpo+ng],
nez ﬂ ﬂ
ove
1 1
(P9 = — arccos — .
g pa
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12. [15/01/2019 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
curva scabra v data da

ys = [ cos(ay) , n € R; y2 =0.

Qui (y;) denota le coordinate del sistema mobile S = (O, (uy)), ove O &
lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,
us = €3.

La reazione vincolare soddisfa la relazione

|ftan| S Iu|fnor )

vin vin

Qui «, B, w, u sono costanti positive assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio relativo a S, ignorando le posizioni ove si
annulla la curvatura di .

620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

1. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia

z:f(\/:c2—|—y2), fe3(0,)).

Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 +52? = 72 > 0

é possibile se e solo se f'(7) > 0.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane r, 8, con r > 0 e § € (0,27). La velocita di
Pe
v =ru+ 70T + f'(r)res,

per cui ’energia cinetica risulta
T= %m[yﬂu + f(r)?) + 6] .
11 potenziale della forza peso é
U=—mgz=—mgf(r),

per cui la lagrangiana vale

L(r,0)=T+U= %m[fQ(l + f'(r)*) + TQH.Q} —mgf(r).
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Le equazioni di moto sono quindi

S i1+ /()] — [mi® ()7 () + med?® —mo' ()] =0,
d

En [mr29] =0.
Una soluzione (r(t),0(t)) con r(t) = 7 (e quindi 6(t) = Oy + Oot con by, Oy costanti),

é possibile se e solo se .
5 = gf'(7) .

2. [12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza ~ di raggio R, centro C' e massa m ¢
vincolata a muoversi su un piano verticale fisso 7. Inoltre il punto medio @
del raggio C'A ove A é un punto di v (solidale con essa) ¢ fisso su 7. Si noti
che @ é solidale con la circonferenza, la quale percido ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa M é vincolato a muoversi su .

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo € formato da C'A con la verticale ascendente; I’angolo ¢ formato da

CP con la verticale ascendente.

SOLUZIONE

Si ha, scegliendo I'origine del sistema fisso in @), e prendendo 'asse x1 come verticale
ascendente e m = {x3 = 0}, che

R
C= 5(—c059,—sin9,0),
R . .
P= 5(7 cosf, —sind,0) + R(cos ¢, sin g, 0) .

Allora
1 .5 R
Tort = 5]9 , Ut = —mgzic = mg< cos
(qui I ¢ il momento d’inerzia di -y rispetto all’asse di rotazione xs). Inoltre

vp = Ee(sin 0, —cos6,0) + Ro(—sin g, cos ¢,0)

cosicché i
1 2 92 .9 5.

Tp = §MR [z + ¢ —Opcos(0 — p)] .
Infine 1

Up=—-Mgxip = MgR(E cosf — cosp).
R.

1 MR?\ . .
Lip,0) =3 KI + TR)92 + MR23* — MR cos(d — o)

R 1
+ mg~ cosf + MgR(§ cosf — cosp) .
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3. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia di equazione

1

2 2
$3:ﬁ, $1+5E2>0,
V&) + x5
e soggetto a una forza
k
F = __ae37
T3

con 1 > a >0, k> 0 costanti.

Dimostrare che non sono possibili moti nei quali x3 diviene illimitata.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane le coordinate polari r > 0 e 6 € (0,27).
Allora, in coordinate lagrangiane,

? 1
OP = (Tcosﬁ,rsint?, —),
r
. . T
vp =Tru+ 10T — —<es.
r

Quindi
T 1 2 242 i
2 ( r4) ’

mentre il potenziale di F' é

k k
= zéfo‘ = ro-t,
a—1 a—1
La conservazione dell’energia dunque equivale a
1 . 2 k
TfU:—m(7*2+r292+T—)+ ol =B,
2 rd 11—«

ove E ¢ una costante determinata dalle condizioni iniziali. Si noti che E > 0 nelle
ipotesi fatte sopra. Inoltre, poiché T' > 0,

ossia

il che significa

4. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie liscia

z:f(\/:c2—|—y2), feC3(0,)).
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Il peso ¢é diretto nel verso positivo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 +32? = 72 > 0
é possibile se e solo se f'(7) < 0.

5. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza v di raggio 2L, centro C' e massa M
¢ vincolata a muoversi su un piano verticale fisso . Inoltre il punto medio @
del raggio C'A ove A ¢ un punto di v (solidale con essa) ¢ fisso su 7. Si noti
che @ ¢é solidale con la circonferenza, la quale percido ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi su ~.

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo € formato da C'A con la verticale ascendente; I’angolo ¢ formato da

CP con la verticale ascendente.
R.

[(I + mL2)92 +4mL2p% — 4mL20¢ cos(6 — )

N~

L(p,0) =
+ MgL cos 4+ mgL(cosf — 2cos ).

6. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia di equazione

xr3 = $%+$%>0,

1
2 2
r] + x5

e soggetto a una forza

k

F = ———€3
e b
T3

con 1> a >0, k>0 costanti.
Dimostrare che non sono possibili moti nei quali x3 diviene illimitata.

7. 115/12/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia

zZ=T+ y2 ,
ed é soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z. All’istante
iniziale il punto ¢ fermo nella posizione (1,0,1).
Trovare il moto del punto.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane (x,y). Quindi, se O
denota lorigine del sistema di riferimento,

O?: (‘Tayax+y2))

Vp = (:C,y,SC + 2yy) .
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Pertanto
1 .2 2\ -2 .. 2
L=T+U-= 5m 2¢° + (14 4y*)y° + dyzy| — mg(z +y°),
e le equazioni di Lagrange sono
2i + 2y + 292 + g =0,

(14 4y*)ij + 4dyy® + 2yi + 29y = 0,

con le condizioni iniziali
z(0)=1, y(0)=0;  &0)=0, 5(0)=0.

Non occorre risolvere il sistema in generale. Basta osservare che esiste la soluzione

(2(), y(t)) = (1 _ %tQ,O) .

(z(t), y(t), (1)) = (1 - %t2,0, 1- %tQ) .

8. [15/12/2005 (ex)I] Calcolare la lagrangiana di un punto materiale di
massa m che si muove sulla superficie

Z =2y,

soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z, e a una forza
costante
F =key, k>0.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane (x,y). Quindi, se O
denota lorigine del sistema di riferimento,

O?:(x7y,zy),
e
UP:(Z',y,Z'y+1'y)
Pertanto
1 2\ ,:2 24,2 1
£—2m (14 y*)z® + (1 4+ 2°)y” + 2zyzy| — mgay + kx,
R.

1
L= im[(l +yHi? + (14235 + Qxy:'vy] — mgzy + kx|

9. [7/4/2006 (ex)I] Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema formato
da due punti materiali P, P>, entrambi di massa m > 0, e vincolati alla
parabola liscia
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con a > 0. Su P, P, agiscono le forze
—
su P1: F1 :kPlPQ—)\el,
—
su PQZ F2 = k‘PQPl — ue,
ove k, A, u > 0 sono costanti.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane le ascisse dei due punti P;, in modo che

Pj:(acj,ax?,O), ji=1,2.
Con questa scelta, il potenziale delle forze é
k|==12
U(Z‘l,l'g) = 75 ’Plpg‘ — )\561 — HY2
k
= 75{@1 —9)% + (ax? — ax3)?} — Axy — pazs.
Inoltre I'energia cinetica é data da
1 1
T(.Il, X9, i‘l,:.CQ) = §m{:c§ + (2ax1x'1)2} + 5m{£€% + (2(11'23'52)2}
1
= 5m{jcfu +4a?2?) + #3(1 + 4a’z2)} .
Quindi
1
L(z1,T9,d1,39) = 5m{jcfu +4a?2?) + #3(1 + 4a’22)}

— 5{(:01 —29)? + (az? — az?)?} — Ay — paxd.

mi1 (1 + 4a®x?) + dma’z @3 + k{(21 — z2) + 2(a2? — ax3)ar1} + A =0,
mio(1 + 4a2x§) + dma’ryia + E{(xa —x1) + 2(am§ — am%)axg} + 2apuzre =0.

10. [22/9/2006 (ex)I] Scrivere la funzione lagrangiana del sistema formato

da due punti materiali P; e P, di massa m vincolati a una circonferenza fissa
di raggio R, che si attraggono a vicenda con una forza elastica di costante

k> 0.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le due anomalie polari ; dei P; nel sistema

(O, e;), che ha origine O nel centro della circonferenza, in modo che

07% = Rcosyp;e; + Rsinp;es,

2= R2p2.

3

|vPi
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11 potenziale della forza elastica é

k|=—=12
U=-g|PE|

= —kR*[1 — cos(p1 — p2)] .

. 1 . )
L(p1, 02, $1,P2) = §mR2(Sﬁf + ¢3) — kR*[1 — cos(p1 — p2)] -

11. [26/3/2007 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza R e massa
M é vincolata ad avere I'estremo A sull’asse fisso x3, e B sull’elica circolare

x1 = Rcosu, x9=Rsinu, x3=hu, —oo < u < 0.

Qui h > 0 ¢é costante, e (O, x;) denota il sistema di riferimento fisso.
Oltre al peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, I'asta & soggetta alla
forza elastica applicata in A

F——kOA,

con k costante positiva.
Scrivere le equazioni di moto dell’asta.

[Sugg. L’asta ha un solo grado di liberta.|
SOLUZIONE
Troviamo la lagrangiana. Sia y € R la coordinata tale che

OB = (Rcosy, Rsiny, hy) .
Si noti che
R? = |E|2 = R*cos’y + R*siny + (hy — x34)* = R* + (hy — x34)%,

che implica
x34(t) = hy(t), per ogni t

(ossia 'asta si mantiene orizzontale).
Dunque ’asta é parametrizzata da

O?(s):(scosy,ssiny,hy), 0<s<R.

Quindi

1 M ) M (B
T(y,9) = = — t; ds = — 292 + 2% d
i) =5 [ et ds= g [0 4R ds

Inoltre il potenziale delle forze applicate é

1
Uly) = —Mghy — §kzh2y2.
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Percio 5

M /R 1

Lly.9) = 5 (5 +h?) 5 — Mghy — 5kh%?,
2\3 2

e l'equazione di Lagrange é

R2

M(? +h2)gj+Mgh+k:h2y —0.
R2

M(? +h2)gj+Mgh+k:h2y —0.

12. [19/7/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove r = \/x2+y2 e  sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 27.

Sul punto agisce la forza peso, nel verso negativo dell’asse z.

Si dimostri che se f'(pg) = 0, con ¢y € (—m,m) dato, allora & possibile un
moto di P in cui ¢(t) = pg per ogni t.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

(r,p) € (0,00) x (—7,7).

Allora
X"(r,p) = rcospe; +rsinpes +rf(pes,
e
dx* . . . ) . , )
T (rcosp — prsing)e; + (rsing + oreosples + (7 f(p) +rf' (p)p)es .
Dunque

T = %m[f’Q(l +F(0)?) + 727 (14 f(9)?) + 2r70f (0) ()] -
Inoltre il potenziale della forza peso é

U = —mgz(r, ) = —mgrf(p) .
Dunque la lagrangiana é

L= %m[fz (1+ f(@)?) + 2@ (14 f'(0)%) + 2r7@f (0) ' (0)] — mgrf(e) .

Le equazioni di Lagrange sono quindi

% [ (1 £(9)2) +mref (9) £ (9)| =mrg? (141 (9)%) ~mif () f () +mg [ () = 0,
(1)
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

% {mr%p(l + fl((p)Q) + mrr'f(go)f’((p) — m7.“2f((p)f/((p) _ mr29b2fl(g0)fll((p)
—mrig[f'(0)? + flo) f(0)] + mgrf' () =0, (2)

Se p(t) = o e quindi $(t) = 0 per ogni t, si ha dalla (2)

S frilm (20) (o) — mi f (o) f (o) + morf' (o) = 0,

da cui
mr f' (o) [ f(po) + 9] = 0.

Questa ¢é soddisfatta se

f'(p0) = 0.
L’alternativa g
F=— , 3
f (o) ®)
non é realizzabile, perché la (1), nelle stesse ipotesi, da:
___9/(po)
1+ f(po)?”

che ¢ incompatibile con la (3).

13. [19/7/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove r = /22 + 132 e p sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 2.

Sul punto agisce una forza di potenziale

U =kzx,

con k > 0 costante.
Si dimostri che se f/(0) = 0, allora & possibile un moto di P in cui ¢(t) =0
per ogni t.

14. [13/12/2007 (ex)I] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata
e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;

e ad avere il centro C sull’asse xs.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Il peso & diretto come —es. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi A; e As:

Fy =-k0OA;, Fy, = —kyOAs,

ove si assume k1 > ko > 0.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane la coordinata y = x5 € R di C, e I'angolo
¢ € (—m, ) formato da A1 As con ey. La parametrizzazione di Ay Ay sara data da

O?(s) —0C + @(s) = yes + s(cos pe; + sin pes) ,

per —L < s < L.

Poiché le forze applicate sono conservative, possiamo scrivere la funzione lagrangia-
na del sistema.

L’energia cinetica dell’asta si pud ottenere per integrazione: si ha

d
EO?(S) = —spsinype; + (spcosp + g)es.

Dunque
1 [ m|d 2 1m L m 1 m
= 2I%op d:——'2/ 2ds + g2 = —[p? + Zg?
2/_L2L‘dt ()| ds=gop¢” | sTdst 50t =35lem+ 507,
ove
I:mL2
3

é il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo asse.
II potenziale delle forze é dato da

1 =12 1, |52
U = —mgy — Sk ‘OA1’ ~ 5k IOAQ‘
1 . 1
= —mgy — 5(1431 + k:g)y2 + (k1 — ko)Lysinp — 5([61 + kg)LQ.
Percio

m

. 1 .
5 9% — mgy — 5(]{31 + kg)y2 + (k1 — ko)Lysingp.

. 1,
L(yawvyaw) = 51902 =+

Le posizioni di equilibrio corrispondono a punti stazionari di U", ossia alle soluzioni
di

aUL

a0 = —(ky —k2)Lycosp =0,
ou* .
o9 =-—mg — (k1 + k2)y + (k1 — k2)Lsing =0.

La prima equazione da

a)y=0, oppure b) @E{—g,g}.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Nel caso a), la seconda equazione implica

sine — — "9
P T Lk — ko)

che é ammissibile solo se
mg < L(ky — k2),

e in questo caso determina due valori per ¢ (coincidenti se in essa vale 'uguaglian-
za).
Nel caso b), il valore di y ¢ determinato dalla seconda equazione, in corrispondenza

di ciascuno dei valori di .
R. Equazioni di Lagrange:

I$— (k1 —ka)Lycosp =0,
my +mg+ (k1 + ka)y — (k1 — k2)Lsing = 0.

Posizioni di equilibrio:

a)se  mg< Lki—ks),

al) y=0, @:arcsinﬁ,
a2) y=0, @zﬁfarcsinﬁ;
1— ke
mg k1 — ko T
bl = — + L, p=—,
) VT T ER T RE P72
mg k1 — ko T
b2 = — — L’ = —— .
) VT T AR RikD YT 2

15.[13/12/2007 (ex)II] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L ¢& vincolata
e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;
e ad avere il centro C sull’asse xs.

Il peso & diretto come ey. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi A; e As:

Fy, =—-kOA;, Fy, = —kyOAs,

ove si assume ko > k1 > 0.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.
R. Equazioni di Lagrange:
I¢ — (kg — k2)Lycosp =0,
mg —mg~+ (k1 + ka)y — (k1 — k2)Lsing = 0.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Posizioni di equilibrio:

a)se  mg < Lks— k),

. mg
al =0, = arcsin ——————,
) 7 L(ks — k1)
. mg
a2 =0, =T —arcsin ————
) y @ T — )
ki —k
b)) y=—2 2L, =<

= + ) a0
ki+ke ki+ke 2
mg k1 — ko T
b2 _ _ L, o=-ZI.
) Y itk Rtk T2

16. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera
di raggio R > 0
x3 + a3 + a3 = R?,

ed é soggetto

e alla forza peso, diretta come —es;

e alla forza elastica F' = —kﬁ, ove N = (0,0, R). Qui k > 0 ¢ costante.
Determinare

1. le equazioni di moto;

2. per quali quote x3 sono possibili moti circolari a quota x3 costante.

SOLUZIONE
Usiamo le coordinate lagrangiane

—T<p< T, 0<f<m,
tali che
r1p = Rcosysinb,
Top = Rsinpsind
r3p = Rcosf.
Quindi
oX"
90 R(—singsin b, cos psinb,0) ,
¥
axL
50— R(cos @ cosb,sin ¢ cosf, —sinb),
e

NP = R(cospsind,sinpsinf, cosd — 1).
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Le componenti lagrangiane delle forze sono

oxX" oxX"
Q¢:—m963'%—kﬁ' 850 :0,
e
QQZ*TI’LQEQ,'%*]CW' 8;2 = (mg — kR)Rsin®.

Inoltre I'energia cinetica é secondo la rappresentazione lagrangiana

2
)2

1 |ax® 1
2 9, o0 72" o0

2 L L L
mo L - .9 maX .8X 0 1 ‘QX
12

1 1 .
= 5mR2 sin? 92 + 5mRW .

Quindi le equazioni di Lagrange sono
d
o (mR2 sin? 9¢) ~0,

.1

mR%*0 — 5mR2 sin 20¢? = (mg — kR)Rsin6.

Se il punto si muove di moto circolare a quota costante, allora 6 é costante, e dalla
prima equazione segue che

p=0, cioé p(t) = o costante,
e quindi dalla seconda equazione
kR —mg

mRp3

cosb =

Percio se kR > mg sono ammissibili tutti i valori @ € (0,7/2), se kR < mg sono
ammissibili tutti i valori § € (w/2,7), se kR = mg, é ammissibile solo il valore
0=m/2.

R. Le equazioni di moto sono:

d
T (mR2 sin? 9@) =0,
.1
mR%*0 — §mR2 sin 20¢? = (mg — kR)Rsin# .

I moti circolari sono possibili alle quote:

0<z3 <R, kR > mg,
23 =0, kR =mg,
—R<x3<0, kR <mg.

17. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’elica
circolare

x1 = Rcosyp,
ro = Rsingp,
3 = ay,
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

ove a e R sono costanti positive.
Il punto é soggetto alla forza peso, ortogonale all’asse dell’elica,

F = —mges .

Scrivere ’equazione di moto del punto.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢. La velocita é

v = ¢@(—Rsiny, Rcosp,a),

per cui ’energia cinetica é

Percio la funzione lagrangiana é

1
L=T"—-U"= §m¢2(R2 +a?) —mgRsing.

(R*+a*)¢+ gRcosp = 0. (1)

18. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ sottoposta
al seguenti vincoli:

e giace sul piano x3 = 0;
e il centro C' appartiene alla curva

T9 = —bcosazxy, z3=0.

L’asta & sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse xo;
e le due forze elastiche
|
14,

Fao=—kA A Fp——kBB,

ove A; [rispettivamente Bj] ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;

2. dare una condizione sui dati iniziali perché I’asta nel suo moto compia
una rotazione completa.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinate lagrangiane

T =x1C, reR,
e I'angolo ¢ tale che
E:2L(cos<pel+singpeg), —T<p< .
Le due forze F 4 e F g sono date da
Fy=—kxaa, Fp = —kxsp,
che hanno potenziale
— (w34 +a3p) -

2
Quindi il potenziale lagrangiano risultera uguale a

k k
U*(x,p) = mgbcosax — §(fbcosaz — Lsing)? — =(—~bcosax + Lsin p)?

5

= mgbcosax — k(b* cos? ax + L?sin’

@)
L’energia cinetica dell’asta, secondo il teorema di Kénig, é data da
1 1
T"(z,p) = §m:'v2(1 + a®b?sin? ax) + §Igb2 ,
ove I é il momento d’inerzia dell’asta intorno all’asse centrale ad essa ortogonale.

Quindi le equazioni di Lagrange sono

1
T [ma(1+ a®b*sin® az)] — ima3b29b2 sin 2ax

— kab? sin 2az + mgabsinaz =0,

I$+kL?sin2p =0.
2) La condizione richiesta per esempio pud essere ottenuta imponendo che la deri-
vata ¢ si mantenga uniformemente distaccata da 0, ossia che

|o(t)] > ¢ >0, per ogni t.

Moltiplicando la seconda equazione di Lagrange per ¢ e integrando, si ha
1 1 1 1
§I<p(t)2 = 5I<p(0)2 + 5/rfLQ(cosagp(t) —cos2¢(0)) > §I¢(0)2 — kL.

Dunque saremo nelle condizioni richieste se per esempio

2kL?
sb(O)Q > I °

R. Le equazioni di Lagrange sono:
1
mi(1 + ab?sin” ax) + mi2a®b? sin 20z — EmastiQ sin 2ax
— kab?sin 2az + mgabsinax = 0,

I$+kL?sin2¢ =0.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

La condizione per esempio é:

19. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ sottoposta
al seguenti vincoli:

e giace sul piano x5 = 0;
e il centro C appartiene alla curva

T9 = acosbxy, 3 =0.

L’asta é sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse xo;

e le due forze elastiche

FA:—]CAlA, FB:_k:Blga

ove A; |rispettivamente Bj| ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;

2. dare una condizione sui dati iniziali perché I’asta nel suo moto compia
una rotazione completa.

R. Le equazioni di Lagrange sono:

1
mi(1 + a?b?sin® bx) + mi2a®b® sin 2bz — ~ma’b3i? sin 2bx
— ka®bsin 2bx + mgabsinbr =0,
I$+ EkL?sin2¢ =0.

La condizione per esempio é:

2kL?

20. [12/9/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza L & vin-
colata ad avere 'estremo A nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, ei).

All’estremo B ¢é applicata la forza

F = —k?$163 s
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con k > 0 costante.
Le condizioni iniziali sono tali che al tempo ¢t =0
Vo Vo
vp = —e; + —ey.

L
e — —ey,
! V2 2 V2 V2

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.
SOLUZIONE
A) Scegliamo le due coordinate lagrangiane

L
0B =7

@E(fﬂvﬂ)a QE(O,W),
tali che AB sia parametrizzata da
X" (p,0; A(s)) = scospsinfe; + ssin@sin fes + s cosbes ,

con0<s<L.
La velocita v" quindi é

ot — ,aXL+éaXL
=~ Y5, 90
con

oxX* . . .
3 = —ssinysinfe; + scospsinfes ,
¥
oX* . .
20 = scos cosfe; + ssinpcosfes — ssinfes .

Dunque I’energia cinetica é

1 [ . 12 .
T = —/ %52@2 sin? @ + 6%)ds = mT(ng sin? 0 + 6?).
0

Le componenti lagrangiane delle forze sono

L 0X5
a0

o XY

=0, F = kL% cospsin 6.
dp

Dunque si hanno le equazioni di Lagrange

L? d
m3 E(¢sin2 9) = 0,
L2 . L2
m3 0— m6 % sin 20 = kL? cos psin® 6.

B) Alllistante iniziale si ha

Dalla prima delle equazioni di Lagrange si ottiene dunque

¢@ﬁm€ou):gxmsm?9m):§%, t>0.
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R. Equazioni di Lagrange:
mL? d

3 E(gbsinQ 0) =0,
L2 . L2
m3 0— m6 % sin 20 = kL2 cos psin® 6.
Integrale primo:
psin®f = 2.
L

21. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

1 = Rcosyp,

xQ:ﬁsmcp, —r<p<m.
R .

r3 = —=singp,

V2

ove R > 0 é costante.
Il punto é soggetto alla forza elastica

F——kCP,

ove k > 0 é costante, e

O?:Reg,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto é anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.
e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

SOLUZIONE
A) Usiamo il formalismo lagrangiano; scegliamo la coordinata ¢ come coordinata
lagrangiana in

—T<pe<T.

In questo modo si ha

v" = R¢ ( si L cos 1 cos )
= —SsSme, — s T = )
7 v \/5 v \/5 4

e anche

k 2 1 1
U(p) = —3 C.})" — mgrs = —k:R2<1 — ﬁsintp) — 7§ngsin<p.

Percio

1 1 1
E:—mRQ'Q—kRQ(lf—sin )f—m Rsino.
SmR 75 5ine) - EmgRsing
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L’equazione di moto dunque sara
. k1 g
= ———=CoSp — ——=COSY.
TR T RACTY

B) 11 potenziale si puo scrivere come

R
U"(p) = costante + — (kR — mg) sing.

V2
Quindi ha un massimo isolato in ¢ = w/2 e un minimo isolato in ¢ = —7/2 se
kR > mg,
e viceversa se vale la disuguaglianza opposta.
Se
kR =mg,
tutte le posizioni sono di equilibrio (instabile).
R.
. k1 g
= ——=cosp— cos .
¥ m 2 ¥ RV2 ¥
™ . T . .
p = 5 stabile, p = —3 instabile, se kR > mg;
p= g instabile, p= —g stabile, se kR < mg;

tutte le posizioni sono di equilibrio instabile se kR = mg.

22. [12/9/2008 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L &
vincolata ad avere il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, ei).

All’estremo B ¢é applicata la forza
F = —k$263,

con k > 0 costante.
Le condizioni iniziali sono tali che al tempo ¢t = 0

L
0B =

L
el — —=ey, v =0.
V2

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.
R. Equazioni di Lagrange:

2 d
mg E(QOSIHQQ) :0,
L2 . L2
m3 b m6 ¢?sin20 = kL% sin psin?6 .

Integrale primo:
»=0.
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23. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

1 = Rcosyp,
xQ—TSincp, _r<o<n
T3 = —=sinyp,

V2

ove R > 0 é costante.
Il punto & soggetto alla forza

F—kCP,

ove k > 0 & costante, e

O? = —Reg,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto & anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

R.
. 1 g
= ———=COoSp — ——=COSY.
TR T RACTY
m . T . .
p= 5 stabile, p= —3 instabile, se kR > mg;
p= g instabile, p= —g stabile, se kR < mg;

tutte le posizioni sono di equilibrio instabile se kR = mg.
24. [12/6/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla curva
x
T3 = 0, —1 + =2 = 1 ;
ed é soggetto alla forza

Fp— —kAD,

ove

O—1>4:R63.

Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.
Si determinino ’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.
SOLUZIONE
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A) Usiamo come coordinata lagrangiana I'angolo ¢ € (—m,7) tale che la posizione
del punto sia data da
X"(p) = acospe; + bsinpes .

L’energia cinetica dunque é
L . L 9, 5.2 2 .2
T (o, ) = Smep (a” sin® ¢ + b” cos” ) .
II potenziale della forza elastica é
L ko o 2 2 .2 2
Ut(p) = —§(a cos” ¢ + b”sin“ o + R%),

per cui la lagrangiana é

1 k
L= §mgb2(a2 sin? ¢ + b cos? @) — §(a2 cos? o 4+ b?sin? ¢ + R?).
L’equazione di Lagrange sara percio
d S22 2 2 L 9.9 oy koo oy
E[mtp(a sin® ¢ + b cos” )] — 5P (a® —b%)sin2¢ — §(a —b%)sin2¢ =0.

B) All’equilibrio, cioé per ¢ = @y, si deve avere

k
—§(a2 —b?*)sin2¢ =0,
cioé una tra le -
900::':57 0o =0, o =T.

La soluzione ¢y = 7 in effetti é fuori dell’aperto di variazione () della coordinata
lagrangiana, ma la si trova scegliendo invece @Q = (0,27): i calcoli restano invariati.

R.
1
m@(a® sin? p + b? cos? @) + §(mgb2 —k)(a® = b*)sin2¢ =0,
0
@0:i§a @0:05 Yo =T.

25. [12/6/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla curva

2 2
x x
1 2
) a2 b2 )

ed é soggetto alla forza

Fp=kAD,
a:—Reg,

ove

e al peso
Fpeso = —mges.
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Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.

Si determinino ’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.
R.

1
m@(a® sin? p + b? cos® @) + §(mgb2 +k)(a® = b*)sin2p =0,

™
@0:i§a

¥o = 0) Yo =T.
26. [15/7/2009 (ex)I] Un punto P di massa m € vincolato al cilindro
x} 4 23 = R?.

Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
O?(O) = R61 s ’U(O) = Vo€ .
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

2. Dare una condizione su vy perché risulti O?(t) ortogonale a e; prima
che z3p(t) = —R.

SOLUZIONE
1) II punto ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane

z=xz3p € R, p € (—m,m),

tali che
O? = Rcosye; + Rsin pey + ze3 .

Allora i .

T — —m|v|2 — —m(RngQ T 22),

2 2
e
U" = —mgxs(z, ) = —mgz.

Dunque

1 ) .
L(s,9) = (R + 5%) — mgz,
e le equazioni di Lagrange sono

mR%¢ =0,

mz+mg=20.

2) La soluzione corrispondente ai dati iniziali assegnati, ossia a
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Dunque vogliamo che il primo t tale che

vl
H="2f=Z
(o) = ol = T

soddisfi

Questo significa

27.[15/7/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato al cilindro
3t + 22 =R,
Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
@(0) = —Rey, v(0) = —vpeq .
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

2. Dare una condizione su vy perché O?(t) ritorni ortogonale a ez (per
un tempo positivo t) con z3p(t) > —R.

28. [11/9/2009 (ex)I] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato
al bordo del disco.

Il rigido ¢ vincolato a ruotare intorno all’asse x; del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,
che ¢é a sua volta fissato nell’origine O.
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La forza peso ¢é diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce anche
la forza elastica

Fp=—kAD,
applicata in P, ove A ¢é tale che
O—1>4 = Lesy.
Qui k, L, R sono costanti positive.
e Scrivere le equazioni di moto del rigido.

e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

SOLUZIONE
A) Visto che il rigido ¢ vincolato a ruotare intorno a un asse fisso, ha un solo grado
di liberta. Introduciamo come coordinata lagrangiana I’angolo ¢ € (—m, ) tale che

O? = Rcospes + Rsinpes .

L’energia cinetica del rigido é data da

T = T(Ifisco + T,

punto

= %Ich + %mRngQ.
Entrambe le forze applicate sono conservative; il potenziale della forza elastica é
0= —g }ﬁr = —;[(L — Rcos)? + R?sin® ¢]
= g[L2 + R?* —2LRcos ).
Prendendo poi come livello zero per il potenziale gravitazionale xs = 0, si ha
Upeso = Upesoidisco T Upeso:p = Upesorp = —mgRsing.

Dunque la lagrangiana del sistema é

1 1
L= §Igb2 + §mR2gb2 + kLRcosp —mgRsinp,
e I'equazione di Lagrange é

(I + mR*)¢ = —kLRsinp —mgRcos .

B) Le posizioni di equilibrio corrispondono a

du*
= —kLRsinp —mgRcosp =0,
de
ossia a
o MY
gcpf kLv
che ha come soluzioni
We(-30). amarre(5o)
= — ar E— _ — frd — .
®o ankL 23 ) ©1 ®o ™ 237T
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Per studiare la stabilita calcoliamo

v
12 = —kLRcosyp +mgRsiny.
Dunque
a*ur a*ur
d—(pg(sﬁo)<0, d—(p2(<P1)>0,

e quindi ¢y € un punto di massimo isolato, e percio é stabile; invece @1 € un punto
di minimo isolato, e percio é instabile.

R.
(I + mR*)¢ = —kLRsinp —mgRcos .
po = — arctg % € (f g, 0) , stabile;
7T . .
P1=@o+mE (g,ﬂ) ) instabile.

29. [11/9/2009 (ex)II] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato
al bordo del disco.

Il rigido é vincolato a ruotare intorno all’asse x1 del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,
che ¢é a sua volta fissato nell’origine O.

La forza peso ¢é diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce anche

la forza elastica
Fa=—kAQ,

ove () é il punto solidale con il rigido tale che

CP=-CQ.

e A ¢ tale che .
OA = Leg .

Qui k, L, R sono costanti positive.

e Scrivere le equazioni di moto del rigido.

e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

R.
(I +mR?)p = kLRsinp —mgRcos .
(o = arctg % € (0, g) , instabile;
p1 = —TE (,W,,g) , stabile.

30. [25/1/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
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e a giacere sul piano x3 = 0;
e ad avere l'estremo A sulla curva
x9 = [ cos(axy), x3=0.
Qui «, B > 0 sono costanti.

L’asta & soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
x9.

Scrivere la lagrangiana dell’asta.

SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane

r=T14 € R, p € (—m,m),
tali che
E = 2L cos peq + 2L sin pes .

Percio il punto generico P dell’asta é dato da
ﬁ = O—1>4 + ﬁ = zej + fcos(ax)es + scosper + ssinpes
0 < s < 2L, e la sua velocita é data da
v=(&— spsinp)e; + (—afzsin(az) + spcosp)es .

Pertanto

2L

1
- (&2 —2sdp sin p+s2p?+a? B2i? sin? (ax) —2aBips sin(ax) cos ) ds

=531 ),
m 2mL?

= 3(1 + o B2 sin?(ax))2? — mL(sin o + af sin(ax) cos p)ip + 5 v

II potenziale della forza peso é

L

U" = —mgzac = —mg(f cos(ax) + Lsingp).
R.

mL? e
3

— mg(B cos(ax) + Lsingp).

2
L= %(1 + o?B?sin?(ax))i? — mL(sin ¢ + af sin(ax) cos p)iy +

31. [25/1/2010 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x5 = 0;
e ad avere il centro C sulla curva
x9 = [ cos(axy), x3=0.

Qui «, B > 0 sono costanti.
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L’asta & soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
x9.
Scrivere la lagrangiana dell’asta.

R.
mL?

6

m

2

L (1+ o?B*sin’(ax))i? + ¢* — mgp cos(ax) .

32. 22/2/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie
x3 = asin(fzy) + v,

ove «, 3, 7y sono costanti positive.
Il punto é soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

OP(0) = 0.

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (z;).
Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto ¢ piano.
SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane x = x1, y = 2 € R.
Allora

v = te; + yes + [af cos(Bx) + 2vyiles ,

Ut(z,y) = —mglasin(Bz) + vy°].
Quindi la lagrangiana é
1
L= §m{[1 + o® B2 cos?(Bz)|2* + (1 + 4v°y*)y* + daByigy cos(Bz) }
— mg[asin(Bzr) + vy .

Le equazioni di moto dunque sono

%{m([l + B cos?(Bx))d + 2aBvyy cos(Bx)) | + %ma253 sin(2pz)4>

+ 2mafZyigy sin(Bz) + mgaB cos(Bx) =0,

d
E{m((l + 472y2)y' + 203yiy COS(ﬂz)) } _ 4m,}/2yy-2

— 2mafyiy cos(fx) + 2mgyy = 0.

Si vede (usando il teorema di unicita) che la soluzione é tale che y = 0, quindi il

moto avviene sul piano xo = 0.
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%{m([l + a®B? cos?(Bz))d + 2aBvyy cos(Bx)) } + %ma253 sin(26z)4>

+ 2maf?yigy sin(Bz) + mgaB cos(Bx) =0,

d
E{m((l + 472y2)y' + 203yiy COS(ﬂz)) } _ 4m,}/2yy-2

— 2mafByiy cos(fx) + 2mgyy = 0.

33. [22/2/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
x3 = asin(Bx1) + ya3,

ove «, 3, 7y sono costanti positive.
Il punto é soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

? 1 1
@) (0):—161—}——62—{—(——&)63.
Y Y

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (z;).

Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto ¢ piano.
R.

%{m([l + o 82 cos® (Bx)]E + 2a6vyy cos(ﬁac))} + %maQﬁg sin(26x)2?

+ 2maByiyy sin(fz) + mgaB cos(Bx) =0,

d
{1+ 49%y")j + 20B8viy cos(Bx)) } — dmryyg?

— 2mafyiy cos(fx) + 2mgyy = 0.

34.[9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera
x%—{—x%—l—x% = R%.

Il punto & soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z3 e
alla forza
F = ariesn.

Qui o, R > 0 sono costanti, e (O, x;) denota il sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange per il moto.
SOLUZIONE
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Si noti che F' non é conservativa, dunque non si puo usare la funzione lagrangiana.
Scegliamo le coordinate lagrangiane ¢ € (—m,7), 8 € (0,7) in modo che

x1 = Rcospsind,
To = Rsinpsinf,

x3 = Rcosf.

Dunque

vp = R[(—@sinpsinb + 6 cos pcos f)e;
+ (¢ cos psin @ + Osin p cos f)eq — Osin fes) .

Quindi
1 .
T = 5mR2(<p2 sin? 0 + 6?).

Le componenti lagrangiane delle forze sono date, secondo la loro definizione, da:

L
Qp = (—mges + az1esz) - = —mg -0+ axiRcospsind

Oy

= ar1Rcospsinb,

e da: :

20 = mgRsin € + axy Rsin @ cosf .

Qo = (—mges + ax,e3) -

T [mR%¢sin® 0] = axy Rcos psinf
d

. 1
E[mRQH] - §mR2gb2 sin20 = mgRsinf + ax; Rsinpcosf .

35. [20/1/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato al
cilindro
x} 4 23 = R?.

Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse x3. Il punto parte
dalla posizione (R,0,0), con velocita iniziale v(0) tale che

v(0) - e >0, v(0)-e3 > 0.

Dare una condizione su v(0) che garantisca che nell’istante in cui il punto
raggiunge la sua massima quota x3 esso si trovi sulla retta

CElz—R, 562:0.

SOLUZIONE
Introduciamo le coordinate lagrangiane

z=ux3p € R, (pE(———
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tali che se O ¢ I'origine del sistema di riferimento
0P = (Rcosg, Rsin, z) .
Dunque la velocita di P é data da
v = (—Rpsinp, Rpcosy, 2).
1I potenziale lagrangiano invece é
U (z,p) = —mgz.

Dunque la lagrangiana é data da

1
L= §m(R2<p2 +2%) —mgz,
per cui le equazioni di Lagrange sono

mR*¢ =0,
mz+mg=20.

Usando i dati del problema indichiamo le condizioni iniziali con
2(0)=0, ¢0)=0, 2(0)=2>0, @(0)=¢py>0.
A questo punto le equazioni di Lagrange si integrano immediatamente ottenendo
A0) = 2ot~ 2o, lt) = ot
L’istante in cui P raggiunge la quota massima é pertanto

F= 20
g

3

e quindi in tale istante deve valere secondo la richiesta del problema

. - $oZo
= p(t) = ot = Sﬁg .

R
’U(O):¥62+)\63, A>0.

36. [20/1/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato al
cilindro
¥+ 2 =R,

Sul punto agisce la forza elastica
F——kOP,

ove k > 0 & costante e O é 'origine del sistema di riferimento.
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I1 punto parte dalla posizione (R,0,0), con velocita iniziale v(0) tale che
v(0)-e3 >0, v(0)-e3>0.

Dare una condizione su v(0) che garantisca che nell’istante in cui il punto
raggiunge la sua massima quota x3 esso si trovi sulla retta

1‘1=—R, 1‘2:0.

SOLUZIONE
Introduciamo le coordinate lagrangiane

z=x3p € R, @6(—%,3;),
tali che se O é lorigine del sistema di riferimento
0P = (Rcosy, Rsiny, z) .
Dunque la velocita di P é data da
v = (—Rysinp, Rpcosp, %) .

1I potenziale lagrangiano invece é
L k 2 2
Dunque la lagrangiana é data da
1 2.2 | 2 ko 2
L=gm(R°¢"+27) = S (R +27),
per cui le equazioni di Lagrange sono

mR%*¢ =0,
mzZ+kz=0.

Usando i dati del problema indichiamo le condizioni iniziali con
2(0)=0, ¢(0)=0, 20)=2>0, ¢(0)=¢o>0.

Le equazioni di Lagrange si integrano esattamente ottenendo

o(t) = ot , z(t) = %sin(wt) , W= \/g

La massima quota Zy/w viene raggiunta nell’istante

_om
t=—,
2w
in cui dobbiamo pertanto imporre
p(t) = ot =7.
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k
’U(O):QRHEQQ—FMEP,, w>0.

37. [17/2/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato a
muoversi su una sfera di raggio R con centro nell’origine O del sistema di
riferimento fisso. Su di esso non sono applicate forze.

Si mostri che, a parte il caso della quiete, la traiettoria é sempre una circon-
ferenza di raggio R, indicandone la dipendenza dalle condizioni iniziali del
moto.

SOLUZIONE
Possiamo scegliere come rappresentazione lagrangiana del moto

X"(p,0) = Rcos psinfu; + Rsinpsinus + R cosbus,

conp € (—m,m), 0 € (0,7), ove la terna ortonormale fissa (up,) € stata scelta proprio
in modo tale che, intanto, valga

0P(0) = X* @ g) — Ru.

Dunque '
vp(0) = R(0)uz — RO(O)us,
e scegliamo ora

O], we(0)
R 0r(0)]

$(0)=0,  0(0)=

se vp(0) # 0; altrimenti ug e percid ug restano arbitrari.
L’energia cinetica é data da

1 .
T" = §mR2 (¢?sin? 0 + 62).

Dunque le equazioni di Lagrange sono

d
&(QO sin 9) =0 y
do
e ¢?sinfcosh =0,
con le condizioni iniziali
0
p0)=0, 60)=2, =0, d0)=-"20

Dunque é facile vedere che il sistema di Lagrange é risolto da

™

(e(t).0)) = (0,0(0)t + ).

R. II moto avviene sulla circonferenza massima che passa per la posizione iniziale

quiete.
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38. [17/2/2014 (ex)I] Un disco D di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano z3 = 0. Qui (O, (z)) ¢ il sistema di riferimento
fisso. Su di esso agisce una distribuzione di forze

dF(P) = \CP x esdu, PeD,

ove dy rappresenta la misura di superficie sul disco, e A > 0 é costante.

Scrivere le equazioni di Lagrange del disco.

SOLUZIONE

Il rigido ha tre gradi di liberta; scegliamo in corrispondenza le tre coordinate
lagrangiane

xelCGRa y::CQCERa (pE(—ﬂ',ﬂ'),

ove  é tale che N
CA = Rcospe; + Rsin pes

e A ¢ un punto solidale con il disco sul suo bordo. L’energia cinetica del disco pud
essere trovata con il teorema di Koénig:

1 1
T:§M|vc|2+§aw-w,

ove w ¢é la velocita angolare del disco e o il suo tensore d’inerzia in C. Dunque
L 1 2 2 1 .2
T = 5M(ag +9 )+§(21)<p :

se I indica il momento d’inerzia diametrale del disco.
Dobbiamo poi calcolare le componenti lagrangiane delle forze. Si ha la parametriz-
zazione lagrangiana

X" (z,y,p;s,0) = ver + yes + scos(p + 0)ey + ssin(p + 0)es

ove s € [0, R] e 6 € [0,27) sono due parametri geometrici del disco; in pratica s €

la distanza dal centro e § un’anomalia polare solidale che ha C'A come semiretta di
riferimento.
Calcoliamo intanto

CP x es = —scos(p + 0)es + ssin(¢p + 0)e; .

Poi si ha per definizione di componenti lagrangiane delle forze:

L R 27
Qz:// dF~aé§ :A/ / CP % e - ey5dsdf
D 0 0

R r27m
:)\/ / ssin(p +0)dsdd = 0.
o Jo

Analogamente @, = 0. Infine

b & R p27
Qo = // dF- 0X _ )\/ / [— cos(p+0)ex+sin(p+0)e;]-[— sin(p+0)e; +-cos(p+0)es)s® ds db
D o Jo

O
R 27 R4
:)\/ s3ds/ (=1)df = —2mA— .
0 0 4
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R.
Mi=0,
My=0,
4
2Ip = —wA—

39. [17/2/2014 (ex)II] Un disco D di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano 3 = 0. Qui (O, (z3)) ¢ il sistema di riferimento
fisso. Su di esso agisce una distribuzione di forze

dF(P) = |CPles x CPdu, PeD,

ove dy rappresenta la misura di superficie sul disco, e A > 0 & costante.

Scrivere le equazioni di Lagrange del disco.
R.

40. [19/6/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie S ottenuta ruotando la parabola

.%'QZL-FO(.%'%, r3 € R,

intorno all’asse x3. Qui L e « sono costanti positive.
Su di esso agisce il peso
—mges .

Si assuma che il moto avvenga tutto o sulla parte di S ove 3 > 0 o su quella
ove x3 < 0.

e Si scrivano le equazioni di moto di P.

e Si dica se sono possibili moti in cui P si mantiene a distanza fissa
dall’asse x3, e li si descriva qualitativamente.

SOLUZIONE
La superficie S ha equazione

\/z%Jrz%:LjLazg, r3 € R.
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Scegliamo come coordinate lagrangiane quelle polari della proiezione di P su x3 = 0,

cosicché
vr—1L
«

O.}%:rcosgoul + rsin pug + us ,

over € (L,+00), ¢ € (0,27). Qui e di seguito usiamo la convenzione per cui nei
simboli + e F il segno superiore corrisponde alla parte di S ove x3 > 0, quello
inferiore alla parte ove x3 < 0.

Quindi con calcoli immediati

1
2 -2 2 .92
| P| " ( 4CY(T_ L) " 7

r—L
VT

U= —mgzrs = Fmyg
e quindi la lagrangiana é

2.2 VI —
m)ﬁLT@}:Fmg \/aL.

L= %m{fQ(lJr

Le equazioni di Lagrange sono

1+ )]l F o5 ) =0,
%[mr%b] =0.

Quindi in un moto in cui r = rg > 0 costante, si deve avere anche ¢ = g costante

(&
o 1

g
= i— ——-
20T 9 a rovio — L
il che é possibile solo se il moto avviene sulla falda superiore di S.
R.

%[mi’(l + m)} fm[rng Zligm] =0,
%[mr%b] =0.

I moti con r = rg costante possono avvenire solo su x3 > 0 e sono moti circolari

uniformi con
g 1

2 _
(PO 2\/& TO\/TO_L

41. [17/7/2014 (ex)I] Due aste AB e C'D di uguale lunghezza 2L e massa
M sono vincolate a giacere nel piano x3 = 0 e ad avere ciascuna il centro in
un punto fisso del piano xs = 0, ossia rispettivamente

— ——
OP, =0, OP, = Req

305



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

ove P [Py ¢ il centro di AB [CD]e R >4L. Qui S = (0, (e;)) ¢ il sistema
di riferimento fisso, e le (x;) sono le coordinate in tale sistema.
Gli estremi A e C' si attraggono con forza elastica

F,=kAC = —F¢,

con k > 0.

Ricavare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

<P 2 ) 2 7r ) 2 ) 2 Tr )
tali che

ﬁ = 2L cospey + 2L sin pe, C"ﬁ = 2L cosfe; + 2L sinfesy .

Dunque
AC = (R— Lcos®+ Lcosp)e; + (—Lsinf + Lsiny)es .

Quindi il potenziale elastico é

k
R? 4+ 2L% — 217 cos(0 — ) + 2RL(cos ¢ — cosf)].

U‘ - —5[

Le equazioni che danno ’equilibrio sono pertanto

aUL
5 = L?ksin(f — ¢) + RLksing =0,
©
L
aaUe = —L?ksin(0 — p) — RLksinf = 0.

Pertanto all’equilibrio si ha
sinp = sinf

il che implica uno dei due casi
A) =9, B) 0=7n—¢.
Nel caso i) si ha
sin(f — ) =sin0=0 = sinp=0 = ¢ei{0,7}.

Nel caso ii) si ha invece

sin(f — o) = sin(m — 2¢p) = sin(2¢p) ,
Usando la prima delle due equazioni sopra si ottiene percio

2Lsinpcose + Rsingp =0,

il che implica I’alternativa

sing=0 = (p,0) € {(0,7),(r,0)},

306



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

oppure

R
i 0 = =——<-2
sin @ # cos 5T < ,
che é impossibile.
Concludendo le posizioni (¢, 8) di equilibrio sono date da

(0,0, (m,m), (0,m), (m,0).

Calcoliamo le componenti della matrice hessiana

2770
86U2 = —L*kcos(0 — ) + RLkcos p,
14
2770
g g@ = L%k cos(0 — @),
¥
ou*

=-I? —¢)—RL .
899 kcos(d — ¢) — RLkcos 0

Si vede facilmente che in (0,0) e in (7, ) la matrice hessiana ¢ indefinita, mentre
in (0, 7) é definita positiva. Infine in (m,0) & definita negativa.
R. Le posizioni di equilibrio sono: (0,0), (7, ), (0, ) (instabili), e (7,0) (stabile).

42. [13/1/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v; di massa M e raggio R
¢é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0, con il centro coincidente con
Porigine O del sistema di riferimento fisso. Qui le z; indicano le coordinate
in tale sistema.

Una seconda circonferenza v, di centro C, raggio r < R e massa m é vincolata
a rotolare senza strisciare su ~y;, mantenendosi al suo interno e giacendo
anch’essa sul piano x3 = 0.

Il peso ¢é diretto come —es.

Si determinino le velocitd angolari delle due circonferenze e si scrivano le
equazioni di Lagrange del sistema.

[Si scelgano come coordinate lagrangiane le anomalie polari 6 di un punto A

solidale con ;1 e ¢ di C']

SOLUZIONE

1l sistema ha due gradi di liberta; scegliamo come coordinate lagrangiane 6 €
(—m,m) e p € (—m,7) tali che

—
OA = Rcosfe; + Rsinfes , O? = pcospe; + psin ey,

ove A € v é un punto solidale con v, e p:= R —.
Indichiamo con B il punto in cui 7y, e v si toccano in un istante t fissato ad arbitrio.
Sia poi B;, i = 1, 2 il punto solidale con -y; tale che per t =t si abbia B; = B. Per
definizione di contatto senza strisciamento si deve avere in tale istante

UB, = UB, - (1)

Si noti che vale per ovvi motivi geometrici

s
OB; = Rcospe; + Rsinpes , i=1,2,
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e dunque
— . .
vp, = w~, X OB1 = RO[—sinpe; + cos pey] .

Inoltre
vp, = Vo +w,, X CBy.

Si ha subito
veo = pp[—sinpe; + cos pes], CBy = rcospe; + rsin pes .
Dato che il moto della terna solidale con v, é una rotazione di asse es si avra
Wr, = W3e3.

Per determinare ws imponiamo la (1), ottenendo con i calcoli che essa é equivalente
a

R.
w3z = —9 — B(p
r r
Percio I’energia cinetica del sistema é data da
1 : 1 R. 2 1
T" = ~MR%*0* + —mr? (—9 - ng) + —mp?p?,
2 2 r r 2

ove si é usato anche il teorema di Kénig. Il potenziale della forza peso ¢

U" = —mgxec = —mgpsing.
R. R
w,, = Oes, ww:(?ﬁfggb)eg, p=R—r.
d

= {MRQé + mRr(%é - /;)gb)} —0,

d R,
—[— mrp(—@ — /—)gb) —l—megb} +mgpcosp =0.
dt r r

43.[13/1/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale y; di massa M e raggio R
¢é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0, con il centro coincidente con
Porigine O del sistema di riferimento fisso. Qui le z; indicano le coordinate
in tale sistema.

Una seconda circonferenza 7 di centro C, raggio r e massa m & vincolata
a rotolare senza strisciare su 71, mantenendosi al suo esterno e giacendo
anch’essa sul piano x3 = 0.

Il peso ¢é diretto come —es.

Si determinino le velocitd angolari delle due circonferenze e si scrivano le
equazioni di Lagrange del sistema.

[Si scelgano come coordinate lagrangiane le anomalie polari 6 di un punto A
solidale con ;1 e ¢ di C']

R.

.  R.
w,, = bes, Wy = (%p—;@)eg, p=R+r.
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% [MRQQ +mRr(§9 - gtp)} =0,
%[— mrp(?é - /;)tp) +mp2¢} +mgpcosp =0.

44. [10/2/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R e massa
M ¢ vincolata a ruotare intorno al suo diametro AB che giace sull’asse x3
del sistema di riferimento fisso; i punti A e B sono fissi e solidali con . Un
punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi su ~.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e dare una condizione sui
parametri M, m, R perché valga, se w denota la velocita angolare della
circonferenza, che

%|w(0)| <lw(®)| <2w©)], t>0,

per qualunque scelta delle condizioni iniziali.
SOLUZIONE
A) Possiamo assumere che il centro della circonferenza sia nell’origine del sistema
di riferimento fisso (O, (ep,)). Consideriamo la terna solidale con la circonferenza
U] =cospe; +singpes,
Uy = —singpe; +cospes,,
Us = €3

in modo che uy sia ortogonale al piano della circonferenza. Allora P avra parame-
trizzazione lagrangiana

O? = Rcosfu; + Rsinfus .
Qui p, 0 € (—m, 7). Dunque la velocita di P sara
v = —Rlsin Ouy + Ry cosBus + RO cos Ous .

Pertanto ’energia cinetica del sistema é

1 1 .
T = §I<p2 + §mR2(6’2 + ¢? cos? 0) .

Qui I = MR?/2 ¢ il momento diametrale d’inerzia della circonferenza.
Si hanno le equazioni di Lagrange

d
E[I(,b—l—mRQchos2 0]=0,
d

|
— [mR%0] + =mR%25%sin20 = 0.
dt g

B) Si hanno gli integrali primi dell’energia, ossia T" = costante, e

C

v= I+ mR2cos?20’
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

che segue subito dalla prima equazione di Lagrange. Qui C é una costante dipen-
dente dalle condizioni iniziali. Poiché

w = pes,
si hanno le stime cercate se

1 1
92 in —— > - - @
ee?il?,ﬂ] I+mR?cos26 — Qer[ﬂ—a;ffﬂ'] I+mR2cos20’

ossia se
2

- >
I+mR2 —

1
T

d

&[ﬂp +mR*pcos? 6] =0,
d 24 1 252

—\m —mit“p st =0;
dt[ Ré’]+2 R 20=0

M > 2m.

45. [10/2/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio r e massa
m & vincolata a ruotare intorno al suo diametro AB che giace sull’asse x-
del sistema di riferimento fisso; i punti A e B sono fissi e solidali con v. Un
punto materiale P di massa M ¢é vincolato a muoversi su ~.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e trovare due integrali primi

del moto.
R.

d
&[ﬂp +mR*pcos? 0] =0,
d

o1
E[mR?e] + §mR2¢2 sin20 = 0;

1 1 .
T = §I<p2 + §mR2(92 + ¢%cos?0) = C1,
Co

v= I+ mR2cos?20’

46. [4/6/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v di massa M e raggio
R ¢ vincolata ad avere un punto solidale A nell’origine O del sistema fisso
(O, (z;)), e a giacere sul piano z3 = 0.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a muoversi sulla circonferenza.
Sul sistema agisce la forza peso diretta come —es.

e Si scriva la lagrangiana del sistema.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

SOLUZIONE
A) Sia AB il diametro di v passante per A e sia DC il diametro a esso orto-

gonale. Sia G il centro della circonferenza. Scegliamo le coordinate lagrangiane
p € (—m/4,7m/4) e 0 € (—7,m) tali che

DC = 2R(cos pe; + sin pes) , GP = R(cos(¢ + 0)er + sin(p + 0)esa) .

In questo modo 6 é ’angolo tra 178 e Cﬁ
Dunque I'energia cinetica del sistema é data da

1 1
T=T,+Tp = §1¢2 + 5m|vp|2.

Poiché

ﬁ:O@nLCﬁ, O?:R(sincpelfcoscpeg),
si ha
vp = Rp(cos pe; + sin pes) + R(p + 0)(— sin(p + 0)e; + cos(p + 0)es) .
Percio . .
lwp> = R*[@% + (¢ + 0)> — 2¢(¢ + 0) sin 0] .
Infine il potenziale é dato da

U=U,+Up = MgRcosp —mgR(—cosp+sin(p +0)).
B) All’equilibrio si ha

Z—U = —MgRsinp — mgRsinp — mgRcos(¢ +6) =0,
¥
%—Z = —mgRcos(p+0) =0.
Dunque
sinp=0 = ¢e{0,nr},
e

3 T 37r}.

9) = 0 {7_f___

Ne segue che le soluzioni (¢, ) sono

(0-3). ©3) (==3) (=3)

Valutiamo I’hessiana

2

% = —(M +m)gRcosp +mgRsin(¢ + 0) ,
0*U
9500 mgRsin(p + 6),

0*U

507 = mgRsin(p + 6) .
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Percio si ha nei punti di equilibrio

D2U(0, —g) _ ((M;Fljg)gR Zzg) ’ definita negativa, equilibrio stabile;
0 5) = ( T%QRR zzg) indefinita, equilibrio instabile;

D*U g) = ( Mn—l;gry% 9gR zgfé) , definita positiva, equilibrio instabile;
,g) = (j\fngg]z _zig) indefinita, equilibrio instabile.

R.

1 1 . .
L= §I<p2+§mR2 [O?4-(p+0)2 =20 (p+0) sin O] +M g R cos p—mgR(— cos p+sin(p40)) .

I punti di equilibrio sono

(0-3) (03) (==3) (=3)

di cui solo il primo é stabile.

47.[4/6/2015 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0. Su di essa agisce la distribuzione di forze elastiche

dF = —ksOPds, P cAB,

ove k > 0 & costante, e s € [0,2L] & l'ascissa di P su AB misurata a partire
da A. Qui (O, (e;)) ¢ il sistema fisso di riferimento.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare le posizioni di equilibrio dell’asta.

SOLUZIONE
A) Scegliamo le coordinate lagrangiane

re€ R, yeER, @E(—ﬁﬁ),

tali che
&i = ze; + yes, ﬁ = 2L(cos e + sin pes) ,

cosicché il moto del generico punto dell’asta é dato da
X =(z+scosp)e; + (y + ssinyp)es

L’energia cinetica é data per il teorema di Koénig da

1 1
T==-I¢>+ -M|val|?.
5197+ 5 lval

312



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Dato che
O? = O—/i + ﬁ =ze; +yes + L(cosgoel + singoeg) ,
si ha
vg = (& — Losing)ey + (§+ Lpcosp)es .
Dunque

1 1
T = 21¢2 + 5M[jc? + 9% + L?¢? + 2Lp(5) cos o — @ sin )] .

La componente lagrangiana delle forze é dovuta alla distribuzione dF assegnata.
In particolare le equazioni di moto sono

d
—[Mi — MLgsing] = Q, = —/ ksX

0X 8
- —=—ds=—2kL%* — —kL3cos ¢,

dt AB (9:0 3
0X

d 8
—[My + M L¢cos ¢ =Qy=—/ ksX ds = —2kL?*y — —kL?sing,
dt AB dy 3

d
E[ML%bJrML(y'coscp—x'singa)JrIc,b] + M Lp(ysing + 2 cos @)

0X 8
:Q¢:f/ ksX - ——ds = ——kL3(—xsing 4+ ycos ).
AB dp 3

B) L’equilibrio si ottiene se
=0, y=0, »=0.
Dunque dalle equazioni di moto si hanno le equazioni dell’equilibrio
4
T+ §L cosp =0,
4
y+ gL sing =0,
—zxcosp+ysinp =0.

Si vede per sostituzione che la terza é sempre soddisfatta in conseguenza delle prime
due. Dunque le posizioni di equilbrio sono

4 4 . s s
$=—§LCOS§0, y:—gLsm(p, —Z<<p<z.
R.
d,, . . s 8 .
E[Mx—MLgosm(p]:—QkL ac—gk:L cos
d 8
&[My + ML¢cos ] = —2kL*y — §I<:L3 sin @,
d
&[ML% + M L(y cos p — @ sin ) + I@] + M Lp(3 sin @ + & cos @)

8
= fgkLg(fxsingp + ycosp).

Posizioni di equilibrio:

4 4 7
$=—§LCOS§0, y:—gLsingo, —E<<p<—7r.
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48. [4/6/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale v di massa m e raggio L
¢ vincolata ad avere un punto solidale B nel punto 2Le; del sistema fisso
(O, (z;)), e a giacere sul piano z3 = 0.

Un punto materiale P di massa M ¢é vincolato a muoversi sulla circonferenza.
Sul sistema agisce la forza peso diretta come —es.

e Si scriva la lagrangiana del sistema.

e Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

R.

1 .2 1 27 .2 . N2 Cre AN e .
L= 2]90 +§ML [p°+(o40)*—2p(p+0) sin O]+mg L cos p—mgL(— cos p+sin(p+6)) .
I punti di equilibrio sono
™ ™ ™ ™
(0-3) (©3). (==3). (=3).

di cui solo il primo é stabile.

49. [4/6/2015 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a giacere sul piano x1 = 0. Su di essa agisce la distribuzione di forze

dF — ks0Pds, Pc AB,

ove k > 0 ¢é costante, e s € [0,2L] & l'ascissa di P su AB misurata a partire
da A. Qui (O, (e;)) é il sistema fisso di riferimento.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare le posizioni di equilibrio dell’asta.

R.
d. . .. 8 -3 4
E[Mx—MLgoﬁmp]:gkL x+4kL* cosp,
d 8
T [My) + ML cos ] = gkL?’y + 4kL*sin g,
d
—[ML*¢ + ML(3cos ¢ — @ sin ) + I¢] + M Lp(3sin o + & cos )

dt
= 4kL*(—xsinp + ycosy) .

Posizioni di equilibrio:

3 3 7
z:f§Lcos<p, y:fELsincp, 7E<<,0<—7r.
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50. [3/9/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie
3

2 2
i +x
23 gzt 2
22 +

b2
ove a, b > 0 sono costanti assegnate.
Su P agisce la forza peso diretta come —es.

r3 <0,

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
e Dimostrare che non esistono moti lungo i quali x3 si mantiene costante.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane r € (b, +00), ¢ € (—m,7) tali che

O—}>’: T COS pe1 + rsin ey — %\/7‘2 — b2e3.

Dunque

a
v = 7*(cos pey + sin pes) + ro(—sin pe; + cos pes) — - ———es3.
b+/r2 —p2
Quindi
a® 2
b2 r2 — b2’

II potenziale della forza peso si esprime in coordinate lagrangiane come

2
|'U|2 — ,];2 +T2¢2 +

U (r,p) = —mgzs = mg% r2 — b2,

Pertanto )

2

L= E{7*2(1Jr %%) +7’2<,b2} +mgg\/r2 -2,
2 b2r2—1b b

e le equazioni di Lagrange sono

d {(1_’_ a? r2 )} N ,2(12 br s a r .
"o e) T e mee Y T e
d
¢ =0.

dt
B) Poiché dunque r¢p? = ¢, dalla prima equazione si ottiene poi, se r = rq costante,

c? a 0

- _7:0
Tg gb,/r%—bQ ’

assurdo perché il membro di sinistra é negativo.
Si lascia al lettore come esercizio ulteriore la dimostrazione, basata su un argomento

simile, che r(t) non pud rimanere limitato durante il moto.
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51. [3/9/2015 (ex)I] Un mezzo disco di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano coordinato fisso x3 = 0.
Su di esso agisce la distribuzione di forze

dF = k(OP - w)udy,

ove P denota il generico punto del mezzo disco, du 'usuale misura di area e
u ¢ il versore solidale con il mezzo disco e parallelo a C'A, ove A & uno degli
estremi del diametro che delimita il mezzo disco. Inoltre O é l'origine del
sistema di riferimento fisso.
Qui k > 0 & una costante assegnata.
Calcolare le componenti lagrangiane della distribuzione dF'.
SOLUZIONE
Parametrizziamo il mezzo disco mediante le coordinate lagrangiane
(:C,y)ERQ, @E(fﬂaﬂ)v

tali che

O?':zelereg, U = cos pe; + sin pe, .

Dunque il mezzo disco risulta parametrizzato da
X" (z,y,p;m,0) = 0P = xey + yea + recos(p + 0)ey + rsin(p + Hes,
conr € [0,R], § € [0,7]. Inoltre con i calcoli si ottiene
dF = k[zcosp + ysing + rcosfludpy .
Pertanto per definizione di Q; si ottiene

aXL
Q. = / dF -
v mezzo disco a(p

R 7r
= k;/ r/ [z cosp +ysing +rcosblu - [—rsin(p + 0)ey + 7 cos(p + 0)ez] df dr
o Jo

R ™
:fk/ T2/ [z cos + ysinp + rcosf]sind df dr
0 0
2
:fgkRg[xcoscpqusingp].

Poi si calcola

XL
mezzo disco Ox

R T
:k;/ r/ [z cosp + ysinp + rcosflu - e; df dr
0 0

= gkRQ[xcoscp + ysing|cosp.

In modo simile si trova anche Q.
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2
Q, = —gkRB[zcosngrysincp], Qz = gkRQ[ZECOS@JFySiHSﬁ] cos g,

Qy = gkRQ[xcoscp + ysinp]sing.

52. 19/2/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L < 2R e massa M ¢&
vincolata a mantenere ’estremo A sulla circonferenza fissa

2 2 2
$1+$2:R, $3:0,

e a giacere sul piano x3 = 0, mantenendosi ortogonale alla circonferenza; B
¢ esterno alla circonferenza.
Sull’asta agiscono il peso diretto come —es, e una forza data da

dF = —provxapds,

ove s denota l’ascissa sulla retta di AB e p > 0 é costante.
Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.
SOLUZIONE
L’asta ha un grado di liberta; scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ € (—m, )
tale che
O—/i = Rcospe; + Rsinpes .

Allora se P denota il punto generico delll’asta a distanza s € [0,2L] da A
OP = (R + s)cospe; + (R+ s)sinpes .

La componente lagrangiana della forza peso si puo trovare usando il potenziale
Upeso = —Mgrag = —Mg(R + L)singp,

per cui
aUL

Qw ipeso — ai);so = _MQ(R + L) COs .

Invece la componente della distribuzione dF verra trovata usando la definizione;
calcoliamo

axL
dp

v = @(R+ s)[—sin pe; + cos peq], = (R + s)[—sinpe; + cos pes] .

Dunque

0
S -
AB

L

2L
ds = —u/ (R+ s)sing(R + s)%*¢ds
¥ 0

(R+2L)* —R* .
= fufgasmcp.
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(R+2L)* — R*

Qp=—Mg(R+ L)cosg — p 1 psing.

53. [9/2/2016 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L < 2R e massa M &
vincolata a mantenere ’estremo A sulla circonferenza fissa

2 2 2
$1+$2:R, $3:0,

e a giacere sul piano x3 = 0, mantenendosi ortogonale alla circonferenza; B
¢ interno alla circonferenza.
Sull’asta agiscono il peso diretto come —es, e una forza data da

dF = pxrivxapds,

ove s denota I’ascissa sulla retta di AB e p > 0 & costante.

Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

R.
R* — (R—2L)*

Qp=—-Mg(R—L)cosp+ 1

pCcos .

54. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove r = \/x2+y2 e ¢ sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 27.

Sul punto agisce la forza data, per una g € C*°(R), da

F =g(z)es.
Si diano condizioni su f e g perché siano possibili moti di P in cui ¢(t) =
o € (—m, ) per ogni t.

R.
f'(po) =0.

55. [7/6/2016 (ex)I] Un disco di centro C, massa M e raggio R ¢ vincolato
a giacere sul piano x3 = 0.
Su di esso agisce la forza applicata nel punto A

FA:kC—1>4X63,
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ove A & un punto solidale con il disco a distanza 2R da C. Qui k& > 0 ¢
costante.

Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che il moto non é periodico.
SOLUZIONE
A) Introduciamo le tre coordinate lagrangiane x, y € R e ¢ € (—m,7) tali che

—
O? = ze; + yes, CA =2Rcos pe; + 2Rsin pes ,
cosicché .
X4=0A=(x+2Rcosp)e; + (y+2Rsiny)es .
Allora per il teorema di Kénig
L 1 2 oy Lo
T :§M(x +79 )+§I@ ,

ove I é il momento assiale del disco.
Calcoliamo poi le componenti lagrangiane della forza

F, = 2kR(sin pe; — cos pes);

esse ammontano a

0X
Qz = &EA -F o =2kRsinp,
0X
Qy= -2 .F,=—2kRcosp,
Y 0
Y
0X 4 5
sz 880 A

Pertanto le equazioni di Lagrange sono

M3 =2kRsinp,
Mij = —2kRcos p,
I = —4kR?.
B) Si ha dalla terza equazione di moto

B 2kR?

p(t) = ———t* + $(0)t + (0),
quindi il moto non é periodico.
R.
Mi =EkRsing,
M7= —kRcosyp,
Ip = —4kR?.

56. [12/7/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando la curva

z=ax+ fsin(Az), x>0; y=20,
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intorno all’asse z.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —ej e la forza

F = k(mel + yeg) .
Qui «, B, A, kK > 0 sono costanti assegnate.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Si dimostri che esistono moti circolari e che i possibili raggi di tali
moti sono limitati da una costante dipendente solo dai parametri del
problema.

SOLUZIONE
La superficie ha equazione

z=av 2+ y? + Bsin(A/2? + y?), 2?2 +9y2>0.
Introduciamo per P le coordinate lagrangiane
r € (0,+00), € (—m,m),

tali che
OP = rcos ey + rsinypes + (ar + Bsin(Ar))es .

Dunque
v = 7[cos pey + sin pes + (o + Bsin(Ar))es] + [—rsin pe; + r cos pes] .

Percio ) 1
T= §m|v|2 = 5m{7”2[1 + (o + BAcos(Ar))?] + r2p?}.

11 potenziale completo delle forze é

k k
U=—-mgz—+ 5(:02 +9?) = —mg(ar + Bsin(\r)) + 57’2 .

Le equazioni di moto pertanto sono
d . 9
&{r[l + (a+ BAcos(Ar))?]}
—m{—7(a + BAcos(Ar)) BN sin(A\r) + r¢p?} = —mg(a + BAcos(Ar)) + kr,
d
&{mr%b} =0.

B) Se esistono dei moti per cui r(t) = rog per ogni t, la seconda equazione da ¢ = 0,
da cui ¢(t) = pg. Allora la prima equazione diviene

fmrgbg = —mg(a+ BAcos(Ar)) + kr,

ossia
= il Bheos() = (). o
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Dato che per ogni fissato ¢y € R si ha

M9 (a+ BN >0,

li =
r—1>%1+ h(r) mgb% +k

ma h si mantiene limitata su (0,4o00) Iequazione (1) ha almeno una soluzione.
Inoltre tutte le soluzioni soddisfano

mg mg
< ——(a+ BA <—oz+/3)\.
r_mgbg—l—k( )_ k( )

%{r'[l + (a + BAcos(Ar))*]}
— m{—r*(a + BAcos(Ar)) BA sin(Ar) 4+ r¢$®} = —mg(a+ BAcos(Ar)) + kr,
%{mr%ﬁ} =0.

La limitazione é

rﬁ%(a—i—ﬁ)\).

57.16/9/2016 (ex)I] Due punti materiali P, di massa mj e P» di massa mg
sono vincolati ad appartenere al piano 3 = 0 del sistema di riferimento fisso
(O, (z1)) e a mantenersi allineati con l'origine O (ossia: O, P; e P» appar-
tengono a una stessa retta in ciascun istante, non necessariamente costante
nel tempo). Si assuma sempre che né P; né P, coincidano con O e che O si
trovi tra i due punti P;.

Sui punti agisce il peso diretto come —es.

e Si scrivano le equazioni di moto.

e Si trovino le eventuali configurazioni di equilibrio.

SOLUZIONE
A) I sistema ha 3 gradi di liberta; i vincoli infatti possono essere espressi come

z3p, =0, x3p, =0, x1pT2p, — T2p,T1p, = 0.

Introduciamo le coordinate lagrangiane
r,p € (0,4+00), gae(fg,gw),
tali che
O—P1> = pcosye; + psinpes
O—>P2 = —7rCos pe; — Tsinpes .
Dunque la velocita di P; vale

v1 = p(cos pey + sin pes) + pd(— sin peq + cos pes)
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e
jv1]? = p* 4+ p*¢? .
Analogamente
(a2 = 72 4 122
Inoltre
Ut(p,r, ) = —migpsinp + magrsin ¢ .
Infine

1 . . 1 : . .
L= §m1(p2 +p°¢%) + §m2(7’2 +129%) — (m1p — mar)gsing.

Dunque le equazioni di moto sono

d ) . .
E[mu)] — (m1pp® —magsing) =0,
d . , .
E[mﬂl — (mar@® + magsing) =0,

d .
E[(m1p2 + mar?)@] + (m1p — mar)gcosp = 0.

B) Cerchiamo le posizioni di equilibrio come soluzioni di

ou* .
B =-—migsinp =0,
ou* )
o = magsinp =0,
ou*
a0 = (—mygp + magr)cosp =0.
Si ottiene per le soluzioni ¢ =0, ¢ =7 € m1p = Mar.
R.
d . .9 .
g Al = (mapg” —magsing) =0,
d

E[mgr'] — (m2r<p2 + magsing) =0,

d .
E[(mpo +mar?)@] + (mip — mar)gcosp = 0.

Posizioni di equilibrio: tutte quelle in cui p =0 0 @ =7 e m1p = Mar.

58. [6/9/2016 (ex)I] Una circonferenza materiale v di massa M, centro C' e
raggio R é vincolata a giacere sul piano fisso x3 = 0 del sistema di riferimento
fisso (O, (xp)).

La circonferenza ~ é soggetta alla distribuzione di forze
dF(P) = —k(CP-CA)OP ds.

Qui A é un punto di v a essa solidale, P ¢ il generico punto di v e k > 0 ¢
una costante assegnata.
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Calcolare le componenti lagrangiane delle forze.
SOLUZIONE
Fissiamo un sistema di riferimento S = (C, (up,)) solidale con ~ in modo che

—
CA
’ul:?, U = u3z X uj , us = e3.
Allora scriveremo
CP = Rcos pu1 + Rsinpus , p €10,27).

Introduciamo le tre coordinate lagrangiane
z,y€ R, 0e(—m,m),

tali che
O?':zelereg, CTf)l:RC08961+RSin962,

si ottiene sostituendo nell’espressione di dF' la parametrizzazione della circonferen-
za e la definizione di uy,

dF(P) = —kR?cos p[(x + Rcos(¢ + 0))e1 + (y + Rsin(p + 0))ea] ds.

A questo punto possiamo applicare la definizione delle (Qy,. Si ha con i calcoli

¥ O ¥

27
= —kR? / cosp(x + Rcospcost — Rsinpsinf)Rdy
0

= —kR*r cosf.

Analogamente

2m
= —kR? / cosp(y + Rsinpcos + Rcospsinf)Rdp
0
= —kR'7sing.

Infine

axL
Qo = / dF - = / dF - [—Rsin(p + 0)e1 + Rcos(¢ + 0)es)
v 90 v
2m
= —kR? / cos p[—Rxsin(p + 0) + Ry cos(¢ + 0)|Rdy
0
= —kR*7(—xsinf + ycosh).

Oppure possiamo osservare che la forza dF é conservativa, con potenziale

0P

2
5 ds.

AU = —k(CP - CA)
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. —
E importante notare allo scopo che il fattore scalare ﬁ - C'A non dipende dalla
posizione di P nel sistema fisso, ma solo dalle sue coordinate solidali. Dunque si ha

1
dU* = f§kR2 cos [ +y* + R* + 2Rx cos(p + 0) + 2Ry sin(p + 0)] ds..

Integrando
U*(z,y,0) = / dU" = —kR*7t(xcosf + ysin6).
Y

Poi le Qy, si ritrovano come derivate parziali di U" rispetto a qp,.

R.

Q. = —kR*mcosé,
Qy = —kR*rsiné,
Qo = —kR*n(—xsind + ycosb).

59. [17/01/2017 (ex)I] Un punto materiale di massa m ¢ vincolato alla
superficie
z=a(z? +1?), z2>0,

ove a > 0 ¢& costante. Qui (z,y,2) sono le coordinate nel sistema fisso

(O’ (eh))'
Sul punto agisce la forza .
F =kPP,,

ove k > 0 & costante e P é la proiezione ortogonale di P sul piano z = 0.
e Si scrivano le equazioni di moto del punto.

e Si trovino le condizioni iniziali per le quali il moto del punto avviene a
quota z > 0 costante.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane

T€(0,+OO), @E(—T{',ﬂ'),

tali che
O? = rcos pe; + rsinges + arles,

e quindi
vp = 1(cos pey + sin pes + 2ares) + ro(— sin pe; + cos pes) .

Allora I'energia cinetica del punto é

1 1
T = §m|vp|2 = §m[7‘2(1 + 4a2r2) + T2¢2] .
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

La forza F' si pud scrivere come

F = —kzes,
con potenziale
U= —222
Quindi
U* = —§a2r4

Pertanto la lagrangiana del moto é
L oo 2,2 2.0 Kk 54
£:§m[r (1+4ar*) +r <p]—§a e,

Le equazioni del moto quindi sono

2

d
— [mi(1 + 402r?)] — 4ma®ri? — mrg? 4+ 2ka’r® =0,

dt

d ,
E[mr%p] =0.

B) Dalla II equazione di Lagrange segue

r(t)*(t) = r(0)*¢(0).

Poiché noi vogliamo che z = ar?, cioé r, sia costante, anche ¢ quindi deve mante-

nersi costante durante il moto. Sostituendo queste informazioni nella I equazione
di Lagrange si trova
—mr(0)p(0)% + 2ka?r(0)> =0,

che ¢é soddisfatta, ricordando r > 0, se e solo se

B 2ka?
T m

r(0)?. (1)

$(0)?
Viceversa, se le condizioni iniziali soddisfano (1) con r(0) > 0, allora la funzione
(r(0), (0)t +¢(0)), >0,

é I'unica soluzione del sistema di Lagrange.

R.
d, . 2.2 2.2 22 2,3
E[mr(l—i—éla )] — dmari® — mro® + 2kar® =0,
d ;
&[mr%]zﬁ

Le condizioni iniziali cercate sono quelle che soddisfano

_ 2ka?
T m

r(0)%, 7(0)=0.

(0)?
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60. [17/01/2017 (ex)II] Un punto materiale di massa m ¢ vincolato alla

superficie
e

2 2
z2=—-——, x >0,
x2 + y? Ty
ove a > 0 ¢& costante. Qui (z,y,2) sono le coordinate nel sistema fisso
(O’ (eh))'
Sul punto agisce la forza
F=—-kPPy,

ove k > 0 & costante e Py é la proiezione ortogonale di P sul piano z = 0.

e Si scrivano le equazioni di moto del punto.

e Si trovino le condizioni iniziali per le quali il moto del punto avviene a
quota z < 0 costante.

d ) 40 a? ., .9 a?
En [mr(l + T—G)} + 12mT—7r —mre” + 2/<:T—5 =0,

—[mr?p] =0.

Le condizioni iniziali cercate sono quelle che soddisfano

61. [8/02/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato ad
appartenere al cilindro
x5+ 23 = R?.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —ej e la forza elastica
F, = —kﬁ ,
ove Py é la proiezione di P sulla retta
z9 =0, r3 =R,
e k > 0 é costante.
e Si scrivano le equazioni di Lagrange del punto.

e Si determinino le condizioni iniziali cui corrispondono moti rettilinei.
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SOLUZIONE
A) Usiamo come coordinate lagrangiane ¢ € (—m,7) e x € R tali che

O? = ze; + Rcospey + Rsinpes .

Allora i i
T" = §m|vL|2 = am(a'cQ + R%p%).

Sul punto agisce la forza peso di potenziale
Upeso = —mgzs,
e la forza elastica
F, = —k:l?og = —kxses — k(x3 — R)es,
che ha quindi potenziale
Ue = —%[x% + (z3 — R)?].
In coordinate lagrangiane
U" = —mgRsinp — kR*[1 —sin ¢] .
Dunque
L=T"+U"= %m(:t2 + R%p%) —mgRsinp + kR?*singp.

Le equazioni di Lagrange sono

E[mx]zO,

d
E[mR,2<p] — (kR* —mgR) cosp = 0.

B) Il moto puo essere rettilineo solo se ¢ si mantiene costante. Dunque si deve
avere dalla II equazione di Lagrange

(kR%* —mgR)cosp = 0.
Percio si hanno due casi:
1. kR%? —mgR # 0, in cui solo i due valori p € {—m/2,7/2} sono ammissibili;
2. kR?* —mgR =0, in cui tutti i valori p € (—m, ) sono ammissibili.

Nel primo caso le condizioni iniziali sono

con xg, £o9 € R arbitrari.
Nel secondo caso le condizioni iniziali sono

z(0) =wzo, %(0)=4a20, ©(0)=¢o, ¢0)=0,
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con xg, g € R e g € (—m, ) arbitrari.
R.

gl =0,

d
E[mR%b] — (kR* —mgR) cosp = 0.

0) =20, #0)=d0, pO)=+2, G0)=0, se kR —mgR#0;
1'(0) =20, 1'(0) = .jSO ) 90(0) = %o, 50(0) = 05 se kRQ - ng = 05

qui zg, &g € R e ¢y € (—m,m) sono arbitrari.

62. [8/02/2017 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato ad
appartenere al cilindro
x5+ 23 = R*.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —ej e la forza elastica
Fg = kﬁ? ;
ove Py ¢ la proiezione di P sulla retta
9 =0, r3=—R,
e k > 0 & costante.
e Si scrivano le equazioni di Lagrange del punto.

e Si determinino le condizioni iniziali cui corrispondono moti rettilinei.

R.
S mi) =0,
d
E[mR,2<p] — (kR* —mgR) cosp = 0.

2(0) =z, #(0)=d9, ¢(0)==+=, ¢0)=0, sekR®—mgR#0;

2)
x(0) =zo, 2(0)=20, ©(0)=g¢o, ¢0)=0, se kR?> — mgR = 0;

qui zg, &g € R e ¢y € (—m,m) sono arbitrari.

63. ]06/06/2017 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R e massa
M é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0. Inoltre ¢ vincolata ad
avere il punto solidale A € + nell’origine del sistema fisso.

Il peso ¢ diretto come —ey. Un punto materiale P di massa m € vincolato a
stare su .
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e Scrivere la lagrangiana del sistema.
e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

SOLUZIONE
A) Sia C il centro della circonferenza. Introduciamo le due coordinate lagrangiane
©, 0 € (—m,7) tali che

O?:Rcosgoel—i—Rsingoeg, CﬁchosHel + Rsinfes .

Dunque ] ]
vp = —R(psingp + 0sinf)e; + R(pcosp + O cosb)es .

Percio )
T = §mR2{gb2 + 6% 4 290 cos(p — 0)} .

1I potenziale del peso é

U" = —MgRsin p — mgR(sin ¢ + sin0) .

B) Si ha
L
a@?p =—-MgRcosp —mgRcosyp,
aUL
B0 = —mgRcos6.

Quindi i punti di equilibrio, ossia i punti critici del potenziale, sono
™

0) = (i T i—) ,

(0, 0) 5 E35

con qualsiasi scelta dei segni. Studiamo I’hessiana del potenziale:

P B (M 4+ m)sinp 0
DU(¢’9)9R< 0 msin@ )
Dunque I’hessiana é definita positiva in (w/2,7/2), negativa in —(mw /2,7 /2) e inde-
finita negli altri due punti. Percio solo —(w/2,m/2) corrisponde a una posizione di
equilibrio stabile.

R.

1 1 : :
L= 5[(,232 + §mR2{gb2 + 02 + 290 cos(p — 0)}

— MgRsing — mgR(sinp + sin ).
Le posizioni di equilibrio sono date dalle
T .. . ;
(p,0) = (i 5 i§) , con qualsiasi scelta dei segni,
di cui solo —(7/2,m/2) é stabile.

64. [11/07/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie

Z:g(x_y),
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con g € C*(R).
Su P agisce la forza
—
F= kPP,

ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse z, e k > 0 & costante.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare esplicitamente tutti i moti per cui
z(t) =y(t)+ C, te R,

con C € R costante assegnata, per le costanti C' per cui esistono tali
moti.

SOLUZIONE
A) Scegliamo (x,y) € R* come coordinate lagrangiane. Allora

v =2der +yex+g'(x —y)(& — e,
cosicché 1
T = i + P+ (- ) - )]
La forza F' si pud scrivere come
F = —k(ze; +yes),
che ha potenziale

k
Ur = f§(z2+y2).

Dunque la lagrangiana é

L=l 49— 9P + )~ 20 (@ — )] — 5 & +07).

Pertanto le equazioni di moto (di Lagrange) sono

—ml(L+ ()i = (¢)%9] = mlg'g" (2 + §* — 2d)] + kz =0,
d . . . . ..

7+ (9)%)g = (93] = m[—g'g" (& + §* = 2&)] + ky = 0,

ove si ¢ sottinteso in g, g', g 'argomento x — y.
B) Se un moto soddisfa per ogni t

allora le due equazioni divengono

mi+kx =0,
my+ky=0.
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Le condizioni iniziali devono essere ovviamente

2(0)=a, y0)=a-C, &(0)=y(0)=7,

per due costanti o e B arbitrarie. I moti quindi si determinano per integrazione
diretta delle due equazioni, ottenendo

2(t) = acos (\/gt) 1B %sin (\/gt) ,
y(t) = (a — C) cos (\/gt) +5 %sin (\/gt) .

FE immediato verificare che questi moti non soddisfano in realtd la condizione

richiesta x =y + C, salvo il caso C = 0.
R.

—m[(1+ (¢"))z — (¢")*y] — mg'g" (& —9)* + kx =0,
7+ (9019 = (9)%3] +mg'g" (@ — §)* + ky = 0,

con g, g', g calcolati in x — y. I moti richiesti esistono solo per C' = 0 e sono dati

da
x(t) = y(t) = acos (\/gt) + 5 % sin (\/gt) )

con «, B € R arbitrari.

65. [11/07/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie
z = acos(fx);

qui (O, (z,y,2)) ¢ il sistema di riferimento fisso, e o, > 0 sono costanti
assegnate.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —es.

Il moto soddisfa le condizioni iniziali

OP = aes, v(0) = Xeq,
per un A > 0 dato.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Esprimere la reazione vincolare in funzione delle coordinate lagrangiane
e delle loro derivate prime (rispetto al tempo).

SOLUZIONE
A) Usiamo le coordinate lagrangiane (¢,n) € R? tali che

OP — &e1 + nes + acos(Bé)es .
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Quindi la velocita in coordinate lagrangiane é data da

v = ey + ey — afsin(BE)es,

£0)=0, n(0)=0; £0)=A, n7(0)=0.

La forza peso ha potenziale lagrangiano
U" = —mgz = —mgacos(BE) .

Dunque
c=%mE”Hf+a%%%m%&ﬂ—mmw%W®-

Le equazioni di Lagrange sono dunque

nt)=0, t>0.

Dalla I si ottiene

£+ 0?5 sin?(36)] + 508€*sin(266) — gaBsin(3E) = 0,

che permette di trovare § in funzione di § eé.
Calcoliamo poi

a = Eer +ijez — aflEsin(BE) + BE” cos(BE)]es -
Dalle due equazioni sopra e da
fvin =ma —mges,

si arriva alla rappresentazione richiesta per f,.
R.

£+ 0?5 sin?(36)] + 506€*sin(266) — gaBsin(3E) = 0,
ii=0.

gafsin(BE) — 3o B*¢* sin(26¢)
1+ 232 sin? (B€)

[ex — afsin(BE)es]
— m[aB?E? cos(BE) — gles .

fvin =m
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66. [15/01/2018 (ex)I] Due punti materiali P; di massa m; e P, di massa
me sono vincolati rispettivamente da P; € y1 e Py € 79, ove

. _ .2 —_Nn-
Y1t ry+ Ty =17, x3 =0;
) 2, 2 _ 9 _
Y2 - Ty + a3 =713, T2 =U,

ove 1 > r9 > 0 sono costanti.
I due punti si attraggono con forza elastica

—
Fp =—-kP,P,=—Fp,, k > 0 costante.

e Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema.

e Se ne deduca che sono possibili dei moti ove solo uno dei punti é in
quiete.

SOLUZIONE
A) Scegliamo come parametri lagrangiani

1=1,2

) 3

-G( s 37r)
<P7/ 272 )

——
ove se OP; = X; si abbia

X1 =T1CO8Spi1€eq —+7r1 sin pi1€2,

X9 = 1308 ey + rasin poes .

Dunque I’energia cinetica del sistema é

1 ; 1 .
T = §m1rf<p% + §m2r§<p§.
La forza elastica ha potenziale
k== k
Ut = —§|P1P2|2 = —5(7“% + 72 — 27179 COS 1 COS P3) .

Quindi la lagrangiana é

1 , 1 .
L= §m1r%gpf + §m2r§<p§ + krir9 COS (1 COS P2 .
Seguono le equazioni di Lagrange

mlrfgél + krire sin g cos e =0,

m2r§¢2 + krirg cos g sinps = 0.

B) Se per esempio ¢1(t) = ¢ per ogni t > 0, allora per la prima equazione di
Lagrange deve essere, se ps non é costante,

sing; =0,
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ossia ¢\ € {0,7}. Quindi g2 é una soluzione della seconda equazione che prende la
forma
Mars (o £ kriresing, = 0.

Analogamente si ragiona assumendo p- costante.
R.

mlr%gbl + kriresin gy cos e = 0,

m2r§¢2 + krire cos gy sinps = 0.

67. [15/01/2018 (ex)II] Due punti materiali P; di massa mj e P» di massa
me sono vincolati rispettivamente da P; € y1 e Py € 7y, ove

2 2 2
M rytay =71, z3 =0;
Y2 x%—l—x%zr%, r1 =0,
ove 9 > r; > 0 sono costanti.
I due punti si attraggono con forza elastica
——»
Fp =—-kP,P =—-Fp,, k > 0 costante.

e Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema.

e Se ne deduca che sono possibili dei moti ove solo uno dei punti é in
quiete.

R.

mlr%gbl + krirgsin gy cospe =0,

m2r§¢2 + krire cos gy sinps = 0.

68. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale (P, m) & vincolato alla sfera
2t + 25 + 23 = R?,

ove R > 0 é costante, ed é soggetto al peso —mges.
Il punto parte da fermo nella posizione

@(O) = %(61 + 62) .

Determinare q, ¢, g nell’istante ¢ in cui P raggiunge per la prima volta la

quota z3 = —R/2. Qui q indica il vettore delle coordinate lagrangiane.
SOLUZIONE
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Il punto ha due gradi di liberta; scegliamo come coordinate lagrangiane o € (—m, )
e 0 € (0, ) tali che

O? = Rcospsinfe; + Rsinpsinfes + Rcosfes .

In particolare

Vale
axL
3 = —Rsin psinfe; + R cosysinfes
¥
D & . .
5 Rcosycosfe; + Rsinpcosfey — Rsinfes .
Dunque
. 0X* | n 8XL9
v = —_—
o £ Tog
e .
[v"|> = R%¢p?sin” 0 4+ R%0%.
Inoltre
U" = —mgx3p = —mgRcosf.
Dunque la lagrangiana é
1 .
L= §mR2(gb2 sin?@ + 6%) — mgRcos 6.

Le equazioni di Lagrange sono

d 2. 2
E[mR psin“ 0] =0,
d .

&[ R%*)] — mR*¢*cosfsinf — mgRsin = 0.

La prima da subito

Dunque

per tutti i t > 0 di nostro interesse. '
Inoltre la seconda equazione di Lagrange, moltiplicata per 0 e integrata da

R.
59(02 = —gcosf(t),
ove si é gia tenuto conto delle condizioni iniziali. D’altronde nell’istante t richiesto

R
RcosO(t) = z3p = 5
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ossia 0(t) = 2 /3 e percio

i[9 i _ 9. 2T gV3
0=\ OO =psng =55

ove si é usata ancora la seconda equazione di Lagrange per trovare ().
R.

oM=7, ¢O=0, @DH=0;
o0 =2n. 0= y/L.  iw-LLE

69. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale (P,m) ¢ vincolato alla sfera
x3 + a3 + a3 = R?,

ove R > 0 é costante, ed é soggetto al peso —mges.
Il punto parte da fermo nella posizione

@(O) = %(61 — 62) .

Determinare q, ¢, g nell’istante ¢ in cui P raggiunge per la prima volta la

quota z3 = —R/v/2. Qui q indica il vettore delle coordinate lagrangiane.
R.

oM =-7. @d=0, ¢B=0;
3 . g i} g
0(t)=ym,  0() = \/5}—%, 9(13:@-

70. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie S che si ottiene ruotando intorno all’asse x3 la curva

x1 = a(sin(bzs) +2), x9 =0.

Sul punto agisce la forza
—
F=_—LkPP,

ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano x3 = 0. Qui a, b, k sono
costanti positive assegnate.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.

e Dimostrare che sono possibili moti con z3 costante e opportuna, e de-
terminarli.
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SOLUZIONE
A) Introduciamo le coordinate lagrangiane z € R, ¢ € (0,27) tali che

OP = a(sin(bz) + 2)[cos pe; + sin pes] + zes .
Allora
v" = abZ cos(bz)[cos ey + sin pes| + a(sin(bz) + 2)p[— sinpe; + cos pes] + Zes,

cosicché
[v")? = a?b?2%(cos(b2))? + a®¢? (sin(bz) + 2)* + 22.

Inoltre la forza elastica ha potenziale
k== k
L_ M / 2 __r 2
Ut = 5 |P'P] 57 -
Dunque
M 9r 99 2 2 .27 2 ko
L= 3{2 [a®b?(cos(bz))? + 1] + a®@?[sin(bz) + 2]° } — 5%
Le equazioni di Lagrange sono pertanto
d
m—{2[a®b*(cos(b2))* + 1]} — { — 222 sin(2bz)
dt 2
+ma*bp?[sin(bz) + 2] cos(bz)} +kz=0,
d
mE{anb[sin(bz) +2]°} =0.

B) Se z(t) = zo costante, la II da
=0,

ossia p(t) = a costante, e quindi la I implica
—2a*ba’[sin(bzo) + 2] cos(bzg) + kzo = 0. (1)

Ne segue che il segno di zg e quello di cos(bzp) devono coincidere; in particolare i
moti possibili si hanno per

20=0; 2z0>0,cos(bzg) >0; 20 <0,cos(bzp) <O0.

In tutti i casi « é determinato dalla (1).

R.
mi{Z[aQbQ(COS(bz))2 +1]} — { — 222 sin(2bz)
dt 2
12020 [sin(bz) + 2] cos(bz)} y—
m%{a%b[sin(bz) +2]°} =0.

I moti possibili a quota costante z(t) = zp sono quelli ove p(t) = « e

k
a=0,2=0, oppure o= - =0 .
2a2b[sin(bzg) + 2] cos(bzp)
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71. [23/07/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera
2t + 25 + 23 = R?,
ove (O, (z;)) ¢é il sistema di riferimento fisso.
Su P agisce la forza

/
F=—-kPP,
ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano z3 = —R.

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Rey, v(0) = vpey .
Qui R, vy, k sono costanti positive assegnate.
e Scrivere le equazioni di moto.
e Ottenere un integrale primo in funzione di m, R, k, vp.

e Dimostrare che P non pud raggiungere quota x3 = —R.

SOLUZIONE
A) Introduciamo le coordinate lagrangiane ¢ € (—m, ), 6 € (0,7) tali che

O? = Rsinf cospe; + Rsinfsinpes + Rcosfes .
Si ha
v = Ry sin §(— sin peq + cos pes)
+ r0(cos 0 cos pe; + cos fsin ey — sin fes) .
Quindi
|v|? = R%(62 + ¢?sin’ ).

Inoltre la forza
F = —(z3+ R)es

ha potenziale

k
U = *5(1'3 +R)2.

Pertanto possiamo considerare la lagrangiana
1 . 1
L= §mR2(92 + ¢? sin? ) — 5kRQ(1 + cos6)?.
Le equazioni di moto sono

d

&[mR% sin?6] =0,
d o1

E[ R%*0) — §mR2gb2 sin(26) — kR?*(1 + cosf)sinf = 0.
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B) Dalle condizioni iniziali si ha

Cosi la I implica che
G(t)sin? 0(t) = ¢(0) sin? 6(0) =

C) Sostituendo I'integrale primo nella II,

. muj . .
mé — ﬁsmﬁcosﬁf k(1 + cosf)sinf =0,
sin
ossia 9 9 i
5 g oS k .
0 = W ald + m(l + cosf)sinf.

Moltiplichiamo per 0 e integriamo usando le condizioni iniziali:

02 w2 1 k 1 1
—:—17—)f—( 0+ - cos(20 —).
2 2R2< sn7g) ~ m\cosf+ g eos(20) 4 5

In particolare risulta

1 2kR? 1 1
<1- ( 0+ - cos(20 —) .
sin20 — mv% cost+ 4 COS( )+ 4

Se 0(t) si avvicina indefinitamente a 7, allora il membro di sinistra diviene illimitato,
mentre il membro di destra resta comunque limitato da

3kR?
1+
mug

d
wn [mR%*$sin® 0] =0,
d

E[mRQé] - %mR2¢2 sin(20) — kR*(1 + cos ) sin = 0.
o) sin O(t) = UEO .
72.[06/02/2020 (ex)I] Si consideri il toro S parametrizzato da
r(p,0) = cos (L + Rcosf)e; + sin p(L + Rcosf)es + Rsinfes,

con ¢ € (—m,m), 0 € (—m, 7). Per maggiore chiarezza, questo ¢ il toro dato
dalla rotazione della circonferenza

(xo — L)* + 23 = R?, x1 =0,
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intorno all’asse x3. Qui L > R > 0.
Un punto materiale (X, m) é vincolato a S. Sul punto agisce la forza

F:a|x2|(—

T2 1
P €1+ P 5€2) -
VI + T VI + T3

Determinare i moti che si svolgono in modo che ¢ 0 6 (ma non entrambi)
rimangano costanti durante il moto.

[Suggerimento: usare le equazioni di Lagrange.|
SOLUZIONE
A) Usiamo come parametri lagrangiani ¢ € (—n/2,37/2), 0 € (—7/2,37/2). Allora

vt = ¢r, +0rg,
ove

r, = (L + Rcosf)(—sinpe; + cos pes),

r9g = —Rcospsinfe; — Rsin psinfes + Rcosfes .

Si noti che v, - g = 0.
Quindi
T = ot = (L + Roos 06 + R¥2),

La forza non é conservativa, percio calcoliamo

Qp =7, F=a(L+ Rcos)?|sing],
Qg =Tp -F=0.

Le equazioni di Lagrange sono

d

T [m(L + Recos0)*¢] = oL + Rcos0)?[sing)| ,
d .
&[mRQG] +m@p?(L + Rcos@)Rsinf = 0.

B) Il moto con ¢(t) = ¢o soddisfa la prima equazione se e solo se
singpg =0, cioé pg € {0,7}.
La seconda equazione diviene allora
=0, quindif(t)=0(0)+ 6(0)t.
Il moto con 0(t) = 0y soddisfa la seconda equazione se e solo se
sinfp =0, cioé by € {0,7}.
La prima equazione diviene allora
m@ = alsin ¢l

che ha unica soluzione date le condizioni iniziali ¢(0), ¢(0).
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R.

(p(t),0() = (0,0(0) +6(0)t),  ((1),6(t)) = (m,6(0) +6(0)¢),  te€R;
(0(1),0(t)) = (p1(2),0),  (@(1),0(t)) = (er(t),7m), tER,
ove 1 € la soluzione di
m@ = afsing|,

con le opportune condizioni iniziali.

73. 106/02/2020 (ex)I] [Questa parte tra [...] non é indispensabile alla
risoluzione e viene proposta solo come aiuto all’intuizione.
Un punto materiale (X, m) é vincolato alla superficie espressa da

,Ing(?"), T>05

con f € C*°(R). Quir ey sono le usuali coordinate polari nel piano (x1,x2).
Sul punto agiscono il peso —mges e la forza elastica

F=—kX-X,).

Qui X 4 é la proiezione ortogonale di X sull’asse x3.]
La lagrangianaa del moto €

L= % [#2(1+ f/(r)?) +r*¢*] — mgf(r) — gr2,
ove r € (0,+00), ¢ € (—m, ) sono le coordinate lagrangiane. Qui m, g,
k > 0 sono costanti e f € C°(R).

Determinare tutti i moti della forma (rg,¢(t)), t € I, ossia con r(t) = rg
costante.

SOLUZIONE

Le equazioni di Lagrange sono

%[mr’(l + )2 =m0 £ () + r2] + mgf'(r) + kr =0,

d .
E[mr2<p] =0.

Se r si mantiene costante la seconda equazione di Lagrange quindi da ¢(t) = o,
t € I, mentre la prima diviene

—mro@g +mgf'(ro) + kro = 0.

Quindi p3 ¢ determinato da

Dunque deve essere
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Se a = 0 si ha la quiete; se a > 0 si hanno i moti

(ro, Vot + ¢(0)), (r0, =Vt + ¢(0)) .

R. I moti sono quelli della forma

(ro, Vat 4+ ¢(0)), (r0, =Vt + ¢(0))

sotto la condizione che

74.106/02/2020 (ex)II|] Si consideri il toro S parametrizzato da
r(p,0) = cos p(R + hcosf)e; + sin p(R + hcos 0)es + hsinfes,

con ¢ € (—m,m), 6 € (—m, 7). Per maggiore chiarezza, questo ¢ il toro dato
dalla rotazione della circonferenza

(xg—R)Z—l—x%:hQ, x1 =0,

intorno all’asse x3. Qui R > h > 0.
Un punto materiale (X, m) & vincolato a S. Sul punto agisce la forza

F | |( 2 et G S )
= X|T1 - 1 2] -
Vat+ a3 Vi + a3
Determinare i moti che si svolgono in modo che ¢ 0 6 (ma non entrambi)

rimangano costanti durante il moto.

[Suggerimento: usare le equazioni di Lagrange.|
R.

(e(1),0() = (= 3.00)+00)t) . (p(0),6(t)) = (5.6(0) +000)t) . t€ R;
(p(6).60) = (1(1,0),  (2(8).60) = (1) 7). tER,

ove 1 € la soluzione di
m = alcos ¢

con le opportune condizioni iniziali.

75. [06/02/2020 (ex)II|] [Questa parte tra [...| non é indispensabile alla
risoluzione e viene proposta solo come aiuto all’intuizione.
Un punto materiale (X, m) é vincolato alla superficie espressa da

x3 = f(r), r>0,

con f € C*°(R). Quir ey sono le usuali coordinate polari nel piano (x1,x2).
Sul punto agiscono il peso —mges e la forza elastica repulsiva

F=kX—-X4).
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Qui X 4 é la proiezione ortogonale di X sull’asse x3.|
La lagrangianaa del moto &

£= D[P0+ F0P) + 7] —mgf(r) + o,

ove r € (0,4+00), ¢ € (—m,m) sono le coordinate lagrangiane. Qui m, g,
k > 0 sono costanti e f € C*(R).

Determinare tutti i moti della forma (rg,p(t)), t € I, ossia con 7(t) = rg
costante.

R. I moti sono quelli della forma

(ro, Vat 4+ ¢(0)), (r0, =Vt + ¢(0))

sotto la condizione che

76.[10/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato alla superficie
ottenuta ruotando la curva

To = be3 1 =0,

intorno all’asse x3; qui b, ¢ > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza

F = —pv + kzsey,
ove v ¢ la velocita e p, £ > 0 sono costanti.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare se sono possibili moti in cui il punto rimane su un piano
passante per l'asse 3.

SOLUZIONE
A) La superficie puo essere parametrizzata da

r(p, z) = be® cos pe; + be® sin pes + zes,

p € (—7/2,37/2), z € R, che prendiamo anche come parametrizzazione lagrangia-
na.
Dunque

vt =@r, +ir,,

con

Ty = be*(— sin ey + cos pes) , T, = bce® cos pey + bee® sin pes + e .

343



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Pertanto
T [b2 202@2+(1+b2 2 202)22].

Le forze non sono conservamve, neppure in senso lagrangiano per la presenza della
velocita in F', quindi conviene calcolarsi le componenti lagrangiane delle forze:

Qy=F -r, = —b**up — be““kzsinp,
Q.=F -r,=—p(l +b*c*e**): 4 bee““kzcos o .

Le equazioni di Lagrange quindi sono

dt[ b2 2cz(p] —erQCz,ugb—beczkzsingo,

dt [mz(l + b2 2 252)] - mb266252¢2 . mb263€2522~2

— (14 b2c2e®%*) 2 + bee“kz cos .
moti cercati sono quelli che avvengono per = (g costante. Sostituendo
B) I moti ti 1li ch o(t © tante. Sosti d
questa ipotesi nelle equazioni di Lagrange, la prima implica che debba essere

2=0, oppure wo € {0,7}.

La seconda equazione é soddisfatta se z = 0 per qualunque @g; questi sono moti di
quiete.
Se ¢o € {0, 7}, sono possibili anche i moti che soddisfano I'equazione

jt [m(1+ b2c2e2%)] — mb2c3e2e 5% = — (1 + b2c2e* %) 4 + bee® iz cos o -
R.
mbeg] = 1% up — bekzsing
[mz(1+ b*c? 2cz)} — mb2ee®® p? — mbcB e 52

dt
— (1 + b2c2e®%) 2 + bee®“kz cos .

I moti sui piani cercati sono la quiete del tipo (¢, z) = (¢1,0) per ogni 1, e quelli
del tipo (¢, z) = (vo, ), ove o € {0, 7} e z é determinata dalla seconda equazione
di Lagrange con ¢(t) = pg.

77.110/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X,m) ¢ vincolato alla super-

ficie ottenuta ruotando la curva
r1 = be” 3 T9 =0,

intorno all’asse x3; qui b, ¢ > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza

F = —pv + kxses,

ove v € la velocita e p, k > 0 sono costanti.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare se sono possibili moti in cui il punto rimane su un piano
passante per ’asse 3.

R.
d 2 —2cz,: 2 _2¢z - —cz
E[mbe ¢l = —be wo +be”*kzcosp;
d
—_ [mé(l + b202€—2c2)] + meCe*QngbQ + mb2eBe207 52

dt
= —p(1 4+ b22e %) s — bee™ “kzsing.

I moti sui piani cercati sono la quiete del tipo (p, z) = (p1,0) per ogni ¢1, e quelli
del tipo (p,z) = (po, 2), ove po € {—7/2,7/2} e z é determinata dalla seconda
equazione di Lagrange con ¢(t) = ¢q.

78. [19/01/2023 (ex)I] Consideriamo il sistema formato dall’asta rigida AB
di lunghezza R e massa M, e dal punto materiale (X p,m). L’asta & vincolata
a giacere sul piano x3 = 0 con l'estremo A nell’origine O del sistema di
riferimento fisso, e X p € vincolato alla circonferenza

z3 4+ 23 = R?, r3=0.

I vincoli sono lisci.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF:cselds—k(XB—Xp)dég,

ove s € [0, R] & l'ascissa sull’asta misurata da A. Qui ¢, k sono costanti
positive assegnate; ddp indica che la forza é applicata in B. Su P agisce la
forza

Fp=—-k(Xp—Xp).

Si usino come coordinate lagrangiane (¢, 0) € (—m/2,37/2) x (—7/2,37/2),
tali che
X'5(¢) = Rcospe; + Rsinpes, Xp(0) = Rcosfe; + Rsinfes .

1) Si determini 'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Si determini il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate
all’asta.

3) Si dimostri che le equazioni di Lagrange sono:

i[mRng] = kR?*sin(h — ),

dt
d, . 9 . cR? |
E[IG] = —kR"sin(0 — ¢) — Tsm@.
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4) Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabi-
lita.
5) Assegnate le condizioni iniziali
p(0)=0, 6(0)=0, ¢(0)=go, 6(0)=0,
si determini una limitazione su ¢, 6o in termini di m, M, R e dei momenti
di inerzia di AB che garantisca
10(t)] < g , per ogni ¢.

6) Usando come coordinate locali del sistema

T1A,T2A,T3A,21B ,X3B ,L1P ,L2P ;T3P ,

si esprimano i vincoli dati come vincoli olonomi regolari.
SOLUZIONE
1) Si ha
vp = Rp(—sinpe; + cos pes) .
Quindi
m
Tp = §R2<p2 :
Usando la formula dell’energia cinetica per moti polari di corpi rigidi si ha

1 1_.
Tig = F0AW W = 5]92,

con I momento d’inerzia dell’asta rispetto a un asse ortogonale in A.
2) Per quanto riguarda la forza elastica si ha

k
Ue = _§|XB - Xpl?,
quindi
k
0= —§R2[(cos<p —cos0)? + (sinp —sin#)?] = —kR?*[1 — cos( — )] .
La distribuzione dF' ha potenziale
dUg = csx1 ds.
Quindi
R R cR?
Uj = / csr1ds = / cs? cosfds = —— cosf.
0 0 3

3) II potenziale UY 5 calcolato nel punto 2) é in realta il potenziale lagrangiano
completo, perché U ¢é il potenziale del sistema di forze elastiche applicate in B e
in P. Pertanto le equazioni di Lagrange sono

%[mR%b] = kR?*sin(0 — ¢),
. 3
%[19] = —kR?*sin(f — @) — % sin.
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4) 1l sistema del gradiente del potenziale é
kR*sin(0 — ) =0,

R3
—kR?sin(0 — ) — CT sinf =0,

che equivale a
sin(f — ) =0, sinf =0.

Percio si ha equilibrio se e solo se
0e{0,n}, 0—p=nm, neZz,
naturalmente per (¢, 0) € Q. Dato che appunto
—2r < 60— <2m,
si deve avere n € {0,1,—1}. Quindi le posizioni di equilibrio (p,0) € Q sono
(0,0), (m,0), (0,7), (m,m).
Per studiare la stabilita, calcoliamo I’hessiana di U":

—kR? cos(0 — ) kR? cos(0 — )
kR?cos(f — ¢) —kR?cos( — ) — ‘31323 cosf)

D*U*(p,0) = (

Si vede che I’hessiana é definita negativa in (0,0), definita positiva in (0, ), indefi-
nita in (m,0) e in (m, 7).
5) Usiamo la conservazione dell’energia, scritta in coordinate lagrangiane

1 R3
T - U" = %R%f + 5192 + ER?*[1 — cos(f — )] — CT cos 6
RB
> kR?*[1 — cos( — )] — CT cos .

Quindi per le condizioni iniziali indicate si ha

1 . 3 3
%R%ﬁ + 5193 —kR? — % > —kR?cos(f — ¢) — % cos

che conduce a

1 . R3 R3
%R%b% + 519(2) > kR?[1 — cos(0 — )] + %[1 —cosf] > %[1 — cos¥)].

Poiché I'ultimo membro é strettamente crescente in (0,7/2), la limitazione deside-
rata si ottiene sostituendo 6 = /3.
6) I vincoli sono m = 6 e sono dati da

xlA:()v 1'2A:05 1'314:07 :C3B:05

2 2 2
ZC1P+:L'2P_R :0, $3P:0.

R. 1)
m 1_.
T = —R%2p% 4+ =162
5 VYTt g
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2)
Ulp = —kR*[1 — cos( — )] + 6—13%3 cosf.
3)
mR?p = kR*sin(0 — @),
160 = —kR%sin(0 — o) — C_f sinf .
4)
(0,0), stabile; (m,0),(0,7),(m,m), instabile.
5)
mR2p2 + 162 < ? .
6)

xlA:()v 1'2A:05 1'314:07 :C3B:05

2 2 2
ZC1P+:L'2P_R :0, ZCgP:O.

79. [24/03/2023 (ex)I] Consideriamo il sistema formato dall’asta rigida AB
di lunghezza R e massa M, e dal punto materiale (X p,m). L’asta ¢ vincolata
a giacere sul piano x3 = 0 con l'estremo A nell’origine O del sistema di
riferimento fisso, e X p € vincolato alla circonferenza

z3 4+ 23 = R?, 3 =0.

I vincoli sono lisci.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF = [061 —k‘(XB —Xp)]d5B,

ove ¢ > 0, k > 0 sono costanti assegnate; ddp indica che la forza é applicata
in B. Su P agisce la forza

Fp:dez—k(Xp—XB),
con d > ( assegnata.
Si usino come coordinate lagrangiane (¢, ) € (7, m) x (—m,m), tali che
X'5(p) = Rcospey + Rsinpes, Xp(0) = Rcosfe; + Rsinfes .

1) Si determini 'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Si determini il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate
all’asta.

3) Si dimostri che le equazioni di Lagrange sono:

%[mRng] = kR%sin( — @) + dRcos ¢,
d .
a[[@] = —kR*sin(d — @) — cRsinf.
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4) Assumendo ¢ = 0, si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e
se ne studi la stabilita.
5) Si assuma ancora ¢ = 0. Assegnate le condizioni iniziali

p(0) =5, 000)=5, @0)=¢o, 6(0)=bo,

si determini una limitazione su g, 0y in termini di m, M, R e dei momenti
di inerzia di AB che garantisca

™ .
o(t) > 5 per ogni ¢.
6) Si considerino le coordinate locali del sistema

T1A,T2A,T3A,21B,23B,T1P ,L2P , L3P -

Si estragga da esse un sistema di possibili coordinate lagrangiane (valido

almeno per alcune configurazioni).
SOLUZIONE
1) Si ha
vp = Ro(—sin peq + cos pes) .
Quindi
Th = %R%f .

Usando la formula dell’energia cinetica per moti polari di corpi rigidi si ha

1 1.
Tig = F0AW W= 5192,

con I momento d’inerzia dell’asta rispetto a un asse ortogonale in A.
2) Per quanto riguarda la forza elastica si ha

k
Ua = *§|XB - Xpl?,
quindi
k
L= —§R2[(cos<p —cos0)? + (sinp —sin#)?] = —kR?*[1 — cos( — )] .
La forza ce; ha potenziale

U.=cx1B.

Quindi
U = cRcosd.

3) 1l potenziale lagrangiano completo si trova aggiungendo a quello delle forze appli-
cate all’asta, che comprende anche quello della forza elastica applicata a P, quello
della forza dey applicata a P. Si ottiene

U (e, 0)

—kR?[1 — cos(0 — ¢)] + cRcosf + dRsin .
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Pertanto le equazioni di Lagrange sono

d
E[mR,2<p] = kR?sin(0 — ) + dRcos g,
d

E[Ié] = —kR?sin( — @) — cRsin®.

4) 1l sistema del gradiente del potenziale é

kR?sin(0 — ) + dRcosp =0,
—kR?sin(d — ) =0,

che equivale a
sin(f@ — ¢) =0, cosp =0.

Percio si ha equilibrio se e solo se

goe{—g,g}, 0—p=nw, nez,
naturalmente per (p,0) € Q. Dato che appunto
—2r <6 —p<2m,

si deve avere n € {0,1,—1}. Quindi le posizioni di equilibrio (p,0) € Q sono

(-2-3) (23 G2 G3)

Per studiare la stabilita, calcoliamo I’hessiana di U":

2771 _ (—kR%cos(f — ) —dRsingp  kR?cos( — )
DU (g, 0) = ( kR? cos(0 — ¢) —kR?cos(0 — ) ) -

Si vede che I’hessiana é definita negativa in (w/2,7/2), definita positiva in (—7/2,7/2),
indefinita in (7/2,—7/2) e in (—7/2, —7/2).
5) Usiamo la conservazione dell’energia, scritta in coordinate lagrangiane
L L_Mopo.g 1o 2 .
T —U" = §R P° + 519 + kR*[1 — cos(§ — ¢)] — dRsing
> kR?[1 — cos( — ¢)] — dRsingp.

Quindi per le condizioni iniziali indicate si ha

Mmoo Lo 2 .

§R o5+ 5190 —dR > kR?[1 — cos(f — ¢)] — dRsinp,
che conduce a

1.
%R%ﬁ + 5165 > kR*[1 — cos(6 — )] +dR[L — sing] > dR[1 —sing].

Poiché I'ultimo membro é strettamente decrescente in (0,7/2), la limitazione desi-
derata si ottiene sostituendo ¢ = /6.
6) I vincoli sono m = 6 e sono dati da

xlA:()v 1'2A:05 1'314:07 :C3B:05

2 2 2
ip+rop—R° =0, z3p=0.
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Si vede dunque che per esempio (x1p,x1p) sono coordinate lagrangiane per le
configurazioni ove xop > 0, xop > 0.

R. 1)
m 1_.
T = —R2p% 4+ 2162
R Ty
2)
Ul = —kR*[1 — cos(§ — )] + cRcos¥.
3)
mR*p = kR*sin(f — ) + dRcosp,
16 = —kR?sin(f — @) — cRsinf .
4)
(E, E) , stabile; (f E,fﬁ) , (f E, E) , (E,fﬁ) , Instabile.
272 27 2 2°2/)°\2" 2
5) .
mR2p% 4+ 102 < dR.
6)

($1P,$13) S (—R, R) X (—R,R)

80. [18/01/2024 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m &
vincolata a giacere sul piano x3 = 0 (le x, denotano le coordinate del sistema
di riferimento fisso). L’estremo A ¢é vincolato alla circonferenza

z3 4+ 23 = R?, 3 =0.
Sull’asta agiscono la forza peso diretta come —eq e la forza elastica
FB = _kXB )

applicata nell’estremo B. Qui L, R, k sono costanti positive assegnate.
Si usino come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m, ) X (—m,7) tali che

X" (p) = Rcos pe; + Rsin pes ,
X'5(p,0) — X% (¢) = 2L cos ey + 2Lsinfe, .

1) Si determini 'energia cinetica in rappresentazione lagrangiana dell’asta.
2) Determinare il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate.
3) Determinare le posizioni di equilibrio ove ¢ = 6.

4) Dimostrare che esiste una posizione di equilibrio con ¢ = 6 ove, se i para-
metri k, m, R, L, g soddisfano una condizione opportuna, & possibile definire
le piccole oscillazioni; calcolare ’energia cinetica ridotta in tale posizione.
5) All'istante ¢ = 0 si abbia

X A(0) = %(e1 ter), 0al0) = (s —ea),
XB(O) = E+ 2L(61 + 62), ’UB(O) = % (62 — 61),

V2
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

con vy > 0 costante assegnata. Ricavare ¢(0), 6(0), $(0), 6(0).
6) Usando come coordinate locali per I'asta

z = (214,%24,%34, 1B, T3B) ,

scrivere 1 vincoli nella forma f(z) = 0 (omettere il vincolo di rigidita | X 4 —

X p| = 2L), e dimostrare che hanno matrice iacobiana di rango massimo.
SOLUZIONE
1) Usiamo il teorema di Kénig. Poiché il versore dell’asta é

u = cosfe; + sinfesy ,

con

du
dt
si ha che la velocita angolare propria dell’asta é w = fes. Quindi se G ¢ il centro

di massa dell’asta e I denota il momento d’inerzia dell’asta rispetto a un asse ad
essa ortogonale in G, si ha

0(—sinfe; + cosfey) = fes x u,

1 1 .
—Oqw - w = 5192.

2
Inoltre
¢ = (Rcosp + Lcos)ey + (Rsing + Lsinf)es,
e quindi
vl = —(Rpsing + Lisinf)e; + (Rpcosp 4 Lb cosf)es,
cosicché

%|vb|2 = %{R%f + L26? + 2RL¢H cos(p — 0)}.
2) Il potenziale conservativo di peso e forza elastica é
k
U= —mgzrac — §|IBB|2.

Dunque quello lagrangiano ottenuto sostituendo la parametrizzazione lagrangiana
é

k 9 . N2
- 5[(Rcosg0 + 2L cosf)” + (Rsing + 2Lsin 6)7]

- g[R2 +4L? + 4RL cos(p — 0)].

U" = —mg(Rsiny + Lsin6)
= —mg(Rsinp + Lsinf)

3) Scriviamo il sistema del gradiente del potenziale, che é

our ,

90 —mgRcosg + 2kRLsin(p —0) =0,
P

ou*

0 —mgLcosf —2kRLsin(p —0) =0.

Dunque se p = 0 si ha
cosp =0, cosf=0,
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

ossia p = 0 = £m/2.
4) Calcoliamo I’hessiana del potenziale, ottenendo

mgRsin o + 2kRL cos(p — 0) —2kRL cos(p — 0)
—2kRL cos(p — 0) mgLsin® + 2kRL cos(p —0) )

Dunque nella posizione di equilibrio q, = (—7/2,—m/2) si ha

P _ (—mgR+2kRL —2kRL
D Uq0) = ( —2kRL  —mgL+2kRL)
Si ha
det D?U*"(q,) = mgRL[mg — 2k(R+ L)] > 0
se

mg >2k(R+L).

La stessa condizione garantisce che I’elemento di posto 11 della matrice sia negativo;
quindi sotto questa condizione, I’hessiana é definita negativa in q, e qui si possono
definire le piccole oscillazioni.
Poi dalle definizioni segue

T .

1 . ) )
T — T“(f g,fg,gb,ﬂ) = S10%+ %{R%Q + 1?07 + 2RLo0) .

5) Si ha dunque per t = 0 (come nel seguito)

R
Y% = Rcosp(0)e; + Rsingp(0)ex = —2(61 +e).

Pertanto ¢(0) = 7/4. Inoltre

vl = G0)R(—sing(0)es + cosp(0)e) = HORZ = = “hler —e),

cosicché ¢(0) = —vo/R. Poi si ha
X5 =X% +2L(cosb(0)e; + sind(0)es),

da cui
2L(cosA(0)e; +sinf(0)ez) = X5 — X% = v2L(e; + e3),

cio¢ 0(0) = w/4. Infine
v = vy + 2LO(0)(—sin 6(0)e; + cosH(0)es)

ossia
Vo Vo ;
— — = — — 210
5 (62 61) \/5(61 62) + (0)

€2 —é€;

75

da cui 6(0) = vo(vV2 4+ 1)/(2LV?2).

6) I vincoli sono

2 2 2
34 =0, x33=0, xi4+x54— R =0.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Dunque la matrice iacobiana é
0 0 1 00
0 0 0 0 1
214 2294 0 0 O

3

che ha rango massimo perché nelle configurazioni compatibili con il vincolo si ha

($1A, $2A) ?é (070)-
R.

1 . . .
) T =107 %{R%Q + L20% + 2RLgh cos(p — 0) } .
2) U"(p,0) = —mg(Rsinp + Lsin@) — 2kRL cos(p — 0).
™ T s Y
» (33) (-3-3)
1 . ) )
1) mg>2(R+1L), T =316+ %{R%Q + L20° + 2RL0} .

) )

5) ﬂmzz,wng,¢@:fﬁ,9@:2h@wauy

81. [06/09/2024 (ex)I] Due punti materiali (X1, m) e (X2, m2) sono vin-
colati con vincoli lisci come segue: X1 appartiene alla circonferenza

z3 + 23 = R?, x3=nh,
e invece X o appartiene alla circonferenza
z3 4+ 2% = R?, x3=0.
Su X agisce la forza
F1=—k(X; - X32) + Bes,
e su X agisce la forza
Fy=—k(Xs— X1);

qui R, h, k, B sono costanti positive.
Si usino le coordinate lagrangiane (0, ¢) € (—m,m) x (—m,7) tali che

X7(0) = Rcosfe; + Rsinfes + hes, X5(¢) = Rcospe; + Rsinyes .

1) Si calcoli il potenziale lagrangiano del sistema.

2) Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabi-
lita.

3) Si scrivano le equazioni di Lagrange.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

4) Si dimostri che ciascun moto mantiene velocita limitata e se ne determini
una limitazione in funzione dei dati iniziali.
5) Si determini nell’istante generico la reazione vincolare fyi,s su Xo, in

funzione di 6, ¢, 0, ¢ (oltre che ovviamente di mq, ma, R, h, k, ().
6) Si usino le coordinate locali z = (21, ..., 2¢) tali che

3 3
Xy = E 2i€; Xy = E Zi4+3€; .
i—1 =1

Si determini, nella configurazione z¢ = (R,0, h,0, R,0), una base dello spazio

normale dei vincoli IV, ;f come sottospazio di RS.
SOLUZIONE
1) Le forze sono conservative con potenziale

k
U:—§|X1—X2|2+ﬁX1-62.

Quindi sostituendo la parametrizzazione lagrangiana si ottiene il potenziale lagran-
giano

k
Ut = 7§[R2(c059 — COoS 50)2 + R2(Sin9 — Sin(p)2 + h2] + BRsin 6
k
= kR?cos(d — ¢) + BRsinf — 5[2R2 + A,

2) 1l sistema del gradiente del potenziale lagrangiano é

a@% = —kR? sin(f — ) + BRcosf =0,
8870 =kR*sin(0 — ) =0.

Dalla seconda equazione si ottiene

0—¢=nm, nez.
Percio dalla prima
Hzg—i—mw, me Z.

Denotando equivalentemente j = m — n si arriva a
i T .
<p:§+m7r—n7r:§+]7r, jE€Z.
Poiché m e j sono indipendenti si ottengono infine le posizioni di equilibrio

_( ™ 7T) _(7'(' 7T) _( 7T7T) _(ﬂ' 7T)
q, = 23 92 ) q; = 2) 9 ’ qs = 2’2 ) q, = 232 .

Per determinarne la stabilita calcoliamo la matrice hessiana

27 _ [(—kR%cos(0 — p) — BRsinf  kR%cos(0 — )
DU™(0, ) = ( kR? cos(6 — ) —kR?cos(0 — ) ) -
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Nelle posizioni di equilibrio si ha

—kR?+ B8R kR? kER? — BR —kR?
DQUL(ql) = ( kR? b —kR2) > DQUL(qQ) = 7]{3R§ kR2 )

ER?>+ B8R —kR? —kR?> - BR kR?
DQUL(qB) = ( *kRg kR2 ) 9 D2UL(q4) = ( kR2 ﬁ *kRQ )

Si vede subito che I’hessiana é indefinita in q,, q,, definita positiva in g4 e definita
negativa in q, che quindi risulta I'unico punto di massimo isolato e percio I'unico
punto stabile.

3) Va determinata I’energia cinetica lagrangiana, usando

vY = RO(—sinfe; + cosfey), v5 = Rp(— sinpe; + cos pey) .
Si ottiene
ma
2
Quindi le equazioni di Lagrange si ottengono per esempio dalla lagrangiana

T: — %R292+ R2?.
L= %329'2 + %R%Q + kR2 cos(0 — ¢) + BRsin®,
e sono
miR%0 + kR? sin(f — ¢) — fRcosf =0,
maR*p — kR?*sin(0 — ¢) = 0.
4) Vale la conservazione dell’energia
E(t) =T(t) — U(X1(t), X2(t)) = £(0).

In termini della rappresentazione lagrangiana
ma

mi 940
—R“0
2 + 2

R*¢? — kR*cos(6 — ¢) — BRsind = £(0),

da cui ML gy T3y ,
TR 0 +7R ¢° < E(0)+ kR* + BR.
5) Si ha dall’equazione di moto, usando anche la seconda equazione di Lagrange,
fuing = maas — Fa = maRp(— singe; + cos pes)
— maRp? (cos pey + sin pes) + k(X 5(p) — X5(0))
= Rksin(f — ¢)(— sin pe; + cos pez)
— maRp? (cos ey + sin pes) + k(X5(p) — X1(0)).
6) I vincoli sono 4, fissi, dati da
fi=2i+2-R*=0, fa=2z3—h=0,
fa=z224+22-R*=0, fa=2=0.
Quindi i gradienti sono

V f1 =(221,222,0,0,0,0) , V f» =(0,0,1,0,0,0),
Vfg = (070507224522550)7 \Y f4 = (0,0,0,0,0,1) .
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Nella configurazione data si ha

V f1 = (2R,0,0,0,0,0), V fo = (0,0,1,0,0,0),
V f3=1(0,0,0,02R,0), V fi=(00,0,0,0,1).

Questi sono i vettori della base cercata.

R.
1) U“(0,¢) =kR*cos(f — ¢) + BRsinf;

™ Vs ™ s ™ T ™ T
2 a-(-5-2) a-(E-D) w-(-3D). w-(G3)

solo q, é stabile;
3) miR%0 4 kR*sin(f — ) — fRcosf =0,
maR*p — kR%sin(0 — ¢) = 0;

4) %RQQQ + %Rw < %R?@'(O)2 + 2

%R%(O)Q 1 2kR? + 28R
5) fying = Rksin(f — ¢)(— sin pe; + cos pez)

— ma R (cos per + sinpes) + k(X5(p) — X5(0));
6) (2R,0,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,2R,0), (0,0,0,0,0,1).

630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

1. [4/7/2005 (ex)I] Due punti materiali P; e P» di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza v di centro 'origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,23), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale zo (che & un suo diametro) con velocita angolare costante w = we,.
I vincoli sono lisci.

I punti si attraggono con forze elastiche di costante k > 0, ossia

— —
Fp, =kPP,,  Fp,=kPP,.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.

SOLUZIONE

Le forze che fanno lavoro sono conservative. Scriviamo la lagrangiana del sistema.
Indicando nel sistema fisso

Plz(y17y27y3)a P2:(217227Z3)5

si ha per il potenziale delle forze elastiche

infatti
FP]‘:VPJ'UGI) j:152
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

11 potenziale delle forze peso (assumendo che il verso positivo dell’asse x5 sia rivolto
verso l'alto) é
Upeso = —mgyz — mgzs .

Per scrivere Ienergia cinetica di ciascuno dei due punti nel sistema fisso, usiamo la
formula della cinematica relativa:

e
vp, =vs+wxO0P,

ove con vg indichiamo la velocita di Py relativa al sistema di riferimento solidale
con il moto della circonferenza. E chiaro che vs e w x OP; sono ortogonali, poiché
sia vs che OP; e w appartengono al piano della circonferenza. Dunque

2 2 ——?
[ = vs] + |w x OF|
Visto che il moto di Py nel sistema mobile é circolare con raggio R, si ha
lvs|? = R?6?,

se 0 é la coordinata angolare di P, nel piano della circonferenza. In particolare,
scegliamo il sistema di riferimento mobile S = (O, &1, &2, &3) in modo che gli assi &
e xy coincidano, e che I'asse & contenga il diametro della circonferenza ortogonale
a 2. Quindi scegliamo 6 in modo che

[Pi]g = (Rcosf, Rsin6,0).

Allora )
‘w X 515;‘ = w2[dist(P1, asse 52)]2 = w?R%cos? 0.

Per P, si procede in modo del tutto analogo, chiamando ¢ la sua coordinata
angolare. Si ha infine
. 1 )
L(0,p,0,¢0) = 5mR2 (0% + w? cos® O + ¢ + w? cos® @)
— kR*(1 — cos( — ¢)) — mgR(sinf + sin ) ,
da cui le equazioni di Lagrange

mR?6 + kR? sin(f — ) + mgRcos + mw?R*sinf cosf = 0,
mR*p — kR%sin(0 — ) + mgR cos o + mw?R*singcosp = 0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Due punti materiali P; e P, di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza  di centro l'origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,23), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale zo (che & un suo diametro) con velocita angolare costante w = we,.
I vincoli sono lisci.

I punti si respingono con forze elastiche di costante k£ > 0, ossia

Fp =kPP,, Fp,=kPD.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.
SOLUZIONE
Se 0 [p] ¢ la coordinata angolare di Py [P], si ha

mR20 — kR%sin(f — ) + mgR cos 0 + mw?R%sinf cosf = 0,

mR%p + kR*sin(0 — ¢) + mgRcos ¢ + mw?R%*sin pcosp = 0.

3. [18/7/2005 (ex)I] Si consideri un piano mobile 7(t) sovrapposto al piano
fisso 3 = 0, ruotante intorno all’asse x3 con velocita angolare costante
w = —weg, ove w > 0. Il punto O solidale con 7(t) coincide con l'origine
del sistema fisso. Una curva -~y solidale con 7(t) ha equazione (in coordinate
polari su 7(t))

r=ab, 0<0 <0,

ove a > ( € costante.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a «. Il vincolo é liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

0(0) = 0(0) = w,

2 b
il moto di P nel sistema di riferimento fisso é rettilineo.

(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo

dell’asse x3.)

SOLUZIONE

A) Consideriamo un sistema di riferimento solidale con w1, S = (0, &1,&2,&3), ove
m(t) coincide in ogni istante con il piano &5 = 0, e O con lintersezione dell’asse &3
con 7(t).

Dato che nel sistema, fisso vale

P(t) = (r cos(—wt + 0), rsin(—wt + 6),0), (1)

(se all’istante iniziale gli assi x; e & si assumono coincidenti, i = 1, 2), il moto di
P ¢ rettilineo nel sistema fisso se

. T
—wt + 0 = costante, ossia 0 = 5 + wt.

L’equazione di moto di P nel sistema S é
mas = Fr+ Fo+fun,

ove fyi, € la reazione vincolare. Le forze F. e f;, hanno componenti lagrangiane
nulle. La forza F ; ¢ nel nostro caso ¢ data da

F,=wX|w XO?] = mw? /& + & u = mwru,

ove u € il versore radiale su {3 = 0. Dunque F ammette un potenziale

1 1 1
U= §mw2(§f +£2) = §mw2r2 = §mw2a292.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

L’energia cinetica di P é espressa da

1 21 . 1 .
T= 3m Tu + 7’91” = §m(7*2 +720%) = ima2(1 +6%)6%,

se T & il versore trasversale a u. Usiamo la coordinata lagrangiana 0. Allora la
lagrangiana del sistema vale

1 . 1
L= §ma2(1 +0%)0% + §mw2a292 .
L’equazione di Lagrange é pertanto

d . .
E(maQ(l +62)0) — ma®00®> — mw?a®0 =0,

ossia
ma?(1+6%)042ma00* —ma®00> —mw?a®0 = ma*(14-62)60+ma00* —mw?a®0 = 0.

Si verifica subito che '
(t) =w, t>0,

¢ soluzione (e quindi 'unica), corrispondente al dato iniziale
0(0) = w.
Quindi la soluzione dell’equazione di Lagrange é

0(t):9(0)+wt:g+wt,

confermando che il moto di P nel sistema fisso € rettilineo.
B) In alternativa alla risoluzione sopra, risolviamo il problema calcolando la lagran-
giana nel sistema fisso.
In questo sistema non ci sono forze applicate al punto.
La velocita (vedi la (1)) é
v= (aé cos(—wt 4+ 0) — (—w + 9)(19 sin(—wt + 0),
af sin(—wt + 0) + (—w + 0)ab cos(—wt + 6),

0).

Dunque la lagrangiana é
1 ) )
L=T"= §m[a292 + (—w + 0)%a?6?].

L’equazione di Lagrange é

% [a29 + (—w+ 9)a292} —(—w+0)>2a*0=0,

da cul ancora ) .
a®(1 4 602)0 + a00? — w?a®0 =0,

e si conclude come sopra.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

4. [18/7/2005 (ex)II] Si consideri un piano mobile 7(t) sovrapposto al piano
fisso 1 = 0, ruotante intorno all’asse x; con velocita angolare costante
w = —wey, ove w > 0. Una curva 7 solidale con 7(¢) ha equazione (in
coordinate polari su 7(t))

r =00, 0<0 <0,

ove b > 0 ¢ costante.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a «. Il vincolo é liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

00)=7, 00)=w,

il moto di P nel sistema di riferimento fisso é rettilineo.
(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo
dell’asse x1.)

5. [15/12/2005 (ex)I] Un’asta omogenea di lunghezza 2L e massa m ha un
estremo vincolato a una circonferenza ~ di raggio R e centro O, che a sua
volta ruota con velocita costante w intorno al suo diametro verticale AB. 1
punti A e B sono fissi nel sistema di riferimento fisso. L’asta appartiene al
piano della circonferenza. I vincoli sono lisci.

Scrivere il sistema di equazioni che determina le posizioni di equilibrio del-
I'asta nel sistema di riferimento solidale con il piano della circonferenza, e
origine in O, e riconoscere che in nessuna posizione di equilibrio 'asta si
mantiene orizzontale.

SOLUZIONE

L’asta ha due gradi di liberta.

Sia (O, w;) il sistema di riferimento solidale con il piano della circonferenza, che
prendiamo come {z1 = 0}. Inoltre sia ug la verticale ascendente.

Indichiamo con P; I’estremo dell’asta vincolato a v, e con P» I'altro estremo.

Scegliamo come prima coordinata lagrangiana ’angolo ¢ formato da OP; con us.

Come seconda coordinata scegliamo I'angolo 6 formato da Py P, con uy. Dunque
lasta é parametrizzata da

OP(S; = 5]3; + P P(s) = R(0,cos p,sinp) + s(0, cos 0, sinf) ,

per 0 < s <2L.
Nel sistema (O, u;) sull’asta agiscono il peso e la forza di trascinamento di densita

EWQSC
oL

Quindi il potenziale di quest’ultima sara dato da

2L 2 2L
Ur= /0 %uﬂ% ds = %uﬂ /0 (Rcosp + scosf)?ds

8
= %WQ (QLR2 cos® o+ 4L?R cos pcos O + §L3 cos? 9) .
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

11 potenziale della forza peso sara invece, se G € il centro di massa dell’asta,
Upeso = —mgrzg = —mg(R sin @Y+ L sin 9) .

1II potenziale complessivo si ottiene sommando i due, ed é

4
U(p,0) = %wQ (R2 cos? ¢ + 2L R cospcost + §L2 cos? 9) —mg(Rsing + Lsinf).

Le equazioni che determinano le posizioni di equilibrio sono date da V U = 0, ossia
da

0

e = %wQ(—QRQ cospsiny — 2LRsinpcosf) —mgRcosp =0,
¥

oU 8

20 = %wQ(— 2LRcospsinf — gLQCOSHSine) —mgLcosf =0.

——
La posizione orizzontale di Py P, corrisponde a 6 = 0, valore che pero é escluso dalla

seconda equazione.
R.

w?(Rcos psin g + Lsinpcosf) +gcosp =0,

4
wQ(Rcosgpsin9+ §Lcos€sin9) +gcosf =0.

6. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato a una
retta R(t) di equazione

1E3:0,

xysina(t) — xgcosa(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. Il peso ¢ diretto
secondo il verso negativo dell’asse xo.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui «a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(0) = (50,0,0), v(0) = sow(0,1,0) .

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinata lagrangiana lascissa r del punto sulla retta R(t). Si
ha quindi

P = (rcosa(t), rsina(t),0),

cosicché I’energia cinetica é

1
T = 5m(7‘2+r2'2).
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1l potenziale della forza peso é poi dato da
U = —mgzy = —mgrsina(t).

Dunque

L= %m(i’Q +7r26%) — mgrsina(t).
Percio ’'equazione di Lagrange é

P —ra(t)® + gsina(t) = 0.

2) Nel caso in cui a(t) = wt, questa si riduce a
2

¥ —wr = —gsinwt,

che ha integrale generale
r(t) = k1e®t + koe 9t + % sinwt .

Le costanti k; si determinano imponendo le condizioni iniziali, che in coordinate
lagrangiane si leggono come

r(0) = so, 7(0)=0.
R. 1) Equazioni di Lagrange:
P —ra(t)* + gsina(t) =0,

ove r é lascissa su R(t).
2) Moto:

7. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a una
retta R(t) di equazione

$3:O’

—zycosat) + zesina(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. Il peso & diretto
secondo il verso negativo dell’asse x7.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui «a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(0) = (0,s0,0), v(0) = sow(1,0,0).
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R. 1) Equazioni di Lagrange:
P —ra(t)? + gsina(t) =0,

ove r ¢é ascissa su R(t).
2) Moto:

r(t) =

N | —

g ¢ g —wt g .
(50— 5o) e+ (s0 4 50 )e | + ggsinwt.

8. [19/7/2006 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L &
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione

—x1 cos(wt) + xgsin(wt) =0,

ove w > 0 ¢ costante.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e
e ui(t) ¢ perpendicolare a II(¢) per ogni t; inoltre sia u1(0) = e;. Qui
O denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (;) le coordinate
associate a S.

I1 centro C dell’asta ¢ vincolato alla retta solidale con II(¢)

53:527 51:0

Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso negativo dell’asse xs.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.
e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(t).

SOLUZIONE
1) Scegliamo come coordinate lagrangiane

:E:gQCa

(p = angolo tra @ e Us.
L’asta AB verra allora parametrizzata, nel sistema S, da
(0,2 4+ scosp,x + ssinp), —L<s<L.
Su AB, sempre nel sistema S, agiscono il peso, di potenziale
Upeso(, ) = —mgésc = —mgzx,
e la forza di trascinamento, di densita

%wQ«Eng .
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Dunque

Eom

m 2
Ur(@, ) = w?(x + scosp)?ds = —w? (2L:c2 + = L3 cos? ‘P) )
' —r 4L 4L 3

Infine in S, per il teorema di Kénig,
1 1 1
T = gmllwcls|” + 516" = mi® + S 162,

se I é il momento d’inerzia di AB relativo all’asse ortogonale a AB in C.
Quindi
1 1
L£=mi?+ 5](,232 — mgz + %wQ (xQ + gLQ cos? <p) .
Le equazioni di Lagrange pertanto sono

2mi +mg — mw?z =0,

14+ %&B singcosp = 0.

2) Cerchiamo i punti stazionari di U = Upeso + Ur. Dato che

oU 2

— = —mg+mwzT,

ox

oU

oY _ M 2r2 sin g cos p = 7Tw2LQSin2<p,
Op 3 6

si hanno i quattro punti stazionari
(gw™2,0), (gw % m/2), (gw 2 7), (gw % 37/2).

Dunque

2 m): si ha

2
27, [Mmw 0
pU = < 0 —mw2L2/3> ’
che é indefinita. Quindi si ha equilibrio instabile.

e (w2 m/2) e (gw™23m/2): si ha

2
arr  [(Mw 0
DU = < 0 mw2L2/3> ’

che é definita positiva. Quindi si ha equilibrio instabile.

e (gw20) e (gw™

R. Equazioni di Lagrange:
2mi +mg — mw?z =0,
14+ %WQLQ singcosp = 0.
Equilibrio:

(gw™2,0), (9w 2,7), (equilibrio instabile)
(gw™2,7/2), (9w 2,37/2) (equilibrio instabile).
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9. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m é vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(¢) data da

a3 423 =r(t)?, x3=0.

Qui dunque r € C'(R) ¢ un’assegnata funzione con 7(t) > 0 per ogni .
Il punto ¢é soggetto alla forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse x;.

Scrivere le equazioni di Lagrange.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinata lagrangiana ’anomalia polare ¢ nel piano x3 = 0.
Allora le coordinate di P nel sistema fisso sono

(r(t) cos p,r(t)sinp,0),
e quindi
vp = 7(t)(cos p,sin ¢, 0) + r(t)o(— sin g, cos ¢, 0) .
La lagrangiana dunque é
1
L= 2m(F(1)? + r(1)%6?) — mgr(t) cosep.

e l'equazione di Lagrange risulta

d
3 (mr(8)°¢) —mgr(t)sing =0,
cioé

r(t)p +2r(t)p — gsing =0.
R. Equazione di Lagrange:

r(t)p + 27(t)p —gsinp = 0.

10. [19/7/2006 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione

—x1 cos(wt) + xgsin(wt) =0,

ove w > 0 ¢ costante.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e3
e ui(t) ¢ perpendicolare a II(¢) per ogni t; inoltre sia u1(0) = e;. Qui
O denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (;) le coordinate
associate a S.

I1 centro C dell’asta ¢ vincolato alla retta solidale con II(¢)

53:_527 51:0

Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso positivo dell’asse x3.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.
e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(¢).
R. Equazioni di Lagrange:

2mi —mg — mw’z =0,

14+ %ﬁﬁ singcosp = 0.
Equilibrio:

(gw™2,0), (9w 2,7), (equilibrio stabile)
(gw™2,7/2), (9w 2,37/2) (equilibrio instabile).

11. [19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(t) data da

o+ =r(t)?, x3=0.

Qui dunque r € C'(R) ¢ un’assegnata funzione con 7(t) > 0 per ogni .
Il punto & soggetto alla forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse 5.
Scrivere le equazioni di Lagrange.

R. Equazione di Lagrange:

r(t)p +2r(t)p —gcosp =0.

12.[22/9/2006 (ex)I] Un’asta rigida di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
a giacere su un piano ruotante, con velocita angolare di modulo costante
w > 0, intorno all’asse fisso verticale x3.
Un estremo A dell’asta ¢ fisso su tale asse, mentre 'altro B é richiamato da
una forza elastica di costante £ > 0 e centro un punto C solidale con il piano
ruotante.
Se denotiamo con § = (O, u1, uz, u2) un sistema di riferimento solidale con
tale piano, in modo che O = A, us = es, e uy sia sempre ortogonale al
piano, si ha che

O? = Rus + Rug.

Sia inoltre g = —gug 'accelerazione di gravita.

Scrivere le equazioni di moto dell’asta, e trovare una condizione su m, L, R,
w, k che permetta di avere una configurazione di equilibrio relativo per I'asta
quando questa € orizzontale.

SOLUZIONE

Si tratta di un sistema a vincoli olonomi mobili, a un grado di liberta. Scegliamo
come coordinata lagrangiana I'angolo ¢ formato da E con ug, e scriviamo le
equazioni del moto nel sistema di riferimento S solidale con il piano ruotante.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

L’energia cinetica dell’asta risulta allora

1 1
T=-0cw - w = —Jp?
5 AB AB 5 L2
ove wap = Yuy denota la velocita angolare dell’asta in S, e I il suo momento di
inerzia rispetto a uj.
1I potenziale é

U= Upeso + UT + Uelastico ’

ove
Upeso = —mgLsine.
Inoltre
2oma 2
Ur= /0 Y §w252 cos? pds = gmw2L2 cos® ¢,
e

k
Uelastico = _5{(211 sing — R)2 + (2L COS@ — R)Q}
= —k{2L? + R* — 2RL(sinp + cos ) } .
Quindi
1. ., : 2 909 9 2 2 :
L=T+4+U = 5](,0 —mgLsmgo—i—gmw L? cos® p—k{2L°+R*—2RL(sin p+cosp)} .
L’equazione di Lagrange é
4
I +mgLcosy + gmw2L2 sinpcosp —2kRL(cosp —sinp) = 0.

Le posizioni di equilibrio corispondono a

oUu

— =0,

dp
ossia a

4
mglL cos p + gmw2L2 sinpcosp — 2kRL(cosp — sinp) =0,

che da una soluzione ¢ = 0 se e solo se mgL = 2RLk.

R.
mg = 2Rk.

13. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia
@ =zr1€1 + T3€3,

ove P & un punto di massa m. P & vincolato a una circonferenza di raggio
R e centro A, giacente sul piano zo = 0.
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A sua volta, A é vincolato ad appartenere all’asse x3, ma ¢ mobile su tale
asse, con moto
OA = —Ct263 y

con c costante positiva.
Su P agisce la forza peso
—mges .

Scrivere le equazioni di Lagrange di P.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana I’angolo ¢ tra ﬁ e e1. Indichiamo anche

2(t) = —ct?.

Dunque
OP = (Rcosg,0,2(t) + Rsing) .

Dato che le forze sono conservative con potenziale
U= —-mgxs,

si puo scrivere

1
L= -m|v|* — mgxs.

2
Ma
v = (7R50 sin ®, 05 Z(t) + RSD Cos 90) 5
e pertanto
|v|*> = 2(t)* + R*¢% + 2R:(t)pcos .
Percio

1
L= §m(,é(t)2 + R?p? + 2R:(t)¢ cos @) — mygz(t) —mgRsin .
1l sistema ha un grado di liberta, quindi le equazioni di Lagrange si riducono alla

d
&m(R% + R:(t) cos ) + mRz(t)psinp + mgRcosp = 0.

Rp+ (g —2¢)cosp=0.

14. [26/3/2007 (ex)I] Due punti materiali P; e P» entrambi di massa m
sono vincolati a una circonferenza liscia di raggio R e centro O, che ruota
intorno a un suo diametro fisso AB con velocita angolare costante w > 0.
Sui punti P, e P, agiscono le forze:

—_ 12—
su P1 . F1 = k“Plpz‘ P1P2;
— 52—
su P2 . F2 = k“Plpz‘ P2P1,
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ove k > 0 é costante.
Scrivere le equazioni che danno le posizioni di equilibrio relativo al piano
della circonferenza.
SOLUZIONE
Introduciamo il sistema di riferimento mobile S = (O, x;), con 'asse x3 ortogonale
al piano della circonferenza, e I'asse xo coincidente con la direzione di AB.
Scegliamo come coordinate lagrangiane i due angoli @1 e @9 tali che nel sistema S
si abbia

Oﬁﬁ = (Rcos p;, Rsin ¢;,0).
Gli intervalli in cui sono definite queste coordinate, che possiamo assumere entrambi

di lunghezza 27, non entreranno esplicitamente nei calcoli seguenti.
11 potenziale in S, che comprende quindi il contributo delle forze fittizie, é

El—14 mw? mw?
Ug = —— ’Png‘ + ——aip + *ip,
1 2 2
k 2 212 mw? 2 e 2
- 71[(2161131 —z1p,)" + (22p, — 22m,)"] + y “in TR
2R2

= —kR'[1 — cos(p1 — @2)]> + (cos? 1 + cos® p3) .

Le posizioni di equilibrio relativo si trovano in corrispondenza dei punti critici di
Us.‘

ouU.
6—8 = —2kR*[1 — cos(p1 — p2)]sin(p1 — @2) + mw? R? cos @1 sin ¢ ,
Y1
aUS 4 . 2 52 .
o = —2kR*[1 — cos(p1 — p2)] sin(pz — ¢1) + mw* R* cos pa sin @3 .
2
Quindi sommando le due equazioni
OUs 0Us
——(p1,92) =0,  ——=(p1,92) =0,
¢y Do,
si ha
cos 1 sin g + cospa singa =0,
ossia

sin(2¢1) = sin(—2p2) .

Percio vale una delle
201 + 29 = 2nTr, 201 — 202 = (2n + 1),

per qualche n € Z che dipendera dagli intervalli di variazione scelti per le coordinate
lagrangiane.

15. [4/7/2007 (ex)I] Un punto P ¢ vincolato alla retta mobile r data da
r(t) = {su(t) | s € R},

ove

u(t) = —= (u1(t) + ua(t) + us(t)) ,

Sl
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u;(t) = cos(wt)ej + sin(wt)es,
us(t) = —sin(wt)e; + cos(wt)es
’u,3(t) = es3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F— kAP,

con k costante positiva, ove A & il punto di r(¢) corrispondente a s = L > 0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.

SOLUZIONE
Usiamo s come coordinata lagrangiana, cosicché

v = su(t) + suu(t)

= $u(t) + scuL [(cos(wt) — sin(wt))ez — (sin(wt) + cos(wt))e1] .

V3

Dunque (si noti che per costruzione le due componenti vettoriali di v sono tra di
loro ortogonali)

1 2
v = §% + 52w2§ [(cos(wt) — sin(wt))? + (sin(wt) + cos(wt))?] = §* + gSQwQ .
II potenziale delle forze é dato da
k 2 1 k
ts) = — =S AP| = ——zmgs = S(s - 1)?.
UM(s) = ~mgrs(s) — 5 [ 4P| = ——zmgs — 5(s ~ ©)

Quindi

1 2
L(s,$) = §m($2 + 552w2) — —mgs — = (s — L)?.

Quindi I'equazione di Lagrange é

2, 1
ms§ — —mw s+ —=mg+k(s—L)=0.
3 75 (s—1L)
Le posizioni di equilibrio relativo a r sono dunque date dalle soluzioni s costante,

ossia L
——=mg+ kL
s(t) = —F———,
—5mw + k
se
2 2
—gmw +k#0,
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e da ogni valore di s se

2 1
—gmwQ—i—k:O, ——mg+ kL =0.

V3

2 1
ms — §mw25+ %mquk(st) =0,
—%mg-i—kl} 92

s(t) = 55—, “mw? £ k.
—gmwQ—i—k 3

16. [4/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano z3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, e;), e ad avere
I’estremo A mobile secondo la legge

O—1>4(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)ea,

ove a € C%(R) & una funzione assegnata, con a(0) = 0.
L’asta & anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo
dell’asse xo.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui AB si mantiene
—
parallelo a OA.

SOLUZIONE
A) Parametrizziamo AB:

ﬁ(@,t, s) = ﬁ(t) + ﬁ(g@, s)
= (Rcosa(t) + scosp)e; + (Rsina(t) + ssinp)es,

con 0 < s < 2L. Si é qui introdotta la coordinata lagrangiana ¢ € (—m,7) data

dall’angolo formato da /@ con ej.
Quindi

%O—}%(s, t) = (—Ra&(t) sin a(t) — spsinp)e; + (Ra(t) cosa(t) + spcosp)es,

2
= R*¢* + s%¢? + 2Rsap cos(p — a) .

d

Quindi I’energia cinetica é

1 2L
T"(p,p,t) = 3 /0 %{R%ﬁ + 5%¢? + 2Rscup cos(p — o)} ds

1 4
= 5m{RQ(jcQ + §L2<,b2 + 2LRap cos(p — a)},
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e la lagrangiana é

1 4
L=T"+U"= §m{R2d2 + §L2gb2 + 2LR&p cos(p — )}
—mg(Rsina(t) + Lsingp).

Quindi I'equazione di Lagrange é

d 4
Em[gLng + LR cos(p — a)} - [ —mLR&psin(p — o) — mgL cos go} =0,

ossia
4
§L2¢ + LRécos(p — a) + LRA? sin(p — o) + gLcosp = 0.

—
B) I due vettori OA e AB sono paralleli al tempo t se e solo se p(t) = a(t). Dunque
la condizione su o €

4
(§L2 +LR)d+chosa =0.
R.

d r4
Em[gLQQb + LRé cos(p — oz)} - [ —mLR&psin(p — o) — mgL cos gp} =0.

4
(§L2 +LR)d+chosa —0.

17. [4/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;) ha velo-
cita angolare rispetto a quello fisso (O, e;) data da w = wes, con us(t) = e3
per ogni t.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla curva solidale con &

r3 = aarctg by,
. xlzo’

con a, b costanti positive (qui le x; indicano le coordinate in S).
Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana la coordinata cartesiana x = xo di P.
Nel sistema S su P agiscono la forza fittizia di Coriolis e quella di trascinamento.
Sia
X"(z,t) = zus(t) + aarctg brus(t) ,

cosicché

ab (t)}— .0X"
1+b2z2u3 -7 ox

Ne segue che la componente lagrangiana della forza di Coriolis é nulla:

vs = a'c{ug(t) +

D, & oxX*-
= —2mw X vs - =0.

oz ox
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Percio la forza di Coriolis non appare nella equazione di Lagrange. La forza di
trascinamento é
F.=—mwx [wx O?] = mw?zus(t),

da cui ox
F.. e = mw?z .
Infine su P agisce la forza peso, la cui componente lagrangiana é:
oxX" oxX" mgab
Foeo - Zpm = mmowa(t) - 50 =~ e

L’energia cinetica di P (in §) é

) 1 1 . a?b?
Tt ) = gmivsl® = gmi (14 )

Percio ’'equazione di Lagrange é

< '(1+i)}+ 2 20%w o, mgab
at " T a2 T ey T T T T
R.
g'é(l N a’b? ) 2a°b*zi? S gab
A +0222)2) T 1+ 02a2)3 1+ 0222

18. [4/7/2007 (ex)II] Un punto P ¢ vincolato alla retta mobile r data da
r(t) = {su(t) | s € R},
ove

u(t) = x (w1 (t) + ua(t) +us(?t)),

V3

u;(t) = cos(wt)ej + sin(wt)es,
us(t) = —sin(wt)e; + cos(wt)es

’u,3(t) = e3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F — kAP,

con k costante positiva, ove A ¢ il punto di r(¢) corrispondente a s = —L,
L>0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.
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R.
5 2l - k(s+L)=0
ms — —mw°s + —=mg — k(s =0,
3 V3 g
L kL
39+
fy=—3 —
s®) fgmwz—k

19. [4/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano z3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, e;), e ad avere
I’estremo A mobile secondo la legge

O—1>4(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)ea,

ove a € C*(R) ¢ una funzione assegnata, con a(0) = 0.
L’asta €& anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo
dell’asse x.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui ’angolo tra A§ e
OA sia sempre uguale a /2.

4
—m| L% + LRécos(p - a)} - [ — mLRogsin(p — a) +mgLsin w} ~0.

4
gLQd — LR&* + gLcosa=0.

20. [4/7/2007 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile & = (O, u;) ha
velocita angolare rispetto a quello fisso (O, e;) data da w = wes, con ug(t) =
es per ogni t.

Un punto materiale P di massa m é vincolato alla curva solidale con &

ro = aarctgbrs,
. T = O,

con a, b costanti positive (qui le x; indicano le coordinate in S).

Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.

Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

R.

a’b?

(1 + b2$2)2

2a2b*x? w?a?b
) arctg br .

(1 _ o wha?h
””(+ A+~ 9 11
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21. [19/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wug, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda ug(t) = es per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le x; denotano le coordinate in S) ¢ vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta é sottoposta alla forza

F — )\AD x uy

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo B, con A co-
stante positiva.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.

SOLUZIONE

Se G ¢ il centro di AB, introduciamo le coordinate lagrangiane

Y = Taa, z=Ts3qg, ( angolo tra E e Uus.
Allora ’asta é parametrizzata da
X" (y,z,0,t;8) = (y + scos)ua(t) + (z + ssinp)us, —L<s<L.
L’energia cinetica in S si ottiene per esempio dal Teorema di Konig, nella forma
1 1
T = om(y® + 2%) + 5147,

se I denota il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ortogonale in G all’asta
medesima.

In § agiscono sull’asta le forza fittizie, oltre alla F'.

Si verifica subito che la forza di Coriolis F' ha componenti lagrangiane nul]q, perché

(per ogni punto di AB) w X vs é parallela a uy, e quindi ortogonale a %q .
h

Invece, dato che per la forza di trascinamento si ha
m

dF, = —
2L

w?(y 4 scosp)usy,

si ha

ox" L
Qry = /AB dF . - oy = /_L %uﬂ(y + 5c08 )y - g ds = mw?y.

Si ha subito Q.. = 0, e infine

oxX" L 272
Qrp = /AB dFTW = . %wQ(qus cos p)ua-(—ssinp)ug ds = 7mw6 sin2¢p.

La F si puo scrivere come
F = )\[2L cospus + 2L sin pus] X ug = 2ALsin pus — 2L cos pus .
Quindi

L

Qy=F- ——(z,9,¢L) =2\Lsinp,
Y
L
QZ =F P) (x,y,ga,t,L) = 72)\LCOS¢7
z
IX"
Qtp =F- —(‘T’ya(p7t7L) = _2)\L2 .

Oy
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

mij = mw?y 4+ 2\ Lsin g,
mzZ = —2ALcosp,

mw?L?

I = s sin2¢ — 2AL2.

22. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wug, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda ug(t) = es per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le x; denotano le coordinate in S) ¢ vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta & sottoposta alla forza

F = A\t)AB x u,

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo A, con A €
C*°(R) funzione assegnata del tempo.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.
R.

mij = mw?y 4+ 2A\Lsin g,
mZ = —2ALcosp,

mw?L?

I = s sin2¢ + 2AL2.

23. [17/9/2007 (ex)I] Un piano mobile I1(¢) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

T1coswt + rosinwt +x3 = 0.

Si tratta dunque di un piano passante per l'origine e con normale

1
v = —(coswt,sinwt,1).
vl )
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso negativo dell’asse x3.

Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.
SOLUZIONE
Scriviamo le equazioni di Lagrange nel sistema di riferimento mobile solidale con

II(t) S = (O,u;), con

1
u1(t) = —=(— coswt, —sinwt, 1),

V2
us(t) = (sinwt, — coswt, 0),
uz(t) =v(t).

377



630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Quindi (u1,us2) é una base di II(t).
Applicando I’espressione delle componenti della velocita angolare w di S in funzione
delle derivate dei versori w; si ottiene subito

w(t) = i(u1 +us3) = wes.

V2

Quindi il moto di § é una rotazione costante.
Scegliamo come coordinate lagrangiane z, y € R tali che

O?:SC’U,lﬁ*yUQ.

Nel sistema di riferimento mobile agiscono su P oltre alla forza peso le forze fittizie
di trascinamento F' . e di Coriolis F.. Si ha

F:=—mwX [w X O?] = mwQ{gul + yug — ;ug},

cosicché le corrispondenti componenti lagrangiane delle forze sono

oxX" T
=F, -u =mw?=,
ox = meny

aXL
dy

F,.

F.- :FT~u2:mw2y.

Inoltre

Fo= —2mw x vs = —mwV2(u; + us3) x (iu; + jus)

= mwﬁ(y'ul — Sb’LLQ — y’U,g) y

cosicché le corrispondenti componenti lagrangiane delle forze sono

X"
F.- o =F. u = mwV?2y,
X"
F.- - =Fq-uy = —mwV2i.
Yy

Infine, per quanto riguarda la forza peso,

I oxX" mg
peso " 5~ = —Mge3 - U] = ———,
Ox V2
aXL
Fpeso' ay = —mge3-uz =0.

L’energia cinetica é

m, . .
TS = 5(z2+y2)

R.
mg

E )

mi = mw2§ + mw\/iy —

mij = mw?y — mwv2i .
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24. [17/9/2007 (ex)II] Un piano mobile I1(t) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

T1coswt 4+ xo + x3sinwt = 0.

Si tratta dunque di un piano passante per l'origine e con normale

L (coswt, 1,sinwt)
v =—(coswt, 1,sinwt).
V2
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso positivo dell’asse 5.

Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.
R.

. 2T . mg
mi = mw?= + mwv2 + —,
2 YT

mij = mw?y — mwv/2i .

25. [1/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m ¢& vincolato a giacere sulla
superficie mobile
z3 = asin (b(z1 — ct)),

ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P ¢é soggetto alla forza peso
—mges,

F——kOP,

ove k > 0 ¢é costante, e O ¢ 'origine del sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono
avere moti uniformi (cioé con accelerazione nulla nel sistema di riferimento

fisso).
SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

e alla forza elastica

T =2, Y =T, rx,y € R.

Allora

W = (x,y, asin (b(x — Ct))) ;

per cui

v = (x', g, ab(di — ) cos (b(z — Ct))) ,
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

e Ienergia cinetica é
T = %m(m’Q + 9% + a®b*(& — ¢)? cos” (b(z — ct))) .
Inoltre il potenziale é dato da
U=—-mgzrs — g ’O.}%’Q ,
e quindi in coordinate lagrangiane

U*(z,y) = —mgasin (b(z — ct)) — g(:cQ +y? + a”sin® (b(z — ct))) .

L’equazione di Lagrange corrispondente alla coordinata x quindi si ottiene come

a0
+ %ang(x’ —¢)?sin (2b(z — ct))

k
+ mgab cos (b(z — ct)) + 5 (Qz + a®bsin (2b(z — ct))) =0.
Invece quella corrispondente alla coordinata y é
my+ky=0.

B) Se un moto (x(t),y(t)) fosse uniforme, I'accelerazione corrispondente dovrebbe
essere nulla, ma si ha subito

a= (g'é, §j, abi cos (b(z — ct)) — ab®(& — ¢)?sin (b(z — ct))) .
Dunque si dovrebbe avere in particolare
&=0, (@ —¢)?sin (b(z — ct)) = 0.

Se ci fosse un istante ¢ in cui @(t) # ¢, allora per continuita ci sarebbe un intervallo
aperto contenente t in cui & # c¢. Ne segue che in quell’intervallo

sin (b(z —ct)) =0 = x—ct=costante = i=c,
in contraddizione con &(t) # c. Dunque
z(t) =c, per ogni t,

e quindi
x(t) = xp + ct, per ogni t.

Dalla prima equazione di Lagrange seguirebbe quindi che
k 2, . .
mgab cos(bxg) + 5 (2z0 +2ct+a bs1n(2bx0)) =0, per ogni t,

che é impossibile.
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mi + ma®b®i cos® (b(z — ct)) — ma®b®(& — c)® sin (2b(z — ct))
+ %aQb?’(d@ — ¢)?sin (2b(z — ct))
+ mgabcos (b(z — ct)) + g (230 + a”bsin (2b(z — ct))) =0,
my+ky=0.

26. [1/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m ¢é vincolato a giacere sulla
superficie mobile
x3 = acos (b(zg — ct)),

ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P ¢é soggetto alla forza peso
—mges,

F = —kOP,

e alla forza elastica

ove k > 0 & costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono
avere moti uniformi (cioé con accelerazione nulla nel sistema di riferimento

fisso).
R.
mij + ma*b*jjsin® (b(y — ct)) + ma?b?(y — ¢)?sin (2b(y — ct))
- %aQb?’(g) — ¢)?sin (2b(y — ct))
— mgabsin (b(y — ct)) + g(Qy — a”bsin (2b(y — ct))) =0,

mi+ kx=0.

27. [18/7/2008 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile § =
(O,u;) ove

u; = cos(wt)e; + sin(wt)ey,
up = —sin(wt)e; + cos(wt)es,

u3 = €3,

20 = Ruy(t).

Qui w, R sono costanti positive, e (§2,e;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Le
coordinate in S si denotano con (x;).
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Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m ¢ vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) z3, con A e D fissi rispetto a S.
Al vertice B ¢ applicata la forza

FB = ]{)I/,
ove v é il versore normale alla lamina, e k > 0 é costante.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Trovare per quali valori dei parametri si possono avere posizioni di
equilibrio relativo.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ ’angolo formato dal piano della lamina
con il piano x5 = 0 cosicché in S I’energia cinetica della lamina é

1
Ts = =I1p?
S 2905

ove I ¢é il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse per AD.
Piu in generale, la parametrizzazione della lamina é data da

—
O? = OA + s1 cospu + s1 sinpus + Soug

= 81 cos puy + $1sinpus + (a + s2)us,

ove a = x34, con 0 < s1, so < L, assumendo senza perdita di generalita che
T34 < x3p. Quindi
Vs = —s1psin pu + S1¢ cos pus

e la normale é
v = —sinpuj + cos pus .

In § sulla lamina agiscono le forze fittizie F'¢ e F,. Calcoliamo le componenti
lagrangiane integrando sulla lamina le distribuzioni

m m . .
dF, = —2ﬁw X Vg = 2ﬁ51w<p(cos puy + sinpus),
e
m m
= %RwQul + %wQ(sl cos pu1 + s sin <qu) .

Infine

aXL )

—— = —S§1SIn U] + S1 COSYUy .

dp

Dunque

ox"
Q :// ar.- 2% .
v ABCD ¢ Oy
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Si noti comunque che si poteva evitare di calcolare I'integrale precedente, richia-
mandosi al risultato generale che asserisce che la componente lagrangiana della
forza di Coriolis é nulla in sistemi con un grado di liberta.

Poi si ha

XL
0n-[[  ap.2X
ABCD dp

2
/ / )(—s1sinp) + nz—c;}sf singpcoscp} dsy dsg

= mzu /0 { Rslsingo} ds; = —
Infine

X" X" X"
QBSD:// dFp - (9 // 3 5B:kl/-a—(<p;L,O):kL.
ABCD ABCD dp

Quindi I'equazione di Lagrange é

Iy =

Si puo avere equilibrio se il membro di destra nell’equazione di Lagrange puo
annullarsi, ovvero se
mw?R > 2k .

R. Equazione di Lagrange:

1$ =
Le posizioni di equilibrio esistono se

mw?R > 2k .

28. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(0, u;) ove

u1 = cos(wt)ey + sin(wt)eq

up = —sin(wt)e; + cos(wt)es,

uz = €3,

@ = Ru1 (t)

Qui w, R sono costanti positive, e (12, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Le
coordinate in S si denotano con (z;).

Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m ¢ vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) 3, con A e D fissi rispetto a S.

Al centro G della lamina ¢ applicata la forza

FG:/{?’U,Q,

ove k > 0 é costante.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Dimostrare che per tutti i valori dei parametri si hanno posizioni di
equilibrio relativo.

R. Equazione di Lagrange:

2

kL
Ip= fm;” RLsing + = cosp.

Le posizioni di equilibrio sono date da

t = —.
&% mw?R

29. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera mobile

(1 — Reoswt)? + (z9 — Rsinwt)? 4+ 25 = R?,

ove R > (0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Trovare per P le posizioni di equilibrio relative al sistema di riferimento
mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

’Ullzf, us = e3.

SOLUZIONE
A) Introduciamo il sistema di riferimento solidale con la sfera (C,u;), ove C ¢ il
centro della sfera, cosicché (se O denota origine del sistema di riferimento fisso)

O? = Rcoswte; + Rsinwtes .
Inoltre fissiamo

oc

u) = —— = coswte] + sinwtes
R

uy = —sinwte; + coswtes ,

Uus = €3 .

Scegliamo infine le coordinate lagrangiane

@E(fﬂvﬂ)a QE(O,W),
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in modo che

@ = Rcosysinfu; + Rsinpsinfus + Rcos fus
= Rsinf(cos p coswt — sin psinwt)e;
+ Rsin f(cos ¢ sinwt + sin ¢ cos wt)es
+ Rcosfes
= Rsinf cos(p + wt)e; + Rsinfsin(p + wt)ea + R coshes .

Dunque

oP = 0C + CP = R(coswt + sin 6 cos(p + wt))ey
+ R(sinwt + sin 0 sin(y + wt))es
+ Rcosfes,

e, nel sistema di riferimento fisso,
[v"|2 = R2[0% 4 (¢ + w)?sin? 0 + w? + 2wh cos O sin  + 2w (P + w) sin 6 cos ] .

1II potenziale é
U'(p,0,t) = —mgzs(p,0,t) = —mgRcosf .

Dunque la lagrangiana é:

L(p,0,0,0) =
1 . .
§mR2 [0 + (¢ + w)? sin? 0 + w? + 2wl cos O sin ¢ + 2w (P + w) sin O cos )

— mgRcosf.

Le equazioni di Lagrange sono

d
T [2(5'0 + w) sin? @ + 2w sin @ cos gp}

— [2&19 cos 0 cos ¢ — 2w(¢p + w) sin f sin gp} =0,
% [9 —l—wcos@sin(p} - 2[(<,b + w)?sin cos 0
— whsinfsin ¢ + w(p + w) cos O cos @ + %% sin@] =0.
B) Intanto notiamo che, dato che il sistema di riferimento mobile é solidale con la
sfera, le eventuali posizioni di equilibrio relativo corrispondono a moti per cui ¢ e

0 si mantengono costanti.
Sostituendo ¢ = ¢q, 8 = 0y nelle equazioni di Lagrange, si ottiene

sin Ay sin g =0, (1)

w? sin Oy cos By + w? cos By cos p + %% sinfp = 0. (2)
Per (1), poiché sinfy > 0 per 6y € (0,7), deve essere

singg =0, cioé @9 €{0,7}.
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Si noti che si é sostituito l'intervallo di variazione per ¢ con (—m/2,37/2). Dunque
da (2) si ha

w? sin 6 cos By + w? cos by + %sin@o =0.

R.

d
T [Q(gb + w) sin® 0 + 2wsin 6 cos go}

— [2w9cos€cos<p72w(gb+w) sin@singp} =0,
i[(9.—|—L‘JCOS(9sin<p} —2{(<p+w)25in9cos€
dt

— whsinfsin ¢ + w(p + w) cos d cos @ + %sin@} =0.

Le posizioni di equilibrio relativo sono date da (p,0) = (0,00+), (¢,0) = (7, 6p-)
ove O+ risolvono

wQSinHOCOSGOinCOSHO—l—%sin@o:0, 0<byg<m.

30. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera mobile

(x1 — Lcoswt)? + 22 + (23 — Lsinwt)? = L?,

ove L > (0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Trovare per P le posizioni di equilibrio relative al sistema di riferimento
mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

UI:T, us = e3.

d
T {2(5'0 + w) sin? @ + 2w sin @ cos gp}

— [QwQCOSHCOS@—2w(<,b+w)sin6’sing0} =0,

dr.

E[Oercos@sincp} 72{(¢+w)251n90059
—wésin@singo—l—w(gb+w)cos€cos<p—|— %sin@} =0.
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Le posizioni di equilibrio relativo sono date da (p,0) = (0,00+), (¢,0) = (7, 6p-)
ove g+ risolvono

w2SiH90C0890:|:w2C0890+%Sineo:0, 0<by<m.

31. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva
x3 = asin(fzy), r1 € R,

sul piano ruotante
& sinwt — &y coswt = 0.

Qui «, B, w sono costanti positive, (O, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso,
con coordinate &, e S = (O, u;) ¢ il sistema di riferimento mobile solidale
con il piano ruotante, con coordinate x;. S & scelto in modo che us(t) = e
per ogni ¢, e che u1(0) = ey, u2(0) = eq, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —es.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha z1(¢t) < 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ).

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana

r=1x1 € R.

Nel sistema di riferimento mobile sul punto agiscono, oltre al peso, le forze apparenti
F. e F.. Tuttavia si sa che la componente lagrangiana di F . é nulla, perché P é
vincolato a una curva. Inoltre

Fr=—mwx (w x O?) = mw?ziu ,
dato che la velocita angolare di § = (O, u;) é
W = wus .

Percio si ha che il sistema di forze é conservativo, con potenziale

1
U(z1,x2,23) = §mw2:c? — mgxs .
Dunque il potenziale lagrangiano sara
U(z) = —mw?z? — mgasin(Bzr) .

2

La lagrangiana é

1 1
L(x,T) = §m3'c2(1 + a?B? cos?(Br)) + §mw2x2 — mgasin(fz) .
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L’equazione di Lagrange dunque é
1
mi(1 + a?p? cos?(Bz)) = §m3'c2a263 sin(26z) + mlw?z — afg cos(Bx)] .

Dall’equazione di Lagrange, insieme con i dati iniziali

si ricava 3
«
2(0) = ——5=59 < 0.
0) =17 529
Dunque deve essere i(t) < 0 in un intervallo opportuno, e di conseguenza anche
z(t) < 0.
R.

mi(1 + a?p? cos?(Bz)) = %mﬁc%ﬁﬁs sin(26z) + mlw?x — afg cos(Bx)] .

32.[12/1/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale 3 = 0.
Inoltre I'estremo A é soggetto al vincolo

Ozt2
riaA=<
2 )

con « > ( costante.
Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse xs.

e Scrivere ’equazione di moto.
e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.

SOLUZIONE
Introduciamo la coordinata lagrangiana p, data dall’angolo formato da E e da
ey: lasta risulta quindi parametrizzata da

/ﬁ(s):scosgpequssincpeg, 0<s<2L,

con ¢ € (—m, ).
Nel sistema di riferimento mobile (A, e;) asta risulta soggetta al peso e alla forza
di trascinamento

m m
dF ;= fEaAds = fiozel ds.

Dunque possiamo scrivere la distribuzione di potenziale
m
dU = —mgxscdc — —axy ds,
gra2coc o7, &1

ove C ¢ il centro dell’asta. Percio

2L
U"(p) = —mgLsinp — / %as cospds = —mgLsing — malLcosp.
0
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La lagrangiana percio é
. 1. . .
Lo, ¢) = 5190 —mgLsiny —maLcosp,

ove I é il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse ad essa ortogonale passante
per A.
Dunque I'equazione di moto é

Iy +mgLcosp —maLsing =0.

Per tracciare il diagramma nel piano delle fasi, nell’ipotesi « = g conviene riscrivere
il potenziale cosi:

U*(p) = —mgL(sin ¢ + cos p) = —v/2mgL(cos % sin ¢ + sin % cos )

= *\/§mgLsin (gﬁ + %) .

Le orbite nel piano delle fasi dunque si ottengono da

p= i\/%[E‘FUL((P)} = :l:\/% {Ef V2mgL sin <<p+ %)} ,

e il diagramma coincide pertanto con quello usuale del pendolo traslato di —m /4.
R.

Iy +mgLcosp —maLsing =0.

Il diagramma coincide con quello del pendolo traslato di —m /4.

33. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva
r3 = —asinxy, r1 € R,

sul piano ruotante
& sinwt — &y coswt = 0.

Qui «a, w sono costanti positive, (O, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso, con
coordinate &;, e S = (O, u;) ¢ il sistema di riferimento mobile solidale con
il piano ruotante, con coordinate z;. S & scelto in modo che us(t) = ez per
ogni t, e che u1(0) = ey, u2(0) = ey, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —es.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha z1(¢t) > 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ).

mi(1 + a?B? cos?(Bz)) = %mﬁc%ﬁﬁs sin(26z) + mlw?x + afg cos(Bx)] .
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34. [12/1/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale x5 = 0.
Inoltre I'estremo A & soggetto al vincolo

)
xlA:_Et )

con « > 0 costante.
Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse x3.

e Scrivere ’equazione di moto.
e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.

R.
Iy —mgLcosp —maLsing =0.

Il diagramma coincide con quello del pendolo traslato di m/4.

35. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’ellisse ruotante

2 2
x x
Stp =1L =0,

ove le coordinate z; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.

L’asta & anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O & anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, €;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema

S.
SOLUZIONE
Parametrizzata ’ellisse come

T1 =acosy, To = bsinp,

scegliamo come coordinate lagrangiane ¢ € (—m, ) corrispondente alla posizione
di A (p non é in genere uguale all’angolo tra OA e uy), e angolo 6 € (—7,m) tra

A euy.
Quindi ’asta é parametrizzata da

X"(p,0;s) = O? erﬁ(s):

(acosy + scosf)uy + (bsiny + ssinf)us ,
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

e si ha . .
vp = (—apsing — sOsinf)uy + (bp cos p + s6 cos ) us .

Sull’asta agiscono in § anche le forze fittizie

dF, = —%w X (w X O?) ds = —%uﬂt@ X (U3 X O?) ds = %wQO.}% ds,

dF. = 9™ x vp = %w[(bgb cos ¢ + s0 cos 0)uy + (apsin p + s0sin 0)us) .

2L
Dunque
2L L
m oL 0X ((p,@;s)
T = e X 5 ; - —_—
2L L
[P 0X (g, 0;s)
Qo= [ FretXp0n) n s,

e in modo analogo si calcolano Qc, e Qco-
R.
Qrp = mw? [(b2 — a?) cos psin ¢ — 2aL cos @ sin ¢ + 2bL sin § cos <p] )
Q9 = mLw?[—acos sinf + bcosfsin o],
Qep = 2mLwb[—acosfsing + beospsinb]
Qco = 2mLwplacosfsiny — bcos psinb].

36. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro C sull’ellisse ruotante

A
¥+b—2 1, z3 =0,

ove le coordinate z; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.

L’asta & anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O & anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, €;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema

S.

R.
Qrp = mw?(b? — a*) cos psinp,
Qo =0,
Qap = 07
QCG =0.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

37.[12/6/2009 (ex)I] Due punti P; e P; entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

xop, =0, xap, =03
a a
xr3p, = ) T1p; > Oa T3p, = — ) T1P, < 07
T1p T1P;
quia € R, a # 0, e (z;) indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile
S = (0,u;), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

w1 = coswt ey + sinwt ey,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

uz = €3,

con w > 0 costante.
Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, e le forze
elastiche . _

Fp =—-kP,P, Fp,=—-kP P,

ove k > 0.
1. Scrivere la lagrangiana del sistema.

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a > 00 a < 0. Trovare in quale.

SOLUZIONE
1) Si scelgono come coordinate lagrangiane

€1 =T1p S (Oa OO), €2 =T1p, € (—O0,0) .

Percio a a

Tous, X5(62) = Laur — —us.

&1 &2

Nel sistema mobile S sui punti agiscono anche le forze fittizie. Comunque la forza
di Coriolis ha componenti lagrangiane nulle, perché i punti giacciono su un piano
che ruota intorno a un asse appartenente al piano medesimo.

Dunque possiamo scrivere la funzione lagrangiana, visto che le altre forze sono tutte
conservative; i potenziali sono

X&) =&uy +

ol = *g X} - X5" = *g{(fl — &)+ (gl + %)2} ;
vk =" (G 4 6,
Upeso = —mg(gil - é) :
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

L’energia cinetica si ricava subito dalle velocita

a a

vy =&u — & U3, vy = &u + EQ—QU3 ,
& 3
ed é
=G la( )0 )]
2 DI Tt T gl
2) Per la conservazione dell’energia, durante ciascun moto,
™ -U"=F,
e quindi
L 2 2 1 12
— W = k(& - &) +a? (o + )]
&1 &
2062 | 2 1 1
—mw (& +&5) + 2mga(— - —) <2E.
&1 &
Segue che
2\ ¢2 2 1 1
(k = mw?) (& + €3) — 2k&16s + 2mga (o — — ) < 2B,
&1 &
e quindi, visto che €| = —&a,
2\ (¢2 2 1 1
(k — mw?) (& +§2)+2mga(—f—) <2F. (1)
&1 &
Il moto diviene illimitato se e solo se almeno una tra le quattro quantita
1
Te [0 |§Z| ? Z = 1325
(31

diviene illimitata.
Se a >0 ek >mw?, dalla (1) segue che questo non puo accadere.

R.

2

TR () B CR R

&t & & &
mw2 a a
+ T(E% +&3) _mg(g - 5—2) .

2) a>0.

38.[12/6/2009 (ex)II] Due punti P; e Py entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

xop, =0, xop, = 0;
a a
x3p = ——, x1p > 0; x3p, = 55—, T1p, <0;
1P 1P,
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quia € R, a # 0, e (z;) indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile
S = (0,u;), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u] = coswte| +sinwtesy,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

uz = €3,

con w > 0 costante.
Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse z3, e le forze

elastiche
FPlz—kPQ_Pl, FPQZ_kPIPQa

ove k > 0.
1. Scrivere la lagrangiana del sistema.

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a >0 o0 a < 0. Trovare in quale.

R.

b =Bl ) v )] - Moo+ (53
ST G ) - mo(5+ 5.

2) a>0.

39. [11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa M ¢ vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t) = {(rcos(p+wt), rsin(p+wt),ar?sin(2p+wt)) | r>0,p € (—m,m)} .

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3.

e Scrivere la lagrangiana del punto.
e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

— velocita iniziale diretta lungo es;

— 21(0) = po > 0, 2(0) = 0.
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SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

p € (0,00), 0e(—m,m),
tali che
OP = pcos(0 + wt)ey + psin(d + wt)es 4+ ap? sin(20 + wt)es .

La velocita di P é dunque

v = plcos(f + wt)er + sin(0 + wt)es + 2apsin(20 + wt)es]

+ (0 + w)p[—sin(f + wt)e; + cos(d + wt)es] + a(20 + w)p? cos(20 + wt)es, (1)
da cui

[v|? = p? + (0 4 w)?p? + 4p*p%a® sin® (20 + wt)

+ (20 + w)?p*a® cos?(20 + wt) + 2(20 + w)a?p®psin(46 + 2uwt) .
Inoltre il potenziale della forza peso é
U(x1,x2,23) = —mgxs,
e dunque in coordinate lagrangiane
U (p,0,t) = —mgap? sin(20 + wt) .
B) Dalla (1) segue che per
p(0) =po, 0(0)=0,  p(0)=0, 0(0)=-w,

si ha in effetti
v(0) = —awples.
R.
m
T2
+ (20 + w)?p*a? cos® (20 + wt) + 2(20 + w)a?p® psin(46 + 2wt)}

L {p2 + (04 w)2p® + 4p%p%a® sin?(20 + wt)
— mgap® sin(260 + wt) .

Dati iniziali:

40. [11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa M ¢ vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t) = {(rsin(p+wt),r cos(p+wt),ar’sin(2p+wt)) | r > 0,p € (—m,7)} .

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

e Scrivere la lagrangiana del punto.

e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

.....

— x1(0) =0, z2(0) = po > 0.

_m
S 2
+ (20 + w)?pta? cos? (20 + wt) + 2(20 4+ w)a?p® psin(40 + 2wt)} :

L {p2 + (0 + w)?p? + 4p?p*a? sin?(20 + wt)
— mgap? sin(20 + wt)

Dati iniziali:

41. [20/11/2009 (ex)I] Un’asta di massa M e lunghezza 2R ¢& vincolata a
giacere sul piano x3 = 0, e ad avere I'estremo A mobile con legge assegnata

OA = Lcos(at)eq ,

ove (O, e;) ¢ il sistema fisso e L > 0, a > 0 sono costanti.
Sull’asta agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse xs, e la forza

elastica
Fp—=—kOB,

ove k > 0 é costante.

Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.
SOLUZIONE
L’asta ha un solo grado di liberta. Scegliamo come coordinata lagrangiana I’angolo
¢ € (—m,m) tale che
ﬁ = 2R cos pe;1 + 2R sin pes .

L’energia cinetica dell’asta é, per il teorema di Konig,
1 2
T=Mlel" +Ts,
ove S = (G, e;) e G é il centro di massa dell’asta. Si ha
—
0C = 0A + AG = (Lcosat + Rcosp)e; + Rsinpes

da cui
ve = (—Lasinat — Rpsinp)e; + Ry cos pes .

Dunque
|vG|2 = R%2¢? + L?a?sin® at + 2RLasin atsin g .
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Poi, visto che il moto in § é una rotazione,

1,
Ts = 51()02)

ove I ¢é il momento d’inerzia dell’asta rispetto a un’asse ortogonale in G.
Le forze sono conservative. Il potenziale della forza peso é

Uy =—-Mgrog = —MgRsiny,

e quello della forza elastica é

2 2
.= 5o = ] -
k
— §(L2 cos? at + 4LRcosat cos p + 4R?).

Dunque
1
L=T+U= §M(R2¢2 + L*a?sin? at + 2RLassin ot sin @)

1 k
+ §1¢2 — MgRsin ¢ — 5(L2 cos? at + 4LRcosat cos p + 4R?).

L’equazione di Lagrange é

d
= |ME?¢ + MLRasinatsin g + 14

— MLRapsinatcosp + MgRcosp —2kLRcosatsing =0.

(MR? +1)¢ + MLRo? cos atsing + MgRcos o — 2kLRcos atsing = 0.

42.[25/1/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al piano
ruotante
II(t) - —xy sinwt + xg coswt =0,
ed é soggetto alla forza peso
—mges .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Rey , v(0) = ae; + wRes + fes.

Trovare una condizione sulle costanti w, m, R > 0, e a, 8 € R che garantisca
che zop > 0 per 0 < t < 7/w.
SOLUZIONE
Scegliamo il sistema di riferimento mobile S = (O, wu,), solidale con il piano II(t):
u; = coswt ey +sinwtes,
uo = —sinwt ey 4+ coswtes,

us = e3.
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Denotiamo con (y;) le coordinate in S. Dunque II(t) ha equazione in S data da
y2 = 0. Inoltre la velocita angolare di (u;)

W = Wuz = wes .

Scegliamo (y1,ys) € R? come coordinate lagrangiane di P.
Su P agiscono in S, oltre alla forza peso, le forze fittizie. Tuttavia la forza di
Coriolis ha come é noto componenti lagrangiane nulle, in questo caso particolare.
Inoltre
F,.= mw? [Oﬁ} = mw2y1u1 ,
1L

ed é percio conservativa di potenziale

La forza peso é
F, = —mge; = —mg(sinwtul + coswtus)
ed ha percio potenziale
U, = —mg(y1 sinwt + ya coswt) .

Dunque la lagrangiana é
1 . ) 1 .
L= §m(yf +93) + Emwaf — mgy sinwt .
Le equazioni di Lagrange sono

mijp — (mw2y1 —mgsinwt) =0,

mgjg,:O

Per la geometria del problema, nell’intervallo di tempo (0,7 /w) si ha xop > 0 se e
solo se y; > 0. II problema ai valori iniziali per y; é

i1 —w’y1 = —gsinwt, y11(0) =R, 7 =a,
che ha soluzione

1 1
yl(t):—(R—gqL J )(5_°Jt+—(R+g i)e“’thQisinwt.

2 w | 2w? 2 W 2w? w2
Dato che
g . ™
——sinwt >0, 0<t<—,
2w? w
bastera avere ad esempio
rs ol 9
w o 2w?’
R. af
o g
R>—+ —.
w * 2w?
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43. 25/1/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
piano ruotante

I1(t) : —z1 sinwt + g coswt =0,
ed & soggetto alla forza peso
—mgej .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Req, v(0) = ey + wRey + Pes.

Trovare una condizione sulle costanti w, m, R > 0, e a, 8 € R che garantisca

che zop > 0 per 0 < t < 7/w.

R. al 3
o g
R> —+4+ —.

w+2w2

44. [8/7/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a un piano mobile
I1(t) che ruota intorno a un suo asse 1 orizzontale con velocita angolare
costante w. Supponiamo che 7 coincida con 'asse fisso x1 e che w = we;.
Sul punto agisce la forza elastica

/
F=—-kPP,
ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P su r. Qui k e w sono costanti positive.

1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Determinare le condizioni iniziali per cui il moto & periodico, sapendo
che all’istante iniziale II & orizzontale.

SOLUZIONE
Consideriamo un sistema di riferimento (O, u;) solidale con II, ove O é 'origine del
sistema di riferimento fisso e

u; = ey, ’LL3J.H

Denotiamo
Oﬁ = U1 + Yyus,

e scegliamo (x,y) € R? come coordinate lagrangiane.
La forza peso da luogo a un potenziale

Upeso = —mgr3p = —mgysin(wt) .

La forza elastica, che si esprime come,

F = 7kyu2 ’
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ha potenziale
y [
o = —5ky”-
La forza di trascinamento

Fr=—mw X (w x O?) = mw?yus

ha potenziale
L 2 2
Uy = MWy
Infine, come é noto, in questo caso la forza di Coriolis non contribuisce all’equazione
di moto.
Dunque la Lagrangiana é

1 1 1
L= im(:zb2 + %) — mgy sin(wt) — §ky2 + §mw2y2 .

1) Le equazioni di moto sono dunque

mij + mgsin(wt) — (mw? — k)y =0
2) Poniamo
‘T(O) = Zo, y(o) =Yo, ZC(O) = &g ) y(o) = gO .

Si ha
$(t) = xo + Zot,

per cui una soluzione periodica é possibile solo se intanto
29 =0.

Riscriviamo la seconda equazione di moto come

.. 2

i —ay = —gsin(wt), a:=w?—km™!.

Distinguiamo i tre casi:
i) a > 0. Si ottiene che l'integrale generale della e.d.o. é dato da

y(t) = ket + koe Pt +

sin(wt) , B :=+Va.

w* + «

Per avere una soluzione periodica occorre e basta che k1 = ko = 0, ossia

—0 Lo 9v
Yo =V, Yo = 2ra
ii) a« = 0. Si ottiene che l'integrale generale della e.d.o. é dato da
_ 9
y(t) = k1 + kot + e sin(wt) .
Di nuovo occorre e basta che ky = 0, ossia

. g
Yo = —.
w
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iii) a < 0. a) w? # p?. Si ottiene che l'integrale generale della e.d.o. ¢ dato da
y(t) = ky cos(ut) + ko sin(ut) + ﬁ sin(wt) , wi=+v—a.

Se p/w € un numero razionale, tutte le soluzioni sono periodiche. Se p/w non é un
numero razionale, occorre e basta che k1 = ko = 0, ossia

qw

=0, i = ——— .
Yo Yo W+ a

b) w? = u?. In questo caso, quando cioé 2w? = k/m, I'integrale generale della e.d.o.
é dato da

y(t) = ky cos(ut) + ko sin(ut) + Qitcos(wt) , wi=+vV—a,
w

e le soluzioni non sono mai periodiche.
R. Equazioni di moto:

mij + mgsin(wt) — (mw? — k)y =0

Condizioni per la periodicita delle soluzioni:

2w? =km™t, mai periodiche;

wlVEmTl —w?2 e, sempre periodiche;

2 -1 ; y —1.
w?=km™", 2o=0, go=gw *;

altrimenti 20=0, yo=0, 9o = !]w(QWQ - kmil)il .

45. [7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a una circonferenza
~ di raggio R, che & vincolata a sua volta a ruotare intorno al suo diametro
verticale AB. I punti A e B sono sia fissi che solidali con 7.

La velocita di rotazione di v é assegnata come

AB

w(t) = w(t)ﬁ )

con w € C1(R).

Scrivere ’equazione di moto del punto.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinata lagrangiana

2 € (_7T37T) )

in modo che
ﬁ = Rcospuy + Rsinpus,

se § = (O, (u;)) ¢ un sistema di riferimento solidale con la circonferenza, con

AB

us= SR
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e O coincidente con il centro di .
Su P, nel sistema S, agiscono il peso

—mgus,
e la forza di trascinamento
F,=—-mlw x oP +w X (wx O.}%)] = m[w?Rcos pu; — WR cos puy) .

Dato che la forza di Coriolis, come é noto, ha in questo caso componente lagrangiana
nulla, si ha dunque

B aXL

Qo - [-mgus + F ] = R[— singuy + cos pus] - [-mgus + F 4]

= —mgRcos p — mw?R*sin pcos .
Dato che in S 1 1
Te = = 2 _ - R2 -2
5 2mlvsl 5™ ;

si ha I’equazione di Lagrange

mR?p = —mgRcos ¢ — mw’R?sin g cos p.

$p=—gR cosp — w?

singcos .

46. [17/7/2014 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M ¢
vincolata a giacere sul piano mobile I7(¢) la cui equazione ¢é

—xy sin(at) + xa cos(at) =0,

ove a > 0 ¢ una costante assegnata e (x;) denota le coordinate nel sistema
fisso. Il centro C' dell’asta & vincolato a giacere sul piano fisso x3 = 0.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF(P) = \CP x u,
ove A > 0 é una costante assegnata, P denota il generico punto dell’asta e
u = —sin(at)e; + cos(at)esy

denota la normale al piano I1(t). Qui (e) € la base fissa.
Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio

relativo a I1(t).
SOLUZIONE
Introduciamo un sistema di riferimento mobile S = (O, (up,)) ove

Uy =uz XUz, U2=uU, U3 —=E€3.
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Si noti che i versori uy, us giacciono su I1(t). Se indichiamo con (y;) le coordinate
in 8, scegliamo come coordinate lagrangiane

y:ylcERa (pE(—TF,?T),
in modo che I’asta risulti parametrizzata da

C?:SCOSQDulJrSSiHQD’U,g, se[-L,1],

ossia ﬁ =yu; + ﬁ

Quindi I'energia cinetica dell’asta relativa a S é data da
1 1 1 1
Ts = =M|vs(C)|* + z1¢* = = My* + =1¢°.
s =5 Mlvs(O) + 519" = g My~ + 1

Qui I é il momento d’inerzia centrale dell’asta rispetto al suo asse.
Dato che la distribuzione di forze non é conservativa, occorre calcolarne le compo-
nenti lagrangiane, tenendo anche conto della forza di trascinamento

M
dF, = OZQE(’IJ + scosp)uq .
Si ottiene
oxX*
dy

AB AB

L

M

= / [A(scospus — ssinpuy) + OZQE(’IJ + scos@)uy] - up ds = Moy,
-L

oxX"
0 :/ dF + dF,) - 22
¥ AB( ) 880

L

M

= / [)\C? X ug + QQE(y + scosp)ui] - (—ssinpug + scospus) ds
-L

L 2

M 2 ML

= / [A(s? cos? p+s? sin? (,0)*0&2582 cospsin p|ds = §)\L37a2 3 COsY sing.
-L

Percio le equazioni di Lagrange sono

d
—[My] = Mya?
3 (Mol = Mya®,

d
dt

2

2 ML
[I¢] = g)\LB —a? cos psin .

L’equilibrio pertanto corrisponde alle posizioni che annullano i secondi membri delle
equazioni di Lagrange, ossia

A\L

y:(), SIH(QQD):W

Nell’ipotesi che 4\L < Mo? si ha percio equilibrio per

20 = a i A =:2 (0 —}
= arcsin =: S
%2 CS 3 Yo ,2 5
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e per
20 =m — 29, 20 = —m — 20, 20 = =21+ 2¢q .

R.

Mij = Myo?,

2 MIL?

I¢:3)\L37042 cospsing.

Si ha equilibrio relativo, se 4\L < Ma?, per
0 c { s ™ n } 1 . 4)L c (0 77}
— Z_ —___ -7 = —arcsin —— —.

Yy ) ® ©o , 2 ®o , 2 ®o , ©o ¢ » ®o 2 MOé2 ) 4

47. [13/1/2015 (ex)I] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e per a > 0 dato

u; = cos(at) e; + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla curva
W(21,t) = 21 (t) + Aebus(t), x1 >0,

ove A, k > 0. Qui le (x;) denotano le coordinate nel sistema S.
Sul punto agisce la forza peso —mges.

e Scrivere le equazioni di moto del punto.

e Determinare, se esistono, le posizioni di equilibrio di P in § e studiarne
la stabilita.

SOLUZIONE
A) II punto ha un solo grado di liberta. Scegliamo come coordinata lagrangiana
x € (0,400) tale che

Si ha pertanto
vs = Tuq + kA$k71$U3 ,

e quindi

1 1
Ts = §m|v$|2 = imiQ(l + E2N2g2k =2y

Inoltre su P in S agiscono la forza peso e la forza di trascinamento

F,.=md’ziu; .
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Poiché, come é noto, nel caso di moti con un grado di liberta la forza di Coriolis da
contributo nullo alle equazioni di Lagrange possiamo scrivere il potenziale

1
U= —mgzs+ §ma2zf ,

e quindi la lagrangiana

1 1
L(x, @) = §ma'02(1 + NE2 2?52 — mgha® + §ma2x2.

B) Troviamo le posizioni di equilibrio come punti critici del potenziale risolvendo

dUL
dx

(z) = —mg ka1 + ma’z =0.

B.i) Sia k # 2. Poiché x > 0 si ottiene 'unica soluzione

( a? )ﬁ
T = o :— E— .
0 gk
Inoltre
d*ur
dz?

= —mgAk(k — 1)z*2 4+ ma?,
cosicché
d*ur
dax?
Percio la posizione é di equilibrio stabile se k > 2 e di equilibrio instabile se k < 2.
B.ii) Sia k = 2. In questo caso

(z0) =ma?(2 — k).

dUL

1 (z) = mx(a® — gA\k).

Nel caso in cui
a? £ gk

dunque non si hanno punti di equilibrio. Se invece
a? = g\k

tutte le posizioni sono di equilibrio instabile.
R.

d
T [ma(1 + N2k*2% )] — mi®A\2k? (k — 1)2® 3 + mg k"~ — ma®z = 0.
Equilibrio:
2
o
k#2: = (—
7 20 =\ ok

k=2 : nessun equilibrio se o # g\k; tutti i punti di equilibrio instabile se o = g\k.

)m ; stabile se k > 2, instabile se k < 2;
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48. [13/1/2015 (ex)II] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e per a > 0 dato

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla curva
W(ml,t) = )\:U’?ful(t) + $3U3(7f), x3 >0,

ove A, k> 0. Qui le (x;) denotano le coordinate nel sistema S.
Sul punto agisce la forza peso —mges.

e Scrivere le equazioni di moto del punto.

e Determinare, se esistono, le posizioni di equilibrio di P in § e studiarne
la stabilita.

R.
%[mz’:(l + )\2/{;2221@72)] . mz':2)\2k:2(k _ 1)22k73 +mg — ma2 2k22F—1 — (.
Equilibrio:
k# % CR0= (ﬁ)ﬂl—i1 ;  stabile se k < 1/2, instabile se k > 1/2;
k= % . nessun equilibrio se a’ \°k # g; tutti i punti di equilibrio instabile se &’ \*k = g.

49. [2/7/2015 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L e massa M &
vincolata in modo che i due vertici consecutivi A e B sono dati da

A = Rui (1) + Lus(t) — §t2u3(t) ,
2B = Ruy(t) — Lus(t) — §t2u3(t) ,
ove la terna (u;) ¢ data da

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.

Qui a, ¢, R > 0 sono assegnati e (2 é I'origine del sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina nel sistema S = (O, (u;)) ove

20 = —gt2U3(t).
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SOLUZIONE
Poiché le posizioni dei due vertici A e B sono assegnate la lamina ha un solo grado di
liberta; scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ € (—m,m) tale che se denotiamo
con v la normale alla lamina

V-us=sinep.

La velocita angolare della lamina in S, trattandosi di un moto di rotazione intorno
ad AB vale

ws = puy .
Per lo stesso motivo vale 1
Ts = —I1?
S 2 v,

ove I é il momento d’inerzia relativo ad AB.

Le forze applicate sono quelle fittizie. In ogni caso la forza di Coriolis ha componente
nulla perché il sistema ha un solo grado di liberta.

L’accelerazione di trascinamento é data da

ar=ao+w X [w X W] = —cu3 + a’uz x [uz x O?],
poiché la velocita angolare di (u;) é data da
w=aus.
Dobbiamo parametrizzare ABCD: per s € [—L, L], r € [0,2L] scriviamo
X (p;m,8) = OP = Ruq (t) + sua(t) 4+ r(cos puq (t) + sinpug) .
Dunque
uz X [ug x O?] =ug X [(R+rcosp)us — sui] = —(R+ rcosp)u; — sug,

e

M 0X
=— —ar- —(p;7,8)drds
Qre /ABCD AL2™" dp o )

M
= —/ m{—cu3 — a?(R+rcosp)u; — a’sus} - {r(—sinpu; + cos pusz)} drds.
ABCD

2
Iy = —ML{ —ccosp + a?Rsinp + gLaQSin&p}.

50. [12/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza mobile

z3 + (z9 — asin(\t))? = R?, x3=0.

Qui a, A, R > 0 sono costanti assegnate.
Determinare I’equazione di moto di P in funzione di un’opportuna coordinata
lagrangiana.
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SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana ¢ € (—m, ) tale che

OP = R cos ey + (Rsing + asin(Mt))eq,
ove O ¢ Dorigine. Quindi
vp = —pRsinpe; + (Rp cosp + alcos(At))es,
cosicché ’energia cinetica é
T"(p, o, t) = %mRng2 + mRaAp cos @ cos(At) + %maQ)\Q cos?(\t).
Poiché non ci sono forze applicate L = T", e I’equazione di moto é

d
T [mR2<,b + mRa cos p cos(At)] + mRaAg sin g cos(At) = 0.

)\2
@ = % cos psin(At) .

51. [12/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
circonferenza mobile

(z1 — acos(\t))? 4 23 = R?, x3=0.

Qui a, A, R > 0 sono costanti assegnate.
Determinare I’equazione di moto di P in funzione di un’opportuna coordinata

lagrangiana.
R.

)\2
p= f% sin @ cos(At) .

52.19/2/2016 (ex)I] La terna mobile M = (uy,) del sistema di riferimento
S = (O, M) ha velocita angolare

w(t) = wus(t) = wes .

Qui O é lorigine del sistema di riferimento fisso.
Un punto materiale P di massa m é vincolato alla superficie solidale con &

ys=f(r)gly), r>0,

ove (yp) sono le coordinate in S, e (r,¢) le relative coordinate polari nel
piano y3 = 0. Si assuma sempre r > 0.
Sul punto agisce la forza

—
F = —kiP/P = —kﬁyg’u;g,

ove P’ ¢ la proiezione di P su y3 = 0. Qui w, k > 0 sono costanti assegnate.
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e Scrivere la funzione lagrangiana del moto.

e Trovare le posizioni di equilibrio, relativo a &, assumendo che
g(p) =2+cosp,  f(r)=r".

SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

3
p € (0,400), 96(—11),
tali che
OP = pcosbuy + psinbus + f(p)g(0)us .
Su P agisce la forza F', che ha potenziale

k
Ur(wr, w2, 23) = =593 = —573.

Calcoleremo la velocita come
V=05 +wX O? .

La velocita relativa a S é

vs = (pcos® — psinO)u; + (psinf + ph cos O)us
+1pf'(0)9(0) +0£(p)g (0)]us.
Si ha poi
wx 0P = w(pcosbuy — psinbuy) .
Percio la velocita assoluta é
v = [pcosh — pfsinf — wpsin flu,
+ [psin 6 + pf cos 0 + wp cos Ouy
+ 101" (0)9(0) +0£(p)g'(0))us.

Dunque la lagrangiana é

k 2 2
§f(P) 9(0)~.

1 . . ] .
L= gmlp® + p0% +w?p + 200" + (' ()9(0) + 01 (p)g(0))] =
B) 11 potenziale del moto nel sistema S é dato quindi da

1

k
U*(p,0) = 5mw?p* = 5 f(p)*9(0)”

L’equilibrio é individuato da

88[?: = —kf(p)f'(p)g(0)* + mw’p =0,
% =—f(p)*9(0)g'(0) =0



630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

La seconda equazione da che almeno uno tra i fattori f(p), g(0), ¢'() deve annul-
larsi. Ma se si annullasse uno dei primi due, la prima equazione darebbe p = 0,
che é una posizione esclusa. Dunque deve essere ¢'(6) = 0. Per tali 6 risultano di
equilibrio i punti per cui é soddisfatta la prima equazione.

R.

k 2 2
§f(P) 9(0)~.

L= Sl + 20+ + 2000 + (5 (9)(0) + 01 (p)o/(6))7]

I due punti di equilibrio sono

53.19/2/2016 (ex)II|] La terna mobile M = (uy,) del sistema di riferimento
S = (0O, M) ha velocita angolare

w(t) = wus(t) = wes .

Qui O é lorigine del sistema di riferimento fisso.
Un punto materiale P di massa m é vincolato alla superficie solidale con &

ys=f(r)gly), r>0,

ove (yp) sono le coordinate in S, e (r,¢) le relative coordinate polari nel
piano y3 = 0. Si assuma sempre r > 0.
Sul punto agisce la forza

/
F:/{:PP:kyg’U,g,
ove P’ ¢ la proiezione di P su y3 = 0. Qui w, k > 0 sono costanti assegnate.

e Scrivere la funzione lagrangiana del moto.

e Trovare le posizioni di equilibrio, relativo a S, assumendo che

g(p) =2+cosp,  f(r)=r?,
e discuterne la stabilita.

R.
L= Jmli? + P+ + 20 + (5F (0)o(6) + 0 (0)g )] + & 7 (p)V9(6)”

I due punti di equilibrio sono

18k 2k
p=1 82, 0=0; p={—y, O0=r.
mw mw
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Entrambi sono instabili.

54. [7/6/2016 (ex)I] Quattro punti materiali A, B, C, D di uguale massa
m sono vincolati ad appartenere al piano ruotante I7(t) di equazione

—x sin(at) + xa cos(at) =0,

ove le x; sono le coordinate nel sistema fisso. Inoltre ABCD & un quadrato
di centro l'origine O del sistema fisso, di lato di lunghezza variabile positiva,
con ilati AD e BC paralleli all’asse z3.

Su ciascun punto X € {A, B,C, D} agisce la forza elastica

Fyx—=—kVX —kZX,

ove Y e Z sono i due vertici adiacenti a X. Sui punti agisce anche la forza
peso diretta come —es.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e dare una condizione sui para-
metri positivi k e o perché il lato del quadrato si mantenga limitato durante
tutti 1 moti.

SOLUZIONE

11 sistema ha un solo grado di liberta perché la posizione di A determina quella di
tutti gli altri punti e A a sua volta pud muoversi solo su una semiretta di II(t).
Poniamo

uy = cos(at) e; + sin(at) ea,
ugy = —sin(at) e + cos(at) es

us = ez .

Sia poi r € (0,+00) la coordinata lagrangiana scelta in modo che

O—1>4:—O?:—TU1—TU3, O?:—aﬁ:rul—rug.

Quindi il lato di ABC' D misura 2r.
Scriviamo le equazioni di moto nel sistema mobile S = (O, (up,)); qui per esempio

v = —i(us +ug),  |wd? =22,
cosicché
Ts = 4mi? .

Determiniamo poi il potenziale delle forze elastiche:
1
Ua = —5k{|AB* + |BC? + [CDP? + |AD[*} = —8kr?.

11 potenziale della forza peso é costante perché il centro di massa del sistema coincide
con l'origine O e quindi é a quota fissa. La forza fittizia di Coriolis ha componente
lagrangiana nulla in questo caso, come é noto. La forza di trascinamento vale, se le
y; denotano le coordinate in S,

2

Q
F,=mao’yu; = mV, (?yf) .
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Quindi il sistema delle forze di trascinamento ha potenziale

Ur = 2ma’r?.

Possiamo per le considerazioni precedenti scrivere le equazioni in forma conservati-
va, con lagrangiana
L = 4mi? + 2(ma? — 4k)r?.

Si arriva a
2mit — (ma? — 4k)r =0.

B) Le soluzioni dell’equazione di Lagrange sono combinazioni di seni e coseni se
2
ma* — 4k < 0,

altrimenti tra di esse ve ne sono di illimitate.

R.

2mit — (ma? — 4k)r = 0; 4k > ma?.

55. |7/6/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L ¢ formata da due meta
omogenee, una AC di massa m; e una C'B di massa mg > mq, ove C ¢ il
centro dell’asta.

L’asta & vincolata ad avere il centro C' mobile con legge

OC = Rcos(at)e; + Rsin(at)es,

ove R, a > 0 sono costanti date. Qui (O, (ep)) ¢ il sistema di riferimento
fisso.
Si scrivano le equazioni di moto dell’asta nel sistema mobile S = (O, (uy,)),
ove

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,

uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = es3.

SOLUZIONE
Introduciamo le coordinate lagrangiane

(pE(—ﬂ',ﬂ'), 96(057‘-)’

tali che
AB = 2L(cos psin fu; + sin p sin Qug + cosfug) .

In S C é fisso, dato che
OC = Ru, (t).

Dunque la velocita in S del generico punto P dell’asta con

CP = s(cos @ sin fuq + sin @ sin fug + cos Qus) ,
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é data da

vs(s) = sp(— sinsin Buq + cos @ sin bus)

+ s0(cos ¢ cos fu + sin @ cos fuy — sin us) .

Pertanto .
lvs(s)]? = s%(p? sin? @ + 6?) .
Dunque
I 1 0 L .
To=g [ sl pras =5 {7 [ stas s 52 [T 2ash@tamto 0%
2/, 2\ ), L/
_ Mt me —ngLQ((f sin 0 + 62) .

Sul sistema agiscono solo le forze fittizie F . e F . Si ha

dF; = —pw X [w X O.}%] ds = —patusz x [uz x (O? + ﬁ)] ds

= pa’® Ruy ds + pa?s(cos @ sin fuy + sin psin Gug) ds .

Quindi
L L L
r 0X
QL = / dF,- = a2R/ p(s)s(—sinpsinf)ds;
—L Oy -L
L axL L
Qb = / dF, - 30 = o? / [Rs cos ¢ cos 4 s% sin 6 cos 0] p(s) ds .
—L —L
Poi si ha

dF .= —2pw X vsds
= 2pas|(p cos psin O + O sin @ cos B)u; + (¢ sin psin @ — 0 cos @ cos O)uy] ds .

Percio
L L L
0X :
o= dF .- ——— = -2 *[6'sin 6 cos 0] ds;
Qs [L " oy Q[Lp(S)S[SIH cosf]ds;
L L L
X
Qy :/ dF .- oX" = 2a/ p(8)s*[p cos O sin 6] ds .
L 00 _L
R.
drmi+ms 5. . 5,7 &*RL L
dt[ 3 L*psin 9} = (my1 — mg) sinsin
L2
- O‘T(m1 + m2) sin(20)
L? - 2RL
F(ml +ms)[20 — $*sin(20)] = a f (mg — my) cos pcos @
2L2 L2
+ (m1 +mg) sin(20)| = + 9]
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56. [12/7/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M & vincolata
a giacere sul piano ruotante

II:  —zpcos(at) + xgsin(at) =0.
Inoltre I'estremo A deve appartenere alla curva

ys = \yi, wy1>0; Y2 =0.

Qui A, ¢ > 0 sono parametri assegnati e S = (O, (yp)) ¢ un sistema di
riferimento mobile tale che IT = {yo = 0}, e gli assi z3 e y3 coincidono.
Sull’asta agisce il peso diretto come —es.

Si scrivano le equazioni di moto.

SOLUZIONE

L’asta ha due gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane y € (0, 400)
e € (—n/2,31/2) tali che se

uy = cos(at) ey + sin(at) ea
ugy = —sin(at) e + cos(at) es

uz = e,
é la terna associata a S, allora
—
OA = yuy + \y‘us, E = 2L(cos puq + sin pus) .

Dunque in S, se GG denota il centro di massa di AB,

1 1
Ts = §M|’US(G)|2 + Eacw ‘W

Inoltre
vs(G) = guy + Aegye tus + Lo(—sinpuy + cos pug) ,
e
w=—pus.
Dunque

1 1
Ts = 3M{(y = Lésing)” + (Aejy™™ ' + Lpcos9)*} + 5197

1 1
= §My'2(1 + N2y 72) + MLpy(Aey *cosp —sing) + Q(ML2 + 1)@,

In § sull’asta agiscono il peso e le forze fittizie. La forza di Coriolis comunque ha

componenti lagrangiane nulle in questo caso, come é noto. Quella di trascinamento

vale su AB
M

dF ;= Ea2y1 .
Dunque essa ammette potenziale
M
AU = 0%
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che integrato da

2L 2L
M M 1 2
U, = /0 Eoﬁy% ds = Ea2 /0 (y+scos ©)?ds = Ma? [§y2+Ly cos (p+ §L2 cos? go} .

Inoltre la forza peso ha potenziale
Upeso = =M gysa = —Mg(\y© + Lsing).
R.

1 , , 1
L= 5My2(1 + 22227 2) + MLy Ayt cos @ —sin @) + 5(ML2 + 1)¢?

1 2
+ Ma? byQ + Lycos p + §L2 cos? gp} — Mg(A\y®+ Lsingp) .

57. [17/01/2017 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M &
vincolata a giacere nel piano mobile I7(t) di equazione

—x sin(at) + xa cos(at) = 0;

qui a > 0 é costante.
Sull’asta agiscono le forze

Fi=-kOA, Fp —=—kOF,,

applicate nei punti indicati, ove

e

AP, ’I“E
0 — ?—
|AB|

Qui r, k£ > 0 sono costanti assegnate e O & I'origine del sistema di riferimento
fisso.

Scrivere la lagrangiana del moto.
SOLUZIONE
L’asta ha tre gradi di liberta; scegliamo le coordinate lagrangiane

r,2€ R, Y € (—mm),
tali che chiamando G il centro di massa dell’asta, si abbia
O? =zu] + z2us3,
AB = 2L(cos puy + sin pug) .
Qui § = (O, (up,)) é il sistema di riferimento mobile (non solidale) dato da

uy = cos(at) ey + sin(at) ea
ugy = —sin(at) e + cos(at) es

us = €es.
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Dunque per il generico punto P su AB di ascissa s € [—L, L] si ha
O?(s) = (z+scosp)us + (z+ ssinp)us .

Scriviamo le equazioni di moto in §. Dunque

1 1 1 1
Ts = §M|US(G)|2 T SOWMN WMy = §M(Z'E2 +2%) + §1¢2 ;
where M = (uy) e N é una terna solidale con I'asta.

In S sull’asta agiscono le forze di Coriolis e di trascinamento, oltre a quelle asse-
gnate. La forza di Coriolis ha componenti lagrangiane nulle in questo caso, come é
noto. La forza di trascinamento

dF ;= —pw X (w x O?) = —pa’usz x [ug X (y1u1 + ysus))
— M 2 .
= 2La Yyiuy
qui (yp) denota le coordinate in S. Il potenziale della forza di trascinamento dunque
é

M 2
au, = 42‘ Y2
Quindi
L 2 2 2
M M M
U, = 4; ($+SCOS§0)2 ds = 204 $2 + TaL2 COSQ(,D.
L

Infine le forze elastiche hanno potenziale

k — k —
Ua = —5|0AF = S |OR|”
= —k[2® + 22 + 2(r —2L) cosp + z(r — 2L)sing + L? + (r — L)?].
R.

2
Mo* 4

1 1 Ma?
£:§M(552+22)+—I¢2+ x +TaL2c052tp

2 2
— k[z? + 22 + x(r — 2L) cos ¢ + z(r — 2L) sin ] .

58. [17/01/2017 (ex)II] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M &
vincolata a giacere nel piano mobile I7(t) di equazione

—z1sin(at) + xg cos(at) = 0;

qui a > 0 é costante.
Sull’asta agiscono le forze

Fp=kOB, Fp =—kOF),
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applicate nei punti indicati, ove

—

AP, TE
0 — ?—
|AB|

Qui r, k > 0 sono costanti assegnate e O ¢ l'origine del sistema di riferimento
fisso.

Scrivere la lagrangiana del moto.
R.

Ma?

M 2
> 2 + TQLQ cos? ¢

1 1
L= 5M(:'c2 + %) + §I<p2 +
— klz(r —2L)cosp + z(r — 2L) siny] .

59. [8/02/2017 (ex)I] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
a giacere sul piano ruotante

—x1sin(at) + zcos(at) = 0.

Qui o > 0 ¢ una costante. Inoltre I'estremo A ¢é vincolato ad appartenere
alla circonferenza solidale al piano

(yl_R)2+y§:R27 y2:07

ove S = (O, (yp)) ¢ il sistema di riferimento mobile dato da O origine del
sistema fisso e base

uy = cos(at) ey +sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.

Sull’asta agisce il peso diretto come —es.

Si determini il potenziale lagrangiano del moto in S, e si dimostri che l'asta
non pud avere posizioni di equilibrio relativo in cui é orizzontale.
SOLUZIONE

Vogliamo dunque considerare il moto relativo a S. Nelle equazioni di Lagrange
come é noto le forze di Coriolis hanno componente lagrangiana nulla.

Rimangono la forza peso di potenziale

M M
dUpeso = _EQ-ZBG ds = _EgyBG ds,

e la forza di trascinamento di distribuzione

M

ST X (w x O?) ds = —a?yu; ds,

M
dF, =
T 2L
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ove si é usato che
w = aus.

Dunque anche la forza di trascinamento ammette potenziale

dU, yids.

T 4L

Introduciamo ora due coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m, ) tali che denotando con
C il centro della circonferenza -y,

O—f>l = O?—FC—AE = Ruj + Rcospui + Rsinpus,

AB = 2L(cosOuq + sin Qug) .
Dunque per P(s) punto generico dell’asta e s € [0,2L]
O?(s) — 04+ ﬁ(s) = [R(1 + cos ) + scosfluy + [Rsin ¢ + ssinblus .

Quindi

M
Rsing + ssin 0] + —a?[R(1 4 cos @) + scos 6] ds,

dU* =
v AL

il
2r”
UI‘:/ dU" = =M g[Rsin ¢ + Lsin ]
AB
M 5 52 2 49 o
—i—?a [R*(1 4 cos ) +2RL(1+COSQD)COS€+§L cos” 0] .

B) Derivando in 6 si trova

ou*
00

4
= —MgLcosf — Ma*RL(1 + cos ) sinf — §a2L2 sinf cos .

Se I'asta ¢ orizzontale allora 6 € {0, 7}. Quindi

aUL
00

= —MgLcosf #0.

Dunque queste posizioni non possono essere di equilibrio.
R.

U" = —Mg[Rsiny + Lsinb]

M 4
+ 7042[1%2(1 +cosp)? + 2RL(1 + cos ) cos ) + gLQ cos? 0] .

60. [8/02/2017 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza L ¢ vincolata a
giacere sul piano ruotante

—z sin(at) + xa cos(at) = 0.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Qui a > 0 ¢ una costante. Inoltre I'estremo A é vincolato ad appartenere
alla circonferenza solidale al piano

(y1 + R)* +y3 = R?, y2 =10,

ove § = (O, (yn)) ¢ il sistema di riferimento mobile dato da O origine del
sistema fisso e base

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) ey,

us = es3.

Sull’asta agisce il peso diretto come —es.
Si determini il potenziale lagrangiano del moto in S, e si dimostri che I'asta

non puod avere posizioni di equilibrio relativo in cui & orizzontale.
R.

U" = —Mg[Rsinp + Lsinb]

M 4
+ ?QQ[RQ(fl + cos )? + 2RL(—1 + cos ) cos O + gLQ cos? 0] .

61.[06/06/2017 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e densita variabile
data da

p(P) = pol AP,
con pg > 0 costante, & vincolata a giacere sul piano ruotante
—zy sin(at) + xa cos(at) =0,

ove o > 0 € una costante assegnata.

Si scriva la lagrangiana del moto.

SOLUZIONE

Introduciamo il sistema mobile S = (O, u;), ove O é l'origine del sistema fisso e

uy = cos(at) e; + sin(at) ea,
ugy = —sin(at) e + cos(at) es

us = ez .

Per scrivere le equazioni di Lagrange in S introduciamo le coordinate lagrangiane
x,z € R, p € (—m,7) tali che

s
AB = 2L(cospuy +sinpug), OA = zuy + zus.
Dunque per ogni P(s) sull’asta, con s = |ﬁ|, si ha

OP = (x + scosp)ur + (2 + ssinp)us.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Pertanto
vs(s) = (& — spsinp)u; + (2 4 spcosp)usg,

1 L
Ts = 5 / pos(i? 4+ s2p% + 2% — 25 sin @ + 28 cos ) ds
0

8 8
= pO{LQ(a'c2 + %) +2L4% — gL?’j:gbsin(p + gLsz':gb cos <p} .
In § sull’asta agiscono solo le forze di trascinamento e di Coriolis; la seconda pero

ha componenti lagrangiane nulle come é noto, in questo caso. La densita della forza
di trascinamento é

dF; = p(P)a2O? cuuy = posa’ (x4 scosp)u .

Questa ammette la densita di potenziale
1 2 2
dU; = FPosa (x + scosp)”.

Quindi

1 2k 4
UF = §p0a2/ s(m + s cos (p)2 ds = p0a2{L2$2 + gLB.’L' + 2L4(COS @)4} .
0

R.
2(:2 22 4.2 83... 83..
[,:po{L (%4 2%) + 2L% fgL zgasmgp+§L chcosgp}

4
+ p0a2{L2x2 + §L3x +2L*(cos @)4} .

62. [23/07/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
al piano ruotante

x1 sin(at) — xg cos(at) = 0.
Su di essa agiscono la forza peso diretta come —es e una forza elastica

applicata in A
Fa=—kOA,

ove O ¢ l'origine del sistema di riferimento fisso (O, (z;)). Qui «, k sono
costanti positive assegnate.

Scrivere la lagrangiana del sistema.
SOLUZIONE
A) Introduciamo la terna solidale con il piano ruotante

uy = cos(at) ey + sin(at) ea
ugy = —sin(at) e + cos(at) es

usz = €3,
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e le coordinate lagrangiane (x,z) € R’epe (—m, ) tali che per P € AB
O?:O—/i—i—ﬁ, O—/i:xul—i—zug, ﬁ:scosgoul + ssin pus ,

ove s = |ﬁ| € (0,2L). Questa terna servira solo per la parametrizzazione lagran-
giana, perché deriveremo la funzione lagrangiana nel sistema fisso.
La velocita del generico punto P(s) dell’asta é data da

’U(S) = :i"ul —+ 7;”1113 —+ ZL"I:Ll —+ Z’llg
— S sin puy + 5¢ cos Yus + S cos YU + S sin Yus

= (& — spsinp)us + (ax + ascosp)us + (2 + sp cos p)ug .
Dunque

lv(s)|? = @2 + 22 + 522 4 25¢(% cos ¢ — @ sin @) + (ax + as cos p)?

IV M 4
T = = —|v(s)|*ds = —{a'c2 + 2%+ —L2p? + 2Lp2 cos @ — 2L sin @
2 )y 2L 2 3
4
+ o?2? 4+ 2La’x cos p + §L2a2 cos? gp} .
Le forze sono il peso e la forza elastica, entrambe conservative di potenziale com-
plessivo

k
U = ~Mgaso — 5|04,

ove C' ¢ il centro dell’asta. In coordinate lagrangiane
L : k 2 2
U"=—-Mg(z+ Lsingp) — E(z +29).
R.

M 4
L= 7{502 + 424 §L2<p2 + 2L cos p — 2Lpi sin @

4 k
+ a?2? 4 2Lo’x cos p + §L20¢2 cos? gp} — Mg(z+ Lsing) — E(zQ +2%).

63. [15/01/2019 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile
vitys =R,

ove le (y;) sono le coordinate nel sistema S = (O, (uy,)), con Xo(t) = Luy(t),
e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) e,

us = e3.
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Su P agisce la forza

F— —kOD.

Qui L, R, a, k sono costanti positive assegnate.
Scegliere come coordinate lagrangiane ¢ € (—7/2,37/2) e z € R tali che

O? = Rcos pu; + Rsin pug + 2us .

Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio

relativo a S.
SOLUZIONE
A) Scriviamo la lagrangiana nel sistema fisso. Si ha subito

k
Ut(z,9) = —5(32 +27).
Inoltre

d
vp:vo+&ﬁ

= L1y + Rp(—sinpuq + cospug) + R(cos pt; + sin pts) + Zus
= Laug + Rp(— sin pug + cos pus) + Ra(cos pus — sinpuy) + Zus .

Pertanto
lvp|* = R%(¢ + a)* + L*a* + 2LRa(p + a) cos g + 22

Dunque si puo scrivere
L= %m{R2(gb +a)? + L?a® + 2LRa(p + a) cos o + 3%} — %sz :
Le equazioni di Lagrange sono
%{m[RQ(gb +a)+ LRacos ]} + mLRa(¢ + a)sing =0,
%{mz} +kz=0.

B) Ricaviamo le equazioni di Lagrange in S. In questo caso non usiamo la la-
grangiana, perché in genere F' non é conservativa in senso lagrangiano. Invece le
componenti lagrangiane di F' possono essere calcolate come le derivate parziali del
potenziale U" trovato sopra.

Iniziamo a calcolare F: troviamo prima

vs = Ro(— sin pug + cos pus) + Zus .

Quindi
F.=-m2w x vs = 2mRap(cos pu; + sin pus) .
Poiché
oxX* . oxX*
—— = —Rsinpu; + Rcospus, = ug,
Op 0z
st ha oX* oX*
Qc«p:Fc'W:()v ch:Fc'WZO-
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Dunque di fatto F . ha componenti lagrangiane nulle.
Consideriamo ora F ;:

F.=—-mlap +w X (w x O?)] = ma?{(L + Rcos p)u; + Rsinguy} .

Dunque
oX" oxX"
Q,np:FT- a(p :—ma2LRsin(p’ QTZZFT.W =0.
Infine ) )
Ts = 5m|u$|2 = §m(R2¢2 + 22).

Dunque le equazioni di Lagrange sono

d
E[mR%b] = —mLRa*singp,
d
&[mz] =—kz,
che sono facilmente riducibili a quelle trovate nella prima parte.

C) Per trovare le posizioni di equilibrio relativo, osserviamo che le componenti di
O? in (up) sono costanti se e solo se lo sono le coordinate lagrangiane. Dunque
bastera imporre che le soluzioni delle equazioni di Lagrange siano costanti, il che
da subito

R.
d 2 . 2 .
E[mR ¢] = —mLRa“siny,
d

Le posizioni di equilibrio relativo sono date da (p, z) = (0,0) e (p,z) = (7,0).

64. [15/01/2019 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile
vitys=L%,

ove le (y;) sono le coordinate nel sistema S = (O, (up,)), con Xo(t) = Rua(t),
e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

us — e;3.

Su P agisce la forza

F — kOD.

Qui L, R, a, k sono costanti positive assegnate.
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Scegliere come coordinate lagrangiane ¢ € (—7/2,37/2) e z € R tali che
@ = Lcospu; + Lsin pus + zus .

Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio
relativo a S.

65. [11/02/2019 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = es3.
Denotiamo con (y;) le coordinate in S e con + la circonferenza solidale a S
-’ +ys =R y=0.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a -, ed é soggetto alla forza

F = Ay3T’
ove T é il versore tangente a v. Qui «, ¢, R, A sono costanti positive
assegnate.
Scrivere le equazioni di Lagrange di P.
SOLUZIONE

Usiamo la coordinata lagrangiana ¢ € (—m, ) tale che, se C é il centro di vy, si ha
ﬁ = Rcospuy + Rsinpus .

Dunque

1
IS:EmR%P.

Troviamo poi le componenti lagrangiane delle forze. Si ha

0X" 80P 9CD

Oy dp dp

= —Rsinpu; + Rcospus .

D’altronde
T = —sinpu; + cospus,
cosicché ox
F. = AR%sinp.
dp

La forza di Coriolis come é noto in questo caso ha componenti lagrangiane nulle.
La forza di trascinamento vale

F,=—mw X (w X ﬁ) = ma?(c+ Reosp)uy ,
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per cui
ox"
¢

L’equazione di Lagrange percio é

F..

= -—ma’R(c+ Rcosp)sing.

mR?*p = AR?*sin ¢ — ma?R(c + Rcos ¢)sing.

mR%p = ARsin p — ma®R(c + Rcosp)sin .

66. [11/02/2019 (ex)I] Si consideri l'elica v data da
P (s) = (Rcos(as), Rsin(as) , hs),

con R, a, h > 0 assegnati in modo che s € R sia ’ascissa curvilinea.
Si consideri poi il sistema § = (O, M), ove M = (T,N,B) ¢ la terna
intrinseca di v e O ¢ il punto dato da

Xo(t) =¢(so(t))

con sp € C?(R) assegnata.

Un punto materiale P di massa m € vincolato a stare sull’asse coordinato di
S parallelo a T'.

Scegliere come coordinata lagrangiana per P la significativa coordinata car-
tesiana in S e calcolare la relativa componente lagrangiana della forza di
trascinamento per P in S.

Si ricordi che

T = (—Rasin(as) , Racos(as) ,h), N = —(cos(as),sin(as),0),
B = (hsin(as), —hcos(as),Ra), k(s) = Ra?, 7(s)=—ah.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinata lagrangiana x € R tale che

O?:xT,

cosicché
a X L

ox

Cominciamo a scrivere la forza di trascinamento F', in S:

=T.

F,.=—mlao Lo x OP +wx (wxﬁ)]

In effetti saremo interessati solo alla componente lagrangiana F';. - T.
Iniziamo a scrivere, come noto,

aop = SoT + kSQON
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Ricordiamo poi la nota formula
w(t) = $o[—-7T + kB].
Dunque

w = 380[—TT + kB] + $o[—7(kN)$o + k(7N)so]
= $o[—7T + kB].

Pertanto
& x OP = GokzN .

Infine calcoliamo
w X (w X W) = —s5kx(TB + kT).

Dunque raccogliendo il materiale precedente

F. T =-m(5o — k*s)).

F. T =—-m(5o — k*s5x).

67. [11/02/2019 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3z = e3.
Denotiamo con (y;) le coordinate in S e con + la circonferenza solidale a S
(y1 +¢)* +y3 = R?, y2 =0.
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a -, ed é soggetto alla forza
F =T,

ove T é il versore tangente a . Qui «, ¢, R, A sono costanti positive
assegnate.

Scrivere le equazioni di Lagrange di P.
R.
mR*@ = AR*(—c + Rcos ) — ma’R(—c+ Rcosy)sing.

68. [11/02/2019 (ex)II] Si consideri l'elica v data da

1 (s) = (Rcos(as), Rsin(as) , hs),
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con R, a, h > 0 assegnati in modo che s € R sia ’ascissa curvilinea.
Si consideri poi il sistema § = (O, M), ove M = (T,N,B) ¢ la terna
intrinseca di v e O ¢ il punto dato da

Xo(t) =9(so(t)),

con sp € C?(R) assegnata.
Un punto materiale P di massa m é vincolato a stare sull’asse coordinato di
S parallelo a N.
Scegliere come coordinata lagrangiana per P la significativa coordinata car-
tesiana in S e calcolare la relativa componente lagrangiana della forza di
trascinamento per P in S.
Si ricordi che

T = (—Rasin(as) , Racos(as) ,h), N = —(cos(as),sin(as),0),

B = (hsin(as), —hcos(as),Ra), k(s) = Ra?, 7(s)=—ah.

F. - N=-m(ki} — (K* +19)ébr).

69. |09/01/2020 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile di equazione

i +ys = R,

ove (y1,y2,y3) sono le coordinate nel sistema di riferimento mobile & =
(X0, (up)), ove X ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

con « > ( costante.
Sul punto agisce il peso —mges.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

SOLUZIONE
A) Scegliamo la parametrizzazione lagrangiana

X" (y,p,t) = Rcospuy(t) + yua(t) + Rsin pus(t),

con p € (—m,m) ey € R.
Procediamo nel sistema mobile S. Quindi

vy = —Rysin pug + yuz + R cos pug ,
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M, 5.0 .9
Ts=—(R°¢p* 4+ 9°).
Le forze che agiscono in § sono

Fpeso = —mgus,
F,=-—mwx (wx X") =ma®[X"], =ma®(Rcospu; + yus),

F.=—m2w x v = 2ma(yus + Rpsin pus) .
Dunque con un calcolo diretto si trovano le componenti lagrangiane delle forze:

Qy = (Fpeso + Fr+ F¢) - ug = maly + 2maRpsin g,

Qp = (Fpeso + Fr+ F¢) - (—Rsinpu; + Rcos pus)

= —mgR cos ¢ — ma®R? cos psin o — 2maRysin ¢ .
Si possono cosi scrivere subito le equazioni di Lagrange:

mR%G = —mgR cos ¢ — ma® R? cos psin ¢ — 2maRysin ¢,
mij = ma’y + 2maRpsin ¢ .

mR%p = —mgR cos ¢ — ma® R? cos psin ¢ — 2maRysin ¢,
mij = ma’y + 2maRpsin @ .

70. [09/01/2020 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile di equazione

ys +ys = R?,

ove (y1,y2,y3) sono le coordinate nel sistema di riferimento mobile & =
(X0, (up)), ove Xp ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

con o > 0 costante.
Sul punto agisce la forza costante kes, k # 0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.
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mR?@ = kRcos ¢ — ma®R? cos psinp — 2maRysinp,
mij = ma’y + 2maRpsing .

71. [13/01/2020 (ex)I] Si consideri il sistema mobile S = (X o, (uy)), ove
u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,
us = €3,

e X ¢ lorigine del sistema fisso. Le coordinate in S vengono denotate con

(yl,y2ay3)'
Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m ¢& vincolata a giacere sul

piano ruotante yo = 0; inoltre il centro di massa dell’asta & vincolato ad
appartenere alla curva

ys = Byl + 1, y$2=0, y1€R.

Qui «, B, v >0 e p & un intero positivo.
Sull’estremo A dell’asta ¢ applicata la forza

—
F,=—kAA,
ove A’ & la proiezione di A sull’asse y; e k > 0.

e Scrivere la lagrangiana dell’asta.

e Nel caso p = 2, trovare tutte le posizioni di equilibrio relativo a § in cui
AB si mantiene parallela a ug.
R.
m.o 2 2 opeay 1,2 maly , L7 2\ F . 2
L= 5% {1+p%p°z=? }+§I<p +T<z +?(cosga) )+§(ﬂ:cp+'nysmgp) .

Posizioni di equilibrio:

—ma? — 2k(y — L
(p:g; z=0, e x:i\/ ma 2]{59 )8 se  —ma® —2k(y—L)3>0;
gp:fg: z=0.
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72.[13/01/2020 (ex)II] Si consideri il sistema mobile S = (X, (uy)), ove

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

e X ¢ lorigine del sistema fisso. Le coordinate in S vengono denotate con
(yl,y2ay3)'

Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m ¢& vincolata a giacere sul
piano ruotante yo = 0; inoltre il centro di massa dell’asta ¢ vincolato ad
appartenere alla curva

ys = Byl , y2 =0, y1 € R.

Qui «, 8 > 0 e p é un intero positivo.
Sull’estremo B dell’asta ¢ applicata la forza

—
Fp=kBB,
ove B’ ¢ la proiezione di B sull’asse y1 e k > 0.

e Scrivere la lagrangiana dell’asta.

e Nel caso p = 2, trovare tutte le posizioni di equilibrio relativo a § in cui
AB si mantiene parallela a ug.

SOLUZIONE

A) L’asta ha 2 gradi di liberta. Scegliamo come coordinate lagrangiane l’ascissa
x =1y € Rdi G e ’angolo ¢ € (—m,7) in modo che la parametrizzazione del
generico punto P dell’asta sia

X" (z,p,t,5) = zuy + frPug + scos pui + $sin pus,

con s € [—L, L] ascissa su AB misurata a partire da G.
Procediamo nel sistema mobile S. L’energia cinetica, ottenuta mediante il teorema
di Koénig, é data da

1 1
T" = 2§ + 5167 = 20 {1+ B2 2+ S17.

Oltre a F'p sull’asta agiscono anche le forze di Coriolis e di trascinamento. Sap-
piamo pero che la prima ha in questo caso componenti lagrangiane nulle. La
distribuzione della seconda é

m

m
dF, = —opw X (wxx)ds = ZQleul ds,

che risulta conservativa con potenziale

2
m Yy
a?Zl ds.

dUs = 77a® 3
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1I potenziale di trascinamento dunque é

2 L 2
L
UT:/AB dU; = %/_L(ZC—FSCOSSD)QC{S:%(.’Ilg—‘,—?(COS@)Q)-

La F'p si scrive come
!
Fp=kBB = —kyspus,
con potenziale
k
Dunque é possibile scrivere la lagrangiana come
m.o 2 2 9p—2y, 1.2 ma’ 2 L? 2 k . 2
L= 5% {14+5°p“z? }+§I<p +T(x +?(cosgp) )*§(ﬂ$p+LSIHQD) .

B) Le posizioni di equilibrio sono date dai punti critici di U", ossia sono le soluzioni
del sistema

ou*- 5 5 )

5 = Mo x — 2kBx(Bx® 4+ Lsingp) =0,
x

ou* 212

50 _ma3 singcos ¢ — kL(Bx? + Lsing)cosp = 0.
P

Se Dasta é parallela a ws, si ha ¢ = +m/2, quindi cos p = 0 e la seconda equazione
é soddisfatta.
Se ¢ = 7/2 la prima equazione diviene

(ma? — 2kLB)x — 2kB%2® = 0.

Questa ha soluzione nulla x = 0 e le soluzioni

1 ma? — 2kLj
e 2Bz
se ma? — 2kLB > 0.

Se ¢ = —7/2 la prima equazione diviene
(ma? + 2kLB)x — 2k3%x = 0.

Questa ha soluzione nulla x = 0 e le soluzioni
1 ma? + 2kLj3
v kG2

1 2 L2 k
= %562{1-1-521723021’72}4‘5[(?24‘%(952""?(“)5 @)2) —§(ﬁxp+Lsing0)2 .

R.
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Posizioni di equilibrio:

/ 2 _2kL
(p:g; :C:O, e r=-=+ MT/BQﬂ se ma2—2kLﬁ>0,
_ T, —0. oppure z— ]2+ 2kLE
Y = 2 r=2u, ppur xr = 2]{}ﬁ2 .

73.100/12/2022 (hw)I]
Il punto materiale (X1,m1) ¢ vincolato alla retta mobile 71 e il punto
materiale (X9, m9) ¢ vincolato alla retta mobile ry, ove r1, ry sono date

da

T )\2:0, )\3:0;
ro )\1207 )\3:H.

Qui () indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile S = (X o, (uy,))
con Xp(t)=0perte Re

u; = cos(at) e; + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

us = e3.
Su ciascun punto X; agisce la forza elastica F'; data da
Fi=—-Fy=—k(X;—X,).

Qui o, H, k > 0 sono costanti. Usare come coordinate lagrangiane (s1, s2) €
R? con

X%(Sl, S92, t) = slul(t) , X;(Sl, S92, t) = S2u2(t) + H’U,g(t) .
1. Scrivere Ienergia cinetica del sistema nel sistema di riferimento fisso.

2. Scrivere ’energia cinetica del sistema nel sistema di riferimento mobile

S.

3. Dimostrare che il potenziale lagrangiano in S esiste ed é:

k m m
Us = —5(3% + s34+ H?) + 710423% + 720423%.

4. Si assuma k # mya?, moa®. A partire dal potenziale Ug dato nel

punto precedente determinare le posizioni di equilibrio relativo a S e
determinarne la stabilita.
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5. Si assuma k > m1a2, moa?. Determinare se tutti i moti sono limitati

(cioe se | X| + |X5| < C per ogni t, con C costante dipendente dal
moto).

6. Scrivere i vincoli nella forma canonica f(z,t) =0, ove

3
X = Z 23(i—1)+hCh » i=1,2.

h=1
SOLUZIONE
1) Si ha
T- — E|XL1|2 + @|XL2|2
2 2
mi, . ma, .
= 7|51u1 + slauQ|2 + 7|52u2 — soauq|?
mq . ma .
= 5 (& +a?sh) + 23 + o).
Infatti ’l:lll = Qus, ’llg = —Qux.
2) Si ha
’Usizéiui, i:1,2.
Quindi
my . ma .

3) In S agiscono oltre alle F'; anche Fr;, Fo;. Poiché il campo di forza di trasci-
namento é
F,= maQ()\lul + Aoua),
si ha
ma?
2
Resta da considerare la forza di Coriolis. Calcoliamo

Uk = (AT +73).

Fcl = —2m1w X Vs, = 727’)110&5111,2;

Foy = —2mow X vg9 = 2moaiSou .

Le componenti lagrangiane sono nulle:

X7

Fcl . L — 7277110[5111,2 cU = 0,
0s,
axL

ch' 2 :27’7120452’(1,1-’(1,2:0,

0sqy

per cui le forze di Coriolis, o meglio le loro componenti lagrangiane, hanno poten-
ziale lagrangiano nullo. Pertanto

k m m
Us = —5|XT = X5 + 5-0*(Nix,)? + 570 (Vix, )’
k m
= —5(si+ 3+ H?) + —”;1 o’st + Zra’s].
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4) Poiché in § i vincoli sono fissi, le posizioni di equilibrio relativo sono date dal
sistema del gradiente

oU%
85;9 = (m1a2 —k)s1 =0,
aUL
855 = (m2a2 —k)s2 =0.

Nelle ipotesi fatte che k # mia?, maa?, segue che I'unica posizione di equilibrio é
(s1,82) = 0; in essa si ha ’hessiana

2

DHU5(00) = (mlao ' mzag k) '
Se k > mia?, moa? la matrice é definita negativa, quindi il punto é di massimo
isolato per Ug e quindi di equilibrio relativo stabile. In tutti gli altri casi la matrice
é indefinita o definita positiva, percid il punto é di equilibrio instabile.
5) In S i vincoli sono fissi e le forze conservative. Quindi si ha per la conservazione
dell’energia
ma .o

_527U§:E7

Th— UL = 2Lg2 .

2
e percio

U5 <E,
ossia lungo ciascun moto

(k —mia?)s? 4 (k — maa?)s3 < costante.

Pertanto s; e sy sono limitate su ciascun moto.
6) Imponiamo i vincoli su X1; Ay = 0 equivale a (X1 —X0)-u2 = 0 ossia (essendo
XO = 0) a
3
Ao = Uy - Z znep = —z1 sin(at) 4+ z3 cos(at) = 0.
h=1
Invece \3 = 0 equivale a

3
)\3:1!,3' E zheh:23:0.
h=1

Passiamo ai vincoli su X o; analogamente al caso di X1 otteniamo che il vincolo
A1 = 0 equivale a

3

Al =1u; - Z zs1nen = z4 cos(at) + z5 sin(at) =0,
h=1

mentre ’altro vincolo A3 = H equivale a

3

A3 = ug - E 23ynen = 26 = H .
h=1

R. 1)

m m
T" = (3 +a%s]) + (3 +a¥s3).
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2)
mi ., M2,

4) L’unica posizione di equilibrio relativo é (0,0). Se k > mia?, maa? é stabile. In
tutti gli altri casi é instabile.
5) Segue dalla conservazione dell’energia.

6)
—zy sin(at) 4 22 cos(at) =0,
zZ3 = 0,
zg cos(at) + z5 sin(at) =0,
zZ6 = H.

74.[03/02/2023 (ex)I] Una circonferenza materiale « di centro G, massa m
e raggio R ¢ vincolata al piano mobile yo = 0, ove le y; sono le coordinate
nel sistema di riferimento mobile § = (X o, '), con X origine del sistema
fisso e N = (wy,), con

w; = cos(at) ey + sin(at) ez,
wy = —sin(at) e; + cos(at) ez,

w3 = €3,

ove o > 0 & una costante assegnata. Inoltre un punto solidale alla circonfe-
renza A € v & vincolato alla circonferenza mobile

y%—i_y%:LQa y2:0

Sulla circonferenza v non agiscono forze direttamente applicate.
Si usino come coordinate lagrangiane (¢, 0) € (—m/2,37/2) x (—7/2,37/2),
ove

X% (p,0,t) = Lcos pwi(t) + Lsinpws(t),
Xa(p,0,t) = X% (p,0,t) + Rcoswi(t) + Rsinbws(t) .

Si usi come sistema solidale alla circonferenza (X g, M), con M = (up,) e

u1 = cos @ wi + sinf ws ,
ugz = —sinf wy + cosfws,

Ug = Wwo .

1) Si calcoli la velocita angolare wpaq della circonferenza relativa alla terna
fissa P = (ep,) (espressa in una terna qualsiasi).
2) Calcolare 'energia cinetica in forma lagrangiana della circonferenza ~y
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

relativa al sistema di riferimento mobile S.
3) Si calcoli la distribuzione della forza di trascinamento in S agente su -,
in forma lagrangiana, ossia la funzione vettoriale

dF;(SD? 9? t’ S) )

espressa nella base A/ di S. Si noti che s deve essere una coordinata solidale
a7y.

4) Calcolare il momento delle quantita di moto di polo G, relativo al siste-
ma di riferimento fisso, in funzione delle coordinate lagrangiane e delle loro
derivate in ¢ (espresso in una base qualunque).

5) Sapendo che il potenziale lagrangiano della forza di trascinamento agente
su 7y é

2
U(p,0) = %(Lcosgo—i— Rcos6)?,

dimostrare che il sistema ha almeno 5 posizioni di equilibrio relativo a S (nel
dominio di variabilita assegnato per (¢, 6)).
6) Si dia per noto il potenziale lagrangiano della forza di trascinamento
agente su vy dato sopra. Si dimostri che nella posizione (¢,0) = (0,0) di
equilibrio relativo si possono definire le piccole oscillazioni (relative a S), e
se ne scriva il potenziale ridotto U*.
SOLUZIONE
1) Usiamo il teorema di composizione delle velocita angolari. Vale

WpM = WpN + Wam = aws — Ows ;
infatti

dU3 .
WNM W2 = WNM U2 = e cup = —0.
N

2) Usiamo il teorema di Konig

m 1
Ts = 3|vb$|2 + FTGWNM " WNM -
Quindi calcoliamo
. dX¢ . " . ;
Ves = |~ = (—Lpsing — Rfsin@)wq + (L cos ¢ + RO cos ) ws .
N

Quindi ' '
vk g|* = L2¢? + R*0% + 2L R¢0 cos(p — ) .

Inoltre, denotando con I il momento d’inerzia diametrale della circonferenza, -y,

I 0 0\ /0 0 .
Tawnm WM = oo W = |0 21 o) [ =6 |- | -6 =216%.
o o 1/ \o 0

3) La distribuzione della forza di trascinamento agente su y é

2

m m
dFT: _— Td = —— X d = —
ards wpn X (wpy x X)ds 5 R

2R 2R yrwyds.
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Usiamo la parametrizzazione di vy

X"(p,0,t,5) = X(p,0,t) + Rcos %ul + Rsin %’U/g , s€[-mR,TR).
Si noti che s & un’ascissa curvilinea solidale alla circonferenza (s = —wR). Pertanto

con i calcoli <
yy = Lcosp + Rcosb + Rcos (E + 9) .

4) E noto dalla teoria che
L =ogwpm = og(aws — 9w2) )

In componenti

) I 0 O O. 0 .
(oc(aws — 9“’2))/\/ =10 2I O 0| =1 =216
0 0 I e 7

Infatti nonostante N' non sia solidale a y (solo ws lo ¢), in ogni istante é principale
in G e la matrice di o rispetto a N ¢ costante, per le proprieta di simmetria della
circonferenza materiale.

5) In S su vy agiscono solo le forze fittizie, ma quella di Coriolis non contribuisce alle
equazioni di moto (noto dalla teoria perché i moti avvengono su un piano che con-
tiene wpyr). Quindi le posizioni di equilibrio si ottengono dal sistema del gradiente
del potenziale lagrangiano, che si riduce a quello della forza di trascinamento:

oUx 9 .
5, — Mo (Lcosyp+ Reosf)Lsing =0,
¥
L
aaUT = —ma?*(Lcosp+ Reosf)Rsinf = 0.
12

Le soluzioni sono quelle che annullano i seni, ossia
0,0), (O,m), (m0), (mm7),

pitt quelle ove
Lcosp+ Rcosf =0.

Di queste ne esistono infinite, perché basta che

R
’ZCOSG <1.

In particolare esiste tra queste (7/2,7/2).
6) In (0,0) si ha che

DAUH(0,0) = (—ma2(L+R)L 0 ) ’

0 —-ma?(L+ R)R

che é definita negativa. Quindi la posizione di equilibrio é di massimo isolato per
Ux; inoltre vi si possono definire le piccole oscillazioni, perché in S i vincoli sono

fissi e le forze (ossia dF';) sono conservative.
11 potenziale ridotto U* é dato dalla forma hessiana.
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R. 1) wpm = aws — Hws.

2)
TS = %(L%Q + R20? + 2LR0 cos(p — 0)) + 162
3)
2
dF’. = 7;3% Lcosy + Rcosf + Rcos (% + 9)}101 ds.
4)

Lg = —2[9’(1}2 + alws .
5) Ne esistono infinite in particolare

(0,0), (0,m), (m,0), (mm), (x/2,7/2).

6)

TI’LO{2

2

U*(p,0) = — (L + R)(Ly* + RO?).

75.[07/07/2023 (ex)I] Due punti materiali (X1,m1), (X2, m2) sono vinco-
lati al piano mobile Ay = 0 del sistema di riferimento mobile S = (X o, (uy,)),
ove X o é lorigine del sistema di riferimento fisso e
uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es
u3 = €3,
ove a > 0 & costante. Qui A indica le coordinate in S.
I punti sono soggetti ai vincoli ulteriori: X appartiene alla circonferenza
solidale con S, di centro X, raggio R > 0 e giacente sul piano Ay = 0; X
ha la stessa quota A3 di X.
Sui due punti sono direttamente applicate le forze
F1:—k|X1—X2|2(X1—X2), Squ;
Fy=—kX; - X5*(X2—X1), suXo.
Qui k > 0 ¢é costante.
Si usino le coordinate lagrangiane (p,z) € (—mw/4,77/4) x R tali che
X' (¢, t) = Rcos puy(t)+ Rsin pus(t), Xs5(p,z,t) = zuq(t)+ Rsin pus(t) .

1) Determinare il potenziale lagrangiano del sistema di forze (F'1, F'g).
2) Determinare 'energia cinetica lagrangiana nel sistema di riferimento fisso.
3) Le equazioni di Lagrange del sistema sono:

@lm1 + ma(cos p)?] = sin p[(mep? — mia?) cosp + kR (Rcos ¢ — x)3],

mod = moa’x + k(R cosp — )3 .
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Dimostrare che esistono moti in cui ¢ é costante, ma x non lo &, determinando
i possibili valori di ¢.

4) Dimostrare che esistono almeno due diverse posizioni (¢1,21) e (¢2,x2)
di equilibrio relativo a S.

5) Si dimostri che tutti i moti sono limitati (da una costante dipendente dal
moto stesso).

6) Se per le (nuove) coordinate lagrangiane (q1,¢2) € @ si ha

X5(q1,q2,t) = qrui(t) + qeus(t) ,

completare la parametrizzazione lagrangiana di X7, specificando il dominio
Q@ delle coordinate lagrangiane.

SOLUZIONE

1) Il sistema (F'1, F'3) é conservativo (per esempio in §), con potenziale

k
Ur(A1,A2) = —Z|)\1 — Aot
come é facile verificare calcolando che Vi, U = F;, i =1, 2. Quindi

k k
Up(p,x) = *Z|X£ — A5t = fZ(Rcosgp —x)t.

2) Si ha per ciascuno dei due punti v; = vy; + Vs;, con w = aus e quindi

vy = Racospus, wvs; = Ro(—sinpuy + cos pus),

Vg = QXU , VSy = Ui + RYcospus.
Quindi

m m
Th — 71[R2a2(cos<p)2+R2gb2]+72[a2x2+5c2+R2gb2(cos<p)2].

3) Se ¢ é costante, nella prima equazione di Lagrange il membro di sinistra, e
quindi anche quello di destra, si annullano. Se fosse siny # 0 si avrebbe che
anche x sarebbe costante, contro I'ipotesi. Quindi sinp = 0, ossia ¢ € {0,7}. In
corrispondenza, dalla seconda equazione di Lagrange, si ottengono per x le equazioni
differenziali
p=0: maei = mac’z + k(R — z)*;
po=m: mod :m2a2x+k3(—R—x)3,
che hanno unica soluzione, con gli opportuni dati iniziali.
4) In S il sistema di forze (le F; e quelle di trascinamento) é conservativo con
potenziale lagrangiano

k
Us = *Z(RCOSW —2)t + %OAQR2(COS ©)? + %oﬁxz :

11 sistema del gradiente é

[ER(Rcosp — x)> —mia®R%cos ¢]sing =0,
kE(Rcosp — x)® + maar = 0.
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La prima equazione sicuramente é soddisfatta se sinp = 0, ossia ¢ € {0,7}. In
corrispondenza di questi due valori, la seconda equazione diviene una delle due

k(R — x)% + maa?z =0, k(=R — 2)% + moa?z =0,

che sicuramente hanno almeno una soluzione (di fatto non nulla) perché sono di
grado dispari. Si vede che se x1 risolve la prima allora —x, risolve la seconda, ma
questo non é neanche necessario per rispondere al quesito perché i valori di ¢ sono
comunque diversi.

5) Come osservato sopra, in S vale la conservazione dell’energia nella forma

k
E=Ts-Us>-Us = ;(Reos — ) - %MR?(COS 0)? — %oﬁx? .

Poiché I'ultimo membro sopra é un polinomio di quarto grado in x con coefficiente
positivo del termine di ordine 4, esso diverge a +00o se |x| — +o0o. Invece é limitato
da F per ogni istante, quindi ne segue che il moto resta limitato.

6) Si deve avere necessariamente per i vincoli

Xi(g,t) = Nywr + qug,  (N1)?*+ g3 = B2

Quindi va scelto uno dei due segni in

/\Iﬁ:i\/R27q%’

restringendo g2 a (—R, R) per avere la regolarita necessaria.
R. 1)

k
Uk(p.x) = — 7 (Reosp —2)".

2)

m m
T = 71[R2a2(cos ©)? + R*p%) + 72[a2x2 + 3% + R*¢*(cos ¢)?] .

3) ¢ € {0,7}.
6) Una delle due

Xi(q.t) = \/R* = gdui(t) + qeus(t),  Xi(q.t) = —\/R? — Gui(t) + qous(t),
con Q=R x (—R,R).

76. 102/02/2024 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile S =
(X0, (un)), ove

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

uz = €3,

con a > 0 costante e X = 0 origine del sistema di riferimento fisso. De-
notiamo con (zj,) le coordinate nel sistema di riferimento fisso, e con (yp) le
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coordinate in S.
Un punto materiale (X, m) & vincolato con vincolo liscio alla parabola soli-
dale con S, di asse yq,

y2 =0, y1 = B3,

ove 8 > 0 & una costante. Sul punto agisce la forza peso
F = —mges.
Si usi come coordinata lagrangiana z € R tale che
X (z,t) = B2%uy (t) + zus(t) .

1) Si calcoli I'energia cinetica lagrangiana del sistema nel sistema di riferi-
mento fisso.

2) Si calcoli il potenziale lagrangiano del sistema, relativo alle forze presenti
nel sistema di riferimento mobile S.

3) Si determinino le posizioni di equilibrio relativo a S e se ne studi la sta-
bilita.

4) Si calcoli la forza di Coriolis che agisce su X in un moto generico.

5) Si scrivano i vincoli nelle coordinate (z,) del sistema di riferimento fisso,
ossia come due equazioni

fl(.%'l,.%'z,.%’g,t)zo, fz(.%'l,.%’z,.%’g,t)zo.

6) Si scriva ’equazione di Lagrange del moto e si dimostri che se z(0) = 0,

2(0) = 0, allora 2(t) < 0 almeno in un intervallo (0,%) con ¢ > 0 opportuno.
SOLUZIONE
1) Dalla definizione di uy, si ha

" = 2Bziuq + Fus + B2 = 282w + afZPus + Fus .

Quindi
|,UL|2 _ 2-:2(1 +4ﬁ222) +042ﬁ224.

2) In § vanno considerate anche le forze apparenti F, e F,. Ma dalla teoria
sappiamo che F'; ha componenti lagrangiane nulle in questo caso. Inoltre

F,=-ma;=—-mwX (wx X)= moly uy ,

poiché w = aus. Percio la forza di trascinamento ammette il potenziale

Quindi il potenziale lagrangiano di trascinamento vale

2.4
2Bz

Uk =ma 5
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1I potenziale lagrangiano del peso é
—mgz .
3) Si ha
dUg
dz
per cui I'unico punto critico ossia I’unica posizione di equilibrio é

_ 39
zZ0 = 204262.

=2ma?B?23 —myg,

D’altra parte

d*U
dz2S — 6ma28%22
e quindi zg é di equilibrio instabile.
4) Per definizione
F.= —2mw x vs = —2m(aus) X (20z2u; + tusz) = —4dmafzzus .

5) 11 vincolo y, = 0 si scrive come

3
Yo =X -ug = (Z xheh) . ( — sin(at)e; + cos(at)eg)
h=1

= —x1 sin(at) + x2 cos(at) = 0.

11 secondo vincolo si calcola usando
3
y=X u = (theh) - (cos(at)e; + sin(at)es) = x1 cos(at) + z2 sin(at)
h=1

€ Ys = I3.
6) Dai calcoli dei punti 2) e 4) si ottiene la lagrangiana

L=Ts+Usg= %22(1 +46%2%) + %a262z4 —mgz.
Quindi si ottiene I'equazione di Lagrange
(14 46%2%) +4822%2 — 20°6%2% + 9 = 0.
Se z(0) = 0, 2(0) = 0 si ha quindi 2(0) = —g < 0 e percio vale 2(t) < 0 per tutti
it € (0,f) cont > 0 opportuno. In realta si puo vedere che questo avviene per
ogni t per cui il moto é definito, perché altrimenti si avrebbe 2(t) = 0, da cui per

l'equazione %(t) < 0, un assurdo.
R.

1) T"=—[£2(1+4B%2) + a?B%21Y.

SE

2) Usg(z) = %a2ﬁ2z4 —mgz.

zo= ¢ %;52, instabile.
\/ 2a

3)
) Fo=—4mafzius.
)
)

T~

— 2y sin(at) + zo cos(at) =0, x; cos(at) + zysin(at) = fa3 .

=)

(14 48%2%) + 48%%2 — 2ma®p%2° + g = 0.
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77.105/07/2024 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile S =
(X0, (up)) ove X = 0 ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

con « > 0 costante. Indichiamo con (y) le coordinate in S.

Due punti materiali (X1, m) e (X2,m) di uguale massa sono vincolati a
rimanere sul piano y, = 0 a uguale quota y3, in modo che il punto (X; +
X5)/2 appartenga alla circonferenza solidale con § di equazioni

yi+y3 =R, =0,

con R > 0 costante.
I due punti si scambiano ’attrazione elastica

Fi=—k(X1-X,), Fy=—k(Xs—X1),

con k > 0 costante.
Si usi la parametrizzazione lagrangiana

X' (s,¢) = Rcos pui + Rsin pusz + suq
X5(s,) = Rcos pu; + Rsinpuz — suq,

con (s,¢) € (—o0,400) X (—m/4,77/4).

1) Si scriva l'energia cinetica lagrangiana relativa a S del sistema.

2) Si scriva il potenziale lagrangiano relativo a S del sistema.

3) Si scrivano le equazioni di Lagrange e si determini se esistono moti in cui
s é costante e ¢ non lo &, e viceversa.

4) Si determinino le posizioni di equilibrio relativo a S e la loro stabilita. Si
assuma in questo quesito 2k > ma?.

5) Nel caso ma? = 2k si stabilisca se esistono posizioni di equilibrio relativo
a § stabile.

6) Si dia una condizione su k, m, « tale che in ciascun moto s si mantenga
limitato (in dipendenza delle condizioni iniziali).

SOLUZIONE

1) Derivando relativamente a M = (uy,) si ottiene

vs] = —Rgsin pu; + R cos pus + suq ,

vss5 = —Rpsin pu; + R cos pus — suy .
Quindi
TS = o) [(—Rpsing + 3)* + R*¢*(cos p)?
+ (= Rpsin p — §)* + R*p*(cos @)2]
=m[R** + %],
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2) Come ¢é noto dalla teoria la forza di Coriolis ha componenti lagrangiane nulle in
questo caso. La forza di trascinamento é (su ciascun punto)

F,=-ma;=—-mwX (wx X)= moly ug ,

perché w = aus. Dunque il potenziale totale di trascinamento é

ma2

Ur = ——(yix, +¥ix.)

1I potenziale lagrangiano pertanto vale

7’)’LO&2

2
= ma?[R*(cos ¢)? + 7]

Ul = [(Rcosg +5)* + (Rcosp — 5)°]

A questo va aggiunto il potenziale elastico, ossia
k
Uel = —§|X1 - X%,
cioé in forma lagrangiana
k
L= —2(2s)% = —2ks>.
2
3) Si hanno per i punti 1) e 2)
[oms] = 2(ma” — 2K)
—[2ms] = 2(ma” — 2k)s
dt ’

% [2mR?p] = —2ma’R? cos psinp.
Quindi se s(0) = 0, $(0) = 0 si ha s(t) = 0 per ogni t, mentre ¢ pud non essere
costante, se ¢(0) # 0.

Viceversa, se ¢(0) = 0, ¢(0) = 0, si ha ¢(t) = 0 per ogni t, mentre s pud non essere
costante, se $(0) # 0.

4) 1l sistema del gradiente ¢é

L
—aaUSS = 2s(ma® —2k) =0,
aUL

S — —2ma’R%cospsing = 0.
dp

Quindi i punti critici (s, ) di Ug nel dominio @ delle coordinate lagrangiane sono

™

3T
030 ) (Oa _) B} Oa ) (Oa _) .
00, (0.3), O, (0.3
Calcoliamo I’hessiana

2
2r7L _ (Mma — 2k 0
D Us(s,sﬁ) = ( 0 —2ma?R? COS(2<P)> .

Quindi in (0,0) e in (0, 7) I’hessiana é definita negativa e 'equilibrio é stabile. Invece
in (0,7/2) e (0,37/2) I’hessiana ¢ indefinita e I’equilibrio ¢ instabile.
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5) In questo caso la prima equazione di Lagrange da § = 0. Dunque si ha per ogni
moto
s(t) = s(0) + 5(0)¢, per ogni t,

che non permette di avere
Is(t) —s(0)] <e, per ognit > 0,

qualunque sia € > 0, se $(0) # 0.
6) Di nuovo dalla prima equazione di Lagrange

2k — ma?
§4+4 —s5=0,
m

da cui se 2k > ma? si trova

s(t) = ¢y cos(Bt) + co sin(Bt) B = \/@,

con ¢; dipendenti dalle condizioni iniziali.

R.

TS = m[R*p* + §7].

Uk = ma?[R*(cos p)? + s%] — 2ks?.

2 cospsing.

0,0),(0,7), stabili; 0.7} (0.2™)  instabili
2 2
No.
2

)

)

3) ms=(ma®—2k)s, ¢=—a
)

)

) 2k >ma”.

660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

1. [4/7/2005 (ex)I] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosi vincolate nel sistema di riferimento fisso
(O? Ty, X2, .’E3):

e entrambe giacciono nel piano x3 = 0;
e hanno in comune ’estremo B;
e A=0,o0ssia 14 = xo94 = 234 = 0;

o 150 =d, ove 2L < d < 4L (cioé C appartiene alla retta xo = d); qui d
€ una costante assegnata.
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

Si considerino solo configurazioni con 0 < x1p < T10.
Ciascun punto delle due aste é soggetto a una densita di forza data da

iel , per l'asta BC,

1
e — lasta AB;
e;, perlasta ; 5T

2L
con i € R costante.
Trovare le configurazioni di equilibrio.
(Si usi y = z9p come coordinata lagrangiana.)
SOLUZIONE
1) Le forze sono conservative. Dunque le configurazioni di equilibrio corrispondono
al punti critici del potenziale.
2) Calcoliamo il potenziale U. Parametrizziamo la sbarra AB:

1B T2B
Pls) = (s22,5222 o), oL,
(s) 55T 53] 0 0<s<

Quindi il contributo di AB sara
2L
W x1B 1
= [ (- o)=L
AB /0 or°2r ) ©° T TaHMB

Parametrizziamo la sbarra BC':

0<s<?2L.

P(s) _ <$1B T S$1c — T1B Tac — SCQB,O) :

or BT T or
Quindi il contributo di BC' sara

2L
_ 1
o= [ (G [+ 22 s = (o gl ).

Sommando si ottiene il potenziale completo

U(‘TQB) = g(xlB + (5510 — xlB)) = gﬂﬁlc .

Ora dobbiamo esprimere la variabile x1¢ in funzione dell’'unica coordinata lagran-
giana xop. Per il vincolo

(x1B — 961())2 + (225 — 1320)2 =412 ,

si ha (essendo x1c — x1p > 0 per ipotesi)

1 — 1B = \/4L2 — (d—$23)2.

Inoltre
xip +asp =4L%,

da cui (essendo x1p > 0 per ipotesi)

1B = 1/4L2 _‘T%B‘
Ulwzs) = 5 (\/4L7 a3y + VAL? = (A= 228)°)
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

3) Infine, derivando in xsp:

dU :E( —Zop n (d — x2pB) )
deep 2\\/AL2 — 22, /AL — (d — 22p)?2

_ ﬁ—$23\/4L2 — (d—$23)2 + (d—ng)\/4L2 —x%
2 \/4L2—.T%B\/4L2—(d—$23)2

Dunque i punti critici di U risolvono I’equazione

w547 — (d — x3p)%) = (d — w2p)*(4L* — 23p) ,

che ha come unica soluzione nel campo ammissibile di variazione di xop, cioé 0 <
rop < 2L < d < 4L,

o = —.

2

2. [4/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
costante w. Se denotiamo con x la distanza di P da r, P & soggetto a forze
conservative di potenziale

U(x) = a(z — d)* — ba?,

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.

Per quali valori di |w| la posizione x = d é di equilibrio relativo al piano
ruotante?

SOLUZIONE

Scegliamo un sistema di riferimento mobile S = (O, w;) solidale con il piano ruo-
tante, con l'origine O coincidente con un punto fisso sull’asse di rotazione, e I’asse
x1 diretto lungo r. Sia poi xo giacente sul piano ruotante, cosicché la retta x = d
coincida con o = d. In S va tenuto conto anche delle forze fittizie F, e F';.
Tuttavia F . é nulla all’equilibrio relativo e nel caso presente

F,.=-ma; = —mw X [w X O.}%] = m|w|2x2uQ .

Dunque il potenziale complessivo in S é
1
Us(22) = Ulaz) + gmlwf*s3,

almeno finché x5 > 0. Imponiamo che x9 = d sia una posizione di equilibrio, cioé

che
dUs

dSCQ

quando x5 = d > 0. E ovvio che questo accade se e solo se

= 2a(xy — d) — 2bxy + m|w|?zy = 0

b
lw|? =2—.
m
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3. [4/7/2005 (ex)II] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosi vincolate nel sistema di riferimento fisso
(0,21, 22, 73):

e entrambe giacciono nel piano xs = 0;

e hanno in comune 'estremo B;

o A=0,o0ssiaxig =x94 = x34 =0;

e 110 =d, ove 2L < d < 4L (cioé C appartiene alla retta x; = d).

Si considerino solo configurazioni con 0 > xop > 90
Ciascun punto delle due aste é soggetto a una densita di forza data da

A
ey, per lasta AB; — —ey, per lasta BC,

2L 2L

con A\ € R costante.

Trovare le configurazioni di equilibrio.

(Si usi = x15 come coordinata lagrangiana.)
R.
x=d/2

4. [4/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
costante w. Se denotiamo con z la distanza di P da r, P & soggetto a forze
conservative di potenziale

U(z) = —a(z — d)? — 2bz?,

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.
Per quali valori di |w| la posizione x = d é di equilibrio relativo al piano
ruotante?
R.
|w|? = 4b/m

5. [12/9/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso
(O,z1,29,73). E inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(t) che
passa per 'asse x3 e ruota con velocitd w = wes, con w > 0 costante.

Il punto A [rispettivamente il punto B] ¢ richiamato dal punto fisso P; =
(0,0, R) [rispettivamente dal punto fisso Py = (0,0, —R)|, con forza elastica
di costante k£ > 0. Qui R > 0 é costante.

Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a m(t).
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SOLUZIONE

In un sistema (O, u1,us,us) solidale con 7(t) le forze che agiscono su AB e che
compiono lavoro sono quelle elastiche e quella fittizia di trascinamento. La densita
di quest’ultima é

%w2§1u1 )

ove u; € un versore solidale a w(t) e ortogonale a x3, e & ¢é la relativa ascissa.
Dunque il potenziale della forza di trascinamento si calcola come

L L
Uy = /L %w%l(s)Q ds = /L %wQSQ cosfds = %LQMQ cos® 0,

—

se 0 & I'angolo compreso tra BA e w,. Il potenziale delle due forze elastiche é

k1=—=12 k|52

Ua=—3 ‘APl‘ -3 ‘BPQ‘ — k(2RLsing — R® — L?).
Dunque il potenziale totale é
U = %LQWQ cos? 0 + 2k RL sin § + costante .
I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici di U, ossia ai punti ove
/ m 2 .
0=U'(6) = Leos§|2kR — 5 Lw sm@} .

Percio i punti di equilibrio sono

T 3
b1 = 9 b2 = §7T,
e, se
6kR 1
mw?2L ’
anche 0 corrispondente a
sing — KR
T mw?l’
ossia
03 = arcsi Ok It 0, = m — arcsi Okt
3 = ar mmwQL’ =T I mmwQL'
R.
3
01 = 9 02 = §7Ta
6kR . 6kR . G6kR
se <1, 03 = arcsin 0, = ™ — arcsin

mw?L

6. [12/9/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso
(O, x1,22,23). B inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(t) che
passa per 'asse x1 e ruota con velocitd w = weq, con w > 0 costante.
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Il punto A [rispettivamente il punto B] é richiamato dal punto fisso P; =
(R,0,0) [rispettivamente dal punto fisso P» = (—R,0,0)], con forza elastica di
costante £ > 0. Qui R > 0 é costante.

Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a m(t).

R.
T 3
9125, 92257'(';
6kR b — wresin SFR o _ . G6kR
se m<1, 3—arcsmm, 4—7T—arcsmmw2L.

7. [15/12/2005 (ex)I] Un punto materiale di massa m, soggetto a vincoli
lisci e fissi, si muove con lagrangiana

1 .
L= §m(L2gb2 + szz) + kcos(p 4+ ¢) — hsinp.

Qui ¢ € (0,7) e 1 € (0,7) sono le coordinate lagrangiane e L, R, k e h sono
costanti positive.

Studiare le posizioni di equilibrio del punto e la loro stabilita.
SOLUZIONE
1I potenziale é

U(p, ) = kcos(p +¢) — hsinp.

Le posizioni di equilibrio sono date da

g—g = —ksin(p +1) —hcosp =0,
g—g = —ksin(p+v)=0.

Quindi
cosp =0,
per cui p =7/2, e
p+Y=nm, nedz.
Dato perd che deve essere
0<p+19<2m,
deve esseren =1, e

Y= ) Q/J: ;

ol

risulta I'unica posizione di equilibrio.
Per studiarne la stabilita, calcoliamo I’Hessiana

02U .
92 = —kcos(p + ) + hsingp,
02U

9000 —kcos(p+ 1),
0*U
0z —kcos(p+ ).
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Per cui
277 (T T ) _(k+h K
b U( 2'2/) ( ko k)’
che é definita positiva. Pertanto la posizione di equilibrio corrisponde a un punto

di minimo per il potenziale, ed é quindi instabile.
R. L’unica posizione di equilibrio é (¢, ) = (7/2,7/2), che ¢ instabile.

8. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m > 0 ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva

z:a(Q—bx), x>0, y=0,
ed & soggetto alla forza
F = —k(z,y,0) — A(0,0,1),

con a, b, k, A > 0 costanti.

Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita.
SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane le coordinate cilindriche r > 0 e ¢ € (0,27).
Allora P é dato nella terna fissa da

P = (rcosep,rsing,a(r® —br)).
II potenziale dunque é

k k
U(r, o) = 75(502 +y?) = Az = —57’2 —Xa(r? —br).

Per trovare i punti di equilibrio imponiamo V U = 0, ossia

%—g =—kr—Xa(2r—b) =0,
oUu

— =0=0.

ot

Le soluzioni di questo sistema sono date da
Aab

=— 2m.
r=q oa 0<e<2m

Dato che i punti stazionari trovati non sono isolati e costituiscono una circonferenza,

Pequilibrio non é stabile in nessuno di essi.

R.
Aab)?
22 4y = m , equilibrio non stabile.

9. [7/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= %(aéﬁ + BY?) — k(e — cos v + g),
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

ove «, 3, k sono costanti positive, e

3 s
-—— <0< < —T<yP <.
2 27 v
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
1II potenziale é

U0, 9) = k(e —cosy + ),

da cui
oUu k
B A A
20 ~ "¢ 2
Z—Z = —ke?V™? — ksing.
Uguagliando a zero entrambe le derivate, si ottiene
Pp—0=—In2,,
. 1
siny = —5-

Tenuto conto degli intervalli di variazione di 0 e 1) si trovano le due soluzioni

ﬂ' ™
f=—"1+1n2 E—
g Tn2, Y G

5 5%
o=—"" 12 -
g % v=-%

Per studiare la stabilita di queste due posizioni di equilibrio calcoliamo I’Hessiana
D2U del potenziale:

0*U
_ h—0
a0z = ke
2
i = ke¥™?
000 ’
0*U
8—7/)2 = —ke¥ 0 — kcos .
Dunque:
5T 5T -1 1
D2U<—+1n2,—)k< 2 2 )
; S
Dato che 3
5T 5T 3
2rr( _ 2T _9TN __j2V9
det D U( =+ n2, 6) K= <0,

I’Hessiana non é definita in

57 5m
o 127—)
( 6 AT )

e quindi questo punto non é di equilibrio stabile.
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Inoltre: . .
pu(-Z+m2,-5)=k( 2 % 4).
N
Dato che 3
™ T 3
dtDQU(—— 1 2,——)=k2— 0,
e 6 +In 6 1 >

I’'Hessiana ¢ definita in

(-2,

e in particolare é definita negativa, poiché gli elementi della diagonale principale
sono negativi. Quindi il punto é di equilibrio stabile.

R.
(0,1) = ( _om +1n?2 _5—71-) equilibrio instabile;
) - 6 ) 6 ) q )
(0,9) = ( — % +1In2, —%) , equilibrio stabile.

10. [7/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= %(aéz + B¢”) — k(e? ™% — cos o + g) ,

ove «, 3, k sono costanti positive, e

T 5%
— <0< — 0 27 .
5 <0<5, << 27

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
R.

7 7

0,9) = (% +1n2, %) : equilibrio instabile;
11 11

0,9) = (% +1n2, ?ﬂ) , equilibrio stabile.

11.[19/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= (1+6%)0%+3p% - 4k(cos(0 — ) + 0> — %),
ove k & una costante positiva, e
-1<6<1, -l1<ep<l.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
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1I potenziale é
U(0,p) = —4k(cos(d — ¢) +¢° — ¢?) ,

da cui
oU .
30 = 4k sin(6 — @),
g—g = —4k(sin(0 — p) + 39> — 2¢) .

Uguagliando a zero entrambe le derivate, si ottiene
sin(@ — ¢) =0,
sin(f — ) +3p? —2p =0.
Tenuto conto degli intervalli di variazione di 6 e ¢ si trovano le due soluzioni

0=0, p=0,

2 2
0=—, =—.

3 v 3
Per studiare la stabilita di queste due posizioni di equilibrio calcoliamo I’Hessiana
D2U del potenziale:

0*U

507 = 4k cos(f — ¢),

2
6898U<p = —4kcos(f — ),

0*U

92 = 4k(cos(f — @) — 6o +2) .

Dunque:
D?*U(0,0) = 4k 11
) _1 3 )

che ha determinante positivo e termini diagonali positivi. Percio D*U(0,0) é definita
positiva, e (0,0) risulta instabile.

Infine
2 2 1 -1
2 —_. - =
D U(3,3) Ak (1 1) ,
ha determinante negativo, quindi é indefinita e (2/3,2/3) é instabile.

R.

(0, 9) = (0,0), equilibrio instabile;
2 2
0,0) = (g, g) , equilibrio instabile.

12. [19/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e
fissi, la cui lagrangiana sia

L=34¢"0%+ (4+6%)p? - k( cos(p — 0) —20% + 20%)
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ove k & una costante positiva, e
-1<6<1, -l1<ep<l.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
R.

(0, 9) = (0,0), equilibrio instabile;
2 2
(0.¢)=(5:5)  equilibrio instabile.

13. [13/12/2006 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza R ¢& vincolata
in modo che A abbia coordinate

(L cos(wt), Lsin(wt),0) ,

nel sistema di riferimento fisso (O, e;).

Sull’asta agisce il peso, diretto nel verso negativo dell’asse xs.

Si scrivano le equazioni che determinano le posizioni di equilibrio di AB
relative al sistema di riferimento mobile S = (O,u;), ove us(t) = es per
ogni t, e che ha velocita angolare w = weg; in particolare

OA = Luy(t).

SOLUZIONE
In S, su AB agiscono la forza peso e le forze di trascinamento e di Coriolis. Tut-
tavia quest’ultima si annulla all’equilibrio. Quindi I'equilibrio puo essere studiato
mediante il potenziale

U=Upeso +Uy.

Sia C' il punto medio dell’asta; allora, se indichiamo
O?:xul—l—yug—i—zug,
vale
Upeso = —mgz.

La distribuzione di forza di trascinamento ¢ data da

dF, = —%[w X (w X O?)] ds = —%uﬂ(mﬂtl + zaug)ds.

Qui le x; indicano le coordinate in S. Dunque, per calcolare U, dobbiamo integrare
su AB la distribuzione di potenziale

mw2

R2!
Conviene introdurre una parametrizzazione di AB in termini delle coordinate la-

grangiane @, 0, che possono essere pensate come le coordinate sferiche di B nella
sfera di centro A e raggio R:

z? +x2)ds.

AP(s) = s(cos psinfuq + sin ¢ sin Qus + cosfus) , 0<s<R.
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ove l'intervallo di variazione di ¢ sara di lunghezza 27, e quello di 6 sara (0, ).
Quindi

x1(8)% + 229(s)? = (L + scospsin§)? + (ssin ¢ sin §)?
= L%+ s?sin® 0 + 2Ls cos sin b,

R o2
U, = / — [L2 + s%sin? @ 4 2Ls cos psin 0] ds
s R 2
RB
= %wQ[LQR + 5 sin? @ + LR? cos ¢ sin ] .

Infine

2 2

L
2% sin? 6 + mw? 2

R LR
U:fmggcosﬁerw 7cos<psin9+mw -

e le equazioni cercate si trovano nella forma U, = 0, Uy = 0.

R.
L
g—g = fmwQTR sinpsing =0,
2
L
%—g = mggsin9+mw2% sin90059+mw27R cospcosf =0.

14. [19/7/2007 (ex)I] Un sistema vincolato ha lagrangiana

1 . 4
L= ng2(gb2—|—92)—a(9—g) + Bcos(p —0),
ove le coordinate lagrangiane sono

(,0) € (0,m) x (0,7),

e «, B, m e R sono costanti positive.

Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.
SOLUZIONE
1II potenziale é

Ut = —a(@— ﬁ)4 + Bcos(p —0).

2
Dunque
88[{,0 = —fBsin(p —0), (1)
ou* T\ 3 )
ag:—@@—§)+6m@—®. 2)
Segue che all’equilibrio
sin(p —0) =0,
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ossia, visto I'insieme di variazione delle (y, ),
p=20, o p=m—20.

Per la (2) si ha dunque equilibrio se e solo se

Y= 9 ) 9 = 5
Inoltre

aQUL

e = —fcos(p —0),
aQUL

89089 = BCOS(QD - 9) )

R T\ 2

507 = —12a(9 - 5) — Beos(p—0).

Quindi nel punto di equilibrio la matrice hessiana del potenziale é

D? L(j z) _ (-8 B
U323 5 —8)
che ha determinante nullo.
Tuttavia si verifica subito che

4
U(5:5) =82 —a(0-3) +Beos(p - 0) = U(p,0),
e vale I'uguaglianza solo se

s
14 2

Percio (w/2,7/2) ¢ un punto di massimo isolato per U* e quindi é un punto di
equilibrio stabile.
R.

(p,0) = (g, g) , stabile.

15. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema vincolato ha lagrangiana
Lo g2 .5 m\6
L= §mR (¢ 407+ ¢b) —7(9— 5) + dcos(6 — ),
ove le coordinate lagrangiane sono

(0,0) € (0,m) x (0,7),

ey, 0, m e R sono costanti positive.
Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.

R. o
(5, 5) 5 stabile.

16. [17/9/2007 (ex)I] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L e
massa m sono sottoposte ai vincoli
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e A coincide con l'origine O del sistema fisso;
e gli estremi B e C coincidono;
e le due aste giacciono sul piano z3 = 0.

Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze elastiche

Fp——kPD, Fp=—kDP,

ove k > 0 ¢ costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F'p|
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).

Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in
tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse x-.
SOLUZIONE

Dato che tutte le forze sono conservative, troviamo le posizioni di equilibrio come
punti critici del potenziale.

Scegliamo come coordinate lagrangiane gli angoli p, e rispettivamente 6, formati

da AB, e rispettivamente da C'D, con ey, con
©,0 € (0,2m).
Allora, se M é il punto medio di C"ﬁ:

OP = L(cos ¢, sin ¢, 0),

@ = 2L(cosp + cosb,sinp + sin b, 0) ,

——

OM = L(2cosp + cosd,2sinp +sind,0) .
Dunque

]?ﬁ = L(cosp + 2cosh,sinp + 2sin6,0),

U (p,0) = —mgLsing — mgL(2sinp + sin 6)

1
- §kL2 [(cos ¢ +2cos0)? + (sinp + 2sin6)?]
1
= —mgL(3sinp +sinf) — 5/{:L2[5 + 4 cos(p — 0)].

Quindi le equazioni cercate sono

oU* 5 .

5 —3mgLcosp + 2kL*sin(¢ — 0) =0,
'

aUL

50 = —mgL cos® — 2kL*sin(p — 0) = 0.

Sommando le due equazioni si ha

3cosp+cosh =0,
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e infatti il centro di massa del sistema é

%(O—]W)JrO?) = §(3cosgp+c089,3singp+sin9,0).

—3mgL cos + 2kL*sin(p — ) =0,
—mgLcosf — 2kL?sin(p —0) =0

17. [17/9/2007 (ex)I] Un sistema vincolato da vincoli olonomi ¢ soggetto a
forze di potenziale

U (p,0) = (8 — m)? cosp + sin?

con 0 € (0,27), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Si tratta di impostare il sistema

aUL
:2 — =
50 (0 —m)cosp =0,
aUL
= —(0 —m)?sing + 2sinpcosp =0,
d¢

che ha, nel dominio prescritto per (6, ¢) 'unica soluzione

(0,¢) = (m,m).
La matrice hessiana é data da
82U~
907 = 2cosp,
277L
geg@ = —-2(0 —7)sinp,
277L
a&pUQ = —(0 —7)*cosp + 2cos2p,

e quindi in (7, ) si ha
-2 0
277L _
DU(TF,TI‘)—(O 2).
Percio (w,7) é un punto sella, e pertanto corrisponde a un equilibrio instabile.

R.
0, ) = (m,7), instabile.

18. [17/9/2007 (ex)II] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L
e massa m sono sottoposte ai vincoli
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o A soddisfa .
OA = L63 s

ove O ¢ l'origine del sistema fisso (O, €;);
e gli estremi B e C coincidono;
e le due aste giacciono sul piano xo = 0.

Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze

Fp—kPD, Fp—kDP,

ove k > 0 ¢ costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F p|
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).
Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in

tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse x3.
R.

—3mgL cosp — 2kL?sin(p —0) =0,
—mgL cos + 2kL*sin(p — ) = 0.

19. [17/9/2007 (ex)II] Un sistema vincolato da vincoli olonomi ¢ soggetto
a forze di potenziale

U (,0) =2 — (0 — )% cos ¢ —sin”
con 0 € (0,2m), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

R.
0,¢) = (m,m), instabile.

20. [1/4/2008 (ex)I|] Segnaposto.

21. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere 'estremo A sulla curva

Ty = ax?,

con a > 0 costante.
All’estremo B ¢é applicata la forza elastica

F=kQB,
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

ove @ = (0, R,0), e k > 0 & costante. Inoltre agisce la forza peso diretta nel
verso negativo dell’asse xo.

Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

Tr=2x14, reER,
e I'angolo ¢ tale che
ﬁ:2L(cos<pel+singpeg), —T< <.
Allora
. 2
U;eso = —mg(Lsinp + ax?),
e
q=- ‘Cﬁ‘ [z+2Lcosga) +(Rfaz272Lsingp)2}

k
=2 [RQ £ 4L2 + (1 — 2Ra)a® + aa* + 4La cos  + daLa?sin g — ARL sin gﬁ} .
Infine le posizioni desiderate si ottengono come punti critici del potenziale

U (2, 9) = Upeso (2, 0) + Usi (2, ) -

aUL
ox

= —2amgz — k(1 — 2Ra)x — 2ka*x® — 2kL cos ¢ — 4kaLxsing = 0,

ou*
dp

= —mgL cosp + 2k Lz sin o — 2akLa* cos p + 2kRLcosp = 0.

22. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere 'estremo A sulla curva

Ty = —ax?,
con a > 0 costante.
All’estremo B é applicata la forza elastica

F=—kQB,

ove @ = (0,—R,0), e k > 0 & costante. Inoltre agisce la forza peso diretta
nel verso positivo dell’asse xs.

Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.

R. Se AD — 2L(cospey — sin pes), si ha

ouU*
ox

= —2amgx — k(1 — 2Ra)x — 2ka’x3 — 2k L cos p — 4kaLzsing =0,

aUL

90 —mgL cos p + 2k Lz sin o — 2akLx? cos p + 2kRL cosp = 0.
2
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23. [12/1/2009 (ex)I] Sia data la lagrangiana

L= % a2gb2 + aﬁgbé + 5292] - ’)/692 cos? v,
con «, 3,y > 0 costanti e p € (—m,7), § € (—o0,0) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.
SOLUZIONE
1I potenziale é

U (p,0) = —76‘92 cos® .

I punti di equilibrio sono quindi le soluzioni del sistema

L 2
(96U = e sin2p =0,
4
aUL
0 = —279692 cos?p=0.
Le soluzioni sono quindi
™ T
(— 5,9) , YOeR, (0,0, (5,9) , V0cR.

La matrice hessiana &

DU (5, 0) = 2 e?” cos 2¢ 0e®” sin 2¢
& 7\ 9e?” sin 20 (14262)e? cos? )

Dunque
277L m 0% 5. 277L .
DU (f 5,9) = 2ve” diag(~1,0), Vo€ R,  D2U"(0,0) = 2ydiag(l, —1),
DQUI‘(g, 9) = 2’7692 diag(1,0), Ve R.

Nessuno dei punti é di equilibrio stabile: in (0,0) I’hessiana é indefinita; poi

3,9) —0, V9cR,

Ull(i 2

per cui I punti (£7/2,0) non sono di massimo isolato.
R.

(-2.0), voer, (00, (5.6), veR.

Non ci sono punti di equilibrio stabile.

24. [12/1/2009 (ex)II] Sia data la lagrangiana
1 . .
L= 3 [a2gb2 + afpl + 5292} — ’)/6792 cos? ¢,

con a, 3,y > 0 costanti e ¢ € (—m,7), § € (—o0,00) coordinate lagrangiane.
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Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.
R.
ﬂ' m
<f§ﬁ% VoeR, (0,0), (gﬁ) VoeR.

Non ci sono punti di equilibrio stabile.

25. [15/7/2009 (ex)I] Una circonferenza v di raggio R e centro C' non
omogenea ha densita p data da

dist(P, PyPy)?
p(P) :PO(l‘i‘a%)a

ove Py e P; sono punti fissati su 7, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia Py P; é un diametro solidale con . Qui «a e pg sono costanti positive.
Inoltre v & vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con 'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I di equazione
Ty sinwt — o coswt =0,

ove w > 0 & costante, e (z;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza
—
Fp, = —kAPF,,

applicata in Py, ove A ¢é il punto
——
OA = Reg .

Trovare tutte le posizioni di equilibrio di « rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

w1 = coswt ey + sinwt ey,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

us = es3.

SOLUZIONE

La normale a II coincide con uy. In S su vy agiscono la forza elastica F p, e quella di
trascinamento F', oltre a quella di Coriolis che perd é nulla all’equilibrio e percio
puo venire qui ignorata.

Scriveremo dunque il potenziale in S, visto che F ; risultera conservativa. Scegliamo
come coordinata lagrangiana ’angolo ¢ € (—m,m) formato da C’—P(>) con u1: dunque
la circonferenza é parametrizzata da

X"(¢;0) = Rcos(p + 0)us + Rsin(p + 0)us,
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—
ove 0 indica I'angolo formato da ﬁ con CPy: si noti che § (al contrario di ¢)
riveste il ruolo di coordinata solidale con .
In particolare
H .
APy = Rcospuy + R(singp — 1)ug,

per cui
k
Ua = —5 |APy)* = —kR?*(1 —sin ).
Per calcolare la forza di trascinamento osserviamo che

dF +(¢;0) = pw?yr dp,

ove (y;) indica le coordinate in S. Dunque

w? w? w?
dU, = p;y% dp = p(9)7R3 cos?(p+0)df = p07R3(1 +asin® 0) cos? (o +0) db .

Pertanto

=
o
=
o
%

cos?(p + 6) d9+a/ sin290052(<p+9)d9}

—T

R3

Il
=
S

/ 1 + cos( 2tp+29)d9+a/ 1—(:20529 1+cos(22<,0+29)d9}

—T

o)
wl=1 w|=1

—/ cos 26 cos(2¢ + 29)d9}

—T

I
=
S

ay
@

[
{
{7‘(‘ +
{ — /7r [cos(2¢ + 40) + cos 2¢)] d9}

—T

3

I I

= =

o o

w|€ o] &, ] &, |, o|&,
%,

R {7‘( + ag = a% cos2<p}

Infine si puo dunque porre
w2

Ut(p) = kR?sinp — gaRg POTT COS 2¢p .

Le posizioni di equilibrio corrispondono alle soluzioni della

ou* 2
3 :k:RQ(:osgo—i—%aRgpmrsinQ(p:O,
12

ossia alle soluzioni di

w2
(kz + IO&R3p07T sin gp) cosp =0.

Queste sono

Y Y
@:_55 (10255 ¥ = %o, Y =—-T—=¢o,
ove
. 4k
»o = —arcsmm,
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nel caso che le due ultime soluzioni siano ammissibili, cioé se
4k < waRpor .

R.
7 7
(p__ga 90_5
Se
4k < waRpom,

allora posto
4k

pp = —arcsin ——————
w2aRpom’

si hanno anche le soluzioni

¥ = Yo, Y=—-—T—=%¢0-

26. [15/7/2009 (ex)II] Una circonferenza v di raggio R e centro C' non
omogenea ha densita p data da

dist(P, PyP;)?
p(P) :PO(l—a%)a

ove Py e P; sono punti fissati su -y, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia Py P, € un diametro solidale con v. Qui 0 < a < 1 e pg > 0 sono
costanti.

Inoltre v & vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con 'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I1 di equazione
r1sinwt — xgcoswt =0,

ove w > 0 & costante, e (z;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza
e
Fp, =—-kAPR,

applicata in Py, ove A ¢é il punto
—
OA = Reg .

Trovare tutte le posizioni di equilibrio di « rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

u] = coswte| +sinwtesy,

U9 = —sinwt e + coswt ey,

us = e3.
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T T
Y= 9 90—2-

Se
4k < waRpom,

allora posto
4k

g = arcsin ——————
w2aRpom’

si hanno anche le soluzioni

¥ = Yo, P=T—=¢0-

27.[20/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

T3 = —ay/z? + 23, x4+ 23 >0.

Il punto é soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza elastica

F— —kAP,

ove A ¢ individuato da

O—1>4=R61.

Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Scegliamo x1 e ro come coordinate lagrangiane.

Allora i potenziali delle forze sono:

_ _ [ 2 2
Upeso = —MmMgrs = mgay/ Ty + L3,

k 2 k
Ua= =5 |AP] = —Sle1 — R + a3 + o2(a? + 23)].

Quindi, posto U = Upeso + Uel, si ha all’equilibrio

8U X1

— = mgo

aZCl SC% + SC%
oU i)

oV _ ga—2
Oy xy + a3

—k(x1 — R) — ka*z; =0,
—kxo —kalzs =0.

Moltiplicando la prima [seconda] di queste equazioni per xo [x1] e sottraendo le due
uguaglianze si ha o = 0.
La prima equazione da allora

mgasign(z,) — kxy + kR — ka’z; = 0.
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Si hanno allora due possibilita:

x>0, mga — kx1 + kR — ka’z, =0, (1)

x1 <0, —mgo — kx1 + kR — ka?z, = 0. (2)
La (1) da
mga + kR

0.
kot kaZ

xr1 =
Invece la (2) da

—mga + kR

Koz "V

Tr, =

purché
mga > kR.

Per studiare la stabilita dell’equilibrio calcoliamo

0*U B 1 x?

— = MJoU————= — MY« — —k—ka?,
Oxf o7+ a3 (af +23)3
82U r1T9
= —mga——,
8$18x2 (x% + x%)%

0?U 1 x3 9

— =My ————= — k—ka

O3 Vi + a3 (a7 +a3)3
Quindi nella soluzione con x1 > 0 si ha

D20 (21 0) — —k — ka? 0
(‘Tla )_ 0 ’n“;glll_k_k/,QQ )

che risulta subito definita negativa per la definizione della soluzione (x1,0).
Nella eventuale soluzione con z1 < 0 si ha

—k — ka? 0
DQU(xl,O) = < 0 mga _ p. ka?) y

[z1]

che risulta subito indefinita per la definizione della soluzione (z1,0).
R.

mga + kR

I = W y T = 0, Stabile;
— kR
T = % , x3 =0, solosemga>kR; instabile.

28. [25/1/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C'
e massa M & vincolata a giacere sul piano fisso

$3:0.
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Su di essa agiscono le forze
Fa=—-kO4, Fg=—kOB,

ove O ¢é origine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con

v, sono tali che
— ? R

qui § = (C, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con 7 tale che us = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< ky <ks.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

SOLUZIONE
A) Usiamo come coordinate lagrangiane

fE:fElCGRa y:zQCERv @E(iﬂ-?ﬂ-)a
tali che

u; =cospe; +singpes,
Uy = —sinpe; + cospey,

Uus = €3 .

L’energia cinetica, per il teorema di Kénig, é

1 1
T = §M(§c2 +9%) + §1¢2 .

1I potenziale é
k 2k 2
U= (ﬂ‘ ——2‘@‘
2 2
@2 2, B .
:fg(z +y )+ER(xcoscpqusmgp)+costante,

ove si sono definite le costanti positive
o=k + ko, B=ky—ki.

B) Per determinare le posizioni di equilibrio dobbiamo risolvere il sistema

L
86U :—az+§Rcos<p:0,
x
ouU*-
ay :—ay—l—gRsin(p:O,
aUL
3 :§R(—xsin<p+ycos<p):0.
¥
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Le prime due equazioni danno

= — cos = —si
x 2% @ Yy 2% me,

che sostituite nella terza la soddisfano identicamente, per ogni valore di . Quindi
le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con C' sulla circonferenza di centro
O e raggio BR/(2«) (che é minore di R/2), e tali che A e B siano allineati con O?,

con O tra B e C.
R.

1 1
L= §M(z2 +92) + §I<p2 - g(x2 +92) + gR(zcosngrysincp).

2
Quia=Fki+ky, 6="Fky—ki.
Le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con

O?: ﬂ—Rul.
2¢

29. [25/1/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

z=acos [BVx? +y?], 22 +y2>0,
ove a > 0, 8 > 1 sono costanti. P é soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza
Fi = ke,

con k > 0 costante.

Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE
Usiamo le coordinate cilindriche

™ 3
07 ) ( T 579 ) )
r € (0,00) pE 5757
come coordinate lagrangiane, cosicché
X" (r, ) = rcosype; + rsinpes + acos(Br)es .

1I potenziale é
U= —mgxs + kx1,

e quindi in coordinate lagrangiane
U"(r, ) = —mgacos(Br) + krcos ¢ .

Dunque i punti di equilibrio sono le soluzioni del sistema

ou*

o = mgafBsin(Br) + kcosp =0,
r

aUL

9 —krsinp =0.
¥
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Le soluzioni sono quindi date da

k
sin(fr) = “ingaB’ p=0;
k
sin(fr) = gl p=m.

Dobbiamo quindi assumere, per ’esistenza di punti di equilibrio, che

k
mgaB ~

caso in cui tali punti sono dati da
T
_rOaO)a (—+T0,0);
( B
T
To, ), (__TOaﬂ-);
(ro, ) 3

qui si é posto

1 . k c (0 T }
7o = — arcsin — .
0 mgaf ~ \" 28

La matrice hessiana ¢

9L _ (mgaB®cos(Br) —ksing
DU (r, ) = < —ksinp —krcosy)

Dunque si ha nei vari punti di equilibrio:

mga3% cos(Bro) 0 )

277L —
D20 (1,0 = ("4 .

matrice indefinita, equilibrio instabile.

(T _ [(—mgaf?cos(Bro) 0
Dy (E ”0’0) = < o —k:r0> )

matrice definita negativa, equilibrio stabile.

2 0
D*U"(ro, ) = (mgaﬂ SOS(ﬂTO) kro) ;

matrice definita positiva, equilibrio instabile.

(T _ (—mgaB?cos(Bro) 0
DU (E‘”””)_( 0o kro)’

matrice indefinita, equilibrio instabile.
R. I punti di equilibrio esistono se

k .
mgaB

in questa ipotesi, posto

To = ﬁaI‘CSIDmgaﬁ ,26 s
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i punti di equilibrio sono

(=r0,0), (%+T0,0) ;

(ro,m), (%—ro,ﬁ);

solo il punto (ro + w/3,0) é stabile.

30. [25/1/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale ~ di raggio R, centro C'
e massa M & vincolata a giacere sul piano fisso

xr3 = 0.
Su di essa agiscono le forze
Fao=—kOA, Fp=—kOB,

ove O ¢é origine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con
v, sono tali che

—CTZl:C@:;Rul;

qui § = (C, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con 7 tale che us = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< ky <ksy.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

R.

1 1 3
L= §M(x2 +9%) + 5[(,232 - %(a@Q +9%) + TBR(xcosgo—i—ysintp).

Quiaik1+k2,ﬂ:k27k1.
Le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle con

O?:*gﬂ—Rul.

2¢

31. [25/1/2010 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

z = —acos [Bv2?+y?], 22 +y2>0,
ove a > 0, 8 > 1 sono costanti. P & soggetto alla forza peso

—mges,

471



660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

e alla forza
F1 = k:61 y

con k > 0 costante.
Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.
R. I punti di equilibrio esistono se
k .
mgaf —

in questa ipotesi, posto

1 . k
ro = — arcsin

m
— C |:7 YR 0) )
g mgaf 2p
i punti di equilibrio sono
7
_TOaO ’ (—+T0,0);
( ) 5
(TOaﬂ-)v (EiTOaﬂ-);
solo il punto (rg, ) é stabile.

32.22/2/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla parabola

:ngozx%, z3 =0,

e a giacere sul piano 3 = 0. Qui « € una costante positiva.

Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse x».

Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

r=x14 € R, p € (—m,m),

tale che
E = 2L cospe; + 2L sin pey .

1I potenziale del peso é
U" = —mgxag = —mg(ax® + 2L sin ).
Troviamone i punti critici; dato che

aUL

9 —2mgax ,
ou*

= —2mgLcosyp,
dp

1 punti critici sono
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E poi facile vedere in modo diretto per la forma di U"(z, ) che (0,—n/2) é un
punto di massimo isolato, mentre (0,7/2) é un punto sella. Quindi solo il primo é
di equilibrio stabile.

R. (072)7 (instabile); (07,9, (stabile).

33.(22/2/2010 (ex)II] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
ad avere I'estremo A sulla curva

e a giacere sul piano 3 = 0. Qui « € una costante positiva.
Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse xs.

Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.
R.

(0, g) , (instabile); (0, 7%) , (stabile).

34.19/4/2010 (ex)I] Un sistema olonomo ha potenziale lagrangiano
_ 01902 N 592

S B0 ate?

con p € R, |0 < +/|B]. Qui a >0 e <0 sono costanti.

Determinare tutte le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

Ut (¢, 0)

Si ha
ou* 200 236%p
Do~ BH02 (a+ )P
out 200020 256
00 (B+02)2  a+p?’
Uguagliando a zero entrambe le derivate si ottiene, se § = 0,
(0, 0) = (0,0).
Se invece 6 # 0,
20 20102

ate? (8467
che é impossibile per le ipotesi sul segno di « e 3, e sul dominio di 6.
Dunque 'unica soluzione é (0,0). Per la matrice Hessiana si ha

?U" 2« 2362 83262
002 B+ (a+¢?)?  (a+@?)P]
o?U" daph 4500

9000~ (B+ 622 (a+ g2’

o*Ur 2B 2002 S8ap?0?

992 a+@?  (B+02)2  (B+62)37
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da cui

2871 0

277L _

D U (0,0) - ( 0 2CY_1B) )

che é definita negativa. Dunque la posizione di equilibrio é stabile.
R. L’unica posizione di equilibrio é (p,0) = (0,0), che é stabile.

35. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla
superficie
T3 — Or1x9 .

Il peso é diretto come —egs, e su P agisce la forza
F——kOP,

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Qui «a e k sono costanti
positive.

Trovare condizioni su k, m, g, a perché il punto O sia di equilibrio stabile.
SOLUZIONE

1II potenziale é

k
U= —5(,@% + 22 + o?2ix3) — mgax s .

Dunque

oU

— = —kx1 — kanlzg — mgazxs,

0xy

oU

— = —kxy — kan?zg — mgazxy ,

0x,
e

—mga —k

k-
D2U(0,0) = ( mgo‘) :
Dunque la matrice hessiana é definita negativa se e solo se

det D*U(0,0) = k* — m?g%a® > 0.

k> mga.

36. [7/9/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata ad
avere estremo A sulla superficie

2 2 2 2
T+ ay+ a3 =R°,
e a rimanere ortogonale a tale superficie, in modo che

(Wl(:}k‘@‘:fum,
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ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sull’asta agiscono il peso, diretto come —es, e la forza

Fp = ke,
applicata in B. Qui R e k sono costanti positive.

1. Scrivere la velocitd angolare w di AB in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane.

2. Trovare le posizioni di equilibrio dell’asta.

SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

T 3
90€<7§7§ﬂ-)7 96(077()5
in modo che
E)l = Rcosysinfe; + Rsin psinfes + R cosfes .
11 versore di /@ é dunque

u = cos psinfe; + sin @ sin ey + cosbes .

Si ha

W=uX o =uX H(—sin psinfe; + cos psin fes)

+ u x (cos @ cos fe; + sin p cos fey — sin fes)

= ((— cos g cos Osin fe; — sin ¢ cos 0 sin fey + sin? fes) + 0(— sin pe; + cos pey) .
B) Calcoliamo il potenziale delle forze. Si ha
Upeso = —mgazc = —mg[Rcosf + L cosb)],
ove C é il centro dell’asta. Poi si ha
Up = kx1p = k[Rcospsinf + 2L cos psinf] .

Dunque
U=-mg(R+ L)cost + k(R +2L) cospsinf.

Cerchiamo i punti critici

({;_Z =mg(R+ L)sinf + k(R + 2L) cospcosf,
Z_Z = —k(R+ 2L)sinpsing.

Dato che sinf = 0 ¢é escluso dal dominio di variabilita di 0, si ha dalla seconda
equazione
sing =0 ossia. @€ {0,7}.
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Usando la prima equazione si ottiene allora nei due casi

k(R +2L)

=0, tgl = ———————=;

7 & mg(R+ L)
k(R +2L)

= tgl) = ———~.

ST BT (R L)

R.

w = @(— cos p cos O sin e, — sin @ cos O sin fey + sin? fes)
+ 0(— sin pe; + cos pes) .
Posizioni di equilibrio:
k(R+2L)
mg(R+ L)’

k(R +2L)
mg(R+ L)’

p=0, 0 =m — arctg

p=m, 0 = arctg

37.[20/1/2014 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a glacere sul piano ruotante (yi,ys3) e ad avere 'estremo A sulla parabola
solidale con tale piano

ys=ayi, Yy €R,

ove a > 0 & una costante assegnata e (y;,) denota le coordinate del sistema di
riferimento mobile § = (O, (uy)). Qui O ¢ lorigine del sistema di riferimento
fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

u3 = €3,

con w > 0 costante. Sull’asta agisce una forza elastica di richiamo applicata
nel suo centro di massa C /
Fo=-kCC,

ove C' ¢ la proiezione ortogonale di C sull’asse y; e k > 0 & costante.
Si scrivano le equazioni che danno le eventuali posizioni di equilibrio rispetto

asS.

R.
our 2 - 2
B —kaf(az® + Lsinf)z + Mw(x + Lcosf) =0,
x
ou* 2
50 = —kL(ax? +Lsin9)c059+Mw2( — Lxsinf — §L251n29) =0.
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38.[20/1/2014 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a giacere sul piano ruotante (y1,y3) e ad avere 'estremo A sulla parabola
solidale con tale piano

ys=ayi, y1€R,

ove a > () & una costante assegnata e (y;,) denota le coordinate del sistema di
riferimento mobile S = (O, (up,)). Qui O é lorigine del sistema di riferimento
fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,
u3 = €3,

con w > 0 costante. Sull’asta agisce il peso nel verso negativo dell’asse ys.
Si scrivano le equazioni che danno le eventuali posizioni di equilibrio rispetto
as.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

xr =114 € R, 0e(—mm),

tali che
@ = 2L cosOuq + 2L sin fus .

Nel sistema S all’equilibrio agiscono la forza peso e la forza di trascinamento. La
distribuzione di potenziale in coordinate lagrangiane é data da

M M
dU"(z,0;s) = —5p 93 ds + Zaﬂy% ds

M M
= —Eg(aac2 + ssinf)ds + Euﬂ(m + scosf)?ds,

ove s € [0,2L] é lascissa lungo AB.
1I potenziale si ottiene integrando

2L
U*(z,0) = / dU"(x,0;s) = —Mg(ax® + Lsin0)
0

2
+ MwQ(% + Lxcosf + %LQ cos? 9) .

Come é noto le equazioni che danno le posizioni di equilibrio sono

aUL
3 = —2Mgax + Mw?x + Mw?Lcosf =0,
x
our 2 . 2 272
50 =—MgLcosf — Mw Lxsm@ngwL sin260 =0.

L’esercizio é risolto; comunque proseguiamo ancora l’indagine del sistema ottenuto.
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A) Supponiamo w? # 2ag. Allora la prima equazione da

B w?L cosf
209 —w?’
Sostituendo nella seconda si ottiene
4 4
COS@|:g+wSIH9+§w2LSIH9:| :0 (1)

A.1) Se cos@ = 0 si ottengono le soluzioni (x,0):

3 (03

A.2) Se cos@ # 0 e se il coefficiente di sinf in (1) non é nullo, si ottengono anche

le soluzioni
9 _.
wiL 4,07
w?—2ag 3w L

sinf = 20 .

Dobbiamo supporre perché esistano soluzioni a questa equazione che |zp| < 1.
B) Se invece w? = 2ag dalla prima equazione si ottiene cos = 0 e dalla seconda
quindi x = 0. Percio le soluzioni coincidono con quelle trovate nel caso A.1.

R.

ou* 9 9
3 = —2Mgax + Mw*z + Mw*“Lcosf =0,
x
our 2 . 2 272
50 =—MgLcosf — Mw Lxsm@ngwL sin260 =0.

39. [19/6/2014 (ex)I] Un sistema olonomo & soggetto al potenziale
U (,0) = ap* — 2a8¢* cos§ + fcos? ),
con

ea, B> 1.

Si trovino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita.
SOLUZIONE

Si ha
L
ou = 4dop® — dafypcosb,
dp
L
aGUG = 2082 sinf — 2 cosfsin b .

I punti critici del potenziale, che corrispondono alle posizioni di equilibrio, si trovano
come segue. La prima equazione Uy = 0 ¢ risolta per:

i) =0, oppure i) cosf = B2,
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Nel caso i), la seconda equazione Uy = 0 da
sin(20) =0, ossia 0=0.
Nel caso ii) la seconda equazione da invece
(af — 1) cosfsind =0,
che implica, poiché af8 > 1, di nuovo § = 0. Percio le posizioni di equilibrio sono

(an) ’ (\/B,O) ’ (7\/B70) :

Troviamo la matrice hessiana

a;(pU; = 12ap? — 4afcosh,
g;g; = —4afpsind,
% = 20¢” cos 6 — 23 cos(26) .
Dunque
D2U™(0,0) = <400‘ﬂ gﬂ> :

che ¢ definita negativa e quindi la posizione é di equilibrio stabile. Poi

- 8af 0
D?U"(++/B,0) = ( 0 2B(af — 1>> ’

che é definita positiva; quindi le posizioni sono di equilibrio instabile.
R. (0,0): stabile; (+/3,0): instabile.

40. [10/2/2015 (ex)I] Due punti materiali P; e P> di massa rispettivamente
m1 € my sono vincolati alla circonferenza verticale

2 2 2
i +25 =R, x3 =0,
e anche a mantenersi sulla stessa retta verticale, ossia a rispettare
T1p, = 1P, -

Si assuma zop, # Tap,.
Il peso ha direzione —es.
Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita in dipendenza
dei valori di my e ms.
SOLUZIONE
Introduciamo le parametrizzazioni lagrangiane con coordinata ¢ € (0,7), o ¢ €
(—m,0), tali che
—= s
OP; = Rcospey + (—1)'Rsin ey .
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Allora

U = —migxap, — magxap, ,
ossia

U (p) = (m1 —ma)gRsingp.
Dunque .

88?0 = (my —mg)gRcosp.

A) Se m1 = mg tutti i punti sono di equilibrio instabile.
B) Se my # mg i punti di equilibrio sono

™
SD:

- ™
2° YT g

Si osserva poi -
aa%((p) = —(my1 —mz)gRsingp.
R. Se m1 = msy tutte le posizioni sono di equilibrio instabile. Altrimenti:
e my > mgy: ¢ = —m/2 instabile, ¢ = /2 stabile;

e my < mgy: ¢ = —m/2 stabile, ¢ = w/2 instabile.
41. [10/2/2015 (ex)II] Due punti materiali P; e P» di massa rispettivamente
m1 € mo sono vincolati alla circonferenza
x%+x%:R2, 3 =0,
e anche a mantenersi sulla stessa retta parallela all’asse x5, ossia a rispettare
T1p, = T1P; -

Si assuma xop, # Tap,.
Sui punti agiscono rispettivamente le forze

—— ——
Fp, =kPP,, Fp =—kPP,

ove P! ¢ la proiezione di P; sull’asse X1, e k; > 0 sono costanti.

Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita in dipendenza
dei valori di ki e ks.

R. Se ki = ky tutte le posizioni sono di equilibrio instabile. Altrimenti:

o ky > ky: ¢ = +m/2 stabile; ¢ =0, ¢ = 7 instabile;
o ky < ko: ¢ = +m/2 instabile; p =0, ¢ = 7 stabile.

42. [4/6/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie

mfﬂzf('%'lam?)a fGCZ(Rz)a
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e soggetto alla forza
F = g($3)63, g < CI(R) .

Si determinino gli eventuali punti di equilibrio in cui si possono definire le
piccole oscillazioni.

SOLUZIONE

Usiamo come coordinate lagrangiane (con abuso di notazione) (x1,z2) € R*. I
potenziale lagrangiano quindi é dato da

UL(SChSCz) = G(f(l'la 2762)) )
ove (G ¢é definita da -
G(x3) = / g(s)ds, 3 € R,

e r39 € R fissato ad arbitrio. Occorre trovare intanto i punti critici di U", che si
ottengono da

out df
8501 79(.}0)81'1*05
out  of
ax2 7g(f)ax270

Dunque i punti critici di U" sono quelli in cui vale una delle due alternative:
1. f(x1,22) = z con g(z) = 0;
2. (x1,x2) € punto critico di f.

Resta da studiare la matrice hessiana di U", che deve essere definita negativa. Essa
é

U, Of\2 0%f

a—x%_g(f)(a_zl) +g(f)8—z%’
orur . Of Of 0%f
O0x 0y g (f)a—:cla—zQ ol 0z 0z,

U, af 0%f

o —g<f>(8z2)2+g<f>a—z§.

Dunque nel caso 1 I’hessiana vale

(Bf)2 of of

5o ) B on
oror (or\ |’
Oz, Oz, Oz,

che ha sempre determinante nullo, e quindi non rientra nei casi richiesti.
Nel caso 2 la matrice hessiana vale invece

D*U" = ¢/(f)

D*U* = g(f)D*f.

Dunque I’hessiana é definita negativa se g(f) é positiva e D?f ¢ definita negativa,
o viceversa se g(f) ¢ negativa e D?f ¢é definita positiva.
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R. Sono i punti ove g(f) > 0 e D?f ¢ definita negativa, e quelli ove g(f) < 0 e
D2 f ¢ definita positiva.

43. [4/6/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla
superficie

___o(af +a3)
1+ a(af+a3)?

ove a > 0, ed ¢é soggetto alla forza

xs3 ($1,£C2) € RQ,

F = kes, kGR\{O}
Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.
R. Punti di equilibrio:
0,0), {z?+22=a"?%}.

L’unico caso si equilibrio stabile si ha per k < 0 in (0,0).

44. [12/1/2015 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro C sull’asse x3, a mantenersi ortogonale all’asse x3, e ad avere il
punto solidale A, appartenente al suo bordo, sull’elica cilindrica

1 = Rcosp, xy=Rsingp, x3=hyp, peR.
Sul disco agiscono il peso diretto come —es e la forza applicata in A
—
F=krle3x CA.
Qui h, k sono costanti positive assegnate.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Studiare la stabilita degli eventuali punti di equilibrio.

SOLUZIONE
A) I disco ha un solo grado di liberta. Scegliamo come coordinata lagrangiana

Zr3c
f=——€eR.
h S

In particolare ci serviranno le parametrizzazioni
Xc(0) =hbes, X a(0)=Rcosbe; + Rsinfes + hfes .
L’energia cinetica del disco é data secondo il teorema di Kénig da
T= %M|vc|2 + %o’cw ‘w.
La terna

u; = ) U2 = U3 X Uy, usz = €3,
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solidale con il disco ha velocita angolare
w=0es;
pertanto
T"() = %Mfﬂe? + %19'2.
La componente lagrangiana delle forze é data da

B 0Xc 0X 4
QG—_MQQS'W—FFA'W

= —Mgh + k(0h)? Ruy - (Rus + huz) = —Mgh + kh? R?6% .

B) Le forze pertanto sono conservative in senso lagrangiano e ammettono il poten-
ziale

1
U“(0) = —Mght + §kh2R293 :
Dunque i punti di equilibrio sono dati dalle soluzioni di

dU*
do

Mg
elzw/thQ, Oy = —0; .

La stabilita puo essere indagata con lo studio della derivata seconda

(0) = —Mgh + kh*R*0* =0,

ossia

d*U-

W(G) = 2kh*R?0.

Dunque 60, risulta un minimo isolato e quindi instabile, mentre 65 é un massimo

isolato e quindi é stabile.
R.

(Mh? +1)0 = —Mgh + kR?h?6?

| M . . ;
0, = Wzi , instabile; 02 = =061, stabile.

45. [12/1/2015 (ex)II] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro C sull’asse x3, a mantenersi ortogonale all’asse x3, e ad avere il
punto solidale A, appartenente al suo bordo, sull’elica cilindrica

1 = Rcosp, xy=Rsingp, x3=hyp, peR.
Sul disco agiscono il peso diretto come —es e la forza applicata in A
—
F=k[a—x3es x CA.

Qui h, k, a sono costanti positive assegnate.
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e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare una condizione su a perché esistano due punti di equilibrio.

(Mh? +1)0 = —Mgh + kR*[a — h?6?],
Mgh

a > R

46. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva

z =a(bz — 2?), x>0,

ed & soggetto alla forza
F = —kxel - )\63 .

Qui a, b, k, A sono costanti positive assegnate.
Si determinino le posizioni di equilibrio di P e se ne studi la stabilita in

dipendenza dei parametri.
SOLUZIONE
Usiamo le coordinate lagrangiane

3 5
r € (0,400), @6(——#,177),

in modo che
OP = r cos wey + rsinpes + a(br —r?)es.

La forza F é conservativa con potenziale
k
U(z,y,z) = —§x2 — Az,
che dunque in forma lagrangiana é dato da
L ko o 2
Ut(r,p) = —57" cos © — Aa(br —r%).

Le posizioni di equilibrio sono pertanto le soluzioni del sistema

aUL

o = —krcos® o — Xa(b—2r) =0,
L

ou =kr?cospsing =0.

g

La seconda equazione é soddisfatta se e solo se ¢ € {—m/2,0,7/2,7). I corri-
spondenti valori di r si ottengono dalla prima equazione. Si trovano i punti di

equilibrio
(3% (=) G5 (=)
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ove i punti con ¢ = 0, ™ sono presenti solo se 2\a > k.
Per studiare la stabilita dell’equilibrio troviamo I’hessiana

aQUL
W = 2)\(1*]€COS2QO,
r
aQUL
oo —2krcospsinp,
roy
aQUL
= kr?cos2p.
Op?

Quindi si ha

v (3-5) =0 (35) = (" ).

Pertanto questi due punti sono di equilibrio instabile, essendo punti sella. Poi si ha
se 2Xa > k

DQUL(%EGE k’o) - DQUL(Q/\ZCLf k’”) - <2Mo_ k k:( *(ib )2> ‘

2 a—k

Anche questi due punti percid sono instabili, essendo punti di minimo.
R.
b 7 b w
(5’ _5) : (5’ 5) '
Se 2Xa > k si hanno anche

=) (Gazen):

Tutti i punti sono di equilibrio instabile.

47. [7/6/2016 (ex)I|] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a vin-
coli olonomi fissi e a sollecitazioni conservative il cui potenziale in forma
lagrangiana € dato da

U (2,y) = —\z — a)*(z + a)* — pe?”

ove (x,y) € R? sono le coordinate lagrangiane. Qui a, A, p sono costanti
positive assegnate.

Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabilita.
Si determinino anche le eventuali posizioni ove é possibile definire le piccole
oscillazioni.

SOLUZIONE
Le posizioni di equilibrio corrispondono alle soluzioni del sistema

aaU =2z —a)(x+a) —4\Nz —a)*(x+a)® =0,
x
oU*" 2
= —2uye”’ = 0.
99 pye
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Si vede facilmente che il sistema (che é disaccoppiato) ha le soluzioni
a
(a,0), (—a,0), (—, 0) .
3
Per studiarne la stabilita proviamo intanto a calcolare la matrice hessiana

82 U
922
62 U"-
dxdy
82 U
oy?

= -2\(z +a)*[(z + a)® + 8(z — a)(z + a) + 6(z — a)?],
-0,

= —2uey2 — 4uy26y2 .

Si ottiene pertanto nei punti di equilibrio:

definita negativa;

o, (=32Xat 0
D=U"(a,0) = < 0 oy

dunque (a,0) é una posizione di equilibrio stabile, e in essa sono definite le piccole
oscillazioni.

Poi si ha

0 0

D*U"(—a,0) =
Can=(p 5,

) semidefinita negativa;

nonostante che non si possa concludere dall’esame dell’hessiana, (—a,0) é un punto
di massimo isolato per U" in quanto

UL(_a’O) =K Ull(xay) < —W, ('Tay) € R’ \ {(a,O), (—a,O)} :

Pertanto (—a,0) é una posizione di equilibrio stabile, ma in essa non sono definite
le piccole oscillazioni.

Infine 256\ 4
D2UL(§,O) _ <70)‘a —g,u> indefinita;

quindi (a/3,0) é un punto sella e pertanto é di equilibrio instabile.

R.

a stabile con p.o.; —a stabile senza p.o.; a 0 instabile. .
(a0), stabile con po.;  (~a(0), stabile senza .o  (5.0).

48. [12/7/2016 (ex)I] Due punti materiali P; e P> di uguale massa m sono
vincolati alla circonferenza

23+ 23 = R?, 3 =0.
Sui punti agiscono le seguenti forze
— -y S s
.F'p1 = —k‘lApl — k‘QPQPl R FP2 = —k?lAPQ — ]C2P1P2 s

—
ove ki, ko > 0 sono costanti assegnate e OA = Re;.

486



660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

e Si scriva il sistema che da le posizioni di equilibrio.

e Si dimostri che se ki = ko una posizione di equilibrio si ottiene per A,
Py, P, che formano un triangolo equilatero.

SOLUZIONE
A) Introduciamo le due coordinate lagrangiane

E( T 7 )
P15 P2 4747T

tali che
o
OP; = Rcos p;e; + Rsin p;es, i=1,2.

Allora il potenziale delle forze é

ki, — ki, — ko ——
UM(p1,02) = =5 [AP[ = S AR = PP’
= —k1R*(1 — cos 1) — k1 R*(1 — cos ) — ka R*(1 — cos(p1 — 2)) .
Possiamo riscrivere a meno di costanti additive inessenziali
U (¢1,p2) = RQ[krl (cos p1 + cos p2) + ka cos(p1 — 2)].

Percio le posizioni di equilibrio sono le soluzioni di

ou*

Oy,
ou*

6@2

= R2[7k1 Sincpl — k2 sin(cpl — QDQ)] = 0,

= RQ[—kl sin g + ko sin(p1 — ¢2)] = 0.

B) Le uniche posizioni possibili per avere AP, Py equilatero sono quelle in cui Py e

P, occupano le posizioni
1 3
R( — —e] + §62) .

2
Verifichiamone una, I’altra essendo analoga. Sia cioé
2 4
$1 §7T ) P2 §7T
Allora

: , V3 2
—sinyy — sin(p; — p2) = — —sm(— gﬂ') =0,

o

3 2
—sin g + sin(p; — p2) = g + sin ( — gﬂ') =

49. [11/07/2017 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi ¢ soggetto a vincoli lisci e
fissi e a forze di potenziale lagrangiano

U (0, 9,9) = =0(0 = 1) + (¢* = 1)(¥* ~ 1),
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ove (0,p,1) € R3 sono le coordinate lagrangiane.

Determinare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita, individuando quelli
ove ¢ possibile definire le piccole oscillazoni.

SOLUZIONE

I punti di equilibrio sono dati dai punti critici di U* € C*°(R?), che sono le soluzioni
del sistema

aUL

ou" s
oU*

—— =2p(p? —1)=0.
90 Y(p®—1)=0

Dunque si hanno le soluzioni

(1 00) (1 +1 il)
2’ b 9 2’ b b

con qualsiasi scelta dei segni. Calcoliamo poi la matrice hessiana

—2 0 0
D*UM0,0,0)=| 0 2(0*—1) 4y
0 o 2(0? 1)

Si ha
. 2 0 0
D2UL<§,O,O) —[o —2 o
0 0 -2

Percio (1/2,0,0) é di equilibrio stabile e in esso si possono definire le piccole oscil-
lazioni, essendo la matrice hessiana del potenziale definita negativa.
Inoltre

1 -2 0 0
DQU“(§,i1,i1) (o0 o =+4],
0 +4 0
ove i segni nella matrice sono +1 se ¢ = 1y e —1 se ¢ = —1. In ogni caso il

determinante della matrice vale
—2(0-16)=32>0,

e pertanto la matrice hessiana ha almeno un autovalore positivo. Dunque il punto
non puo essere un massimo e I’equilibrio non é stabile.

R.
1 . . L
(5, 0, 0) , stabile; piccole oscillazioni;
1
(5, +1, il) (qualsiasi scelta dei segni); instabili.
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50. [15/01/2018 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative ha potenziale lagrangiano

1
UL(x,y):—y2—§x3y+4xy, x>0,y R.

Determinare i punti di equilibrio studiandone la stabilita.
SOLUZIONE

Si ha
oUu*
o = YAy,
oUu*
=2y—-2®+4
Y 31‘ + 4z

All’equilibrio la I da

Sey=01IalIl da x = 2/3.
Sex=2lallday=8/3.
Percio si ottengono i punti di equilibrio

(2v/3,0), (2, g) .

Calcoliamo I’hessiana del potenziale:

2L [ 22y —2?+4
DU (zay) - (—.’L‘2+4 ) .

In particolare
0 -8
277L —
D*U*(2v/3,0) = <_8 _2) :
con determinante negativo; I’hessiana pertanto é indefinita e (2v/3,0) é instabile.
Inoltre 16
8 - 0
277L ) = 3
bu (2’ 3) ( 0 —2) ’
Quindi I’hessiana é definita negativa e I'equilibrio é stabile.

R.
(2v/3,0),  instabile;

(2, g) , stabile.

51.[15/01/2018 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative ha potenziale lagrangiano

1
UL(x,y):gxy?’—QxQ—élxy, r€R,y>0.
Determinare i punti di equilibrio studiandone la stabilita.
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(0,2v/3),  instabile;
4
(— 5,2) , stabile.

52. [23/07/2018 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli lisci e
fissi e a forze conservative di potenziale

UL(x? y) = e$2(1_1‘) - y4 )

ove (z,y) € R? sono le coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.
SOLUZIONE

A) Troviamo il sistema dei punti critici

L
88U = (2z — 322)e” 1-7) = 0|
T
aUL
3y = —4y3 =0.
Le soluzioni sono 5
0,0), (—,0) .
00, (3

B) Troviamo la matrice hessiana

Py (2= Gx)eIZ(l’z) + R(x) 0
D U (:L'ay) - ( 0 712y2 )

ove R(z) =0 perz =0, x = 2/3.
Si ha
27 7L o 2 0
D2UM(0,0) = (o o) :

percio (0,0) é un minimo o un punto sella, quindi é instabile.

Poi .
2 —2e27 0
DU (5.0) = .
3’ 0 0
L’hessiana é qui semidefinita negativa. Dobbiamo studiare direttamente la funzione.

Si ha

2 2
Ut(z,y) — UL(g,O) = (17%) gz — gt

Si noti che
UL(J:,O)—UL(—,O) <0, x vicino a 2/3,

GO0 (30 <o

perché
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Percio se (x,y) # (2/3,0), x vicino a 2/3, si ha in ogni caso
L L 2
U (‘Tay) < U (gao) )

e (2/3,0) risulta stabile.
R. I punti di equilibrio sono: (0,0) instabile; (2/3,0) stabile.

53. [11/02/2019 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi ha 2 gradi di liberta e coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m, 7).
Le componenti lagrangiane delle forze sono

Qe=phe” . Qp=g5¢" +

Trovare il potenziale lagrangiano e i punti di equilibrio.
SOLUZIONE

Deve essere
ou*

dp

= Qp = p0e*
per cui
1 2
UH(p.0) = 30¢°" +9(6).

con g € C?((—m,m)) da determinare. Si deve infatti imporre

ou* 1 2 0
= = —e? -
a0 ~ @9 =3¢ Ty
ossia . 0 )
¥’ e )
5¢° T1r@ =3¢ T90),
che da 1
g(6) = 51n(1 +0* +C,
con C € R.
All’equilibrio si deve avere
5096"’2 =0,
1 2 0
—e¥ + ——=0.
2 Tiie
La I da
p=0, oppure 0=0.
Se ¢ =0, la IT da
o 1
1+62 2’
da cui si ricava @ = —1 € (—m,m). Si é trovato percio il punto di equilibrio

Se invece 6 = 0, la II diviene impossibile.
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1 2 1
UL(@? 9) = 596@ + 5 111(1 + 92) ) (507 9) € (77-(5 W) X (77-(5 W) 5

54.[11/02/2019 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi ha 2 gradi di liberta e coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m, 7).
Le componenti lagrangiane delle forze sono

Qe =0e?", Qo= +

1462
Trovare il potenziale lagrangiano e i punti di equilibrio.
R.
UL(@? 9) = 6900 + arctg(@) ’ (905 9) € (77-(5 W) X (77-(5 W) 5
(—1,0).

55.[09/01,/2020 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli olonomi
e forze conservative di potenziale lagrangiano

U(,0) = (1 — ¢*) cos b,

ove ¢ € R, § € (—m,m) sono le coordinate lagrangiane.

Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.
SOLUZIONE

A) Troviamo i punti di equilibrio come punti critici di U*, risolvendo il sistema

68:]0‘ = —2pcosh =0,
oU*™ 2\ s .
50 =—(1—¢")sind =0.

Laldap=000==%n/2.
Lalldayp==41060=0.
Quindi i punti di equilibrio sono

(0,0), (iLig%

con ogni scelta dei segni.
B) Per studiare la stabilita, troviamo I’hessiana

DU (,0) = (—20059 2 sin 6 > .

2psinf  —(1 — p?)cosf
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

Quindi
277L _ -2 0
DU(0,0)<0 _1>,

che é definita negativa. Percio in (0,0) U" ha un massimo isolato e quindi questa €
una posizione di equilibrio stabile.

Poi si calcola
2L ™ _ (0 *£2
DU (il’i2)_(i2 0)’

ove nella matrice i segni sono positivi se in (£1,+m/2) i segni sono concordi, e
negativi altrimenti. In ogni caso:

daD%ﬂ(iLiz

—4<0
2) <9

quindi U™ ha un punto di sella e 'equilibrio é instabile.
R.

(0,0), stabile;
(iLig), instabile.

56. [09/01/2020 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli
olonomi e forze conservative di potenziale lagrangiano

UL(H’ QD) = (4 - 92) SinSD,

ove § € R, p € (—7/2,37/2) sono le coordinate lagrangiane.

Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.
R.

(0, g) , equilibrio stabile;
(£2,0), (£2,7), equilibrio instabile.

57. [10/02/2020 (ex)I] Un disco C di raggio R e massa M ¢ vincolato a
giacere sul piano x3 = 0.

Denotiamo con G il centro del disco e scegliamo un sistema di riferimento
solidale S = (X g, (up,)) in modo che, se A indica le coordinate solidali, allora

C={AcR*| X3=0,)\+ )3 <R%}.
Sul disco agisce la distribuzione di forze elastiche

dF = —K(AN)X (£, ) dX,
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ove dA ¢é la misura di area e

k, Ao >0,

K@) = {0, Ay < 0.

Qui k& > 0 ¢ una costante assegnata, X (t,A) denota il moto solidale di
coordinate A, e si intende che dF = 0 fuori di C.

Calcolare il potenziale lagrangiano totale della distribuzione di forze, dimo-
strare che esiste qualche posizione di equilibrio e che in esse

XG'-’U,1:0.

[Si scelgano le coordinate lagrangiane (z,y) € R?, ¢ € (—m,m) tali che
Xc=uxet+yese

U] =cospe; +sinpey,
Uy = —sinpe; + cospesy,

us = €3 .

Gli integrali doppi in coordinate solidali non nulli si possono lasciare indicati.|
SOLUZIONE
A) Scegliamo come coordinate lagrangiane

(.Z',y)ERQ, (IDE(—T(',TF),

tali che
Xqg =xe; +yes,

U] =cospe; +sinpesy,
Uy = —sinpe; + cospey,

us = €3.

La distribuzione di forze dF ha una distribuzione di potenziale
1 2
dU = —§K(/\)|:B| dA.
Calcoliamo, sostituendo le espressioni di wy, us:

|)(L|2 = |.T61 + yes + Auqg + )\2U2|2
=22+ 9% + A2+ A2+ A\ (2zcos @ + 2y sin ) + A (2y cosp — 2w sin ) .

Poniamo Cy = C' N {\y > 0}. Allora il potenziale totale é dato da

k
Uege) = [ aU=- [ TixPax
c cy

knR? k
=— 7T4 (x2+y2)—§// ()\%+)\§)d)\—k:(ycos<p—xsintp)// Ao dA.
C+

C+
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660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

Infatti I'integrale del termine di primo grado in A1 si annulla per motivi di simme-
tria. Si ha passando a coordinate polari

2
// (A2 +22)dA = ~R*, // Ao dX = 2R3,

B krR?
4

Infine si ha

UL —

2k k
(2® + %) — ?R?’(ycosgp —zsing) — %R‘l,

ove I'ultimo termine costante é in realta inessenziale.
B) Scriviamo il sistema del gradiente del potenziale lagrangiano:

L kmR? 2k
aai =— WQR er?R?’singa:O,
oU*  krR® 2k
3y =-— yng cosp =0,
out 2k
%:?Rg(ysingo—i—xcosgo)zo.

Notiamo subito che la terza equazione da nelle posizioni di equilibrio
Xg-uy=xcosp+ysinpg =0,

come richiesto. Quanto all’esistenza di posizioni di equilibrio, basta scegliere ad
arbitrio , e ricavare dalle prime due equazioni

4R . 4R
xr=—siny, Yy =———Cosyp,
3 3

perché la terza sia automaticamente soddisfatta.

R.
krR? 2k k
Ur = —W—(acQ +9%) — = R*(ycosp — xsinp) — TR
4 3 8
Si ha equilbrio per ogni ¢ € (—m, ) €
4R 4R
x=——singy, Yy =———Cosp.
3 3T

58. [10/02/2020 (ex)II] Un disco C di raggio R e massa M ¢ vincolato a
giacere sul piano x3 = 0.

Denotiamo con G il centro del disco e scegliamo un sistema di riferimento
solidale S = (X g, (up,)) in modo che, se A indica le coordinate solidali, allora

C={XNcR*|\3=0,)\+ )3 <R%}.
Sul disco agisce la distribuzione di forze elastiche

dF = —K(A)X (£, A)dA,
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ove dA ¢é la misura di area e

k, AL >0,
K(A) =
0, M<O.

Qui k& > 0 ¢ una costante assegnata, X (t,A) denota il moto solidale di
coordinate A, e si intende che dF = 0 fuori di C.

Calcolare il potenziale lagrangiano totale della distribuzione di forze, dimo-
strare che esiste qualche posizione di equilibrio e che in esse

Xg-u2:0.

[Si scelgano le coordinate lagrangiane (z,y) € R?, ¢ € (—m,m) tali che
Xc=uxet+yese

u; =cospe; +sinpes,
Uy = —sinpe; + cosypey,

us = e3.

Gli integrali doppi in coordinate solidali non nulli si possono lasciare indicati.|
R.

kmR? 2k k
— ﬂ-4 (% + %) — ?R?’(xcosgo—l—ysin(p)— %R‘l.

UL —

Si ha equilbrio per ogni ¢ € (—m, ) €

T =g C0sp, y=—g_sing.

680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazioni

1. [4/7/2005 (ex)I| Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=0ad?®>+apfp+p>p*, U=A\cos(f—¢p)—ub*+~ysin?g,

ove a, 3, v, A, p > 0 sono costanti, con v < Ap/(A + 2p).

Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

SOLUZIONE

1) Calcoliamo

oU .

50 = —Asin(f — ) — 210,

ou = Asin(f — ) + 2ysinpcos ¢,
dg
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

cosicché
v U(0,0) = (0,0),

e 0 =0, o =0 é una posizione di equilibrio. Per studiarne la stabilita calcoliamo
la matrice hessiana di U:

02U
- _ — -2
502 Acos(8 — @) — 2,
0*U
005 — Acos(f — @),
02U
—— = —Acos(f — ) + 2y cos(2p) ,
" (0~ ¢) + 2y cos(29)
da cui
9 (= =2pu A
DU(0,0) = < A SAt2y)
Dato che
, ) 2\
det D2U(0,0) = —(A + 2u) (=X +27) = A* = —(A + 2p) {27 "o o

per le ipotesi fatte sui parametri, D>U(0,0) é definita. Poiché I'elemento
(D*U(0,0))11

¢ negativo, D?U(0,0) ¢ definita negativa (stiamo usando che D2U(0,0) ¢ 2x2).

Quindi (0,0) é un massimo isolato per U, e quindi una posizione di equilibrio stabile.

2) La lagrangiana ridotta ¢ £L* = T* 4+ U*, ove per definizione

T*(0.¢) = T(0,0,0,¢) = a®0® + afp + °3*,

1 1
U*(0.) = 3D*U(0.0)(0.9)" - (6,9)" = 5| = (A+ 2067 + 2209 + (—A+29)¢?
Le corrispondenti equazioni di Lagrange sono percio

20%0 + afp + (A +21)0 — Ap =0,
Bl +26%p — N — (=A+27)p =0.

2. [4/7/2005 (ex)II] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=cda’P?+aflp+p%0%, U= cos(d—)—pp*+vsin0,

ove a, 3, v, A, p > 0 sono costanti, con v < Ap/(A + 2p).
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano

le relative equazioni delle piccole oscillazioni.
R.

26%0 + aBp — (—A+27)0 — Ao =0,
Bl +20%p — N0+ (A4 2u)p=0.
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3. [7/4/2006 (ex)I] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=0d’@*+abbp+p*?, U=-\0-¢)? —2#92—}—7602,

ove a, B3, v, A\, 4 > 0 sono costanti, con vy < 2u.
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

SOLUZIONE
Si ha
aa_[ej = —2X(0 — ) — 4pf + 290",
oU
— =2)\(0 —
a0 0 —¢),

per cui VU(0,0) = 0 e (0,0) ¢ una posizione di equilibrio. Consideriamo ’Hessiana

il

062
U
000p

o?U

=-2XA—4u+ 2’7662 + 47292692 ,

2\,

Si ha allora

D2U(0,0) = <2/\4u+27 2/\) .

2 -2\

Dunque
det D?U(0,0) = 4A\(2u — ) > 0,

per l'ipotesi 2u > . Per lo stesso motivo, i due termini sulla diagonale principale
dell’Hessiana sono negativi, e quindi la matrice é definita negativa: percio U ha un
massimo isolato nella posizione di equilibrio, che risulta cosi stabile.
Infine si ha

T*(0,9) = T(0,0,6,9) = o®¢? + afbp + 262,

U*(0,¢) = 3D*U(0,0)0, )" (6,)"

La lagrangiana ridotta dunque é

L5 =a?@? 4+ affp + 5207 — (N + 2 — 7)0% — 2000 — A2 .

2620 4+ afp + 2N+ 21— )0 +20p =0,
B4+ P+ 200 + 200 = 0.
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4. [13/12/2006 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana

L(p,,p,9) = %(0@2 +B(1+ %)y + Oﬂf) +acos(p +¢?) — bp' — cp?,

con @, P € (—m,7) e a, B, a, b, ¢ costanti positive, 2a > B(1 + 72).

Si dimostri che (¢,%) = (0,0) & una posizione di equilibrio stabile e si scriva
la relativa lagrangiana ridotta £* =T* 4+ U*.

SOLUZIONE

1II potenziale é

U(p, 1) = acos(p + ¢°) — bp" — cyp?.

Dato che
OU _ _asin(p+ %) — 4bs?,
e
g_g = =3y’ sin(p + ¢°) — 2c9p,

si annullano in (0,0), in effetti questa ¢ una posizione di equilibrio. La matrice
hessiana D?U é data da

2
Z—U2 = —acos(p + 1) — 12bp?
¥
0?U
G = v coslip + ).
0*U : 3 4 3
0z = —6apsin(¢ + ¥°) — 9ay™ cos(p + ¥°) — 2¢,

per cui in (0,0)

2 . —a 0
D2U(0,0) = < . _20) :

che é definita negativa.
Percio

£t 6,0) = T*(5,0) + U (,) = T(00,8,8) + 3 DU(0.0)(0,0)" - (0,0

_ 8.2

= 2 (08 + 850 + aul?) — 5 — ey,

L*(p,,¢,9) = %(o«f + Boip + oa/'ﬂ) - gch —p?.

5. 26/3/2007 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana

b
14627

1 . .
L(p,0,0,0) = 3 <a(cp4 + 1)@+ apd + a(pt + 1)02) +a(l —¢?)* +
con ¢, § € (—m,m) e a, a, b, costanti positive.
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Si dimostri che (¢, 8) = (0,0) & una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le equazioni di Lagrange relative alla lagrangiana ridotta £* =T 4 U*.
SOLUZIONE

1I potenziale é

b
_ 232
Dato che
oU
Z= = —4ap(l — ©?
i ap(l — %),
ou 2b0

90~ (1+02)2’

si annullano in (0,0), in effetti questa é una posizione di equilibrio. La matrice
hessiana D?U é data da

0*U
— = —4da(l — ¢?) + 12a¢?,
S = —dall—¢)
02U
=0,
0p 0l
02U 2b 8b6?

002 (1+92)2 + (1+92)3’

per cui in (0,0)

2 o —4a 0
D2U(0,0) = ( 0 _2b> :

che ¢ definita negativa. Quindi (0,0) é un punto di massimo isolato per U ed é
pertanto una posizione di equilibrio stabile.
Percio

. . vl g . PN

1 .
= ia(ng + 90 + 6%) — 2ap* — bO? .

1.
a(gb—i— 59) +4ap =0,

a(%gZJré) L 20 =0.

6. [4/7/2007 (ex)I] Si scriva la lagrangiana ridotta (intorno all’'unica posi-
zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide

562 y2 22

2 et

a? =1

e sottoposto alla forza peso, che agisce nel verso negativo dell’asse z.
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[Sugg. Si scelgano x, y come coordinate lagrangiane.|
SOLUZIONE
Scegliamo come coordinate lagrangiane

(x,y)6{2—2+i—2<1}.

Allora il moto del punto é dato da

| 2 y?
X"(x,y) =ze; +yes — ¢ 1_F_b_263'

1I potenziale della forza peso é quindi

. .’L'2 y2
UH(z,y) = —my(z(z,y) + ¢) = mgey[1 = — — 15 —mgc.
Vale
VU (0,0) =0,

quindi il punto (0,0, —c) corrisponde a una posizione di equilibrio.
I calcoli mostrano che

9 __mgc 0
D*U"(0,0) = ( & wmc)
b2
é definita negativa, e quindi (0,0, —c) é una posizione di equilibrio stabile in cui si
puo definire la lagrangiana ridotta.
In particolare

1 2 P
U*(z,y) = —Emgc<¥ + b—2) )
Troviamo poi l’energia cinetica. La velocita del punto é data da
2 201 . .
. . T Tx
Quindi
’ - 1 22 2 2 a? YA\ Tloxd | yg2

e lenergia cinetica ridotta é

¥l - 1 . :
T (8,9) = 5m(® + 7).

* o 1 . . T y
L (x,y,4,79) = §m(x2 + y2) — _mgc(ﬁ + _) )

7.14/7/2007 (ex)II] Siscriva la lagrangiana ridotta (intorno all’unica posi-
zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide

[\
\}

2
+Z =1,

+ 2

QM| 8
<Is
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

e sottoposto alla forza costante F' = key, con k > 0.

[Sugg. Si scelgano y, z come coordinate lagrangiane.|
R.

* . 1 . . 1 y2 22
L (yvzvyvz> = im(y2 + 2’2) — 5@]{;(()—2 + C_) .

8. [13/12/2007 (ex)I] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

. 1 . .
Lz, y,4,7) = §m(fﬂ2 +9?) + acos(z + zy) + Beos(y + zy) + 7/ 1 —y2,

intorno al punto (z,y) = (0,0). Qui «, 8 e y sono costanti positive.
SOLUZIONE
11 potenziale é

U*(z,y) = acos(z + zy) + Beos(y + zy) +v7v1 -y,

cosicché
oU* ) .
o = —a(l + y)sin(x + zy) — Bysin(y + zy) ,
ou* . . Y
= —axsin(rx +zy) — B(1 + z)sin(y + 2y) — — .
a9 (@ +2y) = B(1 + @) sin(y + zy) =
Quindi VU"(0,0) = 0.
Inoltre
92U~
5T —a(1 + y)? cos(x + zy) — By? sin(y + xy),
aQUL
920y = —asin(z + zy) — az(1 + y) cos(x + xy)
— Bsin(y + zy) — By(1 4+ z) cos(y + zy) ,
82UL 2 2 v
——— = —az“cos(z+zy) — B(1+=z)cos(y +2y) — ———=,
e (@ +y) = B(1+ x)" cos(y + 2y) 178
da cui

D2UL(O,O) _ (OOZ 7507 7) -

Percio (0,0) é un punto di equilibrio stabile e la lagrangiana ridotta ¢

N P |
Lo,y ,9) = 5mla? +5%) = Slaa® + (8 +7)y?].

mz +axr =0,

mi+ (B+7)y=0.
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

9. [13/12/2007 (ex)II] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

N ST
L(z,y,&,7) = §m($2+yz)+aCOS(y+$y)+5cos(x+xy)+7\/ 1—y2—oxt,

intorno al punto (x,y) = (0,0). Qui «, 3, v e d sono costanti positive.
R.

mi+ Bxr =0,
my+ (a+7v)y=0.

10. [18/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L & soggetta ai
vincoli:

e giace sul piano fisso verticale z3 = 0;
e ha l'estremo A sull’asse x7.

Il peso ¢ diretto nel verso negativo dell’asse xo. Inoltre in B é applicata la

forza elastica
Fp—=—kOB,

ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 é costante.
Si determinino

1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in
cui si possono definire le piccole oscillazioni.

SOLUZIONE
A) Fissiamo le due coordinate lagrangiane

xr=mx14 € R, p € (—m, ),
ove @ é angolo tra ﬁ ed ey. L’asta allora risultera parametrizzata da
OP = OA + AP = (x + scosp, ssinp),

ove 0 < s <2L.
1l potenziale, della forza peso e di quella elastica insieme, é

k
U=—mgxoc — 5 |OB|2 ,
ove C ¢é il centro dell’asta. In coordinate lagrangiane

k
U*(z,¢) = —mgLsinp — 5(902 + 4Lz cosp + 4L%).
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Le posizioni di equilibrio sono pertanto le soluzioni del sistema

L
86U = —kx —2Lkcosp =0,
x
L
88U = —mgLcosp+2Lkxsing =0.
®

Sostituendo la prima equazione nella seconda si ha
—mgL cosy — 4Lk cos psingp = 0,

da cui si ottengono le soluzioni

@) =(03),  (@o=(0-3). ®

ove cosp = 0. Se invece cos ¢ # 0 deve essere

. mg
sing = ——-

ALk’

che ¢ possibile e da due soluzioni diverse dalle (1) se e solo se

mg < 4Lk . (2)
Queste soluzioni sono dunque
(.’L',(P) :(515901)3 (.’L',(P) :(_51,_7'('_(,01), (3)
con
m2g2
& = —2Lcosp; = —2L4/1 — T6I252 <0,
...mg
= —arcsin —— .
1 T Tk

B) Studiamo la stabilita delle posizioni di equilibrio; la matrice hessiana di U é

277L _
DU (:v,tp) = (QLksjngp mgL sinp + 2Lkx cos ¢

27 7L i o —k +2Lk
b (z’iz) - <i2Lkz +mgL)

—k 2Lk sing )

Dunque

che ha determinante
FmgLk — 4L*k* = Lk(Fmg — 4Lk) .

Quindi Phessiana ¢ senz’altro indefinita in (0,7/2), mentre é definita negativa
(0, —m/2) se e solo se
mg > 4Lk .

In questo caso (0, —7/2) ¢ di equilibrio stabile.
Se invece vale la (2), si ha in (&1, 1)

_p _mg
D2UL(§15901) = (% 4L22l€) )
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

che ha determinante

m2g?

—

per la (2). Dunque D*U"(&1, ¢1) é definita negativa e (&1, ¢1) é di equilibrio stabile.
La stessa cosa vale in (—&1, —7 — ¢1).

C) Per il teorema di Konig ’energia cinetica ¢

1 1
T = 5m|vc|2 + §I<p2 ,

41°%k% —

ove I é il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo asse in C. Inoltre
ve = (& — Lysing, Ly cos ¢, 0)

da cui ) 1
T" = §m(:'r2 —2Li¢sing + L2p?) + §I<p2 .

In (0,—7/2)
1 1
T = §m9'c2 +mLigp + 5(mL2 + D)2
In (&1,¢1) e in (=&, =7 — 1)

1 1
T = —mi? + Lig + = (mL? + )2 .

2 4k 2
R. Posizioni di equilibrio:
(x, ) = (0, g) , sempre instabile;
(w, ) = (0, *g) , stabile se mg > 4Lk;

se mg < 4Lk si hanno anche le seguenti posizioni di equilibrio, stabili in quest’ipo-
tesi:

(%@):(51,@1)7 (xvcp):(iglafﬂiwl)v
m2g2

...mg
m<0, (1 = —arcsin —-

— 92l /1 — .
& 4Lk

Lagrangiane ridotte: in (0, —m/2) (se é stabile)

L£° = Lmi® 4 mLig + = (mL? + 1)@* — ~ka? — 2Lk (v+%) . L( +7r)2
= gmi” +mlLip+ 5 (m Pk z(p+g 5m9Lle+5)
mentre in (&1, 1) (se esiste e quindi é stabile)

Lo Lo, omPg. 1 2 o 1 2 1 2 2
Lr=gma +E$<P+§(WL +1)¢ *gk(xffl) *gmg(fcffl)(sﬁﬂﬁl)*‘m k(p—p1)”.

11. [18/7/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana

L =021+ ¢*)? + afpl + (1 + cos? 0)6?
+ vy cos(pf) — dsin? ¢ — 662,
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

con «, 3, v, 6 > 0 costanti e ¢, § € (—m, ) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (¢, ) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e

calcolarne le frequenze normali.
SOLUZIONE
11 potenziale é dato da

U"(p,0) = 7y cos(pf) — §sin® ¢ — 662

Si ha
a('?[c]p = —70sin(pd) — dsin(2¢p) ,
ou* )
59 =% sin(¢f) — 200 ,
per cui in effetti (0,0) é un punto critico.
Inoltre
aQUL 5
= —0~ cos(pl) — 20 cos(2¢p) ,
S (¢0) — 25 cos(29)
277L
% = —vsin(pf) — y¢b cos(h) ,
aQUL 5
e —25.
502 v~ cos(pf) — 26
Dunque

P (=26 O

e quindi ’hessiana ¢ definita negativa. Percio (0,0) é un punto di equilibrio stabile
e si possono definire le piccole oscillazioni.
E noto che, definita A come la matrice tale che

1 . .
" = 3(5,0)A(p.0)

202 off
A= (s i)

det (w2A+ DQUL(O,O)) ~0.

ossia posto

si ha

Cioé
70’ %Wt — 46(a® + 28%)w? + 462 =0.

R. Le frequenze normali sono date da w1/(27), wa/(27), ove

a2 4282+ /(a2 — 28%)% + a2 B°

2 _
Wig = 20 i

12. [18/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ soggetta
al vincoli:
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

e giace sul piano fisso verticale xg = 0;
e ha l'estremo A sull’asse z7.

Il peso ¢ diretto nel verso negativo dell’asse zs. Inoltre nel centro C &
applicata la forza elastica
Fo = —kOC

ove O é lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 é costante.
Si determinino

1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in
cui si possono definire le piccole oscillazioni.

R. Posizioni di equilibrio:

(z,9) = (0, g) , sempre instabile;
(2, 0) = (0, 7%) ) stabile se mg > Lk;

semg < Lk si hanno anche le seguenti posizioni di equilibrio, stabili in quest’ipotesi:

(%@):(51,@1)7 (x7<p):(f§1,7ﬂf¢1)7
"ﬁg2

S=lyi- s

<0, <p1:farcsin7zj—g.
Lagrangiane ridotte: in (0,—m/2) (se é stabile)

1 1 1 1 2
LY = §m:'c2 +mLip + §(mL2 +1)p? — §kz2 — Lk:c(cp + g) — §mgL(ga + g) ,

mentre in (&1, 1) (se esiste e quindi ¢ stabile)

P S mg .. 1 2 o 1 2 L 2
L7 = oma™+—= it o (ML 1) = S k(z—&)"—mg(z—&1)(p—p1) =5 Lk(o—¢1)”.

13. [18/7/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

L =a*(1+60%)% 4+ afpd + B3 + sin? p)6?
+ v cos(ph) — dp? — dsin? 0 + 66*,

con a, f3, 7y, & > 0 costanti e ¢, § € (—m,m) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (p,0) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e
calcolarne le frequenze normali.

R. Le frequenze normali sono date da w1/(27), wa/(27), ove

a2 +62 + \/(a2 _ 52)2 + a252
3a262 '

wiQ =20
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

14. [12/9/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana

£ = 5026 + TR0 + ] — e — 1) = 8 ),
con «, 3, v, 4, A > 0 costanti e ¢, § € (—o0, 00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la
lagrangiana ridotta L£*.

SOLUZIONE

1I potenziale é dato da

U(p,0) = —yp(XN2¢* — 1) = 6(e* + ).

Si ha
oU*
o = —37\%p% + 7,
L
8809' _ _5)\(6,\9 _ e_)‘e),

per cui i punti critici sono

La matrice hessiana vale

—67\? 0
DQUL((paH) = ( ’6 4 _6)\2(6/\0 + 6/\0)) )
e quindi si ha
1 —2v/37A 0 . .
2770 — .
DU ()\\/5’0) < 0 25}\2> , definita negativa;
1 2v/37A 0 ) .
2rru( —
DU ( —)\\/5’0) < 0 25}\2> , indefinita.

Ne segue che (1/\y/3,0) é 'unica posizione di equilibrio stabile, e che ivi si puo
definire la lagrangiana ridotta, data da

£(0050) =T (e 0.0.0) 43 (0= 12.0) DU(552.0) (6= —=.0).

R.

In (1/2/3,0)

£5(p,0,¢,0) = 5 [042902 + 0Bl + 5292} - \/§7>\( - )\—\/3) —6A202

508



680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

15. [12/9/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

_af
1+ 22092

A0

L= 1[0424,&2 + gbé + 5292] — 'y(p()\2cp2 —4) - 5(e¥ +e 2),

2
con «, 3, v, 4, A > 0 costanti e ¢, § € (—o0, 00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la
lagrangiana ridotta L£*.

R.
G0 (559
In (2/2/3,0)
L*(p,0,5,60) = %[a%b? + Bl + 5292} . 2\/37)\((,0 - Aiﬁ)z _ %&292 :

16. [12/2/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
T3 = ax?,

ed é soggetto alla forza elastica
F,—=—kOD,

e al peso
F, = —mges.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di equi-
librio.

SOLUZIONE
Usiamo come coordinate lagrangiane r = x1, y = To.
Dunque
X"(z,y) = re; + yes + ax’es,
dX"(z,
M = xe; + yes + 2azzes,
dt
per cui

1
T = om[(1+ 40”2?)i? + 9] .
1II potenziale é

k
U= —-mgzs — 3 OP* |

per cui in coordinate lagrangiane

k
U = —mgax® — 5(302 + 9% +a’z?).
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Quindi i punti di equilibrio si trovano risolvendo

L
ou = —2mgax — kx — 2ka’a® =0,
ox
our

=—ky=0.
dy 4
L’unica soluzione é
(z,y) = (0,0),

ove
D*U"(0,0) = diag ( — 2mga — k, —k) .

Pertanto la posizione di equilibrio é stabile, e sono in essa definite le piccole oscil-
lazioni.
Si sa che le w;/(2m) sono le frequenze cercate, se le w; risolvono

det (w?> A+ D?U"(0,0)) =0,

ove
A = diag(m,m)

é la matrice associata alla forma quadratica dell’energia cinetica nella posizione di
equilibrio. L’equazione per le w; infine é

2

det diag (w?m — 2mga — k,w’m — k) = (w’m — 2mga — k)(w?m — k) = 0.

k k
wy = an—l—g, Wy = oo

17. [12/2/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
To = ot
ed é soggetto alla forza elastica

F,=—kOD,

e al peso
F, = —mge;.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di equi-

librio.
/ k | k
w1 =4\/2g9a+ —, Wy =1/ —.
m m

R.
18. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

e a giacere sul piano x3 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva

. 2w
To = Bsinaxq , O<z < —.
o

Qui «, 8 sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse xs.
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.

2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange
ridotte e determinare le frequenze normali.

SOLUZIONE
1) Scegliamo
r=x14, TER, p € (—mm),

come coordinate lagrangiane, ove ¢ é I’angolo tale che I'asta sia parametrizzata da
X" (z,p;8) = O?(s) —0A+ ﬁ(s) = (z+scosp)e; + (Bsinax + ssinp)es .
Cosi, per s = L si ottiene il centro di massa C dell’asta, e
veo = (& — L¢sing)e; + (afd cosax + L cos p)es .

Dunque per il teorema di Kénig

TL

1 1
smlvel” + 51
1 1
= 5m{(:c — Lysing)? + (B cos ax 4+ L cos @)2} + §Igb2

1 1
= 5m{jg2(1 + o® B2 cos® ax) + L?¢* 4+ 2Lip(—sing + aff cosax cos ) } + 5[(,232 .

1I potenziale é
U = —mg(Lsiny + fsinazx).

2) Per trovare i punti di equilbrio cerchiamo i punti critici del potenziale:

ou*
= —mgafcosax =0,
ox
ou*
=-—mgLcosp=0.
dp
Le soluzioni sono quindi date da tutte le possibili scelte di
™ 3 T
=_ = =4—.
T 9% 2 T2

Come ¢ noto, le piccole oscillazioni si possono definire nei punti critici dove la
matrice hessiana é definita negativa. L’hessiana é data da

2 .
P _ a”Bsinax 0
D=U"(z,p) —mg( 0 Lsinga) .
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Dunque la matrice é definita negativa solo nei punti critici ove entrambi gli elementi
sulla diagonale principale sono negativi, ossia in (37 /2a, —7/2), ove

3w —ao?B 0
—_p2u( 2 1) =
u_DU(m’ 2)_m9( 0 L)'

Qui si ha

. 1 3my2 1 T\ 2
U ($7@)1*5m902ﬂ(fﬂ*%) fgmgL(can 5) ;

1 1 {
T*(x, 0, 2,¢) = 5{mﬁ +2mLip + (L*m+1)p°} = 3 (@ ¢)A (x) .
E noto che le frequenze normali si calcolano risolvendo
det(Aw? +U) =0,

ossia
mlw' —mg[mL + o®B(mL? + I)|w® + m*¢°La*B = 0.

R.
1
1) L(z,o,&,¢) = 5m{3b2(1 + a? B2 cos® ax) + L2p? + 2Lip(—sin ¢ + o cos ax cos ©)}

1
+ §I<,b2 —mg(Lsing + Bsinax).

2) (l ﬁ) (i _ﬁ) (3_” ﬁ) (3_77 _ﬁ).
20’ 2/ 207 277 20’ 2/ 2" 2/

3w
I (—,——) h
n (5 .—5) siha
2
w 1 mg[mL+oz2ﬂ(mL2 Jr])] + \/{mg[mL+ a2f(mL? +I)}} —4m3g2La2 1
21 2r 2ml '

19. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x5 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva
T 3T
To = acos By, —— < < =—.

28 23

Qui «, 8 sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse .
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange
ridotte e determinare le frequenze normali.

R.
1
) L(x,p,2,¢) = 5m{:’c2(1 + a®B?sin® Br) + L?¢* — 2Li¢p(sin ¢ + S sin Bz cos p) }
1
+ §Igb2 — mg(Lsing + acos Sz) .

) (03). (03) G2) G2

In (%, —g) si ha:

1 |mg [mL + af?(mL? +1I)] + \/{mg [mL + af?(mL? + 1) }2 —4m3g2Laf?I

w

2 2 2mlI

20. [11/9/2009 (ex)I] Un sistema olonomo con due gradi di liberta ha
lagrangiana
26 .

72(&809. + ﬁ292> +U(p,0),

1
r _< 2.2
24+«

2
ove il potenziale U ¢é dato da
U(p,0) = e (1 — pub?) + (1 — 52).

Qui «, B, 7, d, A, u, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(#,0) = (0,0)

sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e
trovare le frequenze normali di queste ultime.

SOLUZIONE
Troviamo i punti di equilibrio come punti critici del potenziale
oUu
90 = 2)\50(3)“/’2(1 — pub?) — 25@6793 ,
®
oUu :
57 = —2u96>“"2 + 3792(5”93(1 —3¢p?).

Quindi V U(0,0) = 0, e percio (0,0) é in effetti un punto di equilibrio.
Calcoliamo poi la matrice hessiana

2 A
% = 2)\6’\“’2(1 — ub?) + 4)\2<p26”\9”2(1 — ub?) — 20¢7",
P
0?U
s = —IuphN — 6800270
P
aQU . .
5 = —2ue e’ 4 679@793(1 — 0¢p?) + 972946793(1 —0¢?).
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Quindi

D*U(0,0) = (2@0_ 9) —gu> .

Percio I’hessiana é definita negativa se e solo se § > .
Le frequenze normali si trovano risolvendo

2,2 af 2
2 _|efw? —2(6 = N) Sw _
det(w* A+ U) = %BwQ Br ol =
R. -
. 3a”B* 4 2 2 2 _
J> N\ w* = 2[B*(6 = A) + & p]w® +4u(6 — A) =0.

4

21. [11/9/2009 (ex)II] Un sistema olonomo con due gradi di libertd ha
lagrangiana

IR Y 2a8 242
£—2<ozg0 +2+a2(p2909+ﬁ9>+U(90,9),

ove il potenziale U ¢é dato da
Ulp,0) = e (1 — pp?) + ¢ (1 — 567).

Qui «, B, 7, d, A, u, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(v, 0) = (0,0)

sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e

trovare le frequenze normali di queste ultime.

R.
232
30445 w! = 2[Bu+ a? (8 — N)]w? +4p(s — A) = 0.

0>\

22. [8/7/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata a
mantenere l'estremo A sulla circonferenza verticale fissa v di raggio R, e a
giacere nel piano ortogonale a v in A. Si assuma R > L.

Scrivere le equazioni delle piccole oscillazioni nei punti di equilibrio ove

questo & possibile.

SOLUZIONE

Scegliamo il sistema di riferimento fisso (O, e;) in modo che O sia il centro di 7, e
questa giaccia nel piano xs = 0. Il peso sia diretto come —es.

Introduciamo coordinate lagrangiane ¢ € (—m,m) e 0 € (—m/2,37/2) tali che

O—/i = Rcosye; + Rsinpes,
AB = 2L cos O(cos pe; + singpes) + 2L sinfes .
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Dunque P’asta risulta parametrizzata da

R
OP(s) = (R + scosf)(cos pey + sin pes) + ssinfes , 0<s<2L,
cosicché
v(s) = ¢(R + scosf)(—sin pe; + cos pes)
— s0sin 0(cos pe; + sin gey) + sb cos fes .
Detto C' il centro dell’asta, il potenziale della forza peso é
U (¢,0) = =M gzac = —Mg[Rsin ¢ + L cosfsin ¢] .
L’energia cinetica é data da
=1 [v(s)[*pd _ 1Mot 2202 020 242 .2
= pds = [0 (R+ scosf)” 4 s76°sin® 0 + s°0° cos” 0] ds
2 Jun 22L J,
o (R’ 2.5 9 2 242
=My (7 + LRcosf + §L cos 9) + gML 0- .

Troviamo le posizioni di equilibrio cercate, risolvendo

our
0 —Mg(R+ Lcosf)cosp =0,
P
L
aa—lé = MgLsinfsing =0.

Le soluzioni (¢, 0) sono date da

39 G (59 (537

La matrice hessiana ¢

DQUL((‘D 6) = (Mg(R—l—LcosG)simp MgLsin@cosgo) .

MgLsinf cosp MgL cosfsin ¢

Percio I'unico punto di equilibrio ove D?U" risulta definita negativa é

(=39)

Dunque, ponendo ¢1 = ¢ + /2, g2 = 0, si ha
R? 2 2
T*:M(7+LR+§L2)Q?+§ML2CJ§,
s _ Lo T 1 2 2
Ur=35DU (—§,O)q-q=—§Mg(R+L)q1—Mqug-

R? 2\
2M (=5 + LR+ $L?)ii + Mg(R+ L)g1 =0,

4
gML2q2 +MgLgy =0.
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23. [17/2/2014 (ex)I| Si consideri il piano ruotante I1(¢) di equazione
—x1 sin(wt) + x9 cos(wt) =0,

ove w > 0 & costante. Qui (zp,) denota le coordinate nel sistema fisso. Un
punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi su una circonferenza
solidale con II e giacente su di esso, di raggio R > 0, con centro C' a distanza
d > 2R dall’asse x3.

Il punto P ¢é soggetto alla forza elastica di richiamo
F—kPA,

ove A ¢é il punto della circonferenza v piu vicino all’asse x3. Qui k €& la
costante positiva

k:mwQ(%—Q) > 0.

Si studi la stabilita delle posizioni di equilibrio relativo a II, e ove possibile
si determinino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

SOLUZIONE

Scegliamo come sistema solidale con IT quello S = (O, (up)) ove O é lorigine del
sistema fisso e

u1 = cos(wt) e + sin(wt) ea,
uz = —sin(wt) e + cos(wt) ea,

uz =e;3.
La quota x3¢ del centro C' é ininfluente ai fini della risoluzione, e quindi scegliamo
OC = du,, OA=(d— R)u;.
Dunque si avra
O? = O?—i— ﬁ = duy + Rcosypuy + Rsinpus,
ove p € (—7/2,37/2) é la coordinata lagrangiana.

Indichiamo con (yp) le coordinate in S. Allora su P agiscono la forza elastica e di
trascinamento rispettivamente di potenziale

k 1
Ug = ——|ﬁ|2, Upr = —mwy?.
2 2
Dunque sostituendo la parametrizzazione lagrangiana
k 1
Ut(p) = 75[(1 +cosp)?R? + R%*sin® @] + imwQ[d + Rcos p)?,
ossia

1
U (p) = —kR*cos ¢ + §mw2 (R? cos® ¢ + 2dR cos ) + costante,
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

che con I'ipotesi su k diviene

1
U*(p) = 2mw’R* cos ¢ + 5mw2R2 cos? o + costante .

I punti di equilibrio sono dati da

au* 2p2 Lo opo
3 (p) = —2mw*R*sinp — 51w R?sin(2¢) = 0.
¥
Le soluzioni sono quelle di
sinp =0,
e quelle di
cosp = —2,

che non ne ha. Percio otteniamo le soluzioni

p=20, p="T.

Per studiare la stabilita deriviamo ancora:

d*U*
F(gp) = —2mw?R? cos p — mw?R? cos(2¢p) .
P
Dunque
d*U*
d—(p2(0) = —3mw’R* <0, = © = 0 ¢é stabile;
d*U*
12 (m) = mw?R*> 0, = @ =7 ¢ instabile.

Inoltre in ¢ = 0 poiché la forma quadratica di U" é definita negativa si possono
definire le piccole oscillazioni. Il potenziale ridotto sara

3
U*(p) = f§mw2R2 2,
mentre ’energia cinetica ridotta coincide con

) 1 )
T"(p, ) = §mR2<p2.

Dunque

" ) 1 . 3
L) = gmB*G* — Smw’ R%g?,

e I'equazione di moto delle piccole oscillazioni vale
mR%G + 3mw?R%p = 0.

R. Equilibrio stabile per ¢ = 0, instabile per ¢ = .
Frequenza delle piccole oscillazioni in ¢ = 0: /3w/(27).

24. [17/2/2014 (ex)II] Si consideri il piano ruotante II(t) di equazione

—x7 sin(wt) + x2 cos(wt) =0,
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

ove w > 0 & costante. Qui (z},) denota le coordinate nel sistema fisso. Un
punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi su una circonferenza
solidale con II e giacente su di esso, di raggio R > 0, con centro C' a distanza
d > R dall’asse 3.

Il punto P é soggetto alla forza elastica di richiamo

F—kPA,

ove A ¢ il punto della circonferenza ~ piu vicino all’asse z3. Qui k ¢ la
costante positiva

k :mw2(g —|—3) > 0.

R

Si studi la stabilita delle posizioni di equilibrio relativo a II, e ove possibile
si determinino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.
R. Equilibrio stabile per ¢ = 7, instabile per ¢ = 0.
Frequenza delle piccole oscillazioni in ¢ = 0: w/.

25. [17/7/2014 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
x3 = a(rd + ) (23 + 2), 1,22 € R,

ove «, € > 0 sono costanti, e le x; indicano le coordinate nel sistema fisso.
Su P agisce il peso
—mges .

Determinare le frequenze normali delle piccole oscillazioni nell’unica posizio-
ne di equilibrio stabile.

SOLUZIONE

Scegliamo come coordinate lagrangiane

r=1T1p, Yy==x2p, zayER
Allora il potenziale lagrangiano é
U(z,y) = —mgrsp = —mga(z? + &%) (y* + 7).

11 gradiente é
VU"(z,y) = —2mga((y* +&°)z, (2% + £%)y)

che si annulla solo in (0,0). In tale posizione la matrice hessiana vale
D?*U™(0,0) = —2mga diag(e?, £?),

che é definita negativa. Dunque é possibile definire le piccole oscillazioni in (0,0).
Troviamo ora 'energia cinetica ridotta in (0,0); dato che

i3p = 2afzi(y® 4+ €2) +yy(x? + 2)],
si ha
m

TH0.0,4,§) = 3

(&% +5%) = T"(2,9) -
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

La matrice corrispondente quindi é mZ. Le frequenze delle piccole oscillazioni sono
quindi date dall’equazione

2 2
wm — 2mgae 0 .
det < 0 w?m — 2mga€2> =0
R.
wi_wy g
2r 27 9% 95

26. [13/1/2015 (ex)I] Si consideri un sistema con energia cinetica e poten-
ziale dati da

T"(,0,,0) = b? cosh(ap)p? — becos(p + 0)ph + 262,
U"(¢p,0) = — arcsin(ap? + 86%) + a?¢*,
p, 0 € (—m,m). Quia,bd, c, a, f sono costanti positive.
Si riconosca che (p,0) = (0,0) & una posizione di equilibrio ove si possono

definire le piccole oscillazioni, si scrivano le equazioni di moto relative a
queste e si determinino le frequenze normali.

SOLUZIONE

Calcoliamo anzitutto
our 200 9 3
—(p,0) = — +4a”p”,
dp (©.0) V1= (ap? + B62)? v
U™ gy = — 260
00 T T T s

Risulta che (0,0) é un punto critico del potenziale e quindi é una posizione di
equilibrio. Poi si ha

o*U™ 20 2020% (ap? + 36?)

2 2
R G v (R ToE C R
o?U" (0.0) = 20800(ap? + 36?)
000" [T~ (ag® + B2)2[3/2
9*U" 2 26%6%(ap® + 362)

——(p,0) = — — .
902 (¢,0) \/1 — (ag? + BO?)? [1— (a2 + 592)2]3/2
Dunque si ha
P00 = (2@ 0
b 0 725 b)
che é ovviamente definita negativa. Pertanto si possono definire le piccole oscilla-

zioni nel punto di equilibrio (0,0).
Inoltre il potenziale ridotto é
U*(p,0) = —ap® — B6*.

Notiamo che T" é in effetti una forma quadratica definita positiva in (p,6); si ha

T*(p,0) = T%(0,0, 5, 0) = b*p* — begd + 262 .
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Dunque la lagrangiana ridotta é
L= 2% — bepb + 6% — ap? — 862,

per cui le equazioni delle piccole oscillazioni sono

%[Qb%fbctﬂ +2ap =0,
i[—bcgb—i—QcQé] +280=0.

dt

Le frequenze normali si possono trovare come soluzioni di

2b%w? — 2a —bew?
det ( —bew? 2c2w? — 25) =0

%[zb% —beb] +2ap =0,

d Y B
E[—bcgp+2c 0] +280 =0.

w? = 2[0402 + Bb% + a2ct — apb2e? + ﬁ%ﬂ (3b%c?) 1.

27. [13/1/2015 (ex)II] Si consideri un sistema con energia cinetica e poten-
ziale dati da

T (0,0,$,0) = B2(1 + 2% p? — afe ¢l + a’e 21%9%,
U(p,0) = — arctg(bp® + ab?) + b26*

v, 0 € (—m,m). Qui a, b, v, B, 7y sono costanti positive.
Si riconosca che (p,0) = (0,0) & una posizione di equilibrio ove si possono
definire le piccole oscillazioni, si scrivano le equazioni di moto relative a

queste e si determinino le frequenze normali.
R.

% [28%¢ — aBf] +2bp =0,

4 —af¢ +2a20] +2a0 = 0.
dt

w?=2 [aQb +af? 4+ Va2B* — abap? + a4b2} (36%a%) 1.

28. [2/7/2015 (ex)I| Si consideri un sistema di lagrangiana

2, 52 802 2 4
L=p"+0 —1+94—9(9—2) ,
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

ove ¢ € (—1,3), 0 € (—1,3).

Si determinino le posizioni di equilibrio stabile, quelle in cui si possono defi-
nire le piccole oscillazioni, e in queste ultime posizioni le frequenze normali.
SOLUZIONE

1II potenziale lagrangiano é

902 2 4
UL(cp,Q):—1+94 —0%(0 —2)*.

Le posizioni di equilibrio sono quelle che annullano il gradiente VU™, ossia le
soluzioni di

GUL__ 2¢ —0

dp 1464 7

ou™ 46°

5= (1+94)2¢2—29(9—2)3(39—2):o.

Quindi le soluzioni del sistema sono

(@0)=00, (£0=02, (©0=(03).

Dato che U" < 0 per ogni valore di (p,0) e che
UM0,0)=0, U“0,2)=0, U(p,0) <0, altrove,

i due punti critici (0,0) e (0,2) sono massimi isolati e quindi di equilibrio stabile.
Consideriamo poi la matrice hessiana i cui elementi sono dati da

PUt 2
02 1464
P 8

9000  (1+64)2°
PUS L0 4
90>~ 7 90 (1+ 0%)2

Percio si ha
277L _ -2 0 . 277L . _% 0 .
DU(0,0)<0 _32), DU(O,2)< 0 0]

2 —162
D2UL (0, —) == ( 97 256) .
3 0 5
Pertanto il terzo punto di equilibrio (0,2/3) risulta un punto di sella per U* e quindi
instabile.

Dunque le piccole oscillazioni si possono definire solo in (0,0), ove le frequenza si
trovano risolvendo I'equazione

2 =2 0 = 2 2 _
det( 0 2w232) =4w” - 1)(w" = 16) =0.

R. Punti di equilibrio, i primi due stabili, il terzo instabile:

(0 =00, (£0=02, (©6=(03).
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Solo in (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e le frequenze normali sono

2
W1 = — Wy = —.
o’ T

29. [12/1/2015 (ex)I] Si consideri la lagrangiana

1 . .
£ =3[0 +2aB(1 + ¢*)0¢ + B*(1 4 ¢*)*¢" + 7]

— ycosf? — \p?,

con 0 € (—/7,V/271) e ¢ € (—1,1). Qui a, B, 7, A sono costanti positive
assegnate.

Si determinino i punti di equilibrio, se ne studi la stabilita e si calcoli la
lagrangiana ridotta in quelli ove € possibile definire le piccole oscillazioni.
SOLUZIONE

I punti di equilibrio sono dati dai punti critici del potenziale

U (0, p) = —ycosf? — \p?,

ossia dalle soluzioni del sistema

aUL

0 = 290sinf> =0,

aUL

=-2X\p=0.

dp v

Si hanno dunque le soluzioni (6, ¢)
(0,0), (V7,0).
Calcoliamo I’hessiana
P ~ (2vsin#? + 446% cos0? 0
DU(H,(p)( 0 RIVE

Dunque in particolare
27 7L o 0 0 27 7L - *4’)/7'(' 0
D*U"(0,0) = (O _2)\> , D*U"(\/7,0) = ( 0 _2)\) .

La posizione (y/7,0) dunque ha hessiana definita negativa, ed é pertanto stabile; in
essa si possono anche definire le piccole oscillazioni.
La posizione (0,0) ha hessiana semidefinita negativa; tuttavia si ha

U™(0,0) = —ycos§* > —y = U™(0,0), 0#0,

e percio (0,0) é un punto sella e corrisponde a un equilibrio instabile.
R. Punti di equilibrio:

(07 @) - (an) ) (9, 50) = (\/E,O) :
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

Solo (y/7,0) é stabile. In esso si possono definie le piccole oscillazioni e la lagrangiana
ridotta in (y/7,0), con 61 = 0 — /7, é:

1 . .
L= [0260F + 20801 + (B + 1)@°] — 2ymb; — Ap?.

30. [12/1/2015 (ex)II] Si consideri la lagrangiana
1 .
L= 3 [?0% + B2p?] — ycos 6% — Ap?

con § € (0,v/3m) e p € (—1,1). Qui a, B, 7, A sono costanti positive
assegnate.
Si determinino i punti di equilibrio, se ne studi la stabilita, e si trovino le

frequenze normali in quelli ove é possibile definire le piccole oscillazioni.
R. Punti di equilibrio:

(9, (P) = (\/%’0) ) (Ga 90) = (\/7_Ta0) .

Solo (1/7,0) é stabile. In esso si possono definire le piccole oscillazioni e le frequenze
normali sono

N R
o/’ V2rB

31.[17/01/2017 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi vincolati da vincoli olonomi
lisci & soggetto a forze conservative di potenziale lagrangiano

U0, ) = =M (0 — )* — u(p — B)?,

con (6, ) € R? coordinate lagrangiane e X, y, o, 8 > 0 costanti assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio e determinarne la stabilitd, indicando in
quali di esse € possibile definire le piccole oscillazioni.

SOLUZIONE
Iniziamo con il trovare le posizioni di equilibrio come punti critici del potenziale:
ou*
= = —2X0%(0 — @)(30 — 20),
ou*
=-2 - pB).
9 (e — B)

Dunque i punti critici sono

2
(056)7 (Oé,ﬁ), (gaaﬁ) .
Troviamo quindi la matrice hessiana

*ur 2 3 3
507 = —6M07(0 — ) (360 — 2a) — 2007 (30 — 2a0) — 616°(0 — @) ,
aQUL _
000p

aQUL
0p? -

0,

—2u.
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Dunque

D*U™(0,8) = <8 —gu> :

La matrice é semidefinita negativa, tuttavia si vede subito che

U, 9) <0=U"0,8),  (0,¢) € B-((0,8)) \ {(0, 8)},

ove e > 0 € un raggio opportunamente piccolo. Percio (0, 3) é un punto di equilibrio
stabile: in esso non si possono definire le piccole oscillazioni perché la matrice
hessiana non é definita.
Poi si ha 4
-2\« 0
277L _

La matrice é definita negativa, percio («, B) é di equilibrio stabile e in esso si possono
definire le piccole oscillazioni.

Infine .
DQUL(ga,ﬂ) = (”0‘(0%04) g ) .
—2p

La matrice é indefinita, quindi (2c/3, 8) € un punto sella e 'equilibrio é instabile.

R.
2
(0,8), stabile; (o, B), stabile; (504,5) , Instabile.

Solo in (a, ) si possono definire le piccole oscillazioni.

32. [17/01/2017 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi vincolati da vincoli olo-
nomi lisci é soggetto a forze conservative di potenziale lagrangiano

U (0, ¢) = —A0%(0 — )* — (e + B)?,

con (0,¢) € R? coordinate lagrangiane e A, p1, o, 8 > 0 costanti assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio e determinarne la stabilitd, indicando in

quali di esse € possibile definire le piccole oscillazioni.
R.

(0,—p5), stabile; (o, —p), stabile; (%, —ﬁ) , instabile.

Solo in (0, 3) si possono definire le piccole oscillazioni.
33. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla

superficie
z = —(cosz)(cosy),

ed é soggetto al peso
—mges .

Determinare la stabilitd dei punti di equilibrio
(x?y) = (0’0) ) (xay) = (7'(',0) )
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e ove possibile calcolare le frequenze delle piccole oscillazioni.
SOLUZIONE
Scegliamo z, y € R come coordinate lagrangiane. 1l potenziale é

U"(z,y) = mgcosxzcosy .

Si noti che
U"*(0,0) = mg > U"(z,y) > —mg = U"(x,0),

per ogni (x,y) € R?. Dunque (0,0) é un massimo isolato e percié stabile, mentre
(7,0) é un minimo isolato e dunque instabile.
In ogni caso calcoliamo la matrice hessiana

D2U*(z,y) = mg (—cosxcosy sinx siny ) .

sinxsiny  —cosxcosy
Quindi
D?*U™(m,0) =m L0
3 g 0 1 )

che ¢ definita positiva confermando che (0,0) é di minimo, mentre
-1 0
2770 _
DU (0,0)mg<0 _1> ,

¢ definita negativa, il che permette di concludere di nuovo che (w,0) é di massimo
e inoltre che in esso si possono definire le piccole oscillazioni.
Troviamo ’energia cinetica:

v = ke + yes + (Esinxcosy + ycosxsiny)es,

per cui
1
T (@, 9) = TH(0,0,4,§) = 5m(i® +§7)

Quindi come ¢ noto le frequenze w/(2m) > 0 sono determinate da

2 _
WA+U=m (Y I 20 )
0 w®—g

R. (m,0) é instabile, (0,0) é stabile e in esso si possono definire le piccole oscillazioni

con frequenze w1 = ws = \/g.

34. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
z = (cos x)(cosy),

ed é soggetto al peso
—mges .

Determinare la stabilitd dei punti di equilibrio

(xay) - (070)7 (x,y) = (0777)7
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e ove possibile calcolare le frequenze delle piccole oscillazioni.
R. (0,0) ¢ instabile, (0, 7) é stabile e in esso si possono definire le piccole oscillazioni
con frequenze w, = wy = /3.

35.[15/01/2019 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative, e ha lagrangiana

1
= (@ +3y+e's?) + (¥ - 1)*1 -2,  (2,y) € R*.

L(x,y,&,9) 5

Determinare tutti i punti di equilibrio ove si possono definire le piccole
oscillazioni.

SOLUZIONE

Iniziamo con il trovare i punti di equilibrio, ossia critici per il potenziale

Utz,y) = (* - 1)*(1-2%),  (z,9) € R”.

11 sistema dei punti critici é

oU" B )
U b
=yl - 11 - ) =0

Le soluzioni sono

(x,£1), =€ R; (0,0).

Calcoliamo la matrice hessiana

277L —2( 2 _1)2 —8z ( ’ 1)
D*U"(z,y) = <_8x5(y2 —1) 4(3y? —yly)(l —z” ))

Dunque

D*Ut(w, +1) = (8 8(13902)) ’

che é semidefinita positiva se |x| < 1, semidefinita negativa se |x| > 1 e nulla se
|x| = 1. In nessun caso si possono definire le piccole oscillazioni in queste posizioni.

Invece
2 L _ _2 0
D*U™(0,0) = < 0 —4

¢ definita negativa. Quindi (0,0) é un punto di equilibrio stabile in cui si possono
definire le piccole oscillazioni.
R.

(0,0).

36. [15/01/2019 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli
olonomi fissi e a forze conservative, e ha lagrangiana

1
—(@% +dy+e¥y?) + (2 —4)*(1—y?),  (z,y) € R*.

L(x,y,2,9) = 5
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Determinare tutti i punti di equilibrio ove si possono definire le piccole
oscillazioni.

37. [13/01/2020 (ex)I] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a
vincoli olonomi fissi e forze conservative di potenziale lagrangiano

U (p,0) = —a(sing)? + B(p — 7)% + ysin(r + 6%),  (¢,0) € R®.

Qui «, B, v sono costanti positive assegnate.
L’energia cinetica ¢

T = %(cst +db?),
con ¢, d > 0.
e Sidimostri che in (¢, ) = (m,0) si possono definire le piccole oscillazioni.
e Si calcolino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

e Si dia una condizione sui parametri perché tutti i moti delle piccole
oscillazioni siano periodici.

R.
2a 2y
wy =4/ — wy =4/ —.
1 o 2 p
Condizione per la periodicita:
w1 ad m
==y ===, m,n € N\ {0}.
w2 e n

38. [13/01/2020 (ex)II] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a
vincoli olonomi fissi e forze conservative di potenziale lagrangiano

U (p,0) = —a(sinf)? + § cos <g + <p2> +yp?, (¢,0) € R%.

Qui «, B, v sono costanti positive assegnate.
L’energia cinetica &

T = %(CLPQ + df?),
con ¢, d > 0.
e Sidimostri che in (¢, ) = (0, 7) si possono definire le piccole oscillazioni.
e Si calcolino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

e Si dia una condizione sui parametri perché tutti i moti delle piccole
oscillazioni siano periodici.
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SOLUZIONE
A) Calcoliamo

out LT 9 3
9y —2fpsin (5 + ¢ ) + dvp?,
oU* .
50 = —2asinf cosf.
Quindi
oU*™ oU*
90 (0,7) = 50 (0,7) =0.

Pertanto (0,7) é un punto di equilibrio.
Calcoliamo la matrice hessiana

o2U" . (T 9
9z —28sin (5 + ) + pR(y),
o?U™ o*U™
9500 =0, 502 = —2wcos(20) ,
con R € C(R).
Quindi

L _ _25 0
D?*U™(0,7) = ( 0 QQ) :

che ¢ definita negativa. Quindi in (0,7) si possono definire le piccole oscillazioni.
B) Le frequenze delle piccole oscillazioni sono date da

cw? — 2 0
det( 0 deQB)_O’

2« /28
w1 = C, w2 = d

C) I moti sono periodici se w1 e we sono commensurabili, ossia se
w1 ad
wo Be

[2ac 1203
w1 = — Wwo = —_— .
¢’ d

Condizione per la periodicita:

w1 ad m
=y = = — N .
o ”ﬂc — m,n € N\ {0}

ossia da

)

=3

conm, n € N\ {0}.
R.
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