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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 1 [1].1

1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

¢ Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—%e S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
c z1(t) = (e* +e) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alg = _Qii—zg’:r, Ao =0, Agg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

c Mg = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Nessuna delle altre.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Ill _ 20+2rm ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(6+7) 5(6+7)
_ 2045 2 _ 5043 2
bl = BEESMI, I = S5 M2
c I = 5EnML?, I = 5(6+_:)ML2'

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a g M@ + 5t ML?Q?.

b Nessuna delle altre.

c 5 M¢* + i ML 2.

d ML

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Nessuna delle altre.
c

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3?Mgq.

c 0.

=)

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mi+kq—B°Mg=0ep=0.

c ML?G+kq—BPMg=0e 51(212)@5 + kLgsinp = 0.

d Mj+kq—MB*(q— E&ZEL) =0e 3 =0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Infinite.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b E di equilibrio instabile.

¢ Non ¢ di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+beg(t)=3pt+ct> +d.

b Nessuna delle altre.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a Mgk—zl\cam e

b 0

c —Mg(q+ —6+tr”L)€3

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b Nessuna delle altre.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine € un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=3e 8+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

cx(t) = —%6*8’5 + %e*% e xo(t) = % (e*8t — efzt).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 15427 MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6—) 5(6—m)
__ 2042 2 _ 5047 2
— ™ _ ™
d Iy = 2555 MI2, Iy = S9E5T M L2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a Nessuna delle altre.

b 3 M* + o2 ML,

c sML?%2.

d 5M¢* + gty ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2

costante + M(q + + 7TL) .
6+m

b Una costante positiva.

(¢

costante + M¢q>.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3?Mgq.
c 0.
d P (o $2L).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mj+kq— MB*(q— EZEL) =0e 3 =0.
cM{i+kq—pB*’Mg=0e p=0.

d ML?)p+kq—?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

c Nessuna delle altre.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b E di equilibrio stabile.

¢ Non ¢ di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := _kﬁ/lj\g; gl—iL ep=0.
a Nessuna delle altre.

b Mgz G e

cO

d —Mg(q+ L)
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b Nessuna delle altre.

cxi(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Nessuna delle altre.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)= (e +e 1) /2 e 25(t) = 4sin
b zi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (78 —e™2).

c Nessuna delle altre.

dzi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

c g = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Mg = 23T Ao = 0, A3g = 0.

24-+4m

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 1542 2 _ 5047 2
a IH =5 677?— ML y 122 = 5(677?—)ML .
b Nessuna delle altre.

c Ill _ 20+2rm ]\4[/27 1'22 — 5047w ML2

o4 o5
— + 2 — + 2
d = 5(6+77:)ML , Iag = 5(6+7Z_T)ML .

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a s Mq® + ey ML,

b Nessuna delle altre.

¢ 3 M@* + 5t ML,

d $ML2%¢.

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

costante + Mq?.

c Una costante positiva.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

aﬂQM( — Gom )

6+
b 0.
¢ Nessuna delle altre.
d 3’Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMji+kq—MB*(q—$ZL)=0e $=0.

b Mi+kq—B°>Mg=0e$=0.

c ML?¢+kq— B*Mqg=0e S}Qig)gb + kLgsinp = 0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Nessuna delle altre.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio instabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+beg(t)=3pt+ct> +d.

b Nessuna delle altre.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
al
b —Mg(q+ L)

k 6—5m >
¢ M=y 67 €3

d Nessuna delle altre.



4.0

MODELLI MATEMATICI PER LA MECCANICA
ING. AEROSPAZIALE
PROFF. DANIELE ANDREUCCI, ADRIANO BARRA, EMILIO CIRILLO

Prova scritta del 25/03/2025

Nome e cognome: Matricola:

01
02
03
04
05
06
)/ —
08
09
10
1
12
13
14

15



4.0

ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b Nessuna delle altre.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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e84 2e7 —leay(t) =5 (—8e ¥ —2e7%).
e +e74) /2 e xo(t) = 4sinh(4t).

cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =5 (e B — 7).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 2042m MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6+m) 5(64)

__ 2045 2 _ 50+3 2

CIll = 51(561-;73ML2’ IQQ—WMLQ.
— ™ J— ™

d Iy = BEEAI2, Iy = 2T AL,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s ML
1a7s2 o 104w 2,22
Lars2 o 1542n 2,52
¢ oM + 1o ML P
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.

b
costante + Mq?.
¢ 6 + 2
- s
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a M (g — 52 1),

b 0.

c B?Mgq.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aML?p+kq—f32Mqg=0ce 5%217’:)95 + kLgsing = 0.

b Mi+kq—B°Mqg=0e¢ $=0.

¢ Mi+kq—MB*(q—EEL) =0e 3 =0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Nessuna delle altre.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b Non ¢ di equilibrio.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) = at +b.

cqlt)=at+bep(t) =36t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

a Nessuna delle altre.

b 0

¢ Mgy 5rés

d —Mg((j+ ;ﬁth)e*g
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[5].0

ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Nessuna delle altre.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = —%G_St + %e_% exy(t) =3 ge_St —e 2.
cai(t) =3¢ 8+ 22 —leay(t) =3 (—8e 8 —2e72).
d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

w

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \g = }iﬂ‘:’rﬂ, Ao =0, Azg = 0.

c Nessuna delle altre.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

al = 20427 ]\4’[]27 Iy = 5047w MI2.

5(6-+m) 5(6+)
b Nessuna delle altre.

c Ill — 156—t27|7_r ]\4[/27 1'22 — 5047w ML2

P T Morsa 1yp2
— ™ — s
d Iy = 2T ML?, Iy = S5 M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.

b 5 M + qoam ML,

c 5 Mq* + gty ML,

d 1M L%

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq? .

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

c Nessuna delle altre.

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a fZMy.
b 32M(q — &ZL).
c 0.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mi+kq—B°>Mg=0ep=0.

¢ Mi+kq—MB*(q— EEL) =0e 3 =0.

d ML?2p+kq—B*Mqg=0e 2976 4+ kLgsinp = 0.

5(6+m)

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio stabile.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cqlt)=at+bep(t) =38t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
a Mgmfm? e
b0

¢ Nessuna delle altre.
d—Mg (cj + o L) &

6+
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine € un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 2 [6].2

axi(t)=—te S +3eeay(t) =5 (e —e?).

b z1(t) = (e* + e*) /2 e z2(t) = 4sinh(4t).

c Nessuna delle altre.

dzi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

¢ Nessuna delle altre.
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d Mg = 23T Ao = 0, A3g = 0.

24-+4m

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 1542 2 _ 5047 2
a IH =5 677?— ML y 122 = 5(677?—)ML .
b Nessuna delle altre.

c Ill _ 20+5m ]\4[/27 1'22 — 5043w ML2

P )
_ + 2 _ + 2
d Iy = G5 ML, Iy = St 5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a AP+ 5 ML
172 1047 2.2
¢ Nessuna delle altre.

d $ML2%¢.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.
d

_ 2
6—|—7TL> .

tant M(
costante + q—+ 61 n

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.
c 2M(q— g;—;L).
d 3?Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMi+kq—p*Mqg=0e p=0.

b M{+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.

¢ ML*@ +kq— °Mq =0 e g+ kLgsing = 0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Infinite.

c Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 8 e k.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t)=at+bep(t)=1pt+ct? +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

dq(t) = —3B°EZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
a Mgmfm? e
b0

¢ Nessuna delle altre.
d—Mg (cj + o L) &

6+
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine € un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

ha limy, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)= (e +e 1) /2 e 25(t) = 4sin
b zi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (78 —e™2).

c Nessuna delle altre.

dzi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
b Iy = JGoE ML, Iy = St ML,

5(6+7rf
¢ Nessuna delle altre.

d Ill — 2042m ]\4[/27 122 — 5047w ML2

5(6+m) 5(6-+m)

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
Lags2 o 1542 2.9
a Mg+ i ML @™
Lars2 o 10+ 2.9
b §M q° + 5(6—+;F)M L @~
c sML?%2.
d Nessuna delle altre.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b Una costante positiva.

C

-6 2

costante + M(q + + 7TL) .
6+m

d

costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 0.
b M (5~ (30).
c B*My.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aML?>¢+kq—pB?°Mqg=0c¢ 5%81;)35 + kLgsing = 0.

b M{+kq— MB*(q— &ZEL) =0e 3 =0.

c Nessuna delle altre.

dMi+kq—B°Mg=0e $=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio

delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Infinite.

c A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

bg(t)=at+be p(t) =3Bt +ct? +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a Nessuna delle altre.
b My 5 és

c0
d —Mg((j+ %L)é’s
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 1 [8].1

1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =5 (e 8 — 7).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

—2443
b AIG = 24_;271—”7 AQG = 07 A3G = 0.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Nessuna delle altre.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Ill _ 20+57m ]\4’[]27 1'22 — 5043w ML2

5(6+7) 5(6+)
_ 2042 2 _ 5047 2
bl = BEESMI, I = TS M2
c I = 5EnML?, I = 5(6+_:)ML2'

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
Tars2 o 10+ 222

a g Mq" + 5 ML
Lars2 4 1542 2,:2

b 3 Mq” + 10%6—77:)ML L

c Nessuna delle altre.

d ML
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.

b
costante + M¢q>.
¢ 6 + 2
costante + M(q + 7TL) .
6+m

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 0.

b Nessuna delle altre.

c B*My.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML%¢+kq— B*Mqg=0e 5}213@ + kLgsing = 0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d Mj+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio instabile.

c Nessuna delle altre.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)=0e p(t)=at +b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a Moyt 5552,
b —Mg((j—i— %it”L)gg

¢ Nessuna delle altre.
do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pitl di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c Nessuna delle altre.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = —%67825 + %e*% e xo(t) = % (6*8’e — efzt).

b z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

cai(t) =3¢+ 272 —leay(t) =3 (—8e 8 —2e72).
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
__ 20427 2 _ 5047w 2
b I1; = g)(()fj:gr)ZMLZ, Iy = g(()();:%7T)Z\4L2.
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

1 -2 10+ 222

b Nessuna delle altre.
¢ MR + NI
d 1M L%

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

_ 2
6—|—7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 rn

costante + M¢q>.

c Una costante positiva.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puod usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 0.
b 3%2My.
c B2M(q— g;—; ).

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a ML*¢ +kq— F?Mq =0 e ggiso+ kLgsing = 0.

b Mi+kq—B°Mqg=0e¢ $=0.

c Nessuna delle altre.

d Mi+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cqlt)=at+bep(t) =38t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

al

b Mg Ic——]]\§/162 T

c —Mg (q v gith) &
d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Nessuna delle altre.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = %efgt 4 22

( p—
b zi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = g
czi(t) = (e" +e7) /2 e zo(t) = 4si
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

c Mg = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aog =0, A3q¢ =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 2042 2 _ 5047 2
a IH = 5(6_‘_:)ML y 122 = 5(6——1—:)ML .
b Nessuna delle altre.
c -[11 __ 20457 MLQ, _[22 — 5043w ML2

= 5(6+n) 5(6+m)
_ 1542 2 _ 5047 2
d Iy = $EEMI2, Iy = ST M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
Lars2 4 1542 2,52
b 5Mq¢* + 10(67;)ML o,
Lars2 o 10+ 229
c s Mq* + 5(6+;)ML P,
d $ML%¢.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b Una costante positiva.

(o}

—6+7m 2

tante + M ( L)

costante + q-—+ 61 n
d

costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.

b 32M(q - §75L).
¢ Nessuna delle altre.
d 0.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b M{j+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d ML?)+kq—?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Nessuna delle altre.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b E di equilibrio stabile.

¢ Non ¢ di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt* +at+be p(t) = ct+d.

b Nessuna delle altre.

cq(t)y=at+bep(t) =368t +ct? +d.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a Mgk—zl\cam e
b 0

¢ Nessuna delle altre.

d —Mg((j+ %it”L)é’s
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c Nessuna delle altre.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Nessuna delle altre.

¢ Si ha limy_, 4 o 2(t) = +00.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).
¢ Nessuna delle altre.

dzi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (e_St — e_Zt).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?
a Nessuna delle altre.

b \g = %i_trﬂL, Aog =0, A\3g = 0.

—2443
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aoag =0, A\36 =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill — 20427 ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(64) 5(6+m)
__ 2045 2 _ 5043 2
b [;; = 5((),JF;T)ML , Ioo = 5(6,+71’_T)ML )

¢ Nessuna delle altre.

_ 1542 2 — 5047 2
d I = S5 MI?, Iy = 30575 M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
1ars2 o 104 2 :9
b 5Mq¢* + 5(6+2)ML P
c sML?%¢2.
1 ) 1542 2.2
d 5 Mq* + 10(6_77;)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b Una costante positiva.

c
costante + Mq? .
d 6 + 2
costante + M(q + 7TL> .
64

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a f2M(q— &EL).

b 3?Mgq.

c 0.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—5ZEL)=0e $=0.

b Nessuna delle altre.

c ML?G+kq—BPMg=0e 5%21%@ + kLgsinp = 0.
dMi+kq—B°>Mg=0ep=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

c Nessuna delle altre.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a B di equilibrio instabile.

b E di equilibrio stabile.

¢ Non ¢ di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a Nessuna delle altre.

b Mgz G és

cO

d —Mg (q+ ;ith) &
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 oo (1) = +00.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 2 [12].2

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = (e* + e*) /2 e x2(t) = 4sinh(4 )

cxl(t)—% By ZemM —leay(t) =3 (—8e7 8 —2e7 ).
dxl():—%_8t+4—Zter()zg(_ —e_Zt).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =

qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a g = _Qii—zg’:r, Ao =0, Agg = 0.

b Mg == 6+7r L1, Aog =0, Asg =0.

¢ Nessuna delle altre.
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d Mg =0, Aog =0, A3q¢ =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 1542 2 _ 5047 2
a IH = 56_:)ML y 122 = 5(6——:)ML .
b Nessuna delle altre.
c -[11 __ 20457 MLQ, _[22 — 5043w ML2

= 5(6+n) 5(6+m)
__ 2042 2 _ 5047 2
d Iy = B MI2, Iy = ST M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a $ML*.

b Nessuna delle altre.

c 3M¢® + g MLA G,

d 5 MG + oam ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq? .

b Una costante positiva.
c Nessuna delle altre.

d

-6 2
+7TL> .

tante + M (
costante + q-—+ g

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3%2My.
c 3°M(q— &ZL).
d 0.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMji+kq—MB*(q—35ZEL)=0e $=0.

b Mi+kq—B°>Mg=0ep=0.

c ML?G+kq—BPMg=0e 5%21%@ + kLgsinp = 0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Nessuna delle altre.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio instabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

b Nessuna delle altre.

cqlt)y=at+bep(t) =36t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
al

b Mgk—]@[@ G es

c —Mg((j—i— _(fﬁ;r”L) €3

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

b Nessuna delle altre.

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—%e S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
c Nessuna delle altre.

d z1(t) = (e* + e*) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alg = _Qii—zg’:r, Ao =0, Agg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

¢ Nessuna delle altre.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 2042m MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6+m) 5(64)

__ 2045 2 _ 50+3 2

CIll = 51(561-;73ML2’ IQQ—WMLQ.
— ™ J— ™

d Iy = BEEAI2, Iy = 2T AL,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
Lags2 o 10+ 2.2
agMq" + s ML7¢.
1 ) 1542 2.:2
b 5Mq¢* + 10(6_77;)ML o,
c 1ML
d Nessuna delle altre.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b Una costante positiva.

(o}

-6+ \2

tante + M ( L)

costante + q-—+ 61 n
d

costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3%2My.
c 3°M(q— &ZL).
d 0.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mi+kq—B°Mqg=0e¢ $=0.

¢ Mi+kq—MB?*(q—EEL) =0e 3 =0.

d ML?¢p+kq— B*°Mqg=0e 2376 + kLgsinp = 0.

5(6+m)

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Non ¢ di equilibrio.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
6—5m >

a ]\4'glc——ll\€/lﬁ2 6—m €3
b —Mg((j—i— _GJ::TL)@?,
¢ Nessuna delle altre.

do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b Nessuna delle altre.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

cx(t) = —%6*8’5 + %e*% e xo(t) = % (e*8t — efzt).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.
b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aoag =0, A\36 =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill — 15+2rw ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(6—m) 5(6—)
_ 2042 2 _ 5047 2
b [;; = 5((),JF;T)ML , Ioo = 5(6,+717_T)ML )

¢ Nessuna delle altre.
d -[11 — 20457 MLQ, 122 — 5043w ML2

5(6-+) 5(6-+m)

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.

Lars2 4 1542 2,52
b 5Mq¢* + 10(67;)ML o,
c %MLQ(}Z. 0

-9 + 229

d 5 Mq* + 5(6+;)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.
d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.

c B*My.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMji+kq—MpB*(q—ZL)=0e $=0.

b ML*)+ kq— ?Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.

c Nessuna delle altre.

dMi+kq—B°Mg=0e¢ $=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio stabile.

c E di equilibrio instabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cqlt)=at+bep(t) =38t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
6—57 >

a Mgy—m G r s

b Nessuna delle altre.
c —Mg (q + ;ith) &
do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c Nessuna delle altre.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Nessuna delle altre.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

c z1(t) = (e* + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).
dai(t)=—3e 8 +3e M eay(t) =5 (e78 —e2).
2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 2042m MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6+m) 5(64)

__ 2045 2 _ 50+3 2

CIll = 51(561-;73ML2’ IQQ—WMLQ.
— ™ J— ™

d Iy = BEEAI2, Iy = 2T AL,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s ML
Tars2 o 1542 2 :2
b 5Mq¢* + W%M L2y”.
c Nessuna delle altre.
Lars2 o 10+ 2.9
d 5Mq* + 5(6+§)ML P,
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.

b

-6 2
costante + M (q + + 7TL> .
64

c Una costante positiva.
d
costante + M¢q>.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a fZMy.

b 0.

¢ Nessuna delle altre.

d 82M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMji+kq—p*Mg=0e p=0.

b Mj+kq— MB*(q— E&ZEL) =0e 3 =0.

c ML?G+kq—BPMg=0e 5%21%@ + kLgsinp = 0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Nessuna delle altre.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio instabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
al
b —Mg (q+ gith) &

¢ Nessuna delle altre.

k  6-5m =
d Mgp=yr5z 6-r 3
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Nessuna delle altre.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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e84 2e7 —leay(t) =5 (—8e ¥ —2e7%).
e +e74) /2 e xo(t) = 4sinh(4t).

cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =5 (e B — 7).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

al = 20457 ]\4’[]27 Iy = 50437 MI2.

5(6+) 5(6+)
b Nessuna delle altre.

c Ill — 156—t27|7_r ]\4[/27 1'22 — 5047w ML2

52(0+2) 2 55(3-7-;) 2
— ™ — s
d Iy = ZE2EML?, Iy = ST M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s M@ + 5ty ML,

b 3 M* + o2 ML,

c sML?%2.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27

a Nessuna delle altre.
b

costante + Mq?.

c Una costante positiva.

d

-6 2
+7TL> .

tante + M (
costante + q-—+ 67

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 82M(q— &EL).

c 0.

d 3’Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMi+kq—p*Mqg=0e p=0.

b ML?)+ kq— ?Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

c Nessuna delle altre.

d Mj+kq— MB*(q— §ZL) =0e $=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio stabile.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cqlt)=at+bep(t) =38t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

a Nessuna delle altre.

b0

C Mgkf—;&ﬁ? %gg

d —Mg(q+ 5 L)
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).
b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cx(t) = —%678’5 + %e*% e xo(t) = % (78t —e2t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =

qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 20427 7 rr2 Iy = 5047w prr 2

i or)

_ +27 2 _ + 7 2
N E ARG v
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
Tafs2 o 10+ 229

as;Mqg + 5(6—+;:)ML o
1 ) 1542 2.:2

b 5Mq¢* + 10567§)ML o,

c Nessuna de

d 1M L%
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.

b

le altre.

—6+m \2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61 n

¢ Nessuna delle altre.
d
costante + M¢q>.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puod usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a f2M(q— &EL).
b 3?Mgq.
c 0.

d Nessuna delle altre.
Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a ML*p+kq—*°Mqg=0e 5%81§)¢+qusin90:0.

b M{+kq— MB*(q— &ZEL) =0e 3 =0.
cMi+kq—p*Mg=0e¢p=0.
d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

cq(t)=0e @(t) =at+0.

dq(t) = —3B°5ZLt? +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

a Nessuna delle altre.

b 0

¢ Mgy 5rés

d —Mg((j+ ;ﬁth)e*g
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b Nessuna delle altre.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—%e S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
c z1(t) = (e* +e) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

—24+43
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Nessuna delle altre.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b Ill — 20457 ]\4[/27 122 — 5043w ML2

200 T

_ +27 2 _ +7 2
¢l = 51(§+§)ML , Iy = 5§g+;r)ML :
d Iy = 55 ML?, Iy = 2= 5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a 5 M@ + 1o ML,

b Nessuna delle altre.

c sML?%2.

d 5M¢* + gt ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.
d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 32M(q — &ZL).

c B*My.

do.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aM(’j—l—kq—MﬂQ(q—g;—ZL) =0ep=0.

b Nessuna delle altre.

c ML?¢+kq— B*Mqg=0ce 5}213@ + kLgsinp = 0.
dMi+kq—B’Mg=0ep=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

¢ Non é di equilibrio.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = q := —%%L e p=0.

al

b Mgrfw % 53

c—Mg (cj + %i_t:rL) €3

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b Nessuna delle altre.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—%e S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
c z1(t) = (e* +e) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ =0.
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d Mg = 5525, daa =0, A3¢ = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 20427 7 rr2 Iy = 5047w prr 2

5(6+m) 5(6+7)
b Iy = JGoE ML, Iy = St ML,

5(6+7rf
¢ Nessuna delle altre.

d Ill _ 15427 ]\4[/27 122 — 5047w ML2

5(6—m) 5(6—m)
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a ML
1ar+2 o 10+ 2,22
b 5 Mg~ + 5(6+2)ML o,
¢ Nessuna delle altre.

d %MQQ—F 15427 MLQQbQ.

10(6—m)
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2

costante + M(q + + 7TL> .
6+m

b Una costante positiva.

c

costante + M¢>.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.

c B*My.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a ML?¢p+kq—p2Mqg=0e 5%;31;;)@ + kLgsinp = 0.

b Nessuna delle altre.

cMi+kq—p*Mg=0e¢p=0.

d Mj+kq— MB*(q— §ZL) =0e $=0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Infinite.

c Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 8 e k.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b E di equilibrio instabile.

¢ Non ¢ di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

cq(t)y=0e p(t)=at +b.

dq(t) = —3B°5ZLt? +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L ep=0.
al
b Mgk—]@[@ e

¢ Nessuna delle altre.

d —Mg((j—i— %it”L)gg
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Nessuna delle altre.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).

b Nessuna delle altre.

cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =35 (e 8 — 7).
dzi(t) = %e_St + %e_% —leuxy(t) = % (—8e78 — 2e72t),

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

—24+43
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Nessuna delle altre.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Ill _ 20+2rm ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(6+) 5(6+m)

__ 1542 2 _ 5047 2
S E AR v
— s — s
C111_5(6+7r)ML 7122_5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a LML

% <2 1542 2 :2
b 5Mq¢* + W*;:)ML o,
c 5 M{* + 5t ML,
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2

costante + M(q + + 7TL> .
64

b Nessuna delle altre.

c Una costante positiva.

d
costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.

c B*My.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML%¢+kq— B*Mqg=0e 5}213@ + kLgsing = 0.

¢ Mi+kq—MB*(q—EEL) =0e 3 =0.
dMi+kq—B°Mg=0e¢ $=0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio instabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt* +at+be p(t) = ct+d.

bg(t)=at+be p(t) =3Bt +ct? +d.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := _k%\g; gl—iL ep=0.
a —Mg(q+52L) %

b0

c Mgk_]]\c/[ 2 66__5:53

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Nessuna delle altre.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

c z1(t) = (e* + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).
dai(t)=—3e 8 +3e M eay(t) =5 (e78 —e2).
2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

c g = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Mg = 523" Ao = 0, A3g = 0.

24-+4m

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 1542 2 _ 5047 2
a IH =5 677?— ML y 122 = 5(677?—)ML .
b Nessuna delle altre.

c Ill _ 20+2rm ]\4[/27 1'22 — 5047w ML2

o4 o5
— + 2 — + 2
d = 5(6+77:)ML , Iag = 5(6+7Z_T)ML .

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a ML
1ar+2 o 10+ 2,22
b 5 Mg~ + 5(6+2)ML o
¢ I+ 205 012
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Una costante positiva.
c Nessuna delle altre.
d

_ 2
6—|—7TL> .

tant M(
costante + q—+ 61 n

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.

c B*My.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mj+kq— MB*(q— &ZL) =0e s =0.

c ML2G+ kq— 2Mg=0e S}Qig)ga + kLgsinp = 0.
dMi+kq—B°Mg=0e¢ $=0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Infinite.

c Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 8 e k.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.
a Nessuna delle altre.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio instabile.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=0ep(t)=at+b.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct® +d.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a —Mg<c7+ %‘i;”L) €3

b 0

c Mgy—irg 6r €3

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=ge 8+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b z1(t) = (e* + e ) /2 e z2(t) = 4sinh(4t).

c Nessuna delle altre.

d l‘l(t) = —%G_St + %e_Zt e ﬂjQ(t) =

wloo

(6—8t _ e—Zt) .

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \ig = %i_trﬂL, Aog =0, A3g =0.

—2443
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Nessuna delle altre.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Ill _ 20+57m ]\4’[]27 1'22 — 5043w ML2

5(6+) 5(6+m)

__ 1542 2 _ 5047 2
S ELIARI v
— s — s
C111_5(6+7r)ML 7122_5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a $ M L%
b Nessuna delle altre.
Lars2 o 104w 2,22
Lars2 o _154+2r 2,52
d oM~ + qg=m ML "
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b

costante + Mq? .

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.
b 0.
¢ #M(q - 52L).

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b Mj+kq— MB*(q— EZEL) =0e 3 =0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d ML?)+kq—?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a B di equilibrio instabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
al
b —Mg(q+ %L)e}

6—57 >

¢ Mg G és
d Nessuna delle altre.



[23].0

MODELLI MATEMATICI PER LA MECCANICA
ING. AEROSPAZIALE
PROFF. DANIELE ANDREUCCI, ADRIANO BARRA, EMILIO CIRILLO

Prova scritta del 25/03/2025

Nome e cognome: Matricola:

01
02
03
04
05
06
)/ —
08
09
10
1
12
13
14

15



[23].0

ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = —%67825 + %e*% e xo(t) = % (6*8’e — efzt).

b z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

cai(t) =3¢+ 272 —leay(t) =3 (—8e 8 —2e72).
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ =0.
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d Mg = 523" Ao = 0, A3g = 0.

24-+4m

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

__ 20457 2 — 5043w 2
a IH = 5(6+7r)ML y 122 = 5(6+7r)ML .

b Nessuna delle altre.
c Ill — 20427 ML2 1'22 — 5047w ML2

5(6+m) 5(6+m)
d It = 35 ML, Iy = S5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
b 1M L%
fars2 . 10+ 2.9
C §Mq + E)(G—JF:F)ML @~
Lags2 o 1542 2 :2
d 5Mq° + 10(67;)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + M¢q>.

b Una costante positiva.
c

—6+m 2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61 n

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a °Magq.

b Nessuna delle altre.

c 3°M(q— &ZL).

d 0.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMji+kq—MpB*(q—ZL)=0e $=0.

b Mi+kq—B°>Mg=0e $=0.

c ML?G+kq—B’Mg=0e 5%21%@ + kLgsinp = 0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio instabile.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cqlt)=at+bep(t) =38t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := Mp® 6—mp o p=0.

T k—MBZ 6+
a Nessuna delle altre.

b —Mg((j—i— %it”L)gg
cO
d Mgr—m 50 és
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

¢ Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=ge 8+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b z1(t) = (e* + e ) /2 e z2(t) = 4sinh(4t).

c Nessuna delle altre.

d l‘l(t) = —%G_St + %e_Zt e ﬂjQ(t) =

wloo

(6—8t _ e—Zt) .

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \ig = %i_trﬂL, Aog =0, A3g =0.

c Nessuna delle altre.
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d Mg = F32E, dag =0, A3g = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 15427 MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6—) 5(6—m)
__ 2042 2 _ 5047 2
— ™ _ ™
d Iy = 2555 MI2, Iy = S9E5T M L2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

1 -2 10+ 22
agMq" + s ML7¢.

1 <2 1542 2 :2
b 5Mq¢* + 10(6_77;)ML o,
c 1ML
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

—6+7m 2
costante + M(q + - L) .
c Una costante positiva.
d Nessuna delle altre.
Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)
a 0.
b Nessuna delle altre.
c B2M(q— &ZL).
d 3?’Mgq.
Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—$ZL)=0e $=0.
b Nessuna delle altre.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.
d ML?)+kq—*>Mg=0e ;(gjg)
Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?

@+ kLgsinp = 0.
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Nessuna delle altre.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.
a Nessuna delle altre.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio stabile.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=0ep(t)=at+b.

b Nessuna delle altre.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.
dqt)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione ¢ = ¢ := —%%L e p=0.
al

b Nessuna delle altre.

¢ Mgr=irz 7 0

d —Mg(q+ gith)gg
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 oo (1) = +00.

d Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =5 (e 8 — 7).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?
a Nessuna delle altre.

—2443
b AIG = 24_;271—”7 AQG = 07 A3G = 0.

c g = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aag =0, A3¢ = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b Ill — 20457 ]\4[/27 122 — 5043w ML2

2ok Vs ) v

_ +27 2 _ +7 2
C Ill = 51(§+;r) L s 122 = 5(6+;r) L~.
d L1y = gG25 ML, Iy = S5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
b 1M L%
Tarsm2 | 1542 229
¢ oM + 15y ML ¢
Tars2 o 10+ 2.9
d §Mq + 5(6—+;F)ML @~
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Una costante positiva.
c

-6 2
costante + M (q + + 7TL> .
64

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

aﬂQM( 6—m )

T 6w
b 0.
¢ Nessuna delle altre.
d 3*>Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML?)+ kq— ?Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.

¢ Mi+kq—MB*(q— EEL) =0e 3 =0.
dMi+kq—B°Mg=0e¢ $=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Nessuna delle altre.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

dq(t)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := _kﬁ/lj\g; gl—iL ep=0.
a Nessuna delle altre.

k__ 6-57 >
b Mgy—5z 6 x €

(¢ —Mg(c7+ %i_ter)gg
do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 1 [26].1

1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b Nessuna delle altre.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Nessuna delle altre.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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b zi(t) = —3e 8 + Ze e zo(t)
cai(t) =3¢ 8+ 22 —1eas(t
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
__ 20427 2 _ 5047w 2
S AN A
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s ML
1ars2 4 10+ 2.9
b 5Mq¢* + 5(6+;F)ML P
c Nessuna delle altre.
Lags2 o 1542 2 :2
d 5Mq¢* + 10(67Z)ML o,
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q+ 61 n
b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.

d
costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mq.
b 32M(q — g;—;L).
c 0.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMc'j—l—kq—MﬂQ(q—gjr—ZL) =0ep=0.

b ML?)+kq— ?Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.

c Nessuna delle altre.

c‘j+kq—ﬁ2Mq:0e¢:0.

12

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.
a E di equilibrio instabile.

b Non ¢ di equilibrio.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) = at +b.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.
dg(t)=at+bep(t) =3Bt +ct? +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
al

b My o és

c—Mg (cj + %i_t:rL) €3

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c Nessuna delle altre.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

ha limy, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = —%67825 + %e*% e xo(t) = % (6*8’e — efzt).

b Nessuna delle altre.

cai(t) =3¢+ 2e 2 —leay(t) =3 (—8e 8 —2e72).
d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ =0.
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d Mg = 5525, daa =0, A3¢ = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 20457 prr12 Iy = 5043w prr2

Bt 0 20074 as

_ +27 2 _ + 7 2
SN EAN (.
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a $ML*.
b Nessuna delle altre.
Lajs2 | 1542 222
¢ aMq” + 1oy ML ¢".
Lass2 o 10+ 2.2
d ;Mg + 5(6+:)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.
b

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

¢ Nessuna delle altre.
d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a ZMy.

b 0.

¢ Nessuna delle altre.

d 82M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe

nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMji+kq—MB*(q—$ZL)=0e $=0.
b Mi+kq—B°>Mg=0e$=0.
¢ Nessuna delle altre.

d ML2p+kq— B*Mqg=0e 2976+ kLgsinp = 0.

5(6+m)

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio stabile.

c E di equilibrio instabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a —Mg(cj + %‘i;”L) €3

b Nessuna delle altre.

cO

k__ 6-57
d Mgy—jpz 67 €
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine € un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Nessuna delle altre.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—fe S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = (e* + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

dzi(t) = %e_St + %e_% —leuxy(t) = % (—8e78 — 2e72t),

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Nessuna delle altre.

b \g = }itr”L, Ao =0, Azg = 0.

C )\1@ = O, )\QG = 0, )\3@ = 0.
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d Mg = F32E, dag =0, A3g = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 2042m MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6+m) 5(6+)
__ 20+5 2 __ 5043 2
— ™ _ T
d In = 25 MI?, Iy = 20575 M L2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

Inrs2 o 1542 2.2
a g Mg + o ML @™

172 10+ 2.9
b 5Mq¢* + 5(6+;)ML o
c 1ML
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

—6+m \2
tante + M ( L)
costante + q+ 61 n
b Una costante positiva.
c Nessuna delle altre.
d

costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

af°M(qg— &ZL).

6+
b 3?Mgq.
c Nessuna delle altre.
do.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—5EL)=0e $=0.

b ML%p +kq— 2Mg=0e ;(gj;)gb + kLgsin p = 0.
cMi+kq—p*Mqg=0ecp=0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Nessuna delle altre.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.
a E di equilibrio stabile.
b E di equilibrio instabile.
¢ Nessuna delle altre.
d Non ¢ di equilibrio.
Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
a Nessuna delle altre.
bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.
cq(t)=at+bep(t)=21pt+ct* +d.
dq(t)=0e ¢(t) =at+0.
Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —%%L e p=0.
a Nessuna delle altre.
b —Mg (q+ gith) &
cO
6—=5m >

k
d Mgy—jpz 67 €
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Nessuna delle altre.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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b zi(t) = —3e 8 + Ze e zo(t)
cai(t) =3¢ 8+ 22 —1eas(t
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Nessuna delle altre.

b \g = }itr”L, Ao =0, Azg = 0.

C )\1@ = O, )\QG = 0, )\3@ = 0.
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d Mg = 523" Ao = 0, A3g = 0.

24-+4m

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

__ 20457 2 — 5043w 2
a IH = 5(6+7r)ML y 122 = 5(6+7r)ML .

b Nessuna delle altre.
c Ill — 20427 ML2 1'22 — 5047w ML2

5(6+m) 5(6+m)
d It = 35 ML, Iy = S5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a s M@ + 5ty ML,

b IML2¢2.

c Nessuna delle altre.

d 3M¢* + o2 ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + M¢q>.

costante + M(q + O+ 7TL>2 .
6+

¢ Nessuna delle altre.

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa

alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale

lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda

precedente.)

a fZMy.

b 32M(q - g75L).
¢ Nessuna delle altre.
do.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMi+kq—p*Mqg=0e p=0.

b M{+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.

c Nessuna delle altre.

d ML?p+kq—2Mqg=0e 2+ kLgsing = 0.

5(6+m)

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Nessuna delle altre.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio instabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a Mgk—zl\cam ey

b Nessuna delle altre.

cO

d —Mg((j+ %it”L)é’s
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c Nessuna delle altre.

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Nessuna delle altre.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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b zi(t) = —3e 8 + Ze e zo(t)
cai(t) =3¢ 8+ 22 —1eas(t
d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \ig = %i_trﬂL, Aog =0, A3g =0.

c Nessuna delle altre.
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d Mg = 5525, daa =0, A3¢ = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
__ 20427 2 _ 5047w 2
b I1; = g)(()fj:gr)ZMLZ, Iy = g(()();:%7T)Z\4L2.
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
Lags2 o 1542 2 :2
b e M + q55=m ML "
c TML?%¢2.
1ars:2 , 10+ 2.2
d ;Mg + 5(6+:)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.

b
costante + Mq?.
¢ 6 + 2
- s
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 0.

b 3?Mgq.

¢ Nessuna delle altre.

d 82M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe

nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMji+kq—MB*(q—$ZL)=0e $=0.
b Mi+kq—B°>Mg=0e$=0.
¢ Nessuna delle altre.

d ML*@ +kq — f°Mq =0 e ggtsg + kLgsing = 0.

5(6

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Nessuna delle altre.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio instabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = q := —%%L e p=0.

al

b Mgr—m o és

c Nessuna delle altre.

d —Mg((j+ %it”L)é’s
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).
¢ Nessuna delle altre.

dzi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (e_St — e_Zt).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

c Mg = FEEL, Ao =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aog =0, A3q¢ =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?
_ 2042 2 _ 5047 2
a IH = 5(6_‘_:)ML y 122 = 5(6——1—:)ML .
b Nessuna delle altre.
c -[11 __ 20457 MLQ, _[22 — 5043w ML2

= 5(6+n) 5(6+m)
_ 1542 2 _ 5047 2
d Iy = $EEMI2, Iy = ST M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a Nessuna delle altre.

b 3 M* + 1o ML,

c sML?%¢2.

d 5M¢* + gt ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

costante + Mq? .

c Nessuna delle altre.

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3?Mgq.

c 0.

d 5°M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMji+kq—MpB*(q—ZL)=0e $=0.

b Nessuna delle altre.

cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d ML?)p+kq—?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.
a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio stabile.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

a Nessuna delle altre.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.
dqt)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione ¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a Mgk—zlfdm s

b 0

c —Mg(q+ —GJ:;r’rL)e*g

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b Nessuna delle altre.

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Nessuna delle altre.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 2 [32].2

axi(t)=ge 8+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b z1(t) = (e* + e ) /2 e z2(t) = 4sinh(4t).

c Nessuna delle altre.

d l‘l(t) = —%G_St + %e_Zt e ﬂjQ(t) =

wloo

(6—8t _ e—Zt) .

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

—24+43
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Nessuna delle altre.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Ill _ 15427 ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(6—) 5(6—)

__ 2042 2 _ 5047 2
SRR
— s — s
C111_5(6+7r)ML 7122_5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a2 o 1542 2.2
a M+ [ ML ¢

13742 10+ 2.2
b s Mq* + 5(6+;)ML P,
¢ Nessuna delle altre.
d ML

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

-6 2
costante + M (q + + 7TL> .
64

costante + Mq?.

c Nessuna delle altre.

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.
b 0.
cﬁ2M( — gjr—g )

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—5ZEL)=0e $=0.

b ML%p +kq— 2Mg=0e 51(212)95 + kLgsinp = 0.
cMi+kq—p*Mg=0e¢p=0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.
cq(t)=at+bep(t)=21pt+ct® +d.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
al
b My rés

¢ Nessuna delle altre.

d —Mg (q+ gith) &
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b Nessuna delle altre.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c Nessuna delle altre.

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Nessuna delle altre.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=—fe S +3e 2 eay(t) =5 (e —e?).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = (e* + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

dzi(t) = %e_St + %e_% —leuxy(t) = % (—8e78 — 2e72t),

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \ig = %i_trﬂL, Aog =0, A3g =0.

c Nessuna delle altre.
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d Mg = 5525, daa =0, A3¢ = 0.
07]
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
b Iy = ZF2EML?, Iy = S5 ML,

5(6+7rf
¢ Nessuna delle altre.

d Ill — 20457 ]\4[/27 122 — 5043w MLQ.

5(6+m) 5(6-+m)
[08]

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
b 1M L%
Tars2 | 1542 229
c s Mq* + W*:)M L2p*.
Tars2 o 10+ 2.9
d 5Mq° + 5(6+2)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + M¢q>.

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.
d

—6 2
+7TL> .

tante + M (
costante + q-—+ 61

[10]

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 0.
c 3°M(q— &ZL).
d 3?>Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—5EL)=0e $=0.

b ML%p +kq— 2Mg=0e ;(gj;)gb + kLgsin p = 0.
cMi+kq—p*Mqg=0ecp=0.

d Nessuna delle altre.

[12]

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

b Nessuna delle altre.

cqlt)y=at+bep(t) =36t +ct? +d.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —k%\[fm g;_—;L ep=0.
a —Mg<q+ i)y
b M k 6—=5m >
9%—MpB? 6-x ©3
cO

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b Nessuna delle altre.

cxi(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)=ge 8+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b z1(t) = (e* + e ) /2 e z2(t) = 4sinh(4t).

c Nessuna delle altre.

d l‘l(t) = —%G_St + %e_Zt e ﬂjQ(t) =

wloo

(6—8t _ e—Zt) .

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?
a Nessuna delle altre.

b \g = %i_trﬂL, Aog =0, A\3g = 0.

—2443
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aoag =0, A\36 =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill — 20427 ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(64) 5(6+m)
_ 1542 2 __ 5047 2
b [;; = 5((),_;T)ML , Ioo = 5(6_71’T)ML )

¢ Nessuna delle altre.
d -[11 — 20457 MLQ, 122 — 5043w ML2

5(6-+) 5(6-+m)

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.

Lars2 4 1542 2,52
b 5Mq¢* + 10(67;)ML o,
c %MLQ(}Z. 0

-9 + 229

d 5 Mq* + 5(6+;)ML o
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq? .

b Nessuna delle altre.
c

-6 2
costante + M(q + + 7TL> .
6+

d Una costante positiva.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 0.

b Nessuna delle altre.

c 3°M(q— &ZL).

d 3*>Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b M{j+kq— MB*(q— &ZL) =0e 3 =0.

c ML?¢+kq— B*Mqg=0e ;(gj;)gb + kLgsing = 0.
dMi+kq—B’Mg=0ep=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

bg(t)=at+be p(t) =3Bt +ct? +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a —Mg<c7+ %‘i::rL €3

b Mgk—]@ﬁ? e

cO

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z(t) = (e +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Nessuna delle altre.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).
b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cx(t) = —%678’5 + %e*% e xo(t) = % (78t —e2t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =

qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Nessuna delle altre.

b \g = }itr”L, Ao =0, Azg = 0.

C )\1@ = O, )\QG = 0, )\3@ = 0.
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d Mg = F32E, dag =0, A3g = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 15427 MLQ, 122 — 5047w ML2

5(6—) 5(6—m)
_ 2045 2 _ 5043 2
— ™ _ ™
d Iy = 2525 MI2, Iy = S94TT M L2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

Inrs2 o 1542 2.2
a g Mg + o ML @™

Tars2 o 10+ 2,22
b 5Mq¢* + 5(6+Z)ML o
c 1ML
d Nessuna delle altre.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.

b

-6 2
costante + M(q + + 7TL) .
6+m

c Una costante positiva.
d
costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.
b 32M(q — g;—;L).
c 0.

d Nessuna delle altre.
Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a ML} +kq— f°Mq =0 e ggt5¢ + kLgsing = 0.

b Nessuna delle altre.

c Mi+kq—MpB*(q—ZL) =0e 3 =0.

dMi+kq—B°’Mg=0ep=0.
Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Nessuna delle altre.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

cq(t)=at+bep(t) =368t +ct? +d.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
al
b —Mg (q+ gith) &

¢ Nessuna delle altre.

k  6-5m >
d Mgp=yrzz 6-r 3
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = —%G_St + %e_% exy(t) =3 ge_St —e 2.
cai(t) =3¢ 8+ 22 —leay(t) =3 (—8e 8 —2e72).
d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

w

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pws(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a Mg = 525, Mg =0, Mg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 20427 7 rr2 Iy = 5047w prr 2

Bt 0 20074 as

_ +27 2 _ + 7 2
N E ARG v
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

Lars2 o 1542 2,:2
a5 Mq —i—Wi:)ML o

b Nessuna delle altre.
Lass2 o 10+ 2:2
¢ 3 M¢” + 5 ML ¢
d 1M L%
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + M¢q>.

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.

d

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a B2 (g - 852L).

b 3?Mgq.

c 0.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML%) +kq— 2Mg=0e ;(gj;)gb + kLgsinp = 0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d Mj+kq— MB*(q— §ZL) =0e $=0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+bep(t)=3pt+ct> +d.

b Nessuna delle altre.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a —Mg(cj + %‘i;”L) €3

b Nessuna delle altre.

cO

k__ 6-57 >
d Mgy—jpz 67 €
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine € un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione



25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 2 [37].2

axi(t) = %efgt + %e*% —leumx(t) =
b z(t) = —%G_St + %e_% e xo(t) = g (e_St — e_Zt).
¢ Nessuna delle altre.

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) es
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 20457 MLQ, 122 — 5043w ML2

5(6+m) 5(64)

__ 2042 2 _ 5047 2

CIll = 51(561-;73ML2’ IQQ—WMLQ.
— ™ J— ™

d Iy = BEEAI2, Iy = 2T AL,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?

a Nessuna delle altre.

b IML2¢2.

c M + 2 M 12

d 5M¢* + gty ML,

nto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.

b

-6 2
costante + M(q + + 7TL> .
6+

c Una costante positiva.
d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a Nessuna delle altre.

b 3?Mgq.
cﬁ2M( — g;—g )
d 0.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMj+kq—MB*(q—5EL)=0e $=0.

b Nessuna delle altre.
c ML*¢ +kq—*Mg=0ce 5%21%@4— kLgsinp = 0.
dMi+kq—B’Mg=0ep=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

¢ Nessuna delle altre.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio instabile.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

¢ Nessuna delle altre.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

a Nessuna delle altre.

b Mgk—]@[@ G es
cO

d —Mg((j—i— %it”L)gg
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

cai(t) = (e +e™)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Nessuna delle altre.

d Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

Si consideri il sistema

x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).
b Nessuna delle altre.
cx(t) = 3678’e + 272 — 1 e xo(t)

%( 867825 72t).
d 551( ) —8t + 4 —2t e xg(t

fleween)

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =

qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alg = _Qii—zg’:r, Ao =0, Agg = 0.

b Mg =0, Aag =0, A\3¢ =0.

¢ Nessuna delle altre.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill _ 20457 ML2 1'22 — 5043w ML2

= 5(6+m) 5(6+m)
b I = §E ML, Iy = S5 ML,

5(677?
¢ Nessuna delle altre.

d Ill — 2042m ]\4[/27 122 — 5047w ML2

5(6+) 5(6+7)

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s M@ + 5ty ML,

b IML2¢2.

¢ I+ 25 12

d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Una costante positiva.
c Nessuna delle altre.
d

_ 2
6—|—7TL> .

tant M(
costante + q—+ 61 n

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.

b Nessuna delle altre.

¢ P (g — $21).

do.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMj+kq—MB*(q—5ZEL)=0e $=0.

b Mi+kq—B°Mqg=0e¢ $=0.

c Nessuna delle altre.

d ML?)+kq—?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a E di equilibrio stabile.

b E di equilibrio instabile.

¢ Nessuna delle altre.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=0e ¢(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a Mgk—ll\g/lﬁ e
b 0

¢ —Mg(q+ 752 L) e
d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a Nessuna delle altre.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c x1(t) =1 — cos(4t) e xa(t) = 4sin(4t).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cai(t) = —2e B+ 2e M eny(t) =5 (e 8 — 7).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

alig =L, Mg =0, Asg = 0.

b Nessuna delle altre.

C )\1@ :()7 )\QG :0, )\3@ =0.
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d Mg = 5525, daa =0, A3¢ = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 20427 7 rr2 Iy = 5047w prr 2

Yores Woras

_ 457 2 _ 437 2
bl = %GEW)ML , Ipy = o ML?.
cly = 5(6:?)ML2, Iy = 5(6:?)ML2.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s ML
1ar:2 o 1542n 252
b e MG + q55=m ML "
Lars2 o 104w 2,52
¢ sMq” + 56 rmMLoG"
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b Una costante positiva.

c
costante + Mq? .
d 6 + 2
costante + M(q + 7TL) .
6+m

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a ’M ( — gjr—g )

b 3?Mgq.

c 0.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMji+kq—p*Mg=0e p=0.

b Nessuna delle altre.

c ML?G+kq—B°Mqg=0e 5%21%@ + kLgsinp = 0.

d Mj+kq— MB*(q— E&ZEL) =0e 3 =0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Infinite.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

¢ Nessuna delle altre.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a B di equilibrio instabile.

b Non ¢ di equilibrio.

¢ Nessuna delle altre.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
co(I)lﬁgurazione q=4q:= —%%L e p=0.

a

b Nessuna delle altre.
c —Mg ((j + _Gt:rL) €3

6+

k _ 6-57 >
d Mgi—pz 5=r
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c Nessuna delle altre.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b x1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Nessuna delle altre.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

c z1(t) = (e* + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).
dai(t)=—3e 8 +3e M eay(t) =5 (e78 —e2).
2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 20457 MLQ, 122 — 5043w ML2

5(6+m) 5(64)

__ 2042 2 _ 5047 2

CIll = 51(561-;73ML2’ IQQ—WMLQ.
— ™ J— ™

d Iy = BEEAI2, Iy = 2T AL,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
& MG + 5 M2

b 1M L%

e M+ g

d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.
b

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

costante + Mq? .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puod usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a f°M(q - §EL).

b 0.

¢ Nessuna delle altre.
d 3?’Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.
aMi+kq—f*Mg=0e p=0.

b ML*¢ +kq — f°Mq =0 e ggisg+ kLgsing = 0.

¢ Mi+kq—MB*(q—EL) =0e @ =0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Nessuna delle altre.

c Infinite.

d Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 5 e k.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.
a Non ¢ di equilibrio.

b E di equilibrio instabile.

c E di equilibrio stabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=0ep(t)=at+b.

b Nessuna delle altre.

cq(t) = —38°Z Lt +at + b e (t) = ct +d.
dqt)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione ¢ = ¢ := —%%L ep=0.
a —Mg(cj + %‘i;”L) €3
b Moyt

¢ Nessuna delle altre.

do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

b I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b Nessuna delle altre.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d Nessuna delle altre.

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

cx(t) = —%6*8’5 + %e*% e xo(t) = % (e*8t — efzt).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b \g = }iﬂ‘:’rﬂ, Ao =0, Azg = 0.

c Nessuna delle altre.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
b Iy = JGoE ML, Iy = St ML,

5(6+7rf
¢ Nessuna delle altre.

d Ill — 2042m ]\4[/27 122 — 5047w ML2

5(6+) 5(6+7)

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a ML
1 -2 15+2 2.2
b 5 Mg~ + 10%6_77;)ML o
¢ Nessuna delle altre.

Lags2 o 10+ 2 :9
d ;Mq* + 5(6+;)ML P
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27

a Una costante positiva.
b

-6 2
costante + M(q + + 7TL> .
6+

costante + Mq?.

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

af’M(q— EZL).

6+
b Nessuna delle altre.
c 0.
d 3?Mgq.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a ML} +kq— f°Mq =0 e 5gtiy¢ + kLgsing = 0.

b Nessuna delle altre.

cMi+kq—p*Mqg=0ep=0.

d Mj+kq— MB*(q— &EL) =0e 3 =0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?

a Infinite.
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b A seconda del valore dei parametri M, L, § e k possono essere due o
quattro.

c Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, 8 e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M 3%, dire quale delle seguenti affermazioni é corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —% g;i;L ep=m/2.

a Non é di equilibrio.

b E di equilibrio stabile.

c Nessuna delle altre.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=—38°5ELt* +at+be p(t) =ct +d.

b Nessuna delle altre.

cq(t)=at+bep(t) =18t +ct? +d.

dq(t)=0e @(t) =at+b.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;QEI_—;L e p=0.

al

b Nessuna delle altre.

c—Mg (cj + %it:rL) €3

k__ 6-57 >
d Mgy—jpz 67 €
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b Nessuna delle altre.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c Nessuna delle altre.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c Nessuna delle altre.

d z(t) = (e +e7)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

c Nessuna delle altre.

ha limy_, o z(t) = +00.

05

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (e_St — e_Zt).

c z1(t) = (e' + e7) /2 e zo(t) = 4sinh(4t).

dzi(t) = %e_St + %e_% —leuxy(t) = % (—86_8t — 26_2t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?

—24+43
a g = Sis, Aac =0, A3g = 0.

b AIG = %itrﬂLa >‘2G = 07 >‘3G =0.

¢ Nessuna delle altre.
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d Mg =0, Aoag =0, A\36 =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill — 15+2rw ]\4’[]27 1'22 — 5047w ML2

5(6—) 5(6—)

__ 2045 2 __ 5043 2
SRR
— s — s
C111_5(6+7r)ML 7122_5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.
Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a %MLQ(}Z.
9 10+ 2:2

b 5 Mg~ + 5(6+:)ML o
¢ Nessuna delle altre.

Lajs2 | 1542 2 :2
d ;Mg + W*;:)M L=y~
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + Mq?.

b Una costante positiva.
(¢

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q-—+ 61

d Nessuna delle altre.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a [ZMy.

b Nessuna delle altre.

c 0.

d 82M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

aMc'j—l—kq—MﬂQ(q—gjr—ZL) =0ep=0.

b ML?)+kq— ?Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.
cMi+kq—p*Mg=0ecp=0.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Nessuna delle altre.

b A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Infinite.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio instabile.

¢ Non é di equilibrio.

d E di equilibrio stabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t) = —3825ZLt +at+be p(t) = ct +d.

b q(t) =0e ¢(t) =at +b.

c Nessuna delle altre.

dq(t)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := _kﬁ/lj\g; ésjr—gL ep=0.
a —Mg(cj + %‘i;”L) €3
b M k 6—57 >
9%—np2 67 ©3
cO

d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b Nessuna delle altre.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Nessuna delle altre.

b L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

c L’origine é un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

d L’origine & un centro perché ’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

ax(t) = (e +e)/2 —1exy(t) =2(e* — ).

b Nessuna delle altre.

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Si ha limy, 4o x(t) = 00.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

c Siha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) = (e +e1) /2 e 25(t) = 4sinh(4t).
b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (—8e 8 —2e72).
cx(t) = —%678’5 + %e*% e xo(t) = % (78t —e2t).

d Nessuna delle altre.

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =

qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
aly = 15427 7172 Iy = 5047w prr 2

5(6—m) 5(6—m)
__ 2045w 2 _ 50437 2
b I1; = g)(()fj:gr)ZMLZ, Iy = g(()();:r77r)1\4L2.
C Ill = 5(6+7r)ML s 122 = 5(6+7r)ML .

d Nessuna delle altre.

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a s ML
1a7s2 o 104w 2,22
b 5Mq¢* + 5(6+7T)ML P
Lars2 o 1542n 2,52
¢ g Mq” + g ML $".
d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a

costante + M¢q>.

b Nessuna delle altre.
c Una costante positiva.

d

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a 2Mqg.

b Nessuna delle altre.

c 0.

d *M(q— g;—;L).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b M{+kq— MB*(q—ZL) =0e 3 =0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d ML?)+kq—B*>Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.

Nel caso k = MB?, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

b Infinite.

¢ Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.

a Non ¢ di equilibrio.

b Nessuna delle altre.

c E di equilibrio stabile.

d E di equilibrio instabile.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).

aq(t)=0ep(t)=at+b.

bq(t)=at+be p(t)=1pt+ct? +d.

¢ Nessuna delle altre.

dq(t) = —3B°5ZLt* +at + b e o(t) = ct +d.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = ¢ := —IC_M—A[;;Q?;I_—;L e p=0.

al

b Mg Ic——]]\§/162 T

c —Mg (q v gith) &
d Nessuna delle altre.
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b L’origine & un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

c L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a x1(t) = —cos(4t) +sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

b z1(t) = (e* +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ™).

c Nessuna delle altre.

d z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Si ha limy_, 4o 2(t) = +00.

c Il moto é limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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a Nessuna delle altre.

b zi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).
czi(t) = (e' + ) /2 e zo(t) = 4sin
dzi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (78 —e™2).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—pt) e1 + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.

Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

al = 20427 ]\4’[]27 Iy = 5047w MI2.

5(6-+m) 5(6+)
b Nessuna delle altre.

c Ill — 20457 ]\4[/27 122 — 5043w MLQ.

5(64) 5(64)
d It = 35 ML, Iy = S5 ML,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
1 ) 1542 2.:2
b 5 Mg~ + 10(6_771)ML o
Tars2 o 10+ 2,22
c ; Mq* + S(G—Jrfr)ML o
d 1M L%
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.
b Nessuna delle altre.

C

-6 2
+7TL> .

tant M(
costante + q—+ 6 n

d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a f2M(q— &2L).

b 0.

c B?Mgq.

d Nessuna delle altre.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b M{+kq— MB*(q—ZL) =0e 3 =0.
cM{i+kq—pB*Mg=0e p=0.

d ML?)+kq—B*>Mg=0e 51(212)@5 + kLgsing = 0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?




25/03/2025 [ENoX PFv4 wpAB] Esercizio 2 [44].2

a Nessuna delle altre.

b Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, § e k.

c Infinite.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = —k_M—]g;Q gjrgL ep=m/2.
a Nessuna delle altre.
b E di equilibrio stabile.
c E di equilibrio instabile.
d Non ¢ di equilibrio.
Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
a Nessuna delle altre.
bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.
cq(t)=0e p(t)=at +b.
dqt)=at+bep(t)=1pt+ct® +d.
Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella
configurazione q¢ = q := —%%L e p=0.
a Nessuna delle altre.
b —Mg(q+ %L)e}
cO
657 >

d Mgk—]@[@ 6—m 3
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b Nessuna delle altre.

c [ moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

d I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine ¢ un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

b Nessuna delle altre.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine & un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto
di equilibrio sono immaginari puri.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

cai(t) = (e +e7)/2 — 1 e my(t) = 2(e* — ™).

d z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e xo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

aSiha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

b Il moto ¢é limitato, ma raggiunge il valore x = 1/2.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t)= (e +e 1) /2 e 25(t) = 4sin
b zi(t) = —%G_St + %e_% e xa(t) = % (78 —e™2).

c Nessuna delle altre.

dzi(t) = %e_St + %e_% —lexs(t) =3 (-8B —2e72).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X o, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pt) e3
w3 = —sin(—/t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X ¢, (q,t) =
qwi(t) e

us(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = — sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X or, (u;))?

a )\1G = O, )\QG = O, )\3@ =0.

b Nessuna delle altre.

—24+43
¢ M = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg = FEEL, dog =0, A3q = 0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e I del corpo relativi agli assi 1 e
2 del riferimento solidale considerato?

a Nessuna delle altre.
b -[11 — 20457 MLQ, 122 — 5043w ML2

%GEW) 2 g(()6+7ﬂ) 2
— 1o+ — 90+

— s — ™
d I = 22 MI?, Iy = 275 M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
@ 1M+ SN

b 1M L%

¢ g M@* + 5 ML2G".

d Nessuna delle altre.

Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Nessuna delle altre.
b

—6+7m 2
tante + M ( L)
costante + q+ 61

c Una costante positiva.
d
costante + Mq? .

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si puo usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

a ZMy.

b Nessuna delle altre.

c 0.

d 82M(q— &ZL).

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML*)+ kq— ?>Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

¢ Mi+kq—MB*(q— EEL) =0e 3 =0.

d Mi+kq—B*°Mg=0e¢ $=0.

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Infinite.

¢ A seconda del valore dei parametri M, L, 8 e k possono essere due o
quattro.

d Nessuna delle altre.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione q = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a B di equilibrio instabile.

b Non ¢ di equilibrio.

c E di equilibrio stabile.

d Nessuna delle altre.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt2 +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)y=0e p(t)=at+b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = q := —%%L ep=0.
a —Mg(cj + %‘i;”L) €3
b M k 6—57 >

9%—MPBZ 6-7 ©3

¢ Nessuna delle altre.

do
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ATTENZIONE:

Avvertenze generali: F permesso 1'uso di un massimo di 3 testi rilegati. Non
si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche non program-
mabili, smartwatch e simili).

E proibita qualsiasi comunicazione con altri.

Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non é presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).
Risposte: Al candidato é richiesto di indicare la risposta a tutte le 15 do-
mande proposte. Ciascuna risposta esatta vale 42 punti e ciascuna risposta
sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si puo rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna.

Le risposte ambigue (per esempio pit di una risposta per una domanda) sono
nulle. Usate una penna per scrivere le risposte: le risposte scritte a matita
sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.
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1.
Si consideri una massa unitaria (cioé m = 1) e puntiforme in R soggetta a
una forza generata dal potenziale U(z) = —8x?(x — 1)? e si risponda alle

seguenti domande inerenti l’equivalente sistema dinamico del primo ordine
in R?.

Se lenergia fornita al sistema & F = 1/5, allora nel piano delle fasi

a I moti associati al sistema tracciano due orbite chiuse e separate.

b I moti associati al sistema tracciano un’unica orbita chiusa.

c I moti associati al sistema tracciano un’orbita chiusa e una aperta.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a L’origine € un centro perché gli autovalori del linearizzato in quel punto di
equilibrio sono immaginari puri.

b Nessuna delle altre.

c L’origine ¢ un centro perché l’energia meccanica funge da funzione di
Liapunov per quel punto di equilibrio.

d L’origine é un nodo attrattivo perché gli autovalori del linearizzato in quel
punto di equilibrio sono negativi.

Si consideri il sistema linearizzato nel punto di equilibrio 1 =1, o = 0. Il
problema di Cauchy dato dalle condizioni iniziali z1(t = 0) = 0, zo(t = 0) =
4 ha come soluzione

a Nessuna delle altre.

b z1(t) = 1 — cos(4t) e zo(t) = 4sin(4t).

c z1(t) = —cos(4t) + sin(4t) + 1 e zo(t) = +4sin(4t) + 4 cos(4t).

d z(t) = (e +e74)/2 — 1 e 2o(t) = 2(e* — ).

Se si introduce anche la forza di attrito nel sistema, i.e., si considera il
problema & = U’(x) — B4, con 8 > 0 costante, e se il sistema parte dalla
condizione iniziale z(0) = 0, £(0) = 1/2, allora

a Il moto ¢ limitato, ma raggiunge il valore z = 1/2.

b Si ha —1/2 < z(t) < 1/2 per ogni t > 0.

¢ Si ha limy_, 4 o (1) = +00.

d Nessuna delle altre.

Si consideri il sistema
x'l (t) = X9,
i’g(t) = —16.%'1 — 101‘2
(che puo essere visto come quello originale linearizzato nell’origine cui si &

aggiunta una forza di attrito). Il problema di Cauchy con condizioni iniziali
z1(t =0) =1, z2(t = 0) = 0 ha come soluzione
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axi(t) =3¢+ 27 —leay(t) =3 (—8e ¥ —2e7%).
b Nessuna delle altre.

cx(t) = —%6*8’5 + %e*% e xo(t) = % (e*8t — efzt).

d z1(t) = (e* + e ) /2 e z(t) = 4sinh(4t).

2.

Un sistema olonomo a vincoli lisci é costituito da un corpo rigido C' omogeneo
di massa M. Il corpo é stato ottenuto saldando a un cubo K con spigolo
di lunghezza 2L una sfera H di raggio L in modo che questa sia tangente a
una delle facce del cubo nel suo centro. Il riferimento (X ¢, (u;)) é solidale
al corpo e ha origine nel punto di saldatura e semiasse positivo 1 passante
per il centro della sfera e, quindi, semiasse negativo 1 passante per quello del
cubo. Gli assi solidali 2 e 3 sono ortogonali ciascuno a due facce del cubo.
Denotiamo con A le coordinate nel riferimento solidale.

Consideriamo poi il sistema di riferimento mobile S = (X, (w;)); qui
Xo(t) = 0 per ogni t, ossia l'origine di S coincide con quella del sistema
di riferimento fisso, e

w1 = cos(—ft) e; + sin(—pFt) es
w3 = —sin(—[t) e; + cos(—pt) e3,
w2 = €2,

La velocita angolare di (w;) rispetto alla terna fissa & quindi Sfws, con 8 > 0.
Le coordinate in S sono denotate da (y1,y2,y3).

Il versore wy ¢ verticale ascendente. Il corpo € vincolato a muoversi mante-
nendo il punto O’ sull’asse 17 e u; = w;.

La sollecitazione attiva agente sul sistema, in &, & costituita dal peso e
dalla forza elastica di costante & > 0 di centro O applicata in O’, data da
Fo = —kX o, dalla forza di Coriolis e da quella di trascinamento.

Come coordinate lagrangiane si usino (g, ¢) € Rx (0,27) tali che X, (q,t) =
qwi(t) e

ws(t) = cos pws(t) + sinpws(t),
us(t) = —sin pwa(t) + cos pw(t)
ul(t) = wl(t) .

Si consideri il moto del sistema rispetto al riferimento mobile §.

Quali sono le coordinate del centro di massa G del corpo rispetto al riferi-
mento solidale (X o, (u;))?
a Nessuna delle altre.

b \g = %i_trﬂL, Aog =0, A\3g = 0.

—2443
¢ Mo = S, dog =0, Asg = 0.
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d Mg =0, Aoag =0, A\36 =0.
Quanto valgono i momenti d’inerzia I11 e Iss del corpo relativi agli assi 1 e

2 del riferimento solidale considerato?
a Ill — 20457 ]\41;27 122 — 5043w MLQ.

5(6+m) 5(6+m)
__ 2042 2 _ 5047 2
b Iy = 2 ML2, Iy = S5 M2,

¢ Nessuna delle altre.

_ 1542 2 — 5047 2
d I = S5 MI?, Iy = 30575 M2,

Quanto vale ’energia cinetica del corpo?
a Nessuna delle altre.
Lars2 4 1542 2,52
b 5Mq¢* + 10(67;)ML o,
Lars2 o 10+ 229
c s Mq* + 5(6+;)ML P,
d $ML%¢.
Quanto vale il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso 27
a Una costante positiva.
b Nessuna delle altre.

(o}

—6+7m 2

tante + M ( L)

costante + q-—+ 61 n
d

costante + Mq?.

Quanto vale la componente lagrangiana della forza di trascinamento relativa
alla coordinata lagrangiana ¢? (Suggerimento: si pud usare il potenziale
lagrangiano di trascinamento, per calcolare il quale si puo usare la domanda
precedente.)

aﬂQM( — Gom )

6+
b 3?Mgq.
¢ Nessuna delle altre.
do.

Sapendo che le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono entrambe
nulle, si scrivano le equazioni di Lagrange.

a Nessuna delle altre.

b ML?) 4 kq— ?Mg=0e 5%21%@ + kLgsing = 0.

¢ Mi+kq—MB*(q—EEL) =0e 3 =0.
c‘j+kq—ﬁ2Mq:0e¢:0.

12

Nel caso k = M B2, quante sono le configurazioni di equilibrio nel dominio
delle coordinate lagrangiane?
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a Due qualunque sia il valore dei parametri M, L, B e k.

b Infinite.

c Nessuna delle altre.

d A seconda del valore dei parametri M, L, $ e k possono essere due o
quattro.

Nel caso k # M2, dire quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta relativa-

mente alla configurazione ¢ = _k_M_]\g; gligL ep=m/2.

a Nessuna delle altre.

b E di equilibrio stabile.

c E di equilibrio instabile.

d Non ¢ di equilibrio.

Determinare l'integrale generale delle equazioni di Lagrange nel caso k =
Mf3? (a, b, ¢, d sono costanti arbitrarie reali).
aq(t)=at+be(t)=3pt+ct> +d.

bq(t) = =382 EELt +at + b e o(t) = ct +d.

cq(t)=0e p(t)=at +b.

d Nessuna delle altre.

Sia k # MpB?. Si determini il momento totale di polo O della sollecitazio-
ne vincolare agente sul corpo se viene posto con atto di moto nullo nella

configurazione q¢ = ¢ := —%%L ep=0.
al
b —Mg (q+ gith) &

k 6—5m >
¢ Mgr—yzm —r €3

d Nessuna delle altre.




