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NOTE:
e (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.
e Salvo diverso avviso:
— coni e cilindri sono circolari retti;
— i corpi rigidi sono omogenei;

— si assume l'ipotesi dei lavori virtuali.
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1. [29/9/2014 (hw)I] Trovare la soluzione del problema di Cauchy

100. Generalita

@+ ap = beos(wt) , teR,
¢(0) =0,
p(0)=1,

per ogni scelta di a, b, w € R con b > 0.
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100. Generalita

2. [29/9/2014 (hw)I] Supponiamo che ¢y € R, F € C1(R), F > 0, e che

0 F(s) = k—oo 0 F(s) ’

Dimostrare che la soluzione di

¢=F(p),  ¢(0)=o,

non puo essere definita per ¢t > L.

3.129/9/2014 (hw)I] Trovare tutte le soluzioni di ciascuno dei tre problemi:

. 3 . 3 . 4
1){ ¥ =P5, 2){ ® =P, 3){ Y =95,
(0) = 0; ¢(0) = 0; (0) = 0.
4. [29/9/2014 (hw)I] Determinare la soluzione del problema di Cauchy

5=l (20)=0)

sapendo che si scrive nella forma

e1(t) e
= t
G)=(0) rem
con a, b € R costanti.

5.16/10/2014 (hw)I| Si consideri il versore funzione di ¢

u(t) = 1 [ cos(wt)ey + sin(wt)es + €3] .

V2

Qui w > 0 é una costante assegnata, e t € R.
Si costruisca una base ortonormale (up(t)) positiva (ossia congruente con la
base standard (e;,) di R®) in modo che

6. [6/10/2014 (hw)I] Si scriva la rappresentazione parametrica di classe C'*
dell’ellisse intersezione del cilindro e del piano
r}+ 23 = R?,

1‘2—1‘320.

7.16/10/2014 (hw)I] Si scriva almeno una parametrizzazione per ciascuno
dei seguenti oggetti geometrici mobili, ove «(t) & un’arbitraria funzione del
tempo:



120. Conservazione dell’energia

1. Circonferenza con diametro di estremi
(—R,0,0), (R,0,0),

il cui piano forma all’istante ¢ ’angolo a(t) con il piano z3 = 0.

2. Sfera di raggio R e centro C dato da
OC' = Lcos a(t)e; + Lsina(t)es;

qui O é lorigine del sistema di riferimento.

3. Quadrato (pieno) ABCD di lato L che giace sul piano
—zysina(t) + zacosa(t) =0,

e tale che

A=0, AB=Les.

120. Conservazione dell’energia

1. [22/9/2006 (ex)I] Un punto materiale & vincolato a muoversi nel piano
(z,y) ed é soggetto a un campo di forze di potenziale

U(x’ y) = _kx2y2 .

Si dimostri che non si possono avere moti illimitati in cui il punto rimanga
sempre nel settore

A={(z,y) | 0<z<y<2z}.

2. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla curva
¥(r) = (ar, b7'2,c7'3) , —00 < T <00,

ed & soggetto a un campo di forze di potenziale

S _Blzl?, ®eR\{0}.

U = g

Qui a, b, ¢, a, 8 sono costanti positive.
Dimostrare che ciascun moto ¢ soddisfa

e < le(t)] < C,



120. Conservazione dell’energia

per due opportune costanti positive C, ¢ (dipendenti dal moto), e per ogni ¢
per cui ¢é definito.

3.[17/2/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi
sull’asse x3. Su di esso oltre al peso —mges agisce la forza

k
F=—e3.
x§3

Le condizioni iniziali sono
O?(O) = Les, v(0) = —vpes,

con L, vg > 0 costanti.
Determinare la quota a cui la velocita si annulla (per la prima volta).

4. [17/2/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato a
muoversi sull’asse x3. Su di esso oltre al peso —mges agisce la forza

=2
T3

Le condizioni iniziali sono
O?(O) = L63 s ’U(O) = Vpes,

con L, vg > 0 costanti.
Determinare la quota a cui la velocita si annulla (per la prima volta).

5. [10/2/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie

ed & soggetto alla forza
F = )\efk“eg s

ove A\, k > 0 sono costanti.
Si dimostri che i moti di P hanno tutti quota z3 limitata inferiormente.

6. [10/2/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie

ed é soggetto alla forza

ove A\, k > 0 sono costanti.
Si dimostri che i moti di P hanno tutti ascissa 1 limitata superiormente.



120. Conservazione dell’energia

7.13/9/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é soggetto alla forza
F(x, &) = —ke®*Pz — Na|i,

ove a, k, A > 0 sono assegnati.
All’istante iniziale si ha per il moto X del punto P

X (0) = Rey, X (0) = voez .
Si dimostri che per ogni t > 0
X<,
determinando la costante C' in funzione di k, a, A\, m, R, vg.
8. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale di massa m é soggetto alla forza
F(x,&) = —~kx(\’ + |z*) +u x &,

ove u € R, k, A > 0, sono costanti assegnate.
Si dimostri che tutti i moti sono limitati e si determini la limitazione in
funzione dei parametri e delle condizioni iniziali.

9. [15/01/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove vincolato
al piano z = 0 e soggetto al campo di forze

F = —az’e; — By’es,

con «, > 0 costanti.
Si dimostri che i moti non possono diventare illimitati nel semipiano z > 0.

10. [15/01/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove vincolato
al piano z = 0 e soggetto al campo di forze

F = —az’e; — By’es,

con «, 8 > 0 costanti.
Si dimostri che i moti non possono diventare illimitati nel semipiano y > 0.

11. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& soggetto al
campo di forze
F = —knyel — kayeg — A\zes,

ed é vincolato alla curva ~y parametrizzata da
W(7) = are; + brley + ccosTes, TER.
Qui k, A, a, b, ¢ sono costanti positive assegnate. All'istante iniziale valgono

O?(O) = ces3, v(0) = vpeq ,



150. Piano delle fasi

con vg > 0.
Dimostrare che il moto resta limitato per ¢t > 0.

12. [06/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) & vincolato alla curva
To = owv% , z3=0.

Non ci sono forze direttamente applicate.
All'istante iniziale t = 0,

X1(0)=z0>0, X;(0)=c>0.
Si completino le condizioni iniziali ricavando X (0), v(0) e si dimostri che

lim X;(t)=0.

t—+o00
[Si puo assumere che il moto sia definito su [0, 4+o00]. |

13. [06/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato alla curva

T3 = aa?, 2 =0.

Non ci sono forze direttamente applicate.
All'istante iniziale t = 0,

X1(0)=20<0, X;(0)=¢<0.
Si completino le condizioni iniziali ricavando X (0), v(0) e si dimostri che

lim X(t)=0.

t——+o0

[Si puo assumere che il moto sia definito su [0, 4+o00]. |
150. Piano delle fasi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

U(z) = kx|z|,

ove x é l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per t — oo.



150. Piano delle fasi

2. [18/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

U) = ka®la],

ove x é l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — oo.

3. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto ¢é soggetto a una forza di potenziale

U(x) =kcosz,

ove x € l'ascissa di P misurata su r, e k € una costante positiva.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I’andamento dei moti.

4. [13/12/2007 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti
al moti determinati da
mi = F(x),

ove
F(z) =ax sin(bx2) )

e a, b > 0 sono costanti.
5. [13/12/2007 (ex)II] Tracciare nel piano delle fasi le orbite corrispondenti

al moti determinati da
mi = F(x),

ove
F(x) = —ax cos(bz?),

e a, b > 0 sono costanti.
6. [1/7/2008 (ex)I] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-

dente al potenziale
U(z) = —ax® + bz,

ove a, b sono costanti positive.

7. [1/7/2008 (ex)II] Disegnare il diagramma nel piano delle fasi corrispon-
dente al potenziale
U(z) = —az* +bz",

ove a, b sono costanti positive.



150. Piano delle fasi

8.12/6,/2009 (ex)I| Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi =U'(x),

con

Ulzx) = kade ™, reR.

Qui m, a, k sono costanti positive.
9. [12/6/2009 (ex)II] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi per i moti
mi =U'(x),

con

Uz) = —k(z —1)3e® r€eR.

Qui m, a < 3, k sono costanti positive.

10. [20/11/2009 (ex)I] Tracciare le orbite nel piano delle fasi relative al

potenziale
T

T 1ta2
e discutere la stabilita dei punti di equilibrio.

Ul(x)

11.[22/2/2010 (ex)I] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle orbite
corrispondenti al potenziale

U(z) = asin(fz|z|),

ove a e (3 sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

12.[22/2/2010 (ex)II] Tracciare nel piano delle fasi il diagramma delle orbite
corrispondenti al potenziale

U(x) = —asin(fz|z|),

ove a e (3 sono costanti positive, mettendo in evidenza tutti i punti di
equilibrio.

13. [20/1/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r. Il punto é soggetto a una forza di potenziale

Ulx) = a(z? — bv*)?, r€eR,

ove x & 'ascissa di P misurata su r, e a, b sono costanti positive.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I'andamento dei moti.



150. Piano delle fasi

14. [20/1/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r. Il punto é soggetto a una forza di potenziale

U(x) = —a(z? — bv*)?, r e R,

ove x € l'ascissa di P misurata su 7, e a, b sono costanti positive.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si discuta qualitativamente
I’andamento dei moti.

15.[17/7/2014 (ex)I] Tracciare il diagramma delle orbite nel piano delle fasi
del moto di un punto di massa m corrispondente al potenziale

Ulx)=z -z, z>0.

16. [13/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto é soggetto a una forza di potenziale

Uz) = 2%(z — 2)(z — 4)%, r<€R,

ove x é l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — 4o0.

17. [13/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove di moto
rettilineo su una retta r.
Il punto é soggetto a una forza di potenziale

Ux) = 2%(x +2)(z +4)?, r € R,

ove x é l'ascissa di P misurata su r.
Si disegnino le orbite nel piano delle fasi, e si determinino tutti i moti che
rimangono limitati per ¢ — 4o0.

18. [12/1/2015 (ex)I|] Si disegnino le orbite nel piano delle fasi relative ai
moti

mi = U'(z),
ove
z(zx+1), x <0,
U(z) = x >0
— x
£C2+1, )

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
Quindi per ciascuna orbita si determini se esista il limite

lim @(t),

t——+o0

10



150. Piano delle fasi

e se esiste lo si calcoli.

19. [12/1/2015 (ex)II] Si disegnino le orbite nel piano delle fasi relative ai
moti

mi =U'(x),
ove
2z
5, 1 1’<O,
x(x —2), x>0,

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
Quindi per ciascuna orbita si determini se esista il limite

li .
t—gl—noo v (t) ’

e se esiste lo si calcoli.
20. [6/9/2016 (ex)I|] Disegnare e discutere il diagramma di fase del moto
mi =U'(x),

ove

U(zx) = ax®(jz| —b), reR.

Qui a, b > 0 sono costanti assegnate.

21. [17/01/2017 (ex)I] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi dei moti
di un punto di massa m soggetto a forze di potenziale

b2
Ulz) = aze™ ", r e R,
ove a e b sono costanti positive, spiegando come si € ottenuta la costruzione.

22. [17/01/2017 (ex)II] Tracciare il diagramma nel piano delle fasi dei moti
di un punto di massa m soggetto a forze di potenziale

axr

V) = 13

reR,
ove a e b sono costanti positive, spiegando come si € ottenuta la costruzione.

23. [13/02/2018 (ex)I] Studiare e disegnare le orbite nel piano delle fasi
relative al potenziale

Ux) = —e3*Br +1)(1 + ), r€R.

24. [13/02/2018 (ex)II] Studiare e disegnare le orbite nel piano delle fasi
relative al potenziale

U(x) =¢e"(x—1)(3—1), reR.

11



220. Moti centrali e simili

25. [15/01/2019 (ex)I] Disegnare il ritratto di fase dei moti relativi al

potenziale
CN\2( _ 9)2
U(m):(x Ve =2) , x>0,

2

spiegando come si € ottenuta la costruzione.

26. [15/01/2019 (ex)II] Disegnare il ritratto di fase dei moti relativi al
potenziale

Ulr) 4(95—1);(35—3)27 £>0,

spiegando come si € ottenuta la costruzione.
27.106/02/2020 (ex)I] Un moto unidimensionale si svolge con potenziale
U(x) = arctg (ax?’ + bxz) , reR.

Qui a, b sono costanti positive.
Tracciare il diagramma di fase dei moti e individuare le orbite corrispondenti
a moti per cui vale almeno una tra le relazioni

lim @(t) =0, lim #(t) =0.

t—-+o0 t——o00

28. [06,/02/2020 (ex)II] Un moto unidimensionale si svolge con potenziale
U(x) = — arctg (az® — bz?) r€ER.

Qui a, b sono costanti positive.
Tracciare il diagramma di fase dei moti e individuare le orbite corrispondenti
a moti per cui vale almeno una tra le relazioni

lim @(t) =0, lim #(t) =0.

t—-+o00 t——o00

220. Moti centrali e simili

1. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& soggetto alla forza

F=—k ﬁ
OB+

con k > 0 costante. Qui O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(O) = (TO’O’O)’ vP(O) = (0,2)0,0),

12



220. Moti centrali e simili

con 1o, vg > 0 tali che

k= rivim.

Determinare la traiettoria di P.
[Suggerimento: usare la formula di Binet.|

2. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ soggetto alla forza

F=—k O?
OB+

con k > 0 costante. Qui O ¢ l'origine del sistema di riferimento fisso. Le
condizioni iniziali del moto sono

P(0) = (0,70,0), vp(0) = (—v0,0,0),

con 1, vg > 0 tali che
k=rivim.

Determinare la traiettoria di P.
[Suggerimento: usare la formula di Binet.|

3. [17/9/2007 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ soggetto al campo di forze
1
F=k (ﬁ% > 0D,

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso e k£ > 0 é costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione

O?(O) = Lel,

con velocita iniziale
v(0) = aes + Pes .

Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso I1, si trovi I’equazione
di 11, e si calcoli la velocita areolare di P.

4. [17/9/2007 (ex)II] Un punto P di massa m ¢é soggetto al campo di forze
4
F = —k|0P| OP,

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso e k£ > 0 € costante.
All’istante iniziale P occupa la posizione

O?(O) = Lez s
ove L > 0, con velocita iniziale

v(0) = ae; + fes.

13



220. Moti centrali e simili

Si dimostri che il moto di P avviene su un piano fisso I1, si trovi I’equazione
di II, e si calcoli la velocita areolare di P.

5. [18/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

0]
F =ar3cos?yp
0P|’
ove O ¢ lorigine e 7, ¢ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

O?(O) = L61 s ’U(O) = Vo€ .
Qui «, L e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r é crescente.

6. [18/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m si muove sul piano z3 = 0,
soggetto alla forza ?

0]
F =ardsin’® ¢ )
0P|
ove O ¢ lorigine e 7, ¢ sono le coordinate polari nel piano.
All’istante iniziale

ﬁ(O) = Rey, v(0) = voey .
Qui «, R e vy sono costanti positive.

1. Si calcoli la velocita areolare di P, dimostrando che rimane costante
nel moto.

2. Si dimostri che lungo il moto r & crescente.

7.19/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ soggetto al campo

di forze
or
lopP|’

ove O ¢ l'origine del sistema di riferimento fisso (O, €;).
All’istante iniziale P occupa la posizione

F=k

OP(0) = Res + Res,

14



310. Vincoli olonomi

con velocita iniziale
v(0) = ae; + fes.

Qui «, B, k, R sono costanti positive.
Si dimostri che il moto avviene su un piano fisso e si determini 1’equazione
di tale piano.

310. Vincoli olonomi

1. [09/01/2020 (ex)I] Due punti materiali (X, m) h = 1, 2, entrambi di
massa m, rappresentati da

X1 =z1e1 + zey + 23e3, Xo = z4€1 + 25€2 + zg€3,

sono soggetti ai seguenti vincoli:

fz)=2+23—2—-2=0,
f2(z):z§+z§—z§—z§:0.

e Trovare almeno un aperto A di RS in cui nelle configurazioni com-
patibili il vincolo & olonomo non singolare e in esse determinare una
rappresentazione lagrangiana.

2. [09/01/2020 (ex)II] Due punti materiali (X, m) h = 1, 2, entrambi di
massa m, rappresentati da

X1 =211+ 2e2 + z3e3, Xo=z4€1 + 25€2 + z6€3,
sono soggetti ai seguenti vincoli:

fl(z):z%—i-z%—zi—zgzo,

fg(z):z%—kzg—zi—zgzo.

e Trovare almeno un aperto A di R® in cui nelle configurazioni com-
patibili il vincolo € olonomo non singolare e in esse determinare una
rappresentazione lagrangiana.

3. [06/02/2020 (ex)I] Due moti
X1 =z1e1 + e + 23€3, X9 = z4€1 + z5€2 + z6€3
sono vincolati come segue per una costante R > 0:

e X appartiene alla sfera Sy di centro (—R,0,0) e di raggio R;

15



310. Vincoli olonomi

e X appartiene alla sfera Sy di centro (R,0,0) e di raggio R;
e X e X5 sono a distanza fissa 2R.
Si dimostri che il vincolo ¢é regolare nella configurazione

X1 =—Rej + Reoy, X9 = Rej; + Rey.

Si determini poi almeno una configurazione compatibile con il vincolo in cui
questo non é regolare.

4. [06/02/2020 (ex)II] Due moti
X1 = z1e1 + zes + 23e3, Xo = z4e1 + z5e2 + zg€3

sono vincolati come segue per una costante R > 0:

e X, appartiene alla sfera Sy di centro (0,0, —R) e di raggio R;

e X, appartiene alla sfera Sy di centro (0,0, R) e di raggio R;

e X e X5 sono a distanza fissa 2R.

Si dimostri che il vincolo é regolare nella configurazione

X1 = Re; — Res, X9 = Rej + Reg.

Si determini poi almeno una configurazione compatibile con il vincolo in cui
questo non é regolare.

5. [10/02/2020 (ex)I] Un cono C' di altezza H e raggio R & vincolato come
segue:

e Il vertice V rimane a distanza fissa L > 0 dall’origine del sistema di
riferimento fisso.

e [’asse del cono si mantiene parallelo all’asse x3.
Si scelgano le coordinate locali:
21 =2T1v, R2==T2v, RZ3=T3IV, R4=T1A, R5==T24, R6=TIB;

ove A ¢ il centro della base del cono, e B un punto solidale della circonferenza
di base.

Si scrivano i vincoli corrispondenti e si dimostri che sono olonomi regolari in
tutte le configurazioni compatibili con i vincoli; naturalmente ci si limiti alle
configurazioni in cui le coordinate locali si possono scegliere come sopra.

6. [10/02/2020 (ex)II] Un cilindro C di altezza H e raggio R ¢ vincolato
come segue:

16



330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e Ilcentro A di una delle due basi rimane a distanza fissa L > 0 dall’origine
del sistema di riferimento fisso.

e [L’asse del cilindro si mantiene parallelo all’asse x7.

Si scelgano le coordinate locali:
21 = T1A, Z2=1T24, Z3=1T3A, Z4=12T2B, Z5=1T3B, Z26= 2D,

ove B ¢ il centro della seconda base del cilindro, e D un punto solidale della
circonferenza di base il cui centro é B.

Si scrivano i vincoli corrispondenti e si dimostri che sono olonomi regolari in
tutte le configurazioni compatibili con i vincoli; naturalmente ci si limiti alle
configurazioni in cui le coordinate locali si possono scegliere come sopra.

330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

1. [18/7/2005 (ex)I| Sia II(t) il piano mobile di equazione
—sin(at)xy + cos(at)ra =0,

nel riferimento fisso (O, x1, 2, x3).

Un disco rigido omogeneo di massa m e raggio R € vincolato a giacere su
II(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale con I1(t),
a distanza d > 0 dall’asse x3.

Si esprima in coordinate lagrangiane l’energia cinetica del disco nel sistema
di riferimento fisso.

2. [18/7/2005 (ex)II] Sia II(t) il piano mobile di equazione
— sin(at)xs + cos(at)rs =0,

nel riferimento fisso (O, x1, 2, x3).

Una lamina quadrata rigida omogenea di massa m e lato 2L é vincolata a
giacere su II(t), e ad avere il centro C' coincidente con un punto P solidale
con II(t), a distanza d > 0 dall’asse ;.

Si esprima in coordinate lagrangiane I’energia cinetica della lamina nel siste-
ma di riferimento fisso.

3. [12/9/2005 (ex)I] Un triangolo ABC ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 2L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A é fisso.
Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana
I’energia cinetica del triangolo.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

4. [12/9/2005 (ex)II] Un triangolo ABC' ¢ formato da tre aste omogenee di
lunghezza 4L, ciascuna di massa m. E vincolato a ruotare intorno a un asse
fisso per A, rimanendo sempre ortogonale ad esso; il vertice A é fisso.
Determinare in funzione di m, L e di un’opportuna coordinata lagrangiana
I’energia cinetica del triangolo.

5. [19/7/2006 (ex)I] Un sistema vincolato é costituito da un disco rigido di
raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza bordo del disco.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare ’energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

6. [19/7/2006 (ex)II] Un sistema vincolato ¢ costituito da un disco rigido
di raggio R > 0 e massa M > 0, e da un punto materiale P di massa m > 0
vincolato a muoversi sulla circonferenza concentrica al disco (e giacente su
di esso), di raggio R/2.

Inoltre il disco € vincolato a ruotare intorno a un asse fisso passante per un
suo diametro, mantenendo il centro fisso su tale asse.

Determinare ’energia cinetica del sistema in funzione di opportune coordi-
nate lagrangiane.

7. [22/9/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-
giane l'energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza 2L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

e A appartiene a una circonferenza fissa di raggio R > 0 e centro O;
—
e 'asta si mantiene sempre ortogonale nel suo moto al raggio OA.
8. [13/12/2006 (ex)I] Si trovi in termini delle opportune coordinate lagran-

giane ’energia cinetica di un’asta rigida AB, omogenea, di lunghezza L,
massa m, e sottoposta ai vincoli:

2 2 2
TA+Ys =24,
2 2 2
T+ Yp = 2B,

(Ossia, AB giace tutta sul cono 22 + y? = 2z2. Si assuma 24 > 0.)

9. [26/3/2007 (ex)I] Un cilindro circolare retto omogeneo di massa M, raggio
R e altezza H ¢ sottoposto ai seguenti vincoli:

18



330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e il suo centro O appartiene a una circonferenza fissa v di raggio L,
giacente su un piano fisso II;

e il suo asse si mantiene ortogonale a II.

Si trovi in termini delle opportune coordinate lagrangiane ’energia cinetica
del cilindro.

10. [19/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢& vincolata
ad avere I'estremo A sulla curva

x1 = Rpcosp,
T2 = Rpsinp,
r3 = hSDa

ove 0 < p < 00. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre zﬁ /2L si mantiene coincidente con

(cos ¢, sin ¢, 0).

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-
grangiane.

11. [19/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro G sulla curva

x1 = Rpcosp,
T2 = Rpsinp,
r3 = hSDa

ove 0 < p < 00. Qui R e h sono costanti positive.
Inoltre zﬁ /2L si mantiene coincidente con

(—sin g, cos p,0) .

Si calcoli I'energia cinetica di AB in funzione di opportune coordinate la-
grangiane.

12. [17/9/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata:

e ad avere il centro M sulla circonferenza di raggio R > 0

x}+ 23 = R?,
7 .%'3:0;

e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto M (che ¢ il
piano ortogonale a v in M).
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Scrivere 'energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.

13. [17/9/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata:
e ad avere l'estremo A sulla circonferenza di raggio R > 0
it ad = B2,
7 xr3 = 0;
e a giacere sul piano passante per l'asse x3 e per il punto A (che ¢ il
piano ortogonale a v in A).

Scrivere ’energia cinetica di AB in opportune coordinate lagrangiane.

14. [13/12/2007 (ex)I] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in
un sistema di riferimento solidale é descritto da

C={(z,y,2) | (x —R)*+y* < R*,0< z < h}.

I1 cilindro ¢ vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)
fissi su un asse fisso r (e quindi a ruotare intorno a r).
Un punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi sulla circonferenza

Y= {(x,y,z) ’ (w_R)Z"i‘yz :RQ,Z :0}7
bordo della base del cilindro.

Scrivere ’energia cinetica del sistema.

15. [13/12/2007 (ex)II] Un cilindro C' di massa M, raggio R e altezza h in
un sistema di riferimento solidale & descritto da

C={(z,y,2) | (# —R)*+y* < R*,0< z < h}.

Il cilindro ¢ vincolato a mantenere i due punti @1 = (0,0,0) e Q2 = (0,0, h)
fissi su un asse fisso r (e quindi a ruotare intorno a r).
Un punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi sulla circonferenza

2

1= {.2) |- R 4y = 2= )

(circonferenza che quindi é solidale con il cilindro).
Scrivere ’energia cinetica del sistema.

16. [1/4/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢
vincolata:

e ad avere il centro C appartenente alla sfera di centro l'origine O e di
raggio R > 0;
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e a essere ortogonale alla sfera stessa.

Calcolarne I'energia cinetica in funzione di opportune coordinate lagrangia-
ne.

17. [18/7/2008 (ex)I] Una circonferenza v di centro O, raggio R e massa
M & vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con ~ e fissi.

Un’asta C'D di lunghezza L e massa m € vincolata ad avere I'estremo C' sulla
circonferenza, e a mantenersi parallela ad AB (il che implica che C'D giace
sul piano di ).

Scrivere I'energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

18. [18/7/2008 (ex)II] Una circonferenza v di centro O, raggio R e massa
M & vincolata a ruotare intorno a un proprio diametro AB, che giace su un
asse fisso. Anche i punti A e B sono solidali con ~ e fissi.

Un’asta C'D di lunghezza L e massa m & vincolata ad avere I'estremo C' sulla
circonferenza, a giacere sul piano di 7, e a mantenersi ortogonale ad AB.
Scrivere I'energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

19. [12/2/2009 (ex)I] Un disco di raggio L e massa m ¢ cosi vincolato:
e il suo centro C' appartiene alla curva
P(s) = (Rcos)\s,Rsin)\s,h)\s), sE€ER.

Qui s ¢ la lunghezza d’arco, A = 1/vR? + h?, e R, h > 0 sono costanti.
e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco rispetto a C' in funzione
di due opportune coordinate lagrangiane.

20. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;
e ad avere l'estremo B sulla curva
Y(s) = (¥1(s),92(s),¥3(s)) . s € (a,h),
ove s é I'ascissa curvilinea.

Determinare I’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

21. [12/2/2009 (ex)II] Un disco di raggio L e massa m € cosi vincolato:
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e il suo centro C appartiene alla curva
w(s):(Rsin)\s,Rcos)\s,h)\s), s€ER.

Qui s ¢ la lunghezza d’arco, A = 1/vR? + h?, e R, h > 0 sono costanti.
e la normale al disco coincide con la binormale B alla curva.

Si calcoli il momento delle quantita di moto del disco rispetto a C' in funzione
di due opportune coordinate lagrangiane.

22. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e ad avere l'estremo A nell’origine O;

e ad avere il centro C sulla curva

’l,b(s) = (1/}1(3)71/}2(3)71/}3(3)) ) s € (aa b)7
ove s € ’ascissa curvilinea.

Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

23. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i
vincoli
.%'%A‘FI'%A—RQ :07
z34 — 3B = 0;
r14%2B — X24218 = 0.
Qui m, L, R > 0 sono costanti.

Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-
nate lagrangiane.

24. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m soddisfa i
vincoli

2 2 2
x4 +a54 — R =03
x34 — 13 = 03

T14T1B + 2472 = 0.

Qui m, L, R > 0 sono costanti.
Determinare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordi-
nate lagrangiane.

25. [15/7/2009 (ex)I] Una sfera solida di raggio R e massa M ¢ vincolata:
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;
e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

OA = R(acos cte; + asin ctes + beg) .

Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a? + b = 1.
Determinare I’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-
dinata lagrangiana.

26. [15/7/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato:
e ad avere il centro C sull’asse fisso x3;

e a mantenersi sempre ortogonale all’asse x3.

Scrivere il momento della quantitd di moto Lo del disco rispetto all’origine
O, in funzione di opportune coordinate lagrangiane.

27.[15/7/2009 (ex)II] Una sfera solida di raggio R e massa M ¢ vincolata:
e ad avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso;

e ad avere il punto solidale A mobile con equazione assegnata

— R
OA = E(a sin cte; + a cos ctey + bes) .

Qui a, b, ¢ sono costanti positive tali che a? + b = 1.
Determinare I’energia cinetica della sfera in funzione di una opportuna coor-
dinata lagrangiana.

28. [15/7/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa M ¢é vincolato:
e ad avere il centro C sull’asse fisso z1;
e a mantenersi sempre ortogonale all’asse .

Scrivere il_n)lomento della quantita di moto L 4 del disco rispetto al punto A
tale che OA = Req, in funzione di opportune coordinate lagrangiane. Qui
O é Dorigine del sistema di riferimento.

29. [11/9/2009 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC D di massa M e lati
(A-é( - ‘@‘ —a, ‘@( - (ES( — b,
& vincolata ad avere il lato ﬁ sull’asse mobile r definito da

x1 = Lcoswt, ro = Lsinwt, r3 € R.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Supponiamo anche che
x34 =0, x3p =b.
Calcolare l'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, x;).

30. [11/9/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABCD di massa M e lato b &
vincolata ad avere il lato zﬁ sull’asse mobile r definito da

x1 = Lcoswt, r9 = Lsinwt, r3 € R.
Supponiamo anche che
z34 =10, x3p =2b.
Calcolare l'energia cinetica della lamina nel sistema fisso (O, x;).

31. [20/11/2009 (ex)I] Una lamina quadrata di massa M e lato 2L &
vincolata a ruotare intorno all’asse mobile r

ricosat + xosinat = R, z3 =0,

in modo che 7 coincida con ’asse comune di due lati opposti della lamina.
Il centro C' della lamina occupa su r la posizione

O? = R(cos ate; + sin ates) .

Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento del-
le quantita di moto della lamina, rispetto all’origine del sistema di riferimento
fisso.

32. [25/1/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa M e lato 2R
é vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
1 e rimanendo nel semipiano xo > 0.

Un’asta E'F' di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
z3 = 0, e ad avere ’estremo FE' coincidente con il centro K della lamina.

Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

33.(25/1/2010 (ex)II] Una lamina quadrata ABC'D di massa M e lato 2R
é vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0, mantenendo il lato AB sull’asse
x1 e rimanendo nel semipiano xo < 0.

Un’asta E'F' di lunghezza 2L e di massa m & vincolata a giacere sul piano
x3 = 0, e ad avere I'estremo E coincidente con il vertice C' della lamina.

Si calcoli ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

34. [22/2/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C'
e massa M ¢é vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosp,
T9 = Rsinp,
r3 = hSDa

ove —00 < ¢ < o0 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
é vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.
Determinare ’energia cinetica di 7 in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.

35. [22/2/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale ~ di raggio R, centro C'
e massa M & vincolata ad avere il centro sulla curva

x1 = Rcosp,
T9 = Rsinyp,
xr3 = —th,

ove —00 < ¢ < o0 e h, R sono costanti positive. Inoltre la circonferenza
¢é vincolata a giacere sul piano osculatore alla curva, ossia sul piano che ha
normale B.
Determinare ’energia cinetica di 7 in funzione di opportune coordinate
lagrangiane.

36.19/4/2010 (ex)I] Una lamina quadrata rigida omogenea ABC D di massa
m e lato 2L & vincolata a mantenere il lato AB sulla retta mobile

x2 = Rcos(at), xr3 = Rsin(at),

ove (O, x;) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Si esprima l’energia cinetica della lamina, nel sistema di riferimento fisso, in
funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

37. [8/7/2010 (ex)I] Calcolare in funzione delle opportune coordinate la-
grangiane ’energia cinetica di una circonferenza materiale v di raggio R e
massa M.

La circonferenza é vincolata ad avere il centro C' su un asse mobile r, a cui
inoltre il piano di v rimane ortogonale in ogni istante. L’asse r ha equazioni

—x1 sin(wt) + x2 cos(wt) =0, x3=0.

38. [7/9/2010 (ex)I] Una lamina quadrata ABC'D di massa m e lato L &
vincolata ad avere il centro G appartenente alla circonferenza ~y

2 2 2
xl‘{—xQ:R, $3:0,
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e a mantenere la sua normale coincidente con la normale principale a .
Scrivere Ienergia cinetica di ABC'D in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

39. [20/1/2014 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato a
mantenere il centro C' sulla retta mobile r di equazione

—x1 sin(wt) + zg cos(wt) =0, x3=0.

ove w > 0, e I'asse ortogonale in C coincidente con tale retta. In particolare
si ha

OC =1L cos(wt)e; + Lsin(wt)es,
ove O ¢ lorigine del sistema fisso.

Si determini il momento delle quantita di moto del disco rispetto a O, in
funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

40. [20/1/2014 (ex)II] Una lamina quadrata di lato R e massa M & vincolata
a mantenere il centro C' sulla retta mobile r di equazione

—x1 sin(wt) + x9 cos(wt) =0,

ove w > 0, e I'asse ortogonale in C' coincidente con tale retta. In particolare
si ha

OC = L cos(wt)ej + Lsin(wt)es,
ove O ¢ lorigine del sistema fisso.

Si determini il momento delle quantita di moto della lamina rispetto a O, in
funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

41. [17/2/2014 (ex)I] Un cubo rigido di spigolo L e massa M ¢ vincolato
ad avere il centro nell’origine del sistema fisso O e due vertici opposti A e
B giacenti sul piano 3 = 0. Qui (x;) denota le coordinate nel sistema di
riferimento fisso, e A e B sono opposti nel senso che

|AB| = V3L .

Si calcoli I'energia cinetica del cubo in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

42. |17/2/2014 (ex)II] Una sfera (piena) rigida di raggio L e massa M &
vincolata ad avere il centro nell’origine del sistema fisso O e due punti solidali
diametralmente opposti A e B giacenti sul piano x3 = 0. Qui (z}) denota
le coordinate nel sistema di riferimento fisso, e A e B sono opposti nel senso

che
|AB| = 2L.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

Si calcoli 'energia cinetica della sfera in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

43.[19/6/2014 (ex)I] Un sistema olonomo & costituito da due aste AB e CD
ciascuna di massa M e lunghezza 2L, vincolate a giacere nel piano x3 =0 e
ad avere gli estremi B e C coincidenti.

Determinare ’energia cinetica del sistema in funzione delle opportune coor-
dinate lagrangiane.

44.[17/7/2014 (ex)I] Un parallelepipedo E di massa M e spigoli di lunghezze
a, b, c tutte diverse tra di loro é vincolato ad avere uno degli spigoli di
lunghezza a giacente sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso, con
un estremo nell’origine O del sistema.

Si calcoli I'energia cinetica di E in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

45. [10/2/2015 (ex)I] Un disco di massa M e raggio R ¢ vincolato ad avere
il centro C' sul cilindro

ot + a5 =17,
e a mantenersi a esso tangente. Qui L > 0 é costante e le z; denotano le
coordinate nel sistema di riferimento fisso.

Calcolare I'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

46. [10/2/2015 (ex)II] Un disco di massa M e raggio R ¢é vincolato ad avere
il centro C sul cilindro
o+ ay =L,

e a mantenere il proprio asse tangente al cilindro e ortogonale all’asse x3.
Qui L > 0 ¢ costante e le z; denotano le coordinate nel sistema di riferimento
fisso.

Calcolare I'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

47.[2/7/2015 (ex)l] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata a
mantenere ’estremo A sull’elica circolare

x1 = Rcos(As),

x9 = Rsin(As),

x3 = hs,
ove le costanti positive A, h, R soddisfano A>R? 4+ h? = 1 cosicché s € R ¢
I’ascissa curvilinea su . Inoltre AB deve mantenersi nel piano II4 passante

per I'asse x3 e per A.
Scrivere ’energia cinetica di AB nelle opportune coordinate lagrangiane.
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48. 3/9/2015 (ex)I] Una lamina rettangolare di massa M e lati a > b > 0
& vincolata a mantenere il centro C sulla circonferenza

23+ 2% = R?, 3 =0.

Inoltre la lamina si mantiene ortogonale alla circonferenza. Qui R > a.
Scrivere il momento delle quantita di moto della lamina rispetto al centro
C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

49. 19/2/2016 (ex)I] Una lamina rettangolare ABC'D di massa M e lati
AB = L e BC = 2L & vincolata ad avere il vertice A nell’origine del sistema
di riferimento fisso, e il lato AB sulla retta mobile r(t)

—x1 sin(kt) + z2 cos(kt) =0, x3=0.

Si calcoli I'energia cinetica della lamina in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

50. [9/2/2016 (ex)II] Una lamina ABC a forma di triangolo rettangolo di
massa M e cateti AB = L e AC = 2L ¢ vincolata ad avere il vertice A
nell’origine del sistema di riferimento fisso, e il lato AB sulla retta mobile
r(t)

xy sin(kt) — zo cos(kt) =0, x3=0.

Si calcoli I'energia cinetica della lamina in funzione di un’opportuna coordi-
nata lagrangiana.

51. [19/3/2016 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro C' sulla parabola

Qui @ > 0 & una costante assegnata.

Inoltre ’asse ortogonale al disco in C' si mantiene tangente alla parabola.
Scrivere l'energia cinetica del disco in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

52. [12/7/2016 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso S = (O, (xp)), e ad
avere il diametro solidale AB appartenente al piano x3 = 0.

Si determini il momento angolare del disco in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane.

53. [8/02/2017 (ex)I] Un cilindro di massa M, raggio R e altezza H &
vincolato ad avere il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, (z1,)) e a mantenere 1’asse sul piano x3 = 0.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

e Si calcoli il momento Lo delle quantita di moto del cilindro rispetto a
C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane, scomponendolo
nella base fissa.

e Si dimostri che se
Lc-es>pu>0, per ogni t > 0,

allora L¢ - e; e L - e si annullano infinite volte per ¢ > 0.

54. [8/02/2017 (ex)II] Un parallelepipedo con base quadrata di massa M,
lato della base R e altezza H ¢é vincolato ad avere il centro C nell’origine
O del sistema di riferimento fisso (O, (z1,)) e a mantenere ’asse sul piano
T = 0.

e Si calcoli il momento Lo delle quantita di moto del parallelepipedo ri-
spetto a C, in funzione delle opportune coordinate lagrangiane, scom-
ponendolo nella base fissa.

e Si dimostri che se
Lo-er>pu>0, per ogni t > 0,

allora L¢ - es e L - ez si annullano infinite volte per ¢ > 0.

55.[15/01/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e di massa M ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla curva piana regolare

’l,D(S) = (¢1(5)a¢2(5)’0)’ s € (a’ b)’

ove s é la lunghezza d’arco. Inoltre tutta l'asta é vincolata a giacere sul
piano x3 = 0.

Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

56. [15/01/2018 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e di massa M ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla curva piana regolare

’l,b(S) = (0’¢2(5)a¢3(5))’ s € (a’ b)a

ove s ¢ la lunghezza d’arco. Inoltre tutta ’asta & vincolata a giacere sul
piano 1 = 0.

Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.
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330. Calcolo di quantita meccaniche in moti relativi

57.[13/02/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
ad avere il centro sulla circonferenza mobile

S .8
y(t) = {Rcos Eul(t) + Rsin Eu?,(t) |0<s< 27TR} )
ove

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) e,

us = es3.

Qui a > 0 & costante.

Inoltre AB si mantiene in ogni istante parallela a us.

Calcolare ’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

58. [13/02/2018 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa M ¢ vincolata
ad avere ’estremo A sulla circonferenza mobile

S .S
~y(t) = {Rcos Eug(t) + Rsin Eu?,(t) |0<s< QWR} )
ove

u = cos(ft) e; + sin(ft) e,
ug = —sin(fSt) e; + cos(ft) ez,
us = e3.

Qui 8 > 0 ¢ costante.

Inoltre AB si mantiene in ogni istante parallela a u;.

Calcolare I’energia cinetica dell’asta in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

59. [11/02/2019 (ex)I] Si calcoli, in funzione di una opportuna coordinata
lagrangiana, il momento delle quantita di moto Lo del disco di raggio R e
massa M vincolato a avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento
fisso e un punto A, solidale e appartenente al suo bordo, mobile con legge
assegnata

X 4(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es .

Qui a > 0 & una costante.

60. [11/02/2019 (ex)II] Si calcoli, in funzione di una opportuna coordinata
lagrangiana, il momento delle quantita di moto Lo della lamina quadrata di
lato 2R e massa M vincolata a avere il centro nell’origine O del sistema di
riferimento fisso e il punto medio A di un lato mobile con legge assegnata

X A(t) = Rcos(at)es + Rsin(at)es .
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Qui a > 0 & una costante.

61. [09/01/2020 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD ha lato 2R e massa m,
ed ¢ vincolata ad avere il centro G sulla circonferenza ~y

22 + 23 = 2R?, x3 =0,
e il vertice A nell’origine O del sistema di riferimento fisso.

e (Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento
delle quantita di moto della lamina rispetto a A, esprimendolo nella base
solidale alla lamina.

62. [09/01/2020 (ex)II] Un disco C ha raggio R e massa m, ed ¢ vincolato
ad avere il centro G sulla circonferenza

2, .2 2
] +z5 =R, x3 =0,

e un punto solidale A appartenente alla circonferenza bordo del disco nell’o-
rigine O del sistema di riferimento fisso.

e (Calcolare in funzione delle opportune coordinate lagrangiane il momento
delle quantitad di moto del disco rispetto a A, esprimendolo nella base
solidale al disco.

340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi
1. [15/12/2005 (ex)I] Un sistema di riferimento (O,u;,u2,u3) si muove
rispetto al sistema di riferimento fisso ({2, e, ez, e3) con
vo = ceyp, w = wey,

con ¢, w > 0 costanti. All’istante iniziale le terne fissa e mobile coincidono.
Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da

vs = kusg, k > 0 costante.
Determinare le componenti della velocita di P lungo (eq, es, e3).

2. |7/4/2006 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w1, w2, u3) si muove ri-
spetto al sistema di riferimento fisso ({2, e, e, e3) con

vo = cey, w = wey,
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

e in modo che all’istante iniziale
0=1, u;,=¢€;, 1=1,2,3.
Un punto P ha velocita nel sistema mobile data da
vs = kuy .

Qui ¢, w, k sono costanti positive.
Determinare le componenti della velocitd nel sistema fisso v di P lungo

(e1,ez2,€e3).
3.122/9/2006 (ex)I] Un punto si muove sulla circonferenza mobile
v={Rcospu; + Rsinpuy | 0 < ¢ <27},
ove (u;) ha velocita angolare rispetto alla terna fissa data da
w = wus.

Qui R, w > 0 sono costanti.

Il centro della circonferenza, 1’origine del sistema di riferimento fisso, e ’ori-
gine del sistema di riferimento mobile O coincidono in ogni istante.

I due vettori ug e es coincidono all’istante iniziale.

Sapendo che il moto del punto nel sistema di riferimento mobile ¢ uniforme
(cioé che la velocita relativa ha modulo costante c), si trovi la velocita del
punto nel sistema di riferimento fisso.

4. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia (u;)
una terna mobile tale che

u;(t) = cos(at)e; + sin(at)es,
uy(t) = —sin(at)ey + cos(at)esy,

us(t) = es.
Consideriamo un disco D di centro C, sottoposto ai vincoli
° O? = Luy(t);
e D giace nel piano ortogonale a wu1;

e D ruota intorno all’asse ad esso ortogonale in C' con velocita angolare
(scalare) costante 3 > 0.

Determinare la velocita angolare vettoriale di D nel sistema di riferimento
fisso, esprimendola nella base (e;).
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

5.126/3/2007 (ex)I] Consideriamo tre terne M = (u;), N = (w;), P = (2;),
tali che

WMN = Aug, WNP = pWr .
All’istante t = 0

Determinare la velocita angolare wap sia in termini di (u;) che di (2;).

6. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare waraq che soddisfa

d
M

ove a > 0 e b & un vettore solidale con N. Sapendo che all’istante iniziale
t =0 vale

wNM(O) = /Bwl )
con 8 € R, si determini wpraq(2).

7. [16/5/2007 (hw)I] Una terna M = (u;) si muove rispetto a una terna
N = (w;) con velocita angolare warpq che soddisfa

dwan m
dt

wym(0) =0,

} = COS YU ,
N

ove a > 0 e p & 'angolo tra us e wo. Si determini waspq, sapendo anche che

u;(0) = w;(0), i=1,23.

8. [16/5/2007 (hw)I] Un punto A si muove su una circonferenza con centro
il punto B, con velocita angolare costante wae. A sua volta B si muove
di moto circolare uniforme intorno al punto C (fisso), con velocita angolare
costante wge. Qui e & un versore costante, perpendicolare al piano delle
orbite di A e B. Denotiamo

(ﬁ( _ R, (C?‘ —d.

Determinare se la velocita di A pud annullarsi, e in quali posizioni del
sistema. Si assuma wy # 0, wp # 0.

9. [4/7/2007 (ex)I] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = atug .
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Qui a > 0 & una costante.
Determinare la scomposizione di w1, ug, us nella terna (e;) sapendo che

w(0) = e(0), i=123.

10. [4/7/2007 (ex)II] Una terna mobile (u;) ha velocita angolare w rispetto
alla terna (e;) data da
w(t) = ytu, .

Qui a > 0 & una costante.
Determinare la scomposizione di w1, ug, us nella terna (e;) sapendo che

w(0) = e0), i=123.

11. [1/7/2008 (ex)I] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C' soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza

2 2 2
x1+x2:R, $3:—R7

e l'asse del disco si mantiene ortogonale all’asse x3 e alla circonferenza.

Qui (O, z;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 é costante.

12. [1/7/2008 (ex)II] Determinare in funzione di due opportune coordinate
la velocita angolare w di un disco di centro C' soggetto ai vincoli

e ( appartiene alla circonferenza
r3 + 13 = R?, T2 =R;

e 'asse del disco si mantiene ortogonale all’asse zo e alla circonferenza.

Qui (O, z;) ¢ il sistema di riferimento fisso, e R > 0 é costante.

13. [12/1/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H e raggio di base
R ¢ vincolato ad avere il vertice nell’origine del sistema fisso (O, e;).
Inoltre & vincolato ad avere 1’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le z; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cono nel sistema di riferimento fisso, in
funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, es, es.

14. [12/1/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza H e raggio di
base R ¢ vincolato ad avere il centro nell’origine del sistema fisso (O, €;).
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Inoltre & vincolato ad avere 1’asse sul piano fisso 3 = 0 (qui le z; indicano
le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

Trovare la velocita angolare del cilindro nel sistema di riferimento fisso, in
funzione di due opportune coordinate lagrangiane, e di e, es, es.

15.[9/4/2010 (ex)I] Un sistema di riferimento (O, w;) si muove rispetto al
sistema di riferimento fisso (2, e;) in modo che

vo = ces, w = wej .

All'istante iniziale le terne fissa e mobile, e i due punti O e {2, coincidono.
Un punto P ha velocita nel sistema di riferimento mobile data da

vs(t) = kes, t>0,

e all’istante iniziale

OP(0) = Lu .

Qui ¢, w, k, L sono costanti positive.
Determinare le componenti della velocita di P nel sistema fisso lungo la terna
(u;), in funzione di ¢, w, k, L.

16. [7/9/2010 (ex)I] Una terna mobile M = (u;) si muove rispetto alla
terna fissa (e;) con velocita angolare

w = au + Pfusg,

cona, BER, a®+3%=1.

Il sistema di riferimento S = (O, M) ha 'origine coincidente con quella del
sistema di riferimento fisso.

Determinare 'insieme dei punti solidali con S tali che la loro velocita (nel
sistema fisso) si annulla.

17. [17/2/2014 (ex)I] Un sistema rigido S = (O, (up)) soddisfa a un certo
istante ¢

'UO:)\€1, w:ael_{'ﬁeQa
con a, 3, A > 0 costanti.

Scrivere la velocita di trascinamento (relativa a §) in tutti i punti dell’asse
istantaneo di moto nell’istante ¢.

18. [17/2/2014 (ex)II] Un sistema rigido S = (O, (uy)) soddisfa a un certo
istante ¢

Vo = Aey, w = ae; + Pex + ez,
con «, 3, v, A > 0 costanti.

Scrivere la velocita di trascinamento (relativa a S) in tutti i punti dell’asse
istantaneo di moto nell’istante ¢.

35



340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

19. [10/2/2015 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile § = (O, M), M =
(up,) ha velocita angolare w che soddisfa

dw
pr Aw + cos(fBt)uy
w(0) =0,

’UO:k‘eg, Xo(O):O.

Qui A, B, k sono costanti positive assegnate. Si supponga anche u,(0) = e,
h=1,2 3

Determinare in funzione dei parametri assegnati le equazioni nel sistema di
riferimento fisso del luogo dei punti ove la velocita di trascinamento é nulla,
negli istanti in cui w(t) # 0.

20. [10/2/2015 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile § = (O, M), M =
(up) ha velocita angolare w che soddisfa

d
d_L: = —kw + sin(ft)us ,
w(0) =0,
e
vo = Aep, Xo(0)=0.

Qui \, 3, k sono costanti positive assegnate. Si supponga anche up(0) = ey,
h=1,2 3.

Determinare in funzione dei parametri assegnati le equazioni nel sistema di
riferimento fisso del luogo dei punti ove la velocita di trascinamento é nulla,
negli istanti in cui w(t) # 0.

21. [4/6/2015 (ex)I] Sia S = (O, (u;)) un sistema di riferimento mobile tale
che

Xo(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es, w(t) = kes, t>0,

con u;(0) = e;.
Sia X un moto tale che la sua velocita relativa sia

vs = cuy(t),

e che X (0) = Luy(0). Qui L, R, ¢, k, o > 0 sono costanti.
Si determini la scomposizione di X (¢) nel sistema fisso.

22. [4/6/2015 (ex)II] Sia S = (O, (u;)) un sistema di riferimento mobile
tale che

Xo(t) = —Lsin(ct)e; + Lcos(ct)ey, w(t) = —kes, t>0,
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi
con u;(0) = e;.
Sia X un moto tale che la sua velocita relativa sia
vs = aus(t),

e che X (0) = Ruz(0). Qui L, R, ¢, k, a > 0 sono costanti.
Si determini la scomposizione di X (¢) nel sistema fisso.

23.[2/7/2015 (ex)I] E assegnata una terna mobile N' = (w;(t)), t € I. Una
seconda terna mobile M = (u;) ha velocita angolare relativa a N data da

wym = auy + fuy,
con «, 8 > 0 costanti assegnate. Inoltre
ui(0) = wy(0), i=123.
Determinare (w;(t)) in funzione dei vettori (w;(t)).
24.19/2/2016 (ex)I] Un sistema mobile S = (O, (uy)) ¢ tale che
Xo(t) = ctey, w(t) = kuy(t), up(0) =e,, h=1,23.

Qui ¢, k > 0 sono costanti assegnate.
Determinare, al variare di o € R, i moti tali che

X(0) =0, v(t) = avs(t), per ogni t.

25.[9/2/2016 (ex)II] Un sistema mobile S = (O, (uy,)) ¢ tale che
Xo(t) = ctey, w(t) = kua(t), up(0) =e,, h=1,23.

Qui ¢, k > 0 sono costanti assegnate.
Determinare, al variare di @ € R, i moti tali che

X(0) =0, v(t) = avs(t), per ogni t.

26.[19/3/2016 (ex)I] Una terna M si muove rispetto a una terna N' = (wy,)
con velocita angolare wasaq che soddisfa

[dWNM

] = kwpypm X w3 + Aws .

All’istante iniziale t = 0 vale
wym = Pfw; .
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

Qui k, A, B > 0 sono costanti assegnate.
Si determini was -

27.[7/6/2016 (ex)I] Una circonferenza ; di raggio R; € vincolata ad avere
i due estremi A e B di un diametro solidale coincidenti con due punti fissi

—_— —_—
OP1 = —Rleg, OP2 = Rleg,

e quindi il centro coincidente con l'origine O. Una seconda circonferenza
o di raggio Ro < Rj é vincolata ad avere il centro Cy su 7;, ma libero di
muoversi su 1, € a giacere nel piano ortogonale a 71 in Co.

Esprimere la velocita angolare w di 72 in termini delle opportune coordinate
lagrangiane, nella base fissa.

28.(7/6/2016 (ex)I|] Un sistema mobile di riferimento S = (O, (uy)) soddisfa

Xo(t) = Rcos(at)e; + Rsin(at)es

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,
us = e3.
Dire per quali valori dei parametri positivi R, o, w, L, 8 il moto di P descritto

in S come

OP = Lcos(Bt)ui(t) + Lsin(Bt)us(t),

ha istanti di arresto nel sistema fisso, ossia soddisfa v(t) = 0 per qualche
te R.

29. [6/9/2016 (ex)I] Una terna mobile M = (uy,) si muove rispetto a quella
fissa con con velocita angolare w che obbedisce alla legge

dw} w
— | == w(0) =wp #0.
[ di M |w]
Qui a, A > 0 sono costanti assegnate.

Si determini se w(t) — 0 per t — to per qualche ¢y > 0.

30. [17/01/2017 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa M
é vincolata ad avere il vertice A sull’elica cilindrica ~y

x1 = Rcos(As),
xo = Rsin(As),
x3 = hAs,
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

ove R, h > 0 sono costanti, A\ = (R? + h2)*1/2, cosicché s € R é l'ascissa
curvilinea. Qui le (zp) sono le coordinate nel sistema di riferimento fisso

(07 (eh))'

Inoltre la diagonale B ¢ diretta come la normale a v, ossia
AC = V2LN(s).

Determinare la velocita angolare della lamina in funzione di due opportune
coordinate lagrangiane, esprimendola nella base fissa (ey,).

31. [17/01/2017 (ex)II] Una sfera di raggio R e massa M ¢ vincolata ad
avere il centro A sull’elica cilindrica ~

x1 = Rcos(As),
x9 = Rsin(As),
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, A\ = (R? + h2)*1/2, cosicché s € R é l'ascissa
curvilinea. Qui le (zp) sono le coordinate nel sistema di riferimento fisso

(07 (eh))'

Inoltre il raggio solidale della sfera ﬁ é diretto come la normale a ~, ossia
AB = RN(s).

Determinare la velocita angolare della sfera in funzione di due opportune
coordinate lagrangiane, esprimendola nella base fissa (ey,).

32.[8/02/2017 (ex)I] Una terna mobile M = (uy,) soddisfa
W(t) :aul(t)_{_ﬁufi(t)’ uh(o) =ep, h=1.23,

con a, 3 > 0 costanti.

Si scriva l'equazione differenziale (vettoriale) di secondo ordine soddisfatta da
ug, ricavandone la scomposizione di us(t) nella base fissa (ey,), e si riconosca
che il moto di M ¢ una rotazione.

33.18/02/2017 (ex)II] Una terna mobile M = (u},) soddisfa
W(t) :OZ’U/Q(t)—Fﬁ’U/g(t), uh(o) =ep, h=1.23,

con «, B > 0 costanti.

Si scriva l'equazione differenziale (vettoriale) di secondo ordine soddisfatta da
u1, ricavandone la scomposizione di u(t) nella base fissa (ey,), e si riconosca
che il moto di M ¢ una rotazione.
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340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

34. [06/06/2017 (ex)I] Una lamina quadrata di lato L > 0 ¢ vincolata a
giacere nel piano 3 = 0 e ad avere il centro C' sull’ellisse

2 2
L1 Lo _
atp b m=l

A, B > 0 assegnati. La lamina é anche vincolata a mantenere i punti O, C,
K allineati, ove O ¢é 'origine del sistema di riferimento fisso (O, x;), e K ¢
un vertice della lamina.

Si scriva la velocita angolare del corpo in funzione delle opportune coordinate
lagrangiane.

35. [11/07/2017 (ex)I] Una lamina quadrata di lato 2L ¢ vincolata ad avere
il vertice A nell’origine del sistema di riferimento fisso (O, (ey)), e il vertice
opposto B sulla curva

2 2 2 2
r1 = T9, 1> 0.

Determinare la scomposizione della velocita angolare della lamina nella base
fissa (ey), in funzione delle opportune coordinate lagrangiane.

36. [11/07/2017 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, (uy)) si
muove di moto tale che
XO(t) = ht63 )

u; = cos(ft) e; + sin(ft) e,
ug = —sin(fSt) e; + cos(ft) ez,
us = €3.

Qui h, 8 > 0 sono costanti assegnate.

Trovare le velocita relative (scomposte in (up)) di tutti i moti che siano
rettilinei uniformi nel sistema di riferimento fisso.

37. [23/07/2018 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile & = (O, (uy))
mantiene 'origine coincidente con quella del sistema di riferimento fisso e si
muove di rotazione intorno all’asse uz = e3. L’angolo di rotazione é dato da
¢ € C?(R), p(0) = 0. All'istante iniziale uy,(0) = ey, h =1, 2, 3.
Consideriamo un moto X tale che

X (0)=0, vs = auy + fug,
con «, § € R assegnati, non entrambi nulli.

e Determinare esplicitamente la scomposizione nella base fissa del moto
X.

40



340. Calcolo di quantita cinematiche in moti relativi

e Trovare un vincolo olonomo mobile f(x1,x2,x3,t) = 0 soddisfatto dal
moto; qui z; denotano le coordinate nel sistema fisso.

38. [15/01/2019 (ex)I] Un disco D di raggio R ¢ vincolato

e a avere il centro C sulla circonferenza

v i 4ai=1% 13=1L;

e a essere ortogonale al versore

(—z10, —220, L)
V2L ’

ossia a mantenersi tangente al cono x% + ﬂ:% = x%

v(C)=

Si esprima la velocita angolare del disco in funzione delle opportune coordi-
nate lagrangiane, scomposta nella base fissa.

39. [15/01/2019 (ex)II] Una lamina quadrata @ di raggio L ¢ vincolata

e a avere il centro C sulla circonferenza
2

2 2
Y : i +x5 = —
1 2 27

e a essere ortogonale al versore

ossia a mantenersi tangente alla sfera 22 + 22 + 23 = R2.

Si esprima la velocita angolare della lamina in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane, scomposta nella base fissa.

40. [13/01/2020 (ex)I| Si consideri la parametrizzazione nell’ascissa curvili-
nea dell’elica

1 (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases, s€ R,

con R, h, a>0ea?(h?+ R?) =1.

Si consideri anche il sistema mobile § = (X, M), ove X(t) = ¥(ct) per
¢ > 0 assegnato e M ¢ la terna intrinseca dell’elica in (ct).

Si dimostri che i moti X (¢) solidali a S per cui vale v(t) = vo(t) sono tutti
e soli quelli per cui

X(t) = Xo(t) + f(t)es,
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per un’opportuna f € C?*(R).
Per comodita ricordiamo che per l'elica:

T(s) = —Rasin(as)e; + Racos(as)es + haes, N(s) = —cos(as)e; —sin(as)es,

B(s) = ahsin(as)e; — ahcos(as)es + aRez, k(s) = Ra®, 7(s) = —a’h.

41. [13/01/2020 (ex)II] Si consideri la parametrizzazione nell’ascissa curvi-
linea dell’elica

1 (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases, s€ R,

con R, h, a>0ea?(h?+ R?) =1.

Si consideri anche il sistema mobile S = (X, M), ove X(t) = 1(ct) per
¢ > 0 assegnato e M ¢ la terna intrinseca dell’elica in v (ct).

Si dimostri che i moti X (¢) per cui vale

v(t) =wvo(t) +tus(t), teR,
sono tutti e soli quelli per cui
X(t) = Xo(t) + f(t)es,
per un’opportuna f € C*(R).
Per comodita ricordiamo che per l'elica:
T(s) = —Rasin(as)e; + Racos(as)es + haes, N(s) = —cos(as)e; — sin(as)ey,
B(s) = ahsin(as)e; — ahcos(as)es + aRes, k(s) = Ra®, 7(s) = —a?h.

350. Dinamica relativa

1. [4/7/2005 (ex)I] Una retta r(t) si muove mantenendosi sovrapposta al-
I'asse fisso x1, con velocita di traslazione —ateq, con a > 0 costante.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a r(t), e al tempo ¢ = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vpeq, con vy > 0.

Su P agisce la forza

F=—pvg, w > 0 costante,

ove vgs ¢ la velocita di P relativa a r(t).
Per quali valori dei parametri «, i, vo il moto di P relativo a r(t) & uniforme
(cioé |vg| = costante)?

2. [4/7/2005 (ex)II] Una retta r(t) si muove mantenendosi sovrapposta
all’asse fisso x1, con velocita di traslazione atey, con o > 0 costante.
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Un punto materiale P di massa m & vincolato a r(t), e al tempo t = 0 ha
velocita relativa a r(0) data da vs(0) = vper, con vy < 0.
Su P agisce la forza

F=—pvg, u > 0 costante,

ove vgs ¢ la velocita di P relativa a r(t).
Per quali valori dei parametri «, u, vo il moto di P relativo a r(t) & uniforme
(cioé |vg| = costante)?

3.[16/5/2007 (hw)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato al piano ruotante
I1(t) di equazione
xysin(at) — zg cos(at) =0

(qui le z; denotano le coordinate nel sistema di riferimento fisso). Si calcolino
in funzione della posizione e della velocita di P le forze fittizie che agiscono
su P nel sistema di riferimento S = (O, M), ove O ¢ l'origine del sistema di
riferimento fisso, e M = (u;) ¢ data da

uq(t) = cos(at)e; + sin(at)es ,

uy(t) = —sin(at)ey + cos(at)ey,

us(t) =es.
Si dimostri anche che il lavoro relativo

to
/ (Fr+ F¢) - vsdt
t1

dipende solo dalle posizioni di P agli istanti £ e to.

4. [15/7/2009 (ex)I] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso, e

u] = coswte| +sinwtesy,
U9 = —sinwt e + coswt ey,

us = e3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in S. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

yi +ys = R?, y3=0.

La circonferenza é solidale con S.
Il punto P ¢é soggetto alla reazione vincolare f;,, che soddisfa

[fvin - T| = p vain]J_’ )

ove fr > 0 ¢ costante e [fyiy], indica la componente di fy;, normale alla
circonferenza. Inoltre fyi, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).
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1. Scrivere 'equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in §), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rui(0),  ws(0) = vous(0),
con vg > 0.

2. Dimostrare che in effetti vs(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

5. [15/7/2009 (ex)II] Consideriamo il sistema di riferimento mobile § =
(O,u;) ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso, e

u] = coswte| +sinwtesy,
U9 = —sinwt e + coswt ey,

us = es3.

Indichiamo con (y;) le coordinate in S. Un punto P di massa m ¢ vincolato
alla circonferenza scabra di raggio R di equazioni

y%_i_y%:Rza y3:R

La circonferenza é solidale con S.
Il punto P ¢ soggetto alla reazione vincolare fi,, che soddisfa

[fvin - T| = p vain]J_’ )

ove > 0 & costante e [fyi,], indica la componente di fyi, normale alla
circonferenza. Inoltre fyi, ha componente tangenziale diretta in modo tale
da opporsi al moto di P (relativo alla circonferenza).

1. Scrivere 'equazione di moto di P (almeno fino al primo istante in cui
ha velocita nulla in S), sapendo che all’istante iniziale

OP(0) = Rus(0),  vs(0) = —vpus (0),
con vg > 0.

2. Dimostrare che in effetti vs(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

6. [22/2/2010 (ex)I] Un piano mobile I1(¢) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ates

qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P & vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F = —pvs + kxiey,
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ove (x;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con I1(t) dato
da § = (0,e;); si assume che O(0) coincida con l'origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con x3 = 0. Qui «, u e k sono
costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto di P.

7.(22/2/2010 (ex)II] Un piano mobile I7(¢) si muove mantenendosi sovrap-
posto al piano fisso y3 = 0, con velocita di traslazione data da

ateq ;

qui (y;) indica la terna delle coordinate nel sistema di riferimento fisso. Un
punto materiale P & vincolato a II(t) e sottoposto alla forza

F = —pvs + key,

ove (z;) indica la terna di coordinate nel sistema solidale con II(t) dato
da § = (0,¢;); si assume che O(0) coincida con origine del sistema di
riferimento fisso e che il piano II(t) coincida con z3 = 0. Qui «, p e k sono
costanti positive.

Scrivere le equazioni di moto di P.

8. [20/1/2014 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up,)), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.

Se indichiamo con (y;) le coordinate in S, un punto materiale P di massa m
é vincolato ad appartenere alla circonferenza solidale con &

(y1 — L) +y5 =R, y3=0,
ove L, R > 0. Il vincolo & con attrito e la reazione vincolare soddisfa
|fvin'T| §M|fvin'NN+fvin'BB| s

con p > 0 assegnato.
Trovare le eventuali posizioni di equilibrio di P relative a S.

9. [20/1/2014 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.
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Se indichiamo con (y;) le coordinate in S, un punto materiale P di massa m
é vincolato ad appartenere alla circonferenza solidale con &

(y1 — L +y5 =R, y3=0,
ove L, R > 0. Il vincolo & con attrito e la reazione vincolare soddisfa
’fvin'T‘ :V‘fvin'NN"i_fVin'BB’ )

con v > (0 assegnato.
Scrivere ’equazione del moto di P relativo a S.

10. [12/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al piano
mobile scabro II di equazione

acos(At)zy + asin(At)zy + frs =0,

ove o + 32 =1, a, B, A > 0 sono costanti assegnate.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —es. La forza di attrito statico
esercitata dal piano ¢ tale che

{ftan{ S :U’| nor

vin vin | »

con p > 0.
Scrivere la condizione per l'esistenza di punti di equilibrio per P relativo al
piano mobile I7, in funzione di due opportune coordinate lagrangiane.

11. [12/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
piano mobile scabro IT di equazione

acos(At)zy + asin(At)zy — s =0,

ove o + 32 =1, a, B, A > 0 sono costanti assegnate.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —es. La forza di attrito statico
esercitata dal piano ¢ tale che

{ftan{ S M|fnor ,

vin vin

con p > 0.
Scrivere la condizione per l'esistenza di punti di equilibrio per P relativo al
piano mobile I7, in funzione di due opportune coordinate lagrangiane.

450. Corpi rigidi: moti polari
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1. [4/7/2005 (ex)I] Un cilindro retto circolare omogeneo di massa m, raggio
R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo t =0 la
sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso &

w(0) = woru1 + wosus , wo1 ,wo3 > 0,

ove u1, Uy, ug sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cilindro,
con origine in G. In particolare ug é diretto come ’asse del cilindro.
11 cilindro & soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = Xcos(kt)us,

ove A\, k> 0.

Determinare il valore massimo raggiunto da |w(t)|* durante il moto.

2
2. [4/7/2005 (ex)II] Un cono retto circolare omogeneo di massa m, raggio
di base R e altezza h precede intorno al suo centro di massa G. Al tempo
t = 0 la sua velocita angolare w nel sistema di riferimento fisso é

w(0) = woaug + wosus , wo2 ,wo3 > 0,

ove u1, Uy, w3 sono i versori del sistema di riferimento solidale con il cono,
con origine in G. In particolare us é diretto come ’asse del cono.
Il cono ¢é soggetto a un momento delle forze esterne (polo G)

M = ksin(At)us,

ove A\, k> 0.

Determinare il valore massimo raggiunto da |w(t)|? durante il moto.

3. [18/7/2005 (ex)I] Un cubo omogeneo di massa m e spigolo 2L precede
intorno al suo centro di massa C. Il cubo é soggetto a una forza F' di modulo
costante u, applicata a un suo vertice A; F' si mantiene sempre ortogonale a
CA, e costante nel sistema di riferimento solidale con il cubo.

Sapendo che per t = 0 la velocita angolare del cubo nel sistema di riferimento
fisso € nulla, dimostrare che il moto & una rotazione e determinare il primo

istante t; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.

4. [18/7/2005 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
& vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con l'asse 3 del riferimento fisso (O, x1,x2,x3).

Inoltre il centro di massa della lamina ¢ fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

Azgeq , A > 0 costante.
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Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano 1 = 0, ed & ferma,
determinarne l’energia cinetica nel primo istante positivo ¢7 > 0 in cui la
lamina torna a giacere sul piano x; = 0.

5. [18/7/2005 (ex)II] Una sfera omogenea di massa m e raggio R precede
intorno al suo centro di massa. La sfera é soggetta a una forza F' di modulo
costante A, applicata a un punto A della sua superficie, solidale con la sfera
medesima. La forza F si mantiene sempre tangente a una circonferenza
massima della sfera, anch’essa solidale con la sfera medesima.

Sapendo che per ¢t = 0 la velocita angolare della sfera nel sistema di riferi-
mento fisso & nulla, dimostrare che il moto é una rotazione e determinare il
primo istante t; > 0 in cui A torna a occupare la sua posizione iniziale.

6. [18/7/2005 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa
m €& vincolata a ruotare intorno all’asse comune di due suoi lati opposti, che
coincide con l'asse 1 del riferimento fisso (O, x1, x2,x3).

Inoltre il centro di massa della lamina é fisso.

I vincoli sono lisci.

Sulla lamina agisce una densita di forza

urses p > 0 costante.

Sapendo che all’istante iniziale la lamina giace sul piano xo = 0, ed & ferma,
determinarne l’energia cinetica nel primo istante positivo ¢7 > 0 in cui la
lamina giace sul piano x3 = 0.

7.[12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza materiale «y di raggio R > 0 ha il cen-
tro coincidente con l'origine O del sistema di riferimento fisso (O, x1, x2, x3),
ed é vincolata a ruotare intorno all’asse verticale x3. I suoi punti di interse-
zione A = (0,0, —R) e B = (0,0, R) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze v, e 79 in cui v é divisa dai punti A e
B ¢é omogenea, di massa rispettivamente mq e mo.

All’istante iniziale ~ giace sul piano xy = 0, con 7; nel semipiano zs > 0, e
w(O) = wsypes, wsg > 0.

Su v agiscono il peso e le reazioni vincolari fVinA e fuin®.

Si determinino le componenti nella base fissa e, e, es, di

—
® = OA x fVinA + O? X fVinB7
come funzioni esplicite di m1, ms, R, g, w3g € t.

8. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio R > 0 ha il
centro coincidente con 'origine O del sistema di riferimento fisso

(Oaxla‘%?ax?)) )
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ed é vincolata a ruotare intorno all’asse verticale x5. I suoi punti di interse-
zione A = (0,—R,0) e B = (0, R,0) con tale asse sono fissi.

Ciascuna delle due semicirconferenze v, e 79 in cui v é divisa dai punti A e
B ¢é omogenea, di massa rispettivamente mq e mo.

All’istante iniziale ~ giace sul piano xy = 0, con 7; nel semipiano z3 > 0, e
w(O) = wope, wag > 0.

Su v agiscono il peso e le reazioni vincolari fVinA e fvinB i

Si determinino le componenti nella base fissa e, e, es, di

—
B = OA x fvinA + O? X fVinBa
come funzioni esplicite di m1, ma, R, g, wog € t.

9. [15/12/2005 (ex)I] Un cilindro retto di massa m, raggio R e altezza H
precede intorno al suo centro O, con vincolo liscio. All’istante iniziale

w(0) = wous(0), wo >0,

se ug denota il versore della direzione dell’asse del cilindro.
Il cilindro & soggetto a un momento delle forze esterne (rispetto a O)

M) = —py/Jw()|us(t)

ove pu > 0 e costante.
Descrivere il moto del cilindro fino all’istante in cui si arresta.

10. [7/4/2006 (ex)I] Una circonferenza omogenea v di massa m > 0 e raggio
R > 0 é vincolata a ruotare intorno a un suo diametro, che giace su una retta
fissa 7. Il centro C' della circonferenza ¢ fisso su 7.

La circonferenza é ferma all’istante iniziale ¢ = 0 ed & soggetta alla forza

F = )\u+ pe,
ove A, > 0 sono costanti e
e wu ¢ il versore normale al piano di ~;
e e ¢ il versore della retta r.

La forza F' ¢é applicata in un punto P di 7y, e con essa solidale, tale che

R
e-ﬁzﬁ.

Si scrivano le equazioni di moto della circonferenza.

11. [19/7/2006 (ex)I] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
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Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che =3

es = us(t) = T per ogni t.

Il cilindro & soggetto alle forze (con A, p > 0 costanti)

o

—

F{ = )e;, applicata in P;, ove AP, = Ruq,
—

F9 = puo, applicata in P,, ove BP, = Ru;.

(Ossia P e P sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)

I momenti delle reazioni vincolari lungo I’asse di rotazione sono nulli.

Il cilindro é fermo all’istante ¢ = 0.

Determinare ’equazione di moto.

12. [19/7/2006 (ex)II] Un cilindro retto di raggio R e altezza H, rigido,
omogeneo, & vincolato a ruotare intorno all’asse fisso passante per i centri A
e B delle sue basi, mantenendo A e B fissi su tale asse.
Denotiamo con (O, e;) un sistema di riferimento fisso, ove O ¢ il centro del
cilindro, e con (O, u;) un sistema di riferimento solidale con il cilindro, tali
che

BA

es = us(t) = T per ogni ¢.

Il cilindro & soggetto alle forze (con A, p > 0 costanti)

s

—

F1 = )Auy, applicata in P, ove AP, = Rug,
—

F9 = pe;, applicata in P, ove BP, = Ru;.

(Ossia P e P, sono le intersezioni con le basi di una stessa generatrice del
cilindro.)

I momenti delle reazioni vincolari lungo I’asse di rotazione sono nulli.

Il cilindro é fermo all’istante ¢t = 0.

Determinare 1’equazione di moto.

13. [13/12/2006 (ex)I] Un guscio sferico S di raggio R, massa m e centro C
é vincolato a precedere intorno a un suo punto O, coincidente con l'origine
del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Sia (O, u;) un sistema di riferimento solidale con S. In particolare sia O =
Rug. Quindi (u1,u2) € una base (solidale con S) del piano tangente a S nei
due suoi punti diametralmente opposti O e O’, ove appunto CO’ = —Rus.
All'istante t = 0 il guscio S é fermo.

In O’ ¢ applicata una forza

F = pfcos(At)u; + sin(At)us] .
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Qui R, m, A, ;t sono costanti positive.
Si determini I'energia cinetica T' di S come funzione del tempo.

14. [26/3/2007 (ex)I] Un sistema rigido & costituito da tre punti materiali,
Py, P, e P3, ciascuno di massa m, posti ai vertici di un triangolo equilatero
di lato L.

Il sistema €& vincolato con vincolo liscio a ruotare intorno al lato PP,
mantenuto fisso in posizione verticale.

Il sistema ha all’istante iniziale velocita angolare wy.

Descrivere il moto del sistema e ricavare risultante e momento risultante delle
reazioni vincolari.

15. [4/7/2007 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base R,
e massa m € vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono & =
(O,u;), con ugz diretto come l'altezza OA del cono (A & quindi il centro

—
della base del cono), e u; e ug normali a OA. Il cono é sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dFpase = [(Oé — Bxg)ul + (Oé + ,81‘1)’11,2] 5{:1:3:H} .
Qui «, f € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a w3
sia solidale con S, nellipotesi che w(0) - u3(0) = w3y > 0 all'istante
iniziale.

16. [4/7/2007 (ex)II] Un cono circolare retto di altezza H, raggio di base
R, e massa m ¢ vincolato a precedere intorno al suo vertice O.

Introduciamo anche un sistema di riferimento solidale con il cono § =
(O,u;), con usz diretto come l'altezza OA del cono (A ¢ quindi il centro

—
della base del cono), e u; e us normali a OA. Il cono é sottoposto a una
distribuzione di forze (che agisce solo sulla base)

dFpase = [(Oé + Bro)ul + (o — ,81‘1)’11,2] 5{x3:H} .
Qui o, S € C(R) sono funzioni del tempo assegnate e positive.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Determinare le condizioni perché la componente di w ortogonale a w3
sia solidale con S, nellipotesi che w(0) - u3(0) = w3y < 0 all’istante
iniziale.
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17. [19/7/2007 (ex)I] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Al punto P tale che
O? = R61 5

¢ applicata la forza
F = )‘62 + pes,

con A e i costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo t =0

3
w(O) = Zwioei .
i=1

Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché esista
un istante t > 0 tale che la sfera si arresti in ¢.

18. [19/7/2007 (ex)I] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iy = (Izg — I33)wows , (1)
Inoty = (I33 — I11)wiws , (2)
Iszws = (I11 — Ie2)wiwa + f (w1, w2, ws), (3)

ove f € C®°(R?) ¢ una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [ = In.
o [y = I33.

19. [19/7/2007 (ex)II] Una sfera di raggio R e massa m precede intorno al
suo centro O, origine del sistema di riferimento fisso (O, e;).

Al punto P tale che
O? = R61 s

¢ applicata la forza
F = )‘62 + pes,

con A e i costanti positive.
La sfera ha velocita angolare al tempo t =0

w(O) — wop€2 + wW3pes .
Determinare le condizioni sui dati iniziali e gli altri parametri perché il moto

sia una rotazione.
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20. [19/7/2007 (ex)II] Un corpo rigido precede intorno a un suo punto O.
Le equazioni di Eulero sono

Iy = (Izg — I33)wows , (1)
Iowy = (I33 — I11)wiws + f(wi,w2,ws), (2)
I33ws = (I11 — Ip2)wiwe , (3)

ove f € C®°(R?) ¢ una funzione assegnata.
Determinare un integrale primo del moto in ciascuno dei due casi seguenti:

o [ = In.

o I11 = I33.
21.[13/12/2007 (ex)I] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa m > 0,
é vincolato

e a giacere sul piano zg = 0;

e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso
nell’origine O del sistema fisso.

Il disco ¢& soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CH1CA, CKLCA:
la coppia & data da
Fy=)AC, Fgx=-)\AC,
con A costante positiva.
e Una forza applicata nel punto B
Fp = pey,
con p > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.

22. [13/12/2007 (ex)II] Un disco D di centro C, raggio R > 0 e massa
m > 0, & vincolato

e a giacere sul piano x3 = 0;
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e a mantenere un punto A del suo bordo, solidale con il disco, fisso
nell’origine O del sistema fisso.

I1 disco & soggetto alle forze:

e Una coppia di forze applicate nei punti opposti al centro H e K del
suo bordo tali che

CH1CA, CKLCA:
la coppia & data da
Fu=MAC, Fg=—-)\AC,
con \ costante positiva.

e Una forza applicata nel punto B
FB = —uey,
con i > 0 costante, e B punto opposto al centro di A.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.

23. [1/4/2008 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di massa m e lato 2L &
vincolata ad avere il punto medio del lato AB nell’origine.
E soggetta alla forza, applicata nel vertice B, data da

k
FZEEXB?,

ove AB e BC sono due lati consecutivi, e k > 0 é costante.
1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Trovare i moti in cui ’energia cinetica rimane costante.

24. [1/7/2008 (ex)I] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
u1 e uy siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (x1,x2,x3) le
coordinate in S.

La lamina é soggetta a una distribuzione di forze

dF = (ozx%xgul + ﬁxlx%ug) dzq dzs,

ove a, B € R.
La lamina all’istante iniziale é ferma.
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Determinare i valori di « e 8 in corrispondenza dei quali il moto é una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in
questi casi.

25. [1/7/2008 (ex)II] Una lamina quadrata omogenea di lato 2L e massa m
precede intorno al proprio centro O.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con la lamina, tale che
u1 e uy siano paralleli ai lati della lamina, e indichiamo con (z1,x2,x3) le
coordinate in S.

La lamina ¢ soggetta a una distribuzione di forze

dF = (olex%ug + ﬁx%xgug) dzq dzg,

ove a, B € R.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Determinare i valori di a e 8 in corrispondenza dei quali il moto é una
rotazione intorno a uno degli assi di S, e risolvere le equazioni di Eulero in
questi casi.

26. [18/7/2008 (ex)I] Si consideri un sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido é dato da

C = {(A1,A2,A3) | AT + A3 + A3 < R?},
con densita
p(A) = [po +mbypy(N)] dA,

ove pg, m > 0 sono costanti e

15
£R) .

4
Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C é vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed é soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

1
P:(a_’
04R

—
OA:R’ug, O?:—Ru;g.
Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
’FA’§M7 ‘FB’SM7

con p > 0 costante.
Determinare i valori di w3 per cui € possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocita angolare

W = w3us .
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27. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri un sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove O ¢ fisso, e le coordinate in S sono indicate da (A;). Un corpo
rigido é dato da

C ={(M\1,22,23) | A} + M2+ M2 < R?},

con densita
p(N) = [po +mdgpy(N)] dA,

ove pg, m > 0 sono costanti e

pP= (o, %R, gR) .

Si tratta dunque di una sfera omogenea con un punto fissato alla sua super-
ficie.

C ¢é vincolato a precedere intorno al punto fisso O, ed é soggetto a due forze
F 4 e Fp applicate rispettivamente nei punti A e B tali che

—
OAZR’U,g, O?:—Ru;;.
Le due forze possono venire scelte ad arbitrio, con la sola restrizione che
’FA’§M7 ‘FB’SM7

con p > 0 costante.
Determinare i valori di w3 per cui € possibile che il moto sia una rotazione
uniforme con velocita angolare

w = w3ug .

28. [12/9/2008 (ex)I] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FA:aﬁxu, FB:—bﬁxu,

con a, b > 0 costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro & fermo al tempo iniziale.

e Determinare una condizione su a e b che rende il moto una rotazione.

e Nell’ipotesi che I'ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b > 0.
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29. [12/9/2008 (ex)I] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a < b < ¢
precede per inerzia intorno al suo centro O.
All’istante iniziale

w(O) = aul(O) + ﬂ’UQ(O) + ’)’Ug(O) s

ove (O,u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢ = 0 con il
sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, B, 7y sono costanti positive.

e Si determini il piano fisso su cui rotola ’ellissoide d’inerzia.

e Si determini la condizione su «, §, v per cui tale piano ha normale
parallela a
el +ex+ e;3.

30. [12/9/2008 (ex)II] Un cilindro retto circolare rigido di massa m, altezza
H e raggio R ¢ vincolato a precedere intorno al suo centro O.

Su due punti A e B diametralmente opposti di una delle circonferenze di
base sono applicate le forze

FA:azﬁxu, FB:—bExu,

con a, b € R costanti, e u versore solidale con il cilindro, diretto come il suo
asse (nel verso tale che AO - u > 0).
Il cilindro é fermo al tempo iniziale.

e Riconoscere che sono possibili due distinti moti di rotazione (non ba-
nale), in corrispondenza di particolari condizioni soddisfatte da a e b,
e determinare tali condizioni.

e Nell’ipotesi che I'ellissoide d’inerzia in O sia una sfera, determinare T’
per ogni valore di a, b.

31. [12/9/2008 (ex)II] Un parallelepipedo di massa m e di spigoli a > b >
¢ > 0 precede per inerzia intorno al suo centro O.
All’istante iniziale

w(O) = aul(O) + ﬂ’UIQ(O) + ’)’Ug(O) s

ove (O, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo, con
versori u; ortogonali alle facce del solido, e coincidente al tempo ¢ = 0 con il
sistema di riferimento fisso. Qui a, b, ¢, «, B, 7 sono costanti.

e Si determini il piano fisso su cui rotola ’ellissoide d’inerzia.
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e Si determini la condizione su «, §, v per cui tale piano ha normale
parallela a
€| — ey —e3.

32. [12/1/2009 (ex)I] Un disco di raggio R e massa m ¢ vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa es, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, S = (C,u;), con uz =
e3; denotiamo con (z1,x2,z3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:

e la distribuzione di forze
dF 1 = QT1U;

e la forza elastica applicata in P
F. = _k:POj >
ove 6’—]50> = Ley, C? = Ru,.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All’istante iniziale il disco ¢é fermo, e u; = €;, i = 1, 2, 3.

e Si determini ’equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.

33.[12/1/2009 (ex)II] Un disco di raggio R e massa m ¢ vincolato a ruotare
intorno alla direzione fissa eg, ortogonale al disco stesso, mantenendo il suo
centro C' fisso nell’origine del sistema di riferimento fisso. Consideriamo
anche un sistema di riferimento solidale con il disco, § = (C,u;), con uz =
e3; denotiamo con (z1,x2,z3) le coordinate in S.

Sul disco agiscono:

e la distribuzione di forze
dF1 = AT1Ul;

e la forza elastica applicata in P
F,= —kPO?’,
——
ove CP() = Lel, ﬁ = RUQ.

Qui «, k, L sono costanti positive.
All'istante iniziale il disco é fermo, e u; = €;, 1 =1, 2, 3.
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e Si determini 'equazione di moto del disco.

e Supponendo che il disco compia un giro completo, si determini la sua
energia cinetica nell’istante in cui completa il primo giro.

34. [12/2/2009 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omoge-
nea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

o1, se dist(P, AB) < L,
p(P) = :
02, se dist(P, AB) > L.

Qui p; > p2 > 0 sono costanti.
La lamina ¢é vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che si
mantiene fisso.
Il peso ¢é diretto come —es. Alla lamina ¢ applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auyxapds+ Buxpc ds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e BC. Qui ds é I’elemento di
lunghezza su tali lati, e u & un versore solidale alla lamina, ad essa ortogonale.
Qui « e 8 sono costanti.

All’istante iniziale la lamina ¢ ferma in posizione orizzontale, con u = egs.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Trovare una condizione su « e [ perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

35. [12/2/2009 (ex)I] Un cono circolare retto di altezza h e raggio di base
R precede per inerzia intorno al suo vertice O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare &

w(0) = au; + Pus,

ove § = (O,u;) & un sistema di riferimento solidale con il cono, con us
parallelo all’asse del cono. Qui h, R, «, 8 sono costanti positive.
Determinare w(t) per ogni t > 0.

36. [12/2/2009 (ex)II] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L, non omo-
genea, ha densita dipendente dalla distanza dal lato AB:

o1, se dist(P, AB) < L,
p(P) = :
02, se dist(P, AB) > L.

Qui pa > p1 > 0 sono costanti.
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La lamina & vincolata a precedere intorno al suo centro geometrico O, che si
mantiene fisso.
Il peso ¢é diretto come —es. Alla lamina ¢ applicata anche la distribuzione
di forze

dF = auxapds + Buxap ds

che ¢ diversa da zero appunto solo sui lati AB e AD. Qui ds é I'elemento di
lunghezza su tali lati, e u & un versore solidale alla lamina, ad essa ortogonale.
Qui « e 5 sono costanti.

All’istante iniziale la lamina é ferma in posizione orizzontale, con u = es.

e Scrivere le equazioni di Eulero.

e Trovare una condizione su « e [ perché la lamina resti in equilibrio
nella posizione iniziale.

37. [12/2/2009 (ex)II] Un cilindro circolare retto di altezza h e raggio di
base R precede per inerzia intorno al suo centro O, che rimane fisso.
All’istante iniziale la sua velocita angolare &

w(0) = au; + Pus,

ove § = (0, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con il cilindro, con u;
parallelo all’asse del cilindro. Qui h, R, «, 8 sono costanti positive.
Determinare w(t) per ogni ¢t > 0.

38. [11/9/2009 (ex)I] Un cilindro di altezza 2H, raggio R, massa M, &
vincolato a precedere intorno al suo centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il cilindro S = (C,u;), ove ug ¢ diretto
come l’asse del cilindro.

Sono applicate le forze

F A= kuy, Fpg=—-kuy,
nei punti A e B rispettivamente dati da
CT>4:Ru2+Hu3, C@:—RUQ—H’UJ?,.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C pari a
M attrito = —pw
Qui k, u > 0 sono costanti.
e Scrivere le equazioni di Eulero del cilindro.

e Determinare 'unico valore di w(0) che rende w costante durante il
moto.
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39. [11/9/2009 (ex)II] Un parallelepipedo con sezione quadrata, di altezza
2H, lato della base 2R, massa M, & vincolato a precedere intorno al suo
centro C.

Introduciamo il sistema solidale con il parallelepipedo & = (C,u;), ove us
é diretto come I’asse del parallelepipedo, e w1, us sono ortogonali alle facce
laterali del solido.

Sono applicate le forze

F, =kuy, Fp=—kup,
nei punti A e B rispettivamente dati da
CT>4:Ru2+Hu3, C@:—RUQ—H’UJ?,.
Agisce anche un momento d’attrito di polo C pari a
M attrito = —pw .
Qui k, u > 0 sono costanti.

e Scrivere le equazioni di Eulero del rigido.

e Determinare 'unico valore di w(0) che rende w costante durante il
moto.

40. [20/11/2009 (ex)I] Un disco rigido di massa M e raggio R precede
intorno al suo centro O.
Il sistema S = (O, u;) ¢é solidale con il disco, e il versore usg ¢ ad esso
ortogonale.
Al disco sono applicate le forze
—

Fj = -)uy, nel punto A, tale che OA = Rus;

Fp=pe, nel punto B, tale che @ = Ru,.
Qui A e p sono costanti positive.

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio del disco.
Sotto 'ulteriore vincolo

’u,g(t):eg, tZO,
scrivere le equazioni di moto del disco.

41. [25/1/2010 (ex)I] Un cilindro di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al suo centro C.

61



450. Corpi rigidi: moti polari

Il moto é tale che in un certo istante ¢ si ha
w(f) = BOA®) + aCE(D),
H
@(f) = 563, C@(f):Rel,

ove A ¢ il centro di una delle basi del cilindro, ed E appartiene alla circon-
ferenza direttrice di centro C'. Inoltre «, 8 > 0 sono costanti.

Determinare il momento della quantita di moto L (t) per ogni ¢, in termini
della base fissa (e;) e dei parametri del problema.

42. [25/1/2010 (ex)II] Un cono di altezza H, raggio R e massa M precede
per inerzia intorno al centro della sua base C.
Il moto ¢ tale che in un certo istante ¢ si ha

w(f) = BCA(E) + aCE(®),
CTZl(t_):Heg, C@(E):Rel,

ove A ¢é il vertice del cono, ed E appartiene alla circonferenza di base. Inoltre
a, B > 0 sono costanti.

Determinare il momento della quantita di moto L¢(t) per ogni ¢, in termini
della base fissa (e;) e dei parametri del problema.

43. [22/2/2010 (ex)I] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo ¢ soggetto alla forza

FC:)\B_ﬁtu,

ove u € un versore solidale con il cubo e ortogonale a a; inoltre A, 8 >0
sono costanti.

Il cubo é fermo all’istante iniziale ¢ = 0.

Determinare una costante che limiti I’energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.

44. [22/2/2010 (ex)II] Un cubo omogeneo di spigolo 2L, centro C' e massa
M & vincolato a precedere intorno a un suo vertice A, che rimane fisso.
Il cubo é soggetto alla forza

A

Fo=—"__
CT1rpa™

—
ove u € un versore solidale con il cubo e ortogonale a C'A; inoltre A, 5§ > 0
sono costanti.
Il cubo é fermo all’istante iniziale ¢ = 0.
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Determinare una costante che limiti I'energia cinetica del cubo per tutti i
tempi positivi.

45. [8/7/2010 (ex)I] Una sfera di raggio R, massa M e centro C' precede
per inerzia intorno a un punto fisso O sulla sua superficie.
All’istante iniziale

oC

w(0) = a—p + fu,

ove u & un versore tale che u L O? Qui «, B sono costanti positive.
Determinare w(t).

46.(7/9/2010 (ex)I] Un cubo di massa m e spigolo 2L ¢ vincolato a precedere
intorno al suo centro C.
Sul cubo agisce la forza

Faq=)\u,

applicata in un suo vertice A, ove il versore solidale con il cubo

AL
u=—
2L
¢ diretto come lo spigolo AB.

Scrivere le equazioni di moto del cubo.

47. 120/1/2014 (ex)I] Un cilindro di altezza 2H, raggio R e massa M ¢
vincolato a mantenere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Se (z;) denota le coordinate in tale sistema, si assume che all’istante iniziale
il cilindro sia fermo con l’asse giacente sull’asse x3.

Al cilindro é applicata la forza

T34
FA:)\’U/Q—FM(l—%)eg,

nel punto solidale A centro della base che all’istante iniziale si trova a quota
x3 = H. Qui X\ e u sono costanti positive, e S = (O, (up,)) ¢ un sistema
di riferimento solidale con il cilindro, ove si assume che all’istante iniziale
uh(O) = €p, h = 1, 2, 3.

Si determini una condizione su A e u che garantisca che la quota 34 di A si
annulli in un tempo finito.

48.120/1/2014 (ex)II] Un cono di altezza H, raggio R e massa M ¢ vincolato
a mantenere il vertice nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Se (x;)
denota le coordinate in tale sistema, si assume che all’istante iniziale il cono
sia fermo con 'asse giacente sull’asse x3.

Al cono ¢ applicata la forza

T34
FAZMU1+)\<1—%)€37
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nel punto solidale A centro della base, che all’istante iniziale si trova a quota
x3 = H. Qui A e p sono costanti positive, e S = (O, (uy)) € un sistema di
riferimento solidale con il cono, ove si assume che all’istante iniziale uy,(0) =
e, h=1,2, 3.

Si determini una condizione su A e u che garantisca che la quota x34 di A si
annulli in un tempo finito.

49. [19/6/2014 (ex)I] Un disco D di massa M e raggio R ¢ vincolato ad
avere il centro O coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso.
Sia § = (O, (u;)) un sistema solidale con il disco tale che w3 si mantenga
ortogonale al piano del disco.

Sulla circonferenza bordo del disco agisce la distribuzione di forze

dF, = \T,

dove T & il versore tangente alla circonferenza e A > 0 & costante. Inoltre
sul punto B del disco dato da

O?:Rul,

& applicata la forza

Fy— —kAD,

ove

O—1>4:R61.

Qui (O, (e;)) denota il sistema di riferimento fisso.

All'istante iniziale il disco giace sul piano ortogonale a es ed é fermo, con
ui:ei,i:1,2,3.

Scrivere le equazioni di moto, dare una condizione su A, k, R che garantisca
che il disco faccia un giro completo intorno a ug, e determinare la sua velocita
angolare w nell’istante in cui completa il primo giro.

50. [13/1/2015 (ex)I] Un corpo rigido si muove di moto polare intorno a un
suo punto O, ove il tensore di inerzia nella base solidale M = (u}) ¢ dato

da
om = diag(l11, 11, I33), Iy # I33.

Inoltre il corpo é soggetto a forze esterne di momento risultante
M = —awsuy + awiug + B(w? + wi)ug .

Qui «a, [ sono costanti positive e w ¢ la velocita angolare del corpo.
All'istante iniziale si ha

w(0) = worw1(0) + woaw2(0) + wosus(0), worwoz # 0, wo3 < 0.
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Scrivere le equazioni di moto e determinare 'unico istante ¢ > 0 tale che
w(t) & ortogonale a ug(1).

51. [13/1/2015 (ex)II] Un corpo rigido si muove di moto polare intorno a
un suo punto O, ove il tensore di inerzia nella base solidale M = (uy}) ¢ dato

da
om = diag(I11, Iaa, 1), Iy # Ins .

Inoltre il corpo é soggetto a forze esterne di momento risultante
Mext _ _ h 2 2 _
&' = awsuy — Bcosh (AN(w] + w3))uz — awius.

Qui «, B, X sono costanti positive e w & la velocita angolare del corpo.
All’istante iniziale si ha

w(0) = woru1(0) 4+ woaw2(0) + wozus(0), woiwoz # 0, wo2 > 0.

Scrivere le equazioni di moto e determinare 'unico istante ¢ > 0 tale che
w(t) & ortogonale a uy(t).

52. [10/2/2015 (ex)I] Un corpo rigido ¢ formato da un cubo omogeneo di
spigolo L e massa M, e da un’asta rigida di lunghezza L e massa m. L’asta
é solidale con il cubo e si mantiene sovrapposta al suo spigolo AB.

Il corpo ¢ vincolato a mantenere il centro C' del cubo nell’origine del sistema
di riferimento fisso.

Nel vertice A é applicata la forza

F — \ADB.

Sul corpo agisce anche il momento rispetto a C
M= —-aw.

Qui A e a sono costanti positive.
Il cubo ¢ fermo all’istante iniziale.
Scrivere le equazioni di moto e dimostrare che se w(0) = 0 allora

tilgloo w(t) = wo,

per un opportuno wo € R,

53. [10/2/2015 (ex)II] Un corpo rigido ¢ formato da un cubo omogeneo di
spigolo L e massa M, e da un’asta rigida di lunghezza L e massa m. L’asta
é solidale con il cubo e si mantiene sovrapposta al suo spigolo AB.

Il corpo ¢ vincolato a mantenere il centro C' del cubo nell’origine del sistema
di riferimento fisso.
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Nel punto medio D di AB ¢ applicata la forza
F =)CD x AB.

Sul corpo agisce anche il momento rispetto a C'
M= —aw.

Qui A e a sono costanti positive.
Il cubo é fermo all’istante iniziale.
Scrivere le equazioni di moto e dimostrare che se w(0) = 0 allora

li =
(0 = o,

per un opportuno wo € R3.

54. [4/6/2015 (ex)I] Un cono di massa M, altezza H e raggio R ¢ vincolato
a muoversi di moto polare con il vertice A coincidente con 'origine O del
sistema di riferimento fisso.

Su di esso agisce la forza applicata nel centro C' della base

F¢o = Acos(at)us,
ed & applicato anche il momento di polo A
M, = pw x uz + Acos(at)w .

Qui «, A, p sono costanti positive, e (u;) ¢ una base solidale con il cono, tale

che
AC

’UBZ?.

Trovare il massimo dell’energia cinetica durante il moto, per il moto generi-
co.

55. [4/6/2015 (ex)II] Un cilindro di massa M, altezza H e raggio R &
vincolato a muoversi di moto polare con il centro di una base A coincidente
con l'origine O del sistema di riferimento fisso.

Su di esso agisce la forza applicata nel centro C' dell’altra base

at

Fc = pe uy,

ed ¢ applicato anche il momento di polo A

[

M = )w x uz + pe *w.

Qui «, A, u sono costanti positive, e (u;) € una base solidale con il cilindro,

tale che
AC

u;»,:?.
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Trovare il limite dell’energia cinetica per ¢ — 400, per il moto generico.

56. [2/7/2015 (ex)I] Un cilindro di massa M raggio R e altezza 2H &
vincolato ad avere il centro C' nell’origine del sistema fisso O.
Al cilindro é applicata la forza

F 4= )u+pep,

nel punto solidale A di una delle due circonferenze di base. Qui A\, p € R
sono costanti non nulle e il versore u ¢ dato da

CB

U=,
ove B ¢ il centro della circonferenza di base cui appartiene A.
All’istante iniziale il cilindro é fermo con I’asse coincidente con ’asse fisso x3

(S
O—1>4=H63+R61.

e Si scrivano le equazioni di Eulero del corpo nelle opportune coordinate
lagrangiane.

e Se A >0, u < 0 siscriva il valore dell’energia cinetica nel primo istante
t > 0 in cui l'asse del cilindro diviene ortogonale a es.

57.[3/9/2015 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere il
centro nell’origine del sistema di riferimento fisso O. Consideriamo anche il
sistema di riferimento solidale con il disco § = (O, (uy,)) ove ug ¢ ortogonale
al disco.
Sul disco agisce la forza

FA = k"LL3 s

ove A ¢ un punto solidale con il disco appartenente al suo bordo, dato da
—

OA = Ruy,ek>0.

All’istante iniziale si ha per wsg > 0 assegnato

ul(O) =e€e, ’u,3(0) = €9, w(O) = W30’u,3(0) .

e Scrivere le equazioni di Eulero del disco e determinarne la velocita an-
golare in funzione dei parametri e dati assegnati, nella base (up,).

e Dare una condizione sufficiente perché ’asse del disco non divenga orto-
gonale a uz(0) = ey nell'intervallo di tempo (0,%), ove t > 0 ¢ assegnato.

58. [12/1/2015 (ex)I] Un rigido ¢ costituito da un cilindro omogeneo di
massa M, raggio R, altezza H e da 4 punti materiali P, P», P3, Py, ciascuno
di massa m, solidali al cilindro.
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Si consideri un sistema di riferimento solidale con il rigido § = (C, (uy,)),
ove C' ¢ il centro del cilindro e us é parallelo all’asse del cilindro. Si assuma
che

50 > 1 = 15,
ove Ij‘?}l indica il momento di inerzia del cilindro, senza i punti ;.
I punti P; devono essere fissati a distanza R dall’asse del cilindro, ma in
posizioni altrimenti libere. Si trovino per essi posizioni tali che valgano
entrambe le condizioni:

e la terna (uy) sia principale per il rigido in C;
e tutti i momenti del rigido rispetto a tale terna in C' siano uguali:

Iy = I = I33.

59. [12/1/2015 (ex)II] Un rigido ¢ costituito da un cono omogeneo di massa
M, raggio R, altezza H e da 4 punti materiali Py, P>, P, Py, ciascuno di
massa m, solidali al cono.

Si consideri un sistema di riferimento solidale con il rigido S = (C, (uy,)),
ove C ¢é il vertice del cono e ug ¢ parallelo all’asse del cono. Si assuma che

cono cono __ cono
I3377 > 77 =17,
ove I$9"° indica il momento di inerzia del cono, senza i punti P;.

I punti P; devono essere fissati a distanza R dall’asse del cono, ma in posizioni
altrimenti libere. Si trovino per essi posizioni tali che valgano entrambe le
condizioni:

e la terna (uy) sia principale per il rigido in C;
e tutti i momenti del rigido rispetto a tale terna in C siano uguali:

Iy = I = I33.

60. [9/2/2016 (ex)I] Una lamina ABC a forma di triangolo equilatero di
lato L e massa M ¢ vincolata a mantenere il centro di massa G nell’origine
del sistema di riferimento fisso (O, (ey,)).

Nel vertice A é applicata la forza

FA:—km—i-hu,

Sy
ove u & un versore normale alla lamina e k, h > 0. Qui OP) = (L/v/3)e.
La lamina all’istante iniziale ¢ ferma, con ABC nel piano z3 = 0, e A
coincidente con Fj.
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e Si scrivano le equazioni di moto.

e Se ne ricavi un integrale primo del moto.

61. [9/2/2016 (ex)II] Una lamina ABCD a forma di quadrato di lato L
e massa M ¢é vincolata a mantenere il vertice A nell’origine del sistema di
riferimento fisso (O, (ep)).

Nel centro di massa G é applicata la forza

ngkm—i-hu,

3
ove u & un versore normale alla lamina e k, h > 0. Qui OFy = (L/v/2)e;.
La lamina all’istante iniziale ¢ ferma, con ABCD nel piano z3 = 0, e G
coincidente con Fj.

e Si scrivano le equazioni di moto.

e Se ne ricavi un integrale primo del moto.

62. [19/3/2016 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa M &
vincolata ad avere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Sia § = (O, (uy)) un sistema di riferimento solidale con la lamina, ove usz &
ortogonale alla lamina, e

AL _ BC
7

La lamina é sottoposta alle forze

U =

F 4 = Asin(ut)u , Fp = Asin(ut)us,

applicate come indicato nei vertici consecutivi A e B, ove A, u > 0 sono
assegnati.

Si determinino massimo e minimo dell’energia cinetica nel corso del moto,
in funzione dei parametri e delle condizioni iniziali del moto.

63. [12/7/2016 (ex)I] Un cono di raggio R, altezza H e massa M ¢ vincolato
a precedere intorno a un punto fisso e solidale A del suo asse.
Sul cono agiscono un momento, rispetto ad A,

M, =-)w,
e una distribuzione di forze applicata solo sulla base del cono, data da
dF(P) = ke MVC x CP,

ove V & il vertice del cono, C il centro della base, P il generico punto della
base. Qui k, A, > 0 sono costanti assegnate.
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e Si scrivano le equazioni di Eulero.

e Assumendo che il momento assiale I3z del cono soddisfi pulss > A, si
dimostri che si puo scegliere A in modo che se w(0) non ¢ parallelo
all’asse del cono, allora w(t) tende a disporsi ortogonalmente all’asse
per t — 4o0.

64. [6/9/2016 (ex)I] Un cubo di massa M e spigolo 2L ¢ vincolato ad avere
il centro C' coincidente con l'origine del sistema fisso O.
Sul cubo agiscono le due forze, applicate nei punti indicati,

Fa=—kPsA, Fp——kPgh.

Qui A e B sono due vertici adiacenti (ossia estremi dello stesso spigolo), Py,
Pg ne indicano le rispettive proiezioni ortogonali sul piano z3 =0, e k > 0
€ costante.

All’istante iniziale il cubo ha le facce ortogonali agli assi coordinati, in modo
che

O—1>4(0) = —Le; + Les — Leg, O?(O) = Le; + Les — Les.

Inoltre vale per wg > 0
w(O) = wopeq .

Scrivere le equazioni di moto e dare una condizione sui parametri per cui
durante il moto si abbia x94(t) = 0 per qualche ¢ > 0.

65. [17/01/2017 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di lati \ﬁ] = a,
|BC| =b, b > a, e di massa M, ¢é vincolata a ruotare intorno alla diagonale

1@ che si mantiene fissa; anche A e C sono fissi.
Sulla lamina agisce la forza applicata nel punto D

py =y ADxDC

35 < ¢

con A > 0 costante.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Scrivere le equazioni di moto e trovare il momento p delle reazioni vincolari
nell’istante in cui la lamina compie il primo giro.

[Note: Il vincolo é liscio, quindi la componente di g lungo I’asse di rotazione
é nulla.

Si possono lasciare indicate le coordinate dei vertici della lamina nel sistema
solidale scelto.|
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66. [17/01/2017 (ex)II] Una lamina rettangolare ABC'D di lati ]ﬁ\ =a,
|BC| =b, b > a, e di massa M, ¢é vincolata a ruotare intorno alla diagonale

AC che si mantiene fissa; anche A e C sono fissi.
Sulla lamina agisce la forza applicata nel punto B

AB x BC

Fp=-A\ """

A8 50|

con A > 0 costante.

La lamina all’istante iniziale é ferma.

Scrivere le equazioni di moto e trovare il momento g delle reazioni vincolari
nell’istante in cui la lamina compie il primo giro.

[Note: Il vincolo é liscio, quindi la componente di g lungo I’asse di rotazione
é nulla.

Si possono lasciare indicate le coordinate dei vertici della lamina nel sistema
solidale scelto.|

67. [8/02/2017 (ex)I] Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto
polare per inerzia con polo O. Si sa che i suoi momenti d’inerzia nella terna
principale in O, M = (uy,), soddisfano

0<111:IQQ<133.

Vale
w(0) = Auy (0) + pus(0),

con A, u costanti positive.

e Si determini la scomposizione di w(t) nella terna (uyp).

e Si provi che w(t) ¢ periodico e il periodo puo essere fissato ad arbitrio
pur di scegliere 1 in modo opportuno.

68. [8/02/2017 (ex)II] Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto
polare per inerzia con polo O. Si sa che i suoi momenti d’inerzia nella terna
principale in O, M = (uy,), soddisfano

0< 11 < Iyo =1I33.

Vale
w(0) = Auy (0) + pusz(0),

con A, u costanti positive.

e Si determini la scomposizione di w(t) nella terna (wp,).
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e Si provi che w(t) & periodico e il periodo puo essere fissato ad arbitrio
pur di scegliere A in modo opportuno.

69. [06/06/2017 (ex)I] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato a
muoversi di moto polare con polo nel centro di una delle facce.
Il moto polare € per inerzia.

e Si dimostri che il moto é periodico.

e Conoscendo la lunghezza della velocita angolare
w(®) = u* >0,

si diano due limitazioni per l'energia cinetica T'(t) del cubo, superiore e
inferiore, in funzione di u, L, M e dei momenti di inerzia nel centro di
massa G del cubo.

70. [11/07/2017 (ex)I] Un cono di raggio R, altezza H e massa M ¢ vincolato
a muoversi di moto polare intorno al suo vertice V', che coincide con l'origine
del sistema di riferimento fisso (O, (ep,)).

Sul cono agiscono le forze, applicate nei punti indicati,

F,=kcos(at)u, Fp=—kcos(at)u, Fc=N\e;.

Qui C é il centro della base del cono, A e B sono gli estremi di uno stesso

diametro della base, e N
B ﬁ x CA

RH
¢ (come si vede) un versore tangente alla circonferenza di base in A. Le
costanti a, A, k > 0 sono assegnate.
Il cono parte da fermo nella posizione

u

—
ﬁ:Hel, CA:—R(—BQ, C@:Reg.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare I'energia cinetica del cono per ogni istante t.

71. [15/01/2018 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di lati L = |zﬁ|,
R = |BC|, con L > R, e massa M ¢é vincolata a muoversi di moto polare
intorno al suo centro G.

La lamina ¢ soggetta alla distribuzione di forze

dF = a(@ : z@)@d,u,
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ove o > 0 & una costante assegnata, P ¢ il generico punto della lamina e du
¢ la misura di area.
Dire se e quali moti di rotazione intorno alla diagonale ﬁ sono possibili.

72.(15/01/2018 (ex)II] Una lamina rettangolare ABCD di lati L = |zﬁ|,
R = |BC|, con L < R, e massa m ¢& vincolata a muoversi di moto polare
intorno al suo centro G.

La lamina é soggetta alla distribuzione di forze

dF = —B(GP - AC)CA dp,

ove 8 > 0 & una costante assegnata, P ¢ il generico punto della lamina e du
é la misura di area.
Dire se e quali moti di rotazione intorno alla diagonale 1@ sono possibili.

73.113/02/2018 (ex)I] Una sfera di raggio R e massa M ¢ vincolata ad avere
il centro C nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Alla sfera sono applicate le forze

FA:)\’U,, FB:—)\u,

con A > 0 costante, A, B punti solidali sulla superficie della sfera, opposti
rispetto a C, e u versore solidale tangente alla sfera in A e quindi anche in
B.

La sfera ¢é ferma all’istante iniziale.

Scrivere e risolvere le equazioni di moto.

74. [13/02/2018 (ex)II] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato ad
avere il centro C nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Al cubo sono applicate le forze

F 4= Mu, Fp=—-\u,

con A > 0 costante, A, B vertici opposti del cubo, e u versore solidale al
cubo ortogonale a C'A.

Il cubo é fermo all’istante iniziale.

Scrivere e risolvere le equazioni di moto.

75. [27/06/2018 (ex)I] Un disco di centro C, raggio R e massa M ¢ vinco-
lato ad avere C' nell’origine del sistema di riferimento fisso. Sul disco sono

applicate le forze
FA:k’u,g, F‘BZ)\T7

ove A e B sono punti solidali sul bordo del disco, 7 ¢ il versore tangente in B
alla circonferenza bordo del disco. Inoltre (C, (u;)) ¢ il sistema di riferimento
solidale con ug ortogonale al disco e

CTZl:Rul.

Qui k, A sono costanti assegnate.
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e Scrivere le equazioni di Eulero del moto.

e Determinare il moto nel caso A = 0, w(0) = 0.

76. [27/06/2018 (ex)I] Un corpo rigido C' ¢ costituito da un cubo solido
omogeneo K di massa M e spigolo L, e da quattro punti materiali P, P,
P53, P, tutti di massa m, la cui posizione puo essere scelta ad arbitrio.
Dimostrare che tale posizione puo essere scelta in modo che tutti i moti polari
per inerzia di C', con polo in un fissato vertice A del cubo, siano rotazioni.

77.[23/07/2018 (ex)I] Un cubo di spigolo 2L e massa M ¢ vincolato ad
avere il centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso (O, (e;)). Siano
A e B due vertici opposti del cubo, tali che all’istante iniziale

—
OA(0) = —OB(0) = L(e, + e + e3).
Su A e B sono applicate le forze
F, =ku, Fp=—ku,

—
ove u ¢ un versore solidale al cubo e ortogonale a OA. Sul cubo agisce anche
il momento
M 0= —HUw.

Qui u, k sono costanti positive assegnate.
Il cubo ha velocita angolare iniziale
w(0) = wou, wo > 0.
e Scrivere le equazioni di moto.
e Determinare w(t) (in funzione di una base solidale).

e Trovare

lim T(t).

t——+o0

78. [15/01/2019 (ex)I] Si consideri il sistema S = (O, (uy)) solidale con il
rigido C. 1l corpo rigido é formato da 4 elementi materiali P;, i = 1, 2, 3, 4,
in posizioni

— —
P1 = —Lu1 s OP2 = LU1 s
——

s
OP3; = —Luy + Hug ,OPy = su; + Hug.

Q

Py, P, P3 hanno massa m, P4 ha massa 2m. I parametri L > 0, H > 0,
s € R sono costanti.
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Il rigido é vincolato a muoversi di moto polare di polo O, che coincide con
lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sul rigido agisce la forza

FA = ku1 s

con k € R assegnato, applicata nel punto A, ove @1 = Hus.

All’istante iniziale u,(0) = ep, h = 1, 2, 3, e w(0) = wes = wus(0), con
w > 0.

Determinare la relazione tra i parametri che fa si che il moto sia una rotazione
uniforme.

79. [15/01/2019 (ex)II] Si consideri il sistema S = (O, (uy,)) solidale con il
rigido C. 1l corpo rigido é formato da 4 elementi materiali P;, i = 1, 2, 3, 4,
in posizioni

—_— —_—
OP1:—H’U,2, OPQZH’U,Q,

—— —
OP; = —Hus + Rug,OP; = sus + Rus.

Py, P, P3 hanno massa m, P, ha massa 2m. [ parametri R > 0, H > 0,
s € R sono costanti.

Il rigido é vincolato a muoversi di moto polare di polo O, che coincide con
lorigine del sistema di riferimento fisso.

Sul rigido agisce la forza

FA = k"u,z,
con k € R assegnato, applicata nel punto A, ove @1 = —Rus.
All’istante iniziale up(0) = ep, h =1, 2, 3, e w(0) = —wesz = —wu3(0), con
w > 0.

Determinare la relazione tra i parametri che fa si che il moto sia una rotazione
uniforme.

80. [11/02/2019 (ex)I] Un cubo C di spigolo 2R e massa m ¢ vincolato a
mantenere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Indi-
chiamo con A, B i centri di due facce opposte, e con D, E i centri di altre
due facce opposte. Sia M = (u},) una terna solidale tale che

AB DE

uy = us =

2R’ 2R’
Sul cubo agiscono, sui punti indicati, le forze
FA:)\ulxeg, FB:—)\ulxeg.

Qui A > 0 é costante.

All’istante iniziale il cubo é fermo con u,(0) = ep, h =1, 2, 3.

Si determini I'energia cinetica del cubo nel primo istante in cui ﬁ é parallelo
a e9.
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[Suggerimento: per scrivere le equazioni di moto & utile comprendere intui-
tivamente che tipo di moto sia quello del cubo.|

81.[11/02/2019 (ex)I] Un corpo rigido non degenere si muove di moto polare
di polo O. Di fatto tuttavia il suo moto & una rotazione intorno al versore
u; della terna solidale M = (uy). Denotiamo con ¢ l’angolo di rotazione.
Si noti che u; e us non sono principali di inerzia in O, mentre ug lo é.

Il momento delle forze esterne in O soddisfa

MG - uy MG - uy

, MG uy=—MG" - us.
Iy Iz

Determinare il moto una volta assegnate le condizioni iniziali ¢(0), ¢(0).

82. [11/02/2019 (ex)II] Un cubo C di spigolo 2R e massa m ¢ vincolato a
mantenere il centro G nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Indi-
chiamo con A, B i centri di due facce opposte, e con D, E i centri di altre
due facce opposte. Sia M = (u},) una terna solidale tale che

AB DE

U9 = us =

2R’ 2R’
Sul cubo agiscono, sui punti indicati, le forze
FA:MUQxeg, FB:—,U/LLQXeg.

Qui p > 0 é costante.

All’istante iniziale il cubo & fermo con u,(0) = ep, h =1, 2, 3.

Si determini ’energia cinetica del cubo nel primo istante in cui ﬁ ha
compiuto un mezzo giro.

[Suggerimento: per scrivere le equazioni di moto & utile comprendere intui-
tivamente che tipo di moto sia quello del cubo.|

83. [11/02/2019 (ex)II] Un corpo rigido non degenere si muove di moto
polare di polo O. Di fatto tuttavia il suo moto é una rotazione intorno al
versore ug della terna solidale M = (up). Denotiamo con ¢ 'angolo di
rotazione.

Si noti che us e ug non sono principali di inerzia in O, mentre u; lo é.

Il momento delle forze esterne in O soddisfa

M(S(t"U/Q N M(S(t c U3

I3 I33

s M‘S‘t-UQ:—Mg(t-ul.
Determinare il moto una volta assegnate le condizioni iniziali ¢(0), ¢(0).

84.106/02/2020 (ex)I] Un corpo rigido ha supporto

C={AeR}|-L<\N,<L,h=123},
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con densita non omogenea

P dir(A) = S X+ mdds 1,y (N),
ossia € un cubo omogeneo di massa M e spigolo 2L, con un punto materiale
P di massa m fissato nel vertice Ay = (L, L, L).

Il corpo é vincolato a muoversi di moto polare di polo l'origine O del sistema
di riferimento fisso, coincidente con il punto solidale A = 0, ossia con l'origine
del sistema solidale S = (X, (uy)), di cui A rappresenta le coordinate.

Sul corpo agiscono la forza F'p = au; applicata nel punto di coordinate
solidali Ap = (L, L,0), e una forza da determinare F'p applicata nel punto
di coordinate solidali Ap = (0,0, —L), della forma

Fp=pBt)ur +v(t)us.

Qui a > 0 ¢ una costante assegnata e 3, v € C'(R) sono funzioni del tempo
a priori incognite.

Il corpo parte da fermo nella posizione tale che u,(0) =ep, h =1, 2, 3.
Determinare F'p in modo che il moto sia una rotazione intorno all’asse As.

85. [06/02/2020 (ex)II] Un corpo rigido ha supporto
C={AeR}|-L<\, <L, h=123},

con densitd non omogenea

P dir(A) = o AN+ mddsy(N),
ossia € un cubo omogeneo di massa M e spigolo 2L, con un punto materiale
P di massa m fissato nel vertice Ay = (L, L, L).

Il corpo é vincolato a muoversi di moto polare di polo l'origine O del sistema
di riferimento fisso, coincidente con il punto solidale A = 0, ossia con l'origine
del sistema solidale S = (X, (uy)), di cui A rappresenta le coordinate.

Sul corpo agiscono la forza F'g = atu; applicata nel punto di coordinate
solidali Ap = (L, L,0), e una forza da determinare F'p applicata nel punto
di coordinate solidali Ap = (0,0, L), della forma

Fp=pB(t)ur +v(t)us.

Qui a > 0 & una costante assegnata e 3, v € C'(R) sono funzioni del tempo
a priori incognite.

Il corpo parte da fermo nella posizione tale che u,(0) = e, h =1, 2, 3.
Determinare F'p in modo che il moto sia una rotazione intorno all’asse As3.

86. [09/06/2023 (ex)I] Un cono circolare retto C' di altezza H, raggio di
base R e massa m ¢ vincolato a muoversi di moto polare, con il vertice V
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450. Corpi rigidi: moti polari

nell’origine O del sistema di riferimento fisso.
Si consideri il sistema di riferimento solidale S = (X o, (uy,)), con
—
VA
u3 = ——
3 H
ove A ¢ il centro della base di C.

Sul cono sono applicate, nei punti indicati, le forze
Fa=\up, Fp = pus,
ove ﬁ = Ruy. Qui A\, u € R.

1) Si scriva il momento delle forze rispetto a V' (scomposto nella terna soli-
dale).

2) Assumendo w(0) = 0, p = 0, si scrivano le equazioni di Eulero del rigido
e si determini w(t) (scomposta nella terna solidale).

3) Assumendo p = 0, si scriva la derivata d7'/dt¢ come funzione delle com-
ponenti di w.

4) Si assuma p =0, A = 0 e, per wg, wyg > 0,

w(0) = wiou1(0) + wsous(0), up(0) =e,, h=123.

Si determini Ly (t) per ogni ¢, scomposto nella terna fissa (ep,).
5) Nelle ipotesi del quesito 4), si determini una relazione tra wig e wsg che
garantisca che

1
w(t) - w(0) > Z|w(0)|2 , perognit>0.

6) Supponiamo che
w(t) = aus(t),
con « > 0 costante. Si determini il primo istante ¢ > 0 in cui ug(t) = u3(0).
87.[08/09/2023 (ex)I] Un corpo rigido C ¢ costituito da un disco omogeneo
D di raggio R, massa M, raggio R e centro X o, cui é fissato solidalmente un
punto materiale (X p,m). Nel sistema solidale S = (X o, (up)) di coordinate
(A), il disco e
NER? | N2+ N3 < R? A3 =0},

e le coordinate di P sono
< R R O)
Il corpo é vincolato a ruotare intorno all’asse fisso x1, che coincide con 'asse

solidale A1; X coincide con lorigine del sistema fisso.
Sul sistema agisce il peso diretto come —es e la forza elastica applicata in P

Fp=—-k(Xp—Xa),

78



450. Corpi rigidi: moti polari

con k > 0 costante e X 4 = Res.
Si assuma come coordinata lagrangiana ’angolo ¢ € (—m, ) tale che

Uy = cospes +sinpes,
U3 = —sinpes + cos pes,

u;y =eq.

1) Si trovino esplicitamente i 6 momenti I,?k, rispetto agli assi di S, in fun-
zione di M, m, R.

2) Si calcoli il momento delle forze direttamente applicate Mg"® scomponen-
dolo nella terna (uy), in funzione di .

3) Si scriva il sistema delle 3 equazioni di Eulero rispetto agli assi di S.

4) Si calcoli il momento delle reazioni vincolari MY™ (rispetto a O) nell’i-
stante ¢ = 0, se le condizioni iniziali sono ¢(0) = 0, ¢(0) = ¢ > 0.

5) Si determinino le posizioni di equilibrio per C' e se ne studi la stabilita al
variare dei parametri.

6) Si scriva la legge di conservazione dell’energia, e la si usi per determinare
wo > 0 tale che se |¢(0)] > wg allora $(t) # 0 per ogni t.

88. [12/06,/2024 (ex)I] Si consideri il corpo rigido dato dal cono circolare
retto omogeneo C' di raggio di base R, altezza H e massa M. Il cono é
vincolato a mantenere il vertice O nell’origine del sistema di riferimento
fisso. Si assume per il vincolo I'ipotesi dei lavori virtuali.
Consideriamo il sistema di riferimento solidale con il rigido S = (X o, (us)),
ove

o
uz = T
Denotiamo con (xp) le coordinate nel sistema di riferimento fisso e con (Ap)
le coordinate nel sistema di riferimento solidale.
Il rigido é soggetto alla distribuzione di forze direttamente applicate

A centro della base del cono.

dF = —k)qu d)\l d)\g ;

con k > 0 costante, applicata solo sul cerchio di base che denotiamo con D.
1) Determinare la risultante F' di dF', esprimendola nella base (up,).

2) Determinare il momento risultante Mo di dF, rispetto al polo O, espri-
mendolo nella base (uy).

3) Scrivere le equazioni scalari di Eulero per il moto; si determini quindi w(t)
nella base (uy,) se il dato iniziale ¢ w(0) = 0.

4) Usando la prima equazione cardinale, determinare la risultante delle rea-
zioni vincolari al tempo ¢ = 0, nella base (uy), assumendo w(0) = 0. Si
denoti con X ¢ = Lug il moto del centro di massa; non occorre calcolare la
costante L > 0.
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5) Supponiamo che k = 0, cioé che il moto sia polare per inerzia. Determi-
nare la normale al piano su cui rotola senza strisciare ’ellissoide d’inerzia
(secondo il teorema sul moto alla Poinsot), sapendo che

w(0) = wo1u1(0) + wozus(0), up(0) =e,, h=123,

con wo1, wog > 0 costanti. Si scomponga la normale nella base fissa.
6) Si scelgano per il corpo le coordinate locali

T10 , 220 ;T30 , T1A , L2A , T1B

ove B é il punto tale che @ = Hwug+ Ruq. Siesprima in queste coordinate
il vincolo che I’asse ﬁ giaccia sul cono I" dato da

acg = x% + x% .
Si assuma valido il vincolo gia presente nel testo, che diviene in questo caso
r10=0, x90=0, x30=0.
89. [04/02/2025 (ex)I]
Un corpo rigido ha per supporto
C={AeR}|-L<MN <L, h=12, \3=0},

ove L > 0 ¢ una costante. Qui S = (X, (up)) € il sistema di riferimento
solidale a C' e A denota le coordinate in §. La densita del corpo é

M
p(A) du(X) = 5 A ddg +mddp(N),

con M, m > 0, ove P & il punto solidale di coordinate solidali Ap = (L, L,0).
Si tratta quindi di una lamina omogenea quadrata di massa M e lato 2L,
con un punto materiale di massa m fissato rigidamente nel vertice P.

La lamina ¢ vincolata a mantenere il centro O nell’origine del sistema di
riferimento fisso, e a ruotare intorno all’asse A1 coincidente con 'asse x; del
sistema di riferimento fisso.

Il corpo é soggetto alla distribuzione di forze

dF = a)\2u3(t) dS,

che agisce solo sui 4 lati di C; qui s indica la lunghezza d’arco su tali lati e
a > 0 € una costante assegnata.
All’istante iniziale si ha

up(0)=ep, h=1,23; w(0) =0.
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450. Corpi rigidi: moti polari

1) Calcolare il tensore d’inerzia del corpo in O, rispetto alla terna (wp).
Esprimere la matrice in funzione di M, m, L.

2) Determinare, motivando la scelta, un sistema di assi principali d’inerzia in
O, e irelativi momenti d’inerzia principali. Esprimere la matrice in funzione
di M, m, L.

3) Calcolare il momento Mo della distribuzione di forze dF, relativo a O,
scomposto nella base (uyp,).

4) Determinare (uy(t)) in funzione del tempo, ossia determinare il moto del
corpo. (Si possono lasciare indicati i momenti Iy.)

5) Usando 'equazione di Eulero in forma vettoriale, calcolare il momento
rispetto a O delle reazioni vincolari, come funzione del tempo e scomposto
nella base (up). (Si possono lasciare indicati i momenti Ip.)

6) Si esprimano i vincoli sul corpo rigido come vincoli olonomi regolari, usan-
do come coordinate locali del corpo rigido le coordinate cartesiane nel sistema
fisso

x10 , 20 , T30 , T3P, T1A, T3A ,

ove A ¢ il punto di C' di coordinate solidali A4 = (0, L,0).

90. [11/06/2025 (ex)I]

Un disco omogeneo C' di raggio R e massa M ¢é vincolato a mantenere il
centro O nell’origine del sistema di riferimento fisso. I vincoli sono lisci.

Si consideri anche il sistema di riferimento solidale al disco S = (X, (us)),
con coordinate A, tale che

C={AcR}|X3=0,\ +)3<R*.
Le forze direttamente applicate al disco, nei punti indicati, sono
Fo=—-k(Xa—Xp), Fp=pus,
con k > 0, u > 0 costanti assegnate e
X4s=Ruy, Xp=-Ruz, Xp, =Res.

I1 disco parte da fermo all’istante ¢ = 0, con u(0) = ey,
1) Si determini il momento delle forze esterne M&' in termini di una
generica posizione della terna solidale tale che

3
e3 = Z apUp, .
h=1

2) Si scrivano le equazioni di Eulero del moto, riducendole a un opportuno
esplicito problema di Cauchy per una coordinata lagrangiana.
3) Si determini un integrale primo del moto.
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4) Si assuma in questa domanda p > 0, k > 0, e si trovi una relazione
tra u, k, R che implichi che, durante il moto, us compia nel piano (es, es)
un’oscillazione di ampiezza totale /2.

5) Si assuma in questa domanda p = 0, k = 0 (ossia che le forze direttamente
applicate siano nulle), e, piuttosto che assumere che il disco parta da fermo, si
assuma invece w(0) = wigu1(0) + wspus(0), con wip, wsp costanti assegnate.
Si determini in funzione di M, R, t, wig, wsg il vettore Lo(t) per ogni ¢ (si
richiede di trovare i necessari Iy in funzione di M e R).

6) Ancora nelle ipotesi della domanda 5), si dimostri che |w(t)| si mantiene
costante durante il moto.

470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

1. [7/7/2006 (ex)I] Denotiamo con (O, e, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m > 0 &
soggetto a due forze

Fi=key, Fy = —keqp,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 (§] AQ.

All’istante iniziale il parallelepipedo ¢ fermo, con le facce A; e Ay parallele
al piano x3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.

2. |7/7/2006 (ex)I] Segnaposto.

3. [7/7/2006 (ex)II] Denotiamo con (O, ey, ez, e3) il sistema di riferimento
fisso. Un parallelepipedo omogeneo di spigoli a, b, ¢ > 0 e di massa m >0 é
soggetto a due forze

F1:—2k62, F2=2k62,

con k > 0 costante, applicate rispettivamente nei centri di due facce opposte
A1 (§] AQ.

All’istante iniziale il parallelepipedo é fermo, con le facce A; e Ay parallele
al piano z3 = 0, e le altre facce perpendicolari agli assi fissi.

Si determini il massimo raggiunto dall’energia cinetica durante il moto.

4. [7/7/2006 (ex)II] Segnaposto.
5.[22/9/2006 (ex)I] Una lamina materiale a forma di disco ¢ poggiata su un

piano I7 inclinato sull’orizzontale con un angolo « € (0,7/2). 11 coefficiente
di attrito statico tra la lamina e il piano & p > 0. Si assuma p cos a > sin a.
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Il piano I é mobile, con equazione

ct?
Tosina — x3cosa = Y sin a,

ove ¢ > 0; i punti solidali con il piano abbiano velocita parallela all’asse x».
Il peso quindi risulta diretto nel verso negativo dell’asse x3.

Si determini il valore massimo del modulo ¢ dell’accelerazione del piano
che permette al disco di restare in equilibrio relativo al piano, partendo
da condizioni iniziali compatibili con I’equilibrio stesso.

6. [12/6/2009 (ex)I] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il centro
C mobile con legge assegnata

O? = Lcosate; + Lsinates .

Nel punto che occupa la posizione

=2

OA = O?—FR% = (R+ L)cosate; + (R + L)sinates

¢ applicata la forza
FA = )\61 .

Qui o, A\, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(0) = wyper,

con wig > 0.
1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzione

dia, \, L, M, R, wig e t.

—
2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che @ = 0A

all'istante ¢ = 0 non si mantiene a quota &3 = 0 durante il moto (qui
(&;) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

7.112/6/2009 (ex)II] Una sfera omogenea di raggio R e massa M ha il centro
C mobile con legge assegnata
O? = Lsinatey + L cos ates .

Nel punto che occupa la posizione

-

OA = O?—%R% = (R+ L)sinate; + (R + L) cos ates
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470. Corpi rigidi: equazioni cardinali

¢ applicata la forza
FA = )\62 .

Qui o, A\, L, M, R > 0 sono costanti.
All’istante iniziale
w(0) = wyes,

con wog > 0.

1. Determinare la velocita angolare della sfera nel sistema fisso in funzione
dia, \, L, M, R, wyg e t.

—

2. Dimostrare che il punto P solidale con la sfera tale che @ = 0A
all'istante ¢ = 0 non si mantiene a quota &3 = 0 durante il moto (qui
(&;) indica le coordinate nel sistema di riferimento fisso).

8. [15/7/2009 (ex)I] Un disco rigido di raggio L, massa M e centro C' &
vincolato a giacere sul piano z3 = 0.
All’istante iniziale ¢ = 0 valgono:

0C =0, vc(0)=0, w(0)=uwpes.

Qui O denota 'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
del disco, e wy > 0 é una costante.
Si determinino O?(t) e w(t) per ogni t > 0.

9. [15/7/2009 (ex)II] Una lamina rigida quadrata di lato L, massa M e
centro C é vincolata a giacere sul piano x3 = 0.
All’istante iniziale ¢ = 0 valgono:

O?ZO, ’Uc(O) :0, w(O) = wopes .

Qui O denota 'origine del sistema di riferimento fisso, w la velocita angolare
della lamina, e wy > 0 & una costante.
Si determinino O?(t) e w(t) per ogni t > 0.

10. [09/01/2020 (ex)I] Un disco C' di massa m e raggio R & vincolato ad
avere il centro di massa G sul piano x3 = 0.
Sul punto A solidale a C' e appartenente alla circonferenza bordo del disco,
¢ applicata la forza

F = pu,

con u > 0 costante e u solidale e ortogonale al piano di C.
Il disco parte da fermo con

X(0) =0, X 4(0) = Req , u(0) = e3.
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e Determinare il moto del disco con le equazioni globali (o cardinali).

Si noti che il moto del centro di massa conterra un integrale nel tempo
impossibile da esprimere in termini di funzioni elementari che dovra essere
lasciato indicato.

[Suggerimento: la reazione vincolare si puo rappresentare solo con una forza
f.in applicata in G e parallela a es; si usi la seconda equazione (con polo in
G) per risolvere la prima.]

11. [09/01/2020 (ex)II] Una lamina quadrata C' di massa m e lato 2L ¢é
vincolata ad avere il centro di massa G sul piano x3 = 0.
Sul punto A solidale a C dato dal punto medio di uno dei lati, & applicata
la forza

F = pu,

con p > 0 costante e u solidale e ortogonale al piano di C.
Il disco parte da fermo con

Xz(0)=0, X 4(0) = Leq, u(0) =e3.
e Determinare il moto della lamina con le equazioni globali (o cardinali).

Si noti che il moto del centro di massa conterrd un integrale nel tempo
impossibile da esprimere in termini di funzioni elementari che dovra essere
lasciato indicato.

[Suggerimento: la reazione vincolare si puo rappresentare solo con una forza
fiin applicata in G e parallela a es; si usi la seconda equazione (con polo in
G) per risolvere la prima.|

520. Statica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1. [12/7/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

2t + 23 = R?, x3 =0,
ed & soggetto alla forza peso diretta come

e +e3

7

La reazione vincolare soddisfa
‘ftan’ < ,U"fnor

vin vin | »

ove > 0.
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Determinare le possibili posizioni di equilibrio del punto.

2. [8/02/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’ellisse
z? + 22 = R?, 1 —x3=0.

Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

] < wlfil
Qui R, u sono costanti positive.

Inoltre sul punto agisce la forza peso —mges.
Trovare le posizioni di equilibrio del punto.
[Parametrizzazione dell’ellisse con 6 € [0,27]:

¥(0) = Rcosfe; + Rsinfey + Rcosfes ;
T(9) = —gin feq + cos fey — sin fes ’
V1 +sin?6
N() = —cosfe; — 2sinfey — cos fes . B(O) =
2(1 4 sin? 6)

3. [8/02/2017 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’ellisse
z? + 22 = R?, T2 —x3=0.
Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

vin vin| *

|ftan| S M’fnor

Qui R, i sono costanti positive.

Inoltre sul punto agisce la forza peso —mges.
Trovare le posizioni di equilibrio del punto.
[Parametrizzazione dell’ellisse con 6 € [0,27]:

¥(0) = Rsinfe; + Rcosfey + Rcosbes ;

cosfe; — sinfey — sin fes

V1 +sin26 ’
_94i _ _
N(®) = sin fe; — cos Bey — cos fes C B(O) =
2(1 + sin® 6)

T(9) =

4. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla
circonferenza
23+ 2% = R?, 3 =0.
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Su di esso agiscono le forze elastiche
Fy = —k A D ; Fy = —ky AP )

ove

OA1 = —R62 s OA2 = R61 .
Qui k1, ks sono costanti positive assegnate.
Determinare i punti di equilibrio.
5. [23/07/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva piana

To=—, x3=0, z1 > 0.
E soggetto alla forza

F = ae; + Bey.

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

‘ftan’ S ,U"fnor )

vin vin
Qui d, «a, B, p sono costanti positive assegnate.
Determinare le posizioni di equilibrio possibili.
6. [10/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) & vincolato alla superficie
T3 = Q1T (21,72) € R?,

ove o > 0 € costante.
Sul punto agiscono la forza peso —mges e la reazione vincolare di vincolo
scabro, tale che alla quiete

|ftan| S M|fnor ,

vin vin
con > 0 costante.
Si trovino le posizioni in cui & possibile I'equilibrio.
7.[10/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X, m) & vincolato alla superficie
T3 = —QT1T2, (z1,72) € R?,

ove o > 0 € costante.
Sul punto agiscono la forza peso —mges e la reazione vincolare di vincolo
scabro, tale che alla quiete

‘ftan’ S ,U"fnor

vin vin | »

con > 0 costante.
Si trovino le posizioni in cui é possibile 'equilibrio.
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

1. [18/7/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m & soggetta ai seguenti vincoli:

e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica ~

x = Rcosa(,
y = Rsina(, —00 < ( < 00;
z2=G,
qui o > 0 é costante;
e l'asta é parallela alla tangente a ~.

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale & a quota z = h > 0, con
velocita nulla.

Determinare la velocita del centro di massa quando esso raggiunge la quota
z=0.

2. [18/7/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e massa
m & soggetta ai seguenti vincoli:
e il suo centro di massa appartiene all’elica cilindrica
x = Rcosa(,
y = Rsina(, —00 < ( < 00;
z2=G,
qui o > 0 & costante;
o l'asta é parallela alla tangente a .

I vincoli sono lisci.

Sull’asta agisce la forza peso, diretta secondo il verso negativo dell’asse z.
Il centro di massa dell’asta all’istante iniziale ¢ a quota z = 0, con velocita
corrispondente a 2(0) = vg > 0.

Determinare la quota massima raggiunta dal centro di massa nel moto suc-
cessivo.

3. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza

1 = Rcosyp,
T9 = Rsingp, —-rm<p<m.
x3 =10,
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560. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli fissi

Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse x2, e la
reazione vincolare fyj,, la cui componente tangente si oppone al moto ed é
tale che

£n] = nlfn] -
Scrivere ’equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale
scalare per la coordinata lagrangiana.

4. [19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza

r1 = Rcosyp,
92 =0, —T<p<Tm.

r3 = Rsinp,

Su di esso agiscono la forza peso, nella direzione negativa dell’asse x1, e la
reazione vincolare fy;,, la cui componente tangente si oppone al moto ed é

tale che
|ftan| =1 |fnor )

vin vin
Scrivere ’equazione del moto di P nella forma di un’equazione differenziale
scalare per la coordinata lagrangiana.

5. [17/9/2007 (ex)I] Una lamina rettangolare ABCD di lati

(ﬁ(:2L>o, (ﬁ‘:H>o,

é vincolata a ruotare intorno al lato E che giace sull’asse fisso x3. I punti
A e D sono fissi.
Sulla lamina agisce il campo di forze

dF:a(r— chosgo)eg X O?dS,

ove P indica il generico punto sulla lamina, a > 0 & costante, O é l'origine
del sistema di riferimento fisso, e d.S € la misura di superficie sulla lamina.
Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate cilindriche tali che

@:rcosgoel—l—rsin(peg—i—xgeg, r>0,p€[—mm).
Determinare le posizioni di equilibrio della lamina.

6. [17/9/2007 (ex)II] Una lamina rettangolare ABC'D di lati

(ﬁ(:2L>o, (ﬁ‘:H>o,

é vincolata a ruotare intorno al lato ﬁ che giace sull’asse fisso x3. I punti
A e D sono fissi.
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Sulla lamina agisce il campo di forze
dF = —5(27“ — 3Lcosg0)eg X ﬁds,

ove P indica il generico punto sulla lamina, § > 0 é costante, e dS ¢é la
misura di superficie sulla lamina. Inoltre r e ¢ sono le usuali coordinate
cilindriche tali che

O—})’:rcosgpel+rsingpeg+x363, r>0,p€|[-mmn),

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Determinare le posizioni di
equilibrio della lamina.

7. (13/12/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato con
attrito alla circonferenza

v={(Rcosp, Rsinp,0) | -7 < o < 7}.
La reazione vincolare ha la forma

fvin — foor ftan ftan = fvin . TT, ’ftan — M’fnor

vin vin » vin vin vin | »

con p costante positiva.
Su P agiscono

e La forza elastica

F = —kAD,
con k > 0 costante e A = (R,0,0).

e La forza peso
—mges .

Determinare 1’equazione di moto.

8. [13/12/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato con
attrito alla circonferenza

v={(Rcosp,Rsinp,0) | -7t < o <7}.
La reazione vincolare ha la forma
foin =g + 150, f0 =1y - TT, |50 = plfo],

con p costante positiva.
Su P agiscono

o La forza elastica

F = —kAD,

con k > 0 costante e A = (0, R,0).
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e La forza peso
—mgej .

Determinare 1’equazione di moto.
9. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla curva

r1 = Rcos As,
T9 = Rsin As, -0 < s< 00,
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, e A\ = 1/4/R? + h?. Si noti che s ¢ la lunghezza
d’arco.
Il punto é soggetto alla forza peso

F = —mges.

Il punto parte da fermo a quota x3 = 0.
Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
x3 = —27h, in funzione di R, h, A\, m, g, e dei vettori e;.

10. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

curva
x1 = Rsin As,

r9 = Rcos s, —0<s< 0,
x3 = hAs,

ove R, h > 0 sono costanti, e A = 1/4/R? + h?. Si noti che s ¢ la lunghezza
d’arco.
Il punto é soggetto alla forza peso

F = —mges.

Il punto parte da fermo a quota xg = 27h.
Trovare la reazione vincolare che agisce su P quando esso raggiunge quota
x3 = 0, in funzione di R, h, A\, m, g, e dei vettori e;.

11. [11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
x}+ 23 + 13 = R?, Ty =T3.
Il punto & soggetto alla forza peso
—mges .
Il punto parte da fermo nella posizione

OP(0) = Re, .
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Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

O? = —%(62 + 63) .

12.[11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
x%%—x%—l—x%:RQ, To = 3.
Il punto & soggetto alla forza peso
—mges .
Il punto parte da fermo nella posizione
O?(O) = Re; .

Determinare la reazione vincolare quando P raggiunge la posizione

@ = —%(62 + 63) .

13. |20/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a muoversi

sull’iperbole
Q
To = —, a>0,
1

sotto 1’azione del peso
—mges .

All’istante iniziale
21(0) = B € (0,Va), 1(0) =0.
Calcolare la reazione vincolare all’istante in cui
T =129 =+a.
(Si dia come noto che in questo punto la curva ha curvatura k = 1/v/2a.)

14. [9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

2., .2 2
z3 =0, ] +x5=R",

e su di esso agiscono il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3, e la
reazione vincolare fy;,, che soddisfa (finché il punto ha velocita non nulla)
‘ff,an = plfor| foin v <0.

in vin
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Scrivere 'equazione differenziale (scalare) di moto del punto, assumendo che
la velocita non sia nulla.

15. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra v che nel sistema di riferimento fisso ha equazioni

23423 = R?, 3 =0.
All’istante iniziale P occupa la posizione
P(0) = (-R,0,0),

con velocita
Vo = (0,?}0, 0) .

La reazione vincolare, che si oppone al moto, soddisfa (se P ha velocita non
nulla)
tan| __ nor
|fVin| =K |fViIl .
Qui R, vy, u sono costanti positive.
Scrivere le equazioni di moto e dire se il punto si arresti o meno in un tempo
finito.

16. [7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato all’arco di parabola
:ngax%, z3 =0, z1 > 0.
Sul punto agiscono la forza peso
—mges

e la forza
F =bT,

ove T & il versore tangente alla parabola (tale che T'-e; > 0). Qui a, b >0
sono costanti.
Trovare le eventuali posizioni di equilibrio.

17. [19/6/2014 (ex)I] Due aste AB e C'D di uguale lunghezza 2L sono
vincolate ad avere un estremo, rispettivamente A e C, sulla sfera

r]+ 23+ 23 = R?, R>0.

Qui § = (O, x;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Inoltre entrambe le aste si
mantengono ortogonali alla sfera.
Sulle aste agiscono le distribuzioni di forze

su AB: dFy = Aejds; su CD: dFy = peyds.

93
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Inoltre gli estremi B e D si attraggono con forza elastica
Fp=-Fp=—kDB.

Qui A, i, k sono costanti positive.
Scrivere il potenziale del sistema di forze in coordinate lagrangiane.

18.[4/6/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove con velocita
non nulla sulla circonferenza orizzontale di raggio R > 0

(x1,29,23) = R<Cos %,sin%,O) ,

ove s € (0,27 R) & lascissa curvilinea e si assume che § < 0. Qui (O, (z;)) &
il sistema di riferimento fisso.
Sul punto agiscono:

e il peso diretto come —es;
o la forza F = k:O—IS, k€ (0,400);

e la forza d’attrito, tale che per p > 0 costante

’ ftan nor

vinl = M’fvin .
Scrivere ’equazione di moto del punto.

19.[4/6/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove con velocita
non nulla sulla circonferenza orizzontale di raggio R > 0

x4+ 2% = R?; x3=0.

qui (O, (x;)) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Su di esso agiscono:

e il peso diretto come —es;
e la forza elastica Fo = —kO?, k € (0,400);

e la forza d’attrito, tale che per p > 0 costante
t
fin] = wlfynl -

Scrivere ’equazione di moto del punto.

20. [9/2/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
circonferenza scabra

23+ 2% = R?, 3 =0.
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Su P agiscono la forza peso diretta come —es e la reazione vincolare fyiy

tale che
|ftan — M’fnor )

vin vin

All’istante iniziale il moto soddisfa
X(O) = R61 y ’U(O) = —Vpe€2 .
Qui vg, p > 0 sono costanti assegnate.

e Scrivere I'equazione di moto.

e Dare una condizione sui parametri che garantisca che il moto di P si
arresti prima di raggiungere ’asse xo.

21. [9/2/2016 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza scabra

x4+ 2% = R?, x3=0.

Su P agiscono la forza peso diretta come —es e la reazione vincolare fyiy
tale che

fn] = pfyml -
All’istante iniziale il moto soddisfa
€1 — €9

7

Qui vg, p > 0 sono costanti assegnate.

X(0)=R

e Scrivere I'equazione di moto.

e Dare una condizione sui parametri che garantisca che il moto di P si
arresti prima di raggiungere ’asse xo.

22. [6/9/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa M si muove sulla
circonferenza -y
23 4+ 23 = R?, 3 =0.

Qui (O, (zp,)) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Il punto & soggetto alla forza peso diretta come —es e alla forza

F=—fkv,

ove v é la velocita del punto e k > 0 é costante.
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Il punto parte da fermo nella posizione
OP(0) = Re, .

Scrivere le equazioni di moto e dedurne che il punto resta sempre nel semi-
piano z9 < 0 per ¢ > 0.

23. [06/06/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza verticale

x%+x§:R2, z1 =0,
Il peso ¢é diretto come —ej3. Sul punto agisce anche la forza
F = k3T,

ove T ¢é il campo vettoriale tangente che in (0, R,0) vale T' = es.
Il punto P parte da fermo nella posizione

X(O) = R62 .

Trovare la reazione vincolare nel primo istante in cui P occupa la posizione

—R63.

24. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

x1 = Rcos(\s),
xr9 = Rsin(As),

r3 = hs,

con R, h, A >0 e R2\?2 + h%2 = 1 in modo che s € R sia I’ascissa curvilinea.
Sul punto agisce la forza elastica

e
F=—aP'P,

ove a > 0 & costante e P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse x3.
Scrivere ’equazione di moto scomposta nella terna intrinseca della curva.

25. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

x1 = Rcos(\s),
xro = Rsin(As),

r3 = hs,

con R, h, A >0 e R2\?2 + h%2 = 1 in modo che s € R sia I’ascissa curvilinea.
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Sul punto agisce la forza elastica
/
F =p3P'P,

ove 3 > 0 ¢& costante e P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse x3.
Scrivere ’equazione di moto scomposta nella terna intrinseca della curva.

26. [09/01/2020 (ex)I] Un punto materiale P di massa m si muove sulla
superficie
T3 = QT1T2, (x1,29) € R?.

Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

| ftan _ nor

vinl — :U’|fvin )

almeno se la velocita non si annulla, il che si deve assumere.
Qui «, @ > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza costante kes, k # 0.

e Scrivere le equazioni di moto.

27.109/01/2020 (ex)II] Un punto materiale P di massa m si muove sulla
superficie
T3 = QxT1T2, (z1,72) € R%.

Il vincolo é scabro, e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
|fvin _:u’| vin | »

almeno se la velocita non si annulla, il che si deve assumere.
Qui «, > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza peso —mges.

e Scrivere le equazioni di moto.

28. [13/01/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) & vincolato al cilindro K
di equazione
T3+ x§ =17,

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

tan| __ nor
|fvin _:u’| vin | »

con p > 0, almeno se la velocita non si annulla, il che supponiamo.
Sul punto agisce la forza
F = —k:xl e,

con k > 0.
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e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare un esempio di condizioni iniziali X (0) € K, v(0) # 0 in modo che
lungo il moto corrispondente si abbia conservazione dell’energia

w2 + S (12

E(t) = -

m
2

29. [13/01/2020 (ex)II] Un punto materiale (X,m) ¢ vincolato al cilindro
K di equazione
x} + a3 =R%.

Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

t
£l = plfnl
con p > 0, almeno se la velocita non si annulla, il che supponiamo.
Sul punto agisce la forza
F = kxgeg y

con k > 0.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare un esempio di condizioni iniziali X (0) € K, v(0) # 0 in modo che
lungo il moto corrispondente si abbia conservazione dell’energia
k

() = S3(t)”.

£(t) = )

m
2

580. Dinamica per sistemi vincolati: vincoli mobili

1. [7/7/2006 (ex)I] Un’ellisse scabra E di semiassi a > b > 0 puo esercitare
una reazione vincolare fy;, con

|ftan| < | nor

vin| = M |Iyin| »
ove j & una costante positiva, e (T', N, B) ¢ la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso 3, e ruota con velocita angolare
costante
w = wes, w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto
materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.
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2. [7/7/2006 (ex)II] Un’ellisse scabra E di semiassi 0 < a < b pud esercitare
una reazione vincolare f;, con

‘ftan‘ S )\|fnor ,

vin vin

ove A & una costante positiva, e (T, IN, B) ¢é la terna intrinseca di E. L’ellisse
giace su un piano ortogonale all’asse fisso 1, e ruota con velocita angolare
costante

w =wey , w >0,

mantenendo il suo centro nell’origine O del sistema di riferimento fisso. Tro-
vare tutte le possibili posizioni di equilibrio relative all’ellisse di un punto
materiale P di massa m > 0 vincolato ad essa.

3. [19/6/2014 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato all’asse x; del
sistema di riferimento mobile S = (4, (e;)), ove

ﬁ = ctey,

ove ¢ > 0 costante, e Sop = (O, (e;)) ¢ il sistema di riferimento fisso. Qui le
x; indicano le coordinate in S.
Su P agiscono il peso

—mges,

e la forza di reazione vincolare, con attrito, data da

| ftan nor

vin| =M ’fvin )
@ > 0. Le condizioni iniziali sono

21(0) = 72(0) = 23(0) = 0,
il(O) =19 >0, CETQ(O) :i3(0) =0.

Determinare la posizione, sia rispetto a S che a §p, assunta da P nell’istante
t in cui la sua velocita vg rispetto a S si annulla.

4.[17/7/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi
su una curva vy di parametrizzazione

P(s,t) = P1(s)ui(t) + Pa(s)ua(t), sel,
ove I C R é un intervallo aperto, s é ’ascissa curvilinea, e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,
ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = e3.
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Il punto & soggetto alla forza
F = )\ul ;

con A > 0 costante.
Si scriva I'equazione di moto e si trovi un integrale primo del moto.

5. [13/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P & vincolato a una retta scabra r
che si muove mantenendosi sovrapposta all’asse x1, con velocita

v, (t) = Narctg(Bt)e; .
Sul punto agiscono la forza
F =aeq + bey,
e la reazione vincolare f;, soggetta alla restrizione
fvin - e1] = p|fvin - €2 €2+ fuin - ez es] .

Qui a, b, B, A e p sono costanti positive.
Il punto parte con velocita relativa a r data da

vs(0) = weq vg € R,vg#0.

Determinare se, assegnato vy € R\ {0}, sia possibile scegliere gli altri pa-
rametri in modo che la velocitd di P relativa a r non si annulli mai per
t>0.

6. [13/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P ¢ vincolato a una retta scabra
r che si muove mantenendosi sovrapposta all’asse x1, con velocita

v,(t) = A1 +e Pe; .
Sul punto agiscono la forza
F = —be; + aes,
e la reazione vincolare f;, soggetta alla restrizione
fvin - €1] = p[fvin - €2 €2 + fyin - ez e3] .

Qui a, b, B, X e p sono costanti positive.
Il punto parte con velocita relativa a r data da

vs(0) = ey , vg € R,v9#0.

Determinare se, assegnato vg € R\ {0}, sia possibile scegliere gli altri pa-
rametri in modo che la velocitd di P relativa a r non si annulli mai per
t > 0.
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7.13/9/2015 (ex)I] Si consideri I’asse mobile r di equazioni
x1 cos(At) + xosin(At) = R, x3=0,
ossia la retta tangente alla circonferenza
x%+x§:R2, 3 =0,
nel punto A dato da
OA = Rcos(At)e; + Rsin(At)es,

ove A\, R > 0.

Il punto materiale P di massa m é vincolato con vincolo scabro a muoversi
su 7.

P & soggetto a una reazione vincolare f;, tale che

|fvin : T| = U |fvin - (fvin : T)T| )

ove T denota il versore tangente a r.
Si scrivano le equazioni di moto del punto in un sistema di riferimento solidale
con l'asse r.

8. [15/01/2018 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile S =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,
us = €3.

Qui w > 0 é una costante.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla circonferenza ~ solidale
con § data da

S . S /us+ us
= Rcos—u +Rsm—<7
Y { 1 \/5

R R
Il vincolo é scabro e la reazione vincolare soddisfa

>|0§8<27TR}.

‘ftan’ S ,U"fnor

vin vin | 5
con p > 0. Sul punto agisce la forza peso —mges.
e Scrivere le equazioni di moto del punto all’equilibrio relativo a S.
e Mostrare che se 4 = 1 e w > 0 é abbastanza grande, tutte le posizioni

su -y sono di equilibrio relativo.
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9. [15/01/2018 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e; + cos(wt) ey,

us = e3.

Qui w > 0 é una costante.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla circonferenza ~ solidale
con § data da

S . S /U —uUsg
= JdRcos—=u +Rsm—<7
Y { 1 \/5

= = ) 10< s < 27TR} .
Il vincolo & scabro e la reazione vincolare soddisfa

‘ftan’ S M‘fnor

vin vin | »

con p > 0. Sul punto agisce la forza peso —mges.

e Scrivere le equazioni di moto del punto all’equilibrio relativo a S.

e Mostrare che se p =1 e w > 0 é abbastanza grande, tutte le posizioni
su v sono di equilibrio relativo.

10. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
retta mobile
x1 sin(wt) — zg cos(wt) =0, x3=0.
Sul punto agisce la forza peso diretta come es, e la reazione vincolare fyiy,
tale che
f3in] < ulfom] -

Il moto ha dati iniziali
O?(O) =dey, v(0) = wdey .

Qui w, p, d sono costanti positive assegnate e (O, (z;)) € il sistema di
riferimento fisso.

Trovare la condizione su w, u, d perché |O—]->’ | = d in un opportuno intervallo
(0,%) con t > 0 e dimostrare che in ogni caso ¢t < 7/2w.

11. [15/01/2019 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva scabra vy data da

y3 = asin(By1) , y1 € R; y2=0.
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Qui (y;) denota le coordinate del sistema mobile S = (O, (uy)), ove O &
lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(wt) e; + sin(wt) e,

ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = €3.

La reazione vincolare soddisfa la relazione

‘ftan’ S M‘fnor )

vin vin

Qui «, B, w,  sono costanti positive assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio relativo a S, ignorando le posizioni ove si
annulla la curvatura di ~.

12. [15/01/2019 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
curva scabra v data da
ys =pBcos(ay1), yi€R;  y2=0.

Qui (y;) denota le coordinate del sistema mobile S = (O, (uy)), ove O &
lorigine del sistema di riferimento fisso e

w1 = cos(wt) e; + sin(wt) e,

ug = —sin(wt) e; + cos(wt) ez,

us = €3.

La reazione vincolare soddisfa la relazione

‘ftan’ S M‘fnor )

vin vin

Qui «, B, w, 1 sono costanti positive assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio relativo a S, ignorando le posizioni ove si
annulla la curvatura di ~.

620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

1. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie liscia

z=f(Va2+y?), f € C3(0,00)).

Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 +52? = 72 > 0
¢ possibile se e solo se f/(7) > 0.
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2. [12/9/2005 (ex)I] Una circonferenza  di raggio R, centro C' e massa m ¢
vincolata a muoversi su un piano verticale fisso 7. Inoltre il punto medio @
del raggio C'A ove A ¢ un punto di vy (solidale con essa) ¢ fisso su 7. Si noti
che @) é solidale con la circonferenza, la quale percio ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato a muoversi su .

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo # formato da C'A con la verticale ascendente; ’angolo ¢ formato da
CP con la verticale ascendente.

3. [12/9/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla
superficie liscia di equazione

1

xgzﬁ, x%+x%>0,
VI + x5
e soggetto a una forza
k
F = ——2€3>
x3

con 1> a >0, k>0 costanti.
Dimostrare che non sono possibili moti nei quali x3 diviene illimitata.

4. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie liscia

z:f(\/:c2—|—y2), fe3(0,)).

Il peso ¢é diretto nel verso positivo dell’asse z.
Dimostrare che un moto circolare (che non sia la quiete) su 22 + 52 = 72 > 0
¢ possibile se e solo se f/(7) < 0.

5. [12/9/2005 (ex)II] Una circonferenza ~y di raggio 2L, centro C' e massa M
é vincolata a muoversi su un piano verticale fisso 7. Inoltre il punto medio @
del raggio C'A ove A ¢ un punto di vy (solidale con essa) ¢ fisso su 7. Si noti
che @ ¢é solidale con la circonferenza, la quale percio ruota intorno all’asse
ortogonale a 7 in Q.

Un punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi su ~.

Si scriva la lagrangiana del sistema, scegliendo come coordinate lagrangiane:
I’angolo @ formato da C'A con la verticale ascendente; ’angolo ¢ formato da
CP con la verticale ascendente.

6. [12/9/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia di equazione

T3 = i+ a2 >0,

1
2 2
Ty + x5
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e soggetto a una forza

k

F = ———€3
e b
T3

con 1 > a >0, k> 0 costanti.
Dimostrare che non sono possibili moti nei quali x3 diviene illimitata.

7. (15/12/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie liscia
z=x+y?,

ed & soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z. All’istante
iniziale il punto & fermo nella posizione (1,0,1).
Trovare il moto del punto.

8. [15/12/2005 (ex)I] Calcolare la lagrangiana di un punto materiale di
massa m che si muove sulla superficie

Z =2y,

soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z, e a una forza
costante
F =key, k>0.

9. [7/4/2006 (ex)I] Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema formato
da due punti materiali P, P>, entrambi di massa m > 0, e vincolati alla
parabola liscia

y = ax?, z=0,

con a > 0. Su P, P, agiscono le forze

—_—

su P1: F1 :kPlPQ—)\el,
—_—

su PQZ F2 = k‘PQPl — uey,

ove k, A\, u > 0 sono costanti.

10. [22/9/2006 (ex)I] Scrivere la funzione lagrangiana del sistema formato
da due punti materiali P; e P, di massa m vincolati a una circonferenza fissa
di raggio R, che si attraggono a vicenda con una forza elastica di costante
k> 0.

11. [26/3/2007 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza R e massa
M é vincolata ad avere I'estremo A sull’asse fisso x3, e B sull’elica circolare

1= Rcosu, x9=Rsinu, xz3=hu, —oo < u < o0.

Qui h > 0 ¢é costante, e (O, x;) denota il sistema di riferimento fisso.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Oltre al peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, I'asta & soggetta alla
forza elastica applicata in A

F = —kOA,

con k costante positiva.
Scrivere le equazioni di moto dell’asta.
[Sugg. L’asta ha un solo grado di liberta.]

12. [19/7/2007 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove 1 = /x2+y? e p sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 2.

Sul punto agisce la forza peso, nel verso negativo dell’asse z.

Si dimostri che se f'(pg) = 0, con ¢y € (—m,7) dato, allora & possibile un
moto di P in cui p(t) = ¢ per ogni t.

13. [19/7/2007 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove 1 = /2 +y2 e  sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 27.

Sul punto agisce una forza di potenziale

U=kx,

con k > 0 costante.
Si dimostri che se f/(0) = 0, allora & possibile un moto di P in cui ¢(t) =0
per ogni t.

14. [13/12/2007 (ex)I] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata
e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;
e ad avere il centro C sull’asse xs.

Il peso & diretto come —es. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi A; e As:

Fy, =—-kOA;, Fy, = —kyOAs,
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

ove si assume k1 > ko > 0.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.

15.[13/12/2007 (ex)II] Un’asta rigida di massa m e lunghezza 2L ¢& vincolata
e a giacere nel piano verticale fisso x3 = 0;

e ad avere il centro C sull’asse xs.

Il peso & diretto come es. Inoltre sull’asta agiscono due forze elastiche
applicate nei due estremi A; e As:

Fa = -kOA,, Fa = —ksOAs,

ove si assume ko > k1 > 0.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta, e determinarne le posizioni di
equilibrio.

16. [1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera
di raggio R > 0
x3 + a3 + 13 = R?,

ed é soggetto

e alla forza peso, diretta come —es;

e alla forza elastica F' = —kﬁ, ove N = (0,0, R). Qui k > 0 ¢ costante.
Determinare

1. le equazioni di moto;

2. per quali quote x3 sono possibili moti circolari a quota x3 costante.

17.[1/4/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato all’elica
circolare

x1 = Rcosyp,
r9 = Rsingp,
3 = ay,

ove a e R sono costanti positive.
Il punto é soggetto alla forza peso, ortogonale all’asse dell’elica,

F = —mges .
Scrivere ’equazione di moto del punto.

18. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ sottoposta
al seguenti vincoli:
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

e giace sul piano x3 = 0;
e il centro C' appartiene alla curva

T9 = —bcosaxy, z3=0.

L’asta & sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse xs;
e le due forze elastiche
Fi=-kLA,  Fp=-kBiB,

ove A; |rispettivamente Bj| ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;

2. dare una condizione sui dati iniziali perché ’asta nel suo moto compia
una rotazione completa.

19. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ sottoposta
al seguenti vincoli:

e giace sul piano x3 = 0;
e il centro C' appartiene alla curva

T9 = acos by, 3 =0.

L’asta & sottoposta alle seguenti forze:
e la forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse xo;
e le due forze elastiche
FA:—kA—le, FB:—k@,

ove A; |rispettivamente Bj| ¢ la proiezione di A [rispettivamente di B]|
sull’asse x7.

Qui a, b, k sono costanti positive.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange;
2. dare una condizione sui dati iniziali perché I’asta nel suo moto compia

una rotazione completa.
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20. [12/9/2008 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza L & vin-
colata ad avere 'estremo A nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O, ei).

All’estremo B ¢é applicata la forza
F = —k:xl es,

con k > 0 costante.
Le condizioni iniziali sono tali che al tempo t =0

L L Vo Vo
O?:—e——e, VB = ——e1 + —es.

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.

21. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

r1 = Rcosyp,

— R 3
I'Q—ESIHQO, —7T§(p§7r.
T3 = —=sinp,

V2

ove R > 0 é costante.
Il punto é soggetto alla forza elastica

F——kCD,

ove k > 0 é costante, e

O?:Regg,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto é anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

22. [12/9/2008 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L &
vincolata ad avere il centro C' nell’origine O del sistema di riferimento fisso
(O’ ei)'

All’estremo B ¢ applicata la forza

F = —/{?.%'263 5

con k > 0 costante.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Le condizioni iniziali sono tali che al tempo t =0

L
OB =

L
e — —=éy, vp=0.
V2

Scrivere le equazioni di Lagrange e ricavare un integrale primo del moto.

23. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva

1 = Rcosyp,

372:%811'180, —7T§Lp§7r.
R .

T3 = —=siny,

V2

ove R > 0 é costante.
Il punto é soggetto alla forza

F—kCP,

ove k > 0 é costante, e

O? = —R63,

con O origine del sistema di riferimento fisso.
Il punto & anche soggetto alla forza peso diretta come —es.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

24. [12/6/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla curva

2 2
—0 1%y
Bl e tR Tl

ed é soggetto alla forza

Fp=—kAD,

ove

O—1>4:R63.

Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.
Si determinino ’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.

25. [12/6/2009 (ex)II] Un punto P di massa m € vincolato alla curva

2 2
—0, D42y
Bl @ tR Tl
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ed & soggetto alla forza
Fp— kAP,

ove

—
OA = —Reg 5
e al peso
Fpeso = —mges.

Qui a, b, R, k sono costanti positive, con a > b.
Si determinino ’equazione di moto del punto, e le posizioni di equilibrio.

26. [15/7/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢é vincolato al cilindro
3+ 22 =R?.

Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
@(O) = Rey, v(0) = vpesz.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
2. Dare una condizione su vg perché risulti @(t) ortogonale a e; prima
che z3p(t) = —R.
27.[15/7/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato al cilindro
3t + 22 =R,

Sul punto P agisce il peso
—mges .

Le condizioni iniziali del moto sono
O?(O) = —Rey, v(0) = —vpes .
1. Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.
2. Dare una condizione su vy perché O?(t) ritorni ortogonale a ez (per

un tempo positivo t) con z3p(t) > —R.

28. [11/9/2009 (ex)I] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato

al bordo del disco.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Il rigido ¢ vincolato a ruotare intorno all’asse x; del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,
che ¢ a sua volta fissato nell’origine O.

La forza peso ¢ diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce anche
la forza elastica

Fp=—kAD,
applicata in P, ove A ¢é tale che
—
OA = Leg .
Qui k, L, R sono costanti positive.
e Scrivere le equazioni di moto del rigido.
e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
29. [11/9/2009 (ex)II] Un corpo rigido ¢ formato da un disco omogeneo di
massa M e raggio R, e da un punto P di massa m solidale al disco, fissato
al bordo del disco.
Il rigido é vincolato a ruotare intorno all’asse x; del sistema di riferimento
fisso (O, x;). Tale asse si mantiene perpendicolare al disco nel suo centro C,

che ¢é a sua volta fissato nell’origine O.
La forza peso ¢é diretta nel verso negativo dell’asse x3. Sul rigido agisce anche

la forza elastica
Fa=—kAQ,

ove Q) é il punto solidale con il rigido tale che

0P = -0,

e A ¢é tale che N
OA = L62 .

Qui k, L, R sono costanti positive.

e Scrivere le equazioni di moto del rigido.

e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

30. [25/1/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x5 = 0;
e ad avere l'estremo A sulla curva
x9 = [ cos(axy), x3=0.

Qui «, B > 0 sono costanti.
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L’asta & soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
x9.
Scrivere la lagrangiana dell’asta.

31.25/1/2010 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x3 = 0;
e ad avere il centro C sulla curva
xg = B cos(axy), x3=0.
Qui «, S > 0 sono costanti.

L’asta & soggetta alla forza peso diretta secondo il verso negativo dell’asse
x9.
Scrivere la lagrangiana dell’asta.

32. [22/2/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
x3 = asin(fzy) + v,

ove a, 3, v sono costanti positive.
Il punto ¢é soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse z3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

OP(0) = 0.

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (z;).
Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto ¢ piano.

33. [22/2/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
x3 = asin(fzy) + v,

ove «, (3, 7y sono costanti positive.
Il punto é soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Il punto parte con velocita iniziale nulla nella posizione

O?(O) = —%61 + %62 + (% — 04)63 .

Qui (O, e;) denota il sistema fisso, con coordinate (z;).
Scrivere le equazioni di moto del punto, e dedurne che il moto ¢ piano.

34.[9/4/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla sfera

2 2 2 2
$1+$2+$3:R .
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Il punto ¢ soggetto alla forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3 e
alla forza
F =axiey.

Qui o, R > 0 sono costanti, e (O, x;) denota il sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange per il moto.

35. [20/1/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato al
cilindro
r}+ 23 = R?.

Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse x3. Il punto parte
dalla posizione (R,0,0), con velocita iniziale v(0) tale che

v(0)-ex >0, v(0)-e3>0.

Dare una condizione su v(0) che garantisca che nell’istante in cui il punto
raggiunge la sua massima quota x3 esso si trovi sulla retta

1‘1=—R, 1‘2:0.

36. |20/1/2014 (ex)II] Un punto materiale P di massa M ¢ vincolato al
cilindro
3+ 22 =R,

Sul punto agisce la forza elastica
F=—kOP,

ove k > 0 & costante e O é 'origine del sistema di riferimento.
Il punto parte dalla posizione (R,0,0), con velocita iniziale v(0) tale che

v(0)-ex >0, v(0)-e3>0.

Dare una condizione su v(0) che garantisca che nell’istante in cui il punto
raggiunge la sua massima quota x3 esso si trovi sulla retta

1‘1=—R, 1‘2:0.

37. [17/2/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato a
muoversi su una sfera di raggio R con centro nell’origine O del sistema di
riferimento fisso. Su di esso non sono applicate forze.

Si mostri che, a parte il caso della quiete, la traiettoria ¢ sempre una circon-
ferenza di raggio R, indicandone la dipendenza dalle condizioni iniziali del
moto.
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38. [17/2/2014 (ex)I] Un disco D di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano z3 = 0. Qui (O, (z)) ¢ il sistema di riferimento
fisso. Su di esso agisce una distribuzione di forze

dF(P) = \CP x esdu, PeD,

ove dy rappresenta la misura di superficie sul disco, e A > 0 é costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange del disco.

39. [17/2/2014 (ex)II] Un disco D di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano x5 = 0. Qui (O, (z3)) ¢ il sistema di riferimento
fisso. Su di esso agisce una distribuzione di forze

dF(P) = |CPles x CPdu, PeD,

ove dy rappresenta la misura di superficie sul disco, e A > 0 & costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange del disco.

40. [19/6/2014 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie S ottenuta ruotando la parabola

a:g:L—i—ozxg, r3 € R,

intorno all’asse x3. Qui L e « sono costanti positive.
Su di esso agisce il peso
—mges .

Si assuma che il moto avvenga tutto o sulla parte di S ove x3 > 0 o su quella
ove x3 < 0.

e Si scrivano le equazioni di moto di P.

e Si dica se sono possibili moti in cui P si mantiene a distanza fissa
dall’asse x3, e li si descriva qualitativamente.

41. [17/7/2014 (ex)I] Due aste AB e CD di uguale lunghezza 2L e massa
M sono vincolate a giacere nel piano x3 = 0 e ad avere ciascuna il centro in
un punto fisso del piano xs = 0, ossia rispettivamente

— g
OPlZO, OPQZRela

ove Py [Py ¢ il centro di AB [CD]e R >4L. Qui S = (0, (e;)) ¢ il sistema
di riferimento fisso, e le (x;) sono le coordinate in tale sistema.
Gli estremi A e C' si attraggono con forza elastica

Fa—kAC = —Fc,

115



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

con k > 0.
Ricavare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

42.[13/1/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v; di massa M e raggio R
é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0, con il centro coincidente con
Porigine O del sistema di riferimento fisso. Qui le z; indicano le coordinate
in tale sistema.

Una seconda circonferenza v, di centro C, raggio r < R e massa m é vincolata
a rotolare senza strisciare su ~y;, mantenendosi al suo interno e giacendo
anch’essa sul piano xz3 = 0.

Il peso ¢é diretto come —es.

Si determinino le velocita angolari delle due circonferenze e si scrivano le
equazioni di Lagrange del sistema.

[Si scelgano come coordinate lagrangiane le anomalie polari 6 di un punto A
solidale con v; e ¢ di C']

43.[13/1/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale v, di massa M e raggio R
é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0, con il centro coincidente con
Porigine O del sistema di riferimento fisso. Qui le x; indicano le coordinate
in tale sistema.

Una seconda circonferenza 7 di centro C, raggio r e massa m é vincolata
a rotolare senza strisciare su 7, mantenendosi al suo esterno e giacendo
anch’essa sul piano x3 = 0.

Il peso ¢é diretto come —es.

Si determinino le velocita angolari delle due circonferenze e si scrivano le
equazioni di Lagrange del sistema.

[Si scelgano come coordinate lagrangiane le anomalie polari # di un punto A
solidale con v; e ¢ di C']

44. [10/2/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R e massa
M ¢ vincolata a ruotare intorno al suo diametro AB che giace sull’asse x3
del sistema di riferimento fisso; i punti A e B sono fissi e solidali con . Un
punto materiale P di massa m € vincolato a muoversi su .

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e dare una condizione sui
parametri M, m, R perché valga, se w denota la velocitd angolare della
circonferenza, che

%|w(0)| < lw(®)] <2w(0),  t>0,

per qualunque scelta delle condizioni iniziali.

45. [10/2/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale v di raggio r e massa
m & vincolata a ruotare intorno al suo diametro AB che giace sull’asse x5
del sistema di riferimento fisso; i punti A e B sono fissi e solidali con v. Un
punto materiale P di massa M ¢é vincolato a muoversi su 7.

116



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e trovare due integrali primi
del moto.

46. [4/6/2015 (ex)I] Una circonferenza materiale v di massa M e raggio
R ¢ vincolata ad avere un punto solidale A nell’origine O del sistema fisso
(O, (z;)), e a giacere sul piano z3 = 0.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a muoversi sulla circonferenza.
Sul sistema agisce la forza peso diretta come —es.

e Si scriva la lagrangiana del sistema.

e Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

47. [4/6/2015 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0. Su di essa agisce la distribuzione di forze elastiche

dF = —ksODPds, P cAB,

ove k > 0 & costante, e s € [0,2L] & l'ascissa di P su AB misurata a partire
da A. Qui (O, (e;)) ¢ il sistema fisso di riferimento.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare le posizioni di equilibrio dell’asta.

48. [4/6/2015 (ex)II] Una circonferenza materiale v di massa m e raggio L
¢ vincolata ad avere un punto solidale B nel punto 2Le; del sistema fisso
(O, (z;)), e a giacere sul piano z3 = 0.

Un punto materiale P di massa M ¢é vincolato a muoversi sulla circonferenza.
Sul sistema agisce la forza peso diretta come —es.

e Si scriva la lagrangiana del sistema.
e Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

49. [4/6/2015 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a giacere sul piano x1 = 0. Su di essa agisce la distribuzione di forze

dF = ks20Pds, P e AB,

ove k > 0 ¢é costante, e s € [0,2L] & l'ascissa di P su AB misurata a partire
da A. Qui (O, (e;)) é il sistema fisso di riferimento.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare le posizioni di equilibrio dell’asta.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

50. [3/9/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie
2i + 23

b2
ove a, b > 0 sono costanti assegnate.
Su P agisce la forza peso diretta come —es.

2
T3
731
a? +

r3 <0,

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Dimostrare che non esistono moti lungo i quali xg si mantiene costante.

51. [3/9/2015 (ex)I] Un mezzo disco di centro C, massa M e raggio R &
vincolato a giacere sul piano coordinato fisso xg = 0.
Su di esso agisce la distribuzione di forze

dF = k(OP - w)udy,

ove P denota il generico punto del mezzo disco, du I'usuale misura di area e
u ¢ il versore solidale con il mezzo disco e parallelo a C'A, ove A & uno degli
estremi del diametro che delimita il mezzo disco. Inoltre O é l'origine del
sistema di riferimento fisso.

Qui k£ > 0 é una costante assegnata.

Calcolare le componenti lagrangiane della distribuzione dF'.

52. 19/2/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L < 2R e massa M ¢&
vincolata a mantenere ’estremo A sulla circonferenza fissa

2 2 2
$1+$2:R, $3:0,

e a giacere sul piano x3 = 0, mantenendosi ortogonale alla circonferenza; B
¢ esterno alla circonferenza.
Sull’asta agiscono il peso diretto come —es, e una forza data da

dF = —provxapds,

ove s denota 'ascissa sulla retta di AB e u > 0 é costante.
Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

53. [9/2/2016 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L < 2R e massa M &
vincolata a mantenere ’estremo A sulla circonferenza fissa

x? + 23 =R?, x3 =0,

e a giacere sul piano x3 = 0, mantenendosi ortogonale alla circonferenza; B
¢ interno alla circonferenza.
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620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Sull’asta agiscono il peso diretto come —es, e una forza data da
dF = privxapds,

ove s denota 'ascissa sulla retta di AB e u > 0 é costante.
Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

54. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie data, in coordinate cilindriche, da

z=rf(p), r>0,

ove r = \/x2+y? e  sono appunto le usuali coordinate polari nel pia-
no (z,y). La f € C*°(R) ¢ un’assegnata funzione positiva, periodica con
periodo 27.

Sul punto agisce la forza data, per una g € C*°(R), da

F =g(2)es.

Si diano condizioni su f e g perché siano possibili moti di P in cui ¢(t) =
o € (—m,m) per ogni t.

55. [7/6/2016 (ex)I] Un disco di centro C, massa M e raggio R ¢ vincolato
a giacere sul piano x3 = 0.
Su di esso agisce la forza applicata nel punto A

FA:kCTleeg,

ove A & un punto solidale con il disco a distanza 2R da C. Qui k > 0 ¢é
costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che il moto non é periodico.

56. [12/7/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando la curva

z=ax+ fsin(Az), x>0; y=0,

intorno all’asse z.
Sul punto agisce la forza peso diretta come —ej e la forza

F = k(mel + yeg) .
Qui «, B, A\, kK > 0 sono costanti assegnate.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Si dimostri che esistono moti circolari e che i possibili raggi di tali
moti sono limitati da una costante dipendente solo dai parametri del
problema.
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57.[6/9/2016 (ex)I] Due punti materiali P; di massa m; e P» di massa mg
sono vincolati ad appartenere al piano 3 = 0 del sistema di riferimento fisso
(O, (z1)) e a mantenersi allineati con l'origine O (ossia: O, P} e P» appar-
tengono a una stessa retta in ciascun istante, non necessariamente costante
nel tempo). Si assuma sempre che né P; né P, coincidano con O e che O si
trovi tra i due punti P;.

Sui punti agisce il peso diretto come —es.

e Si scrivano le equazioni di moto.

e Si trovino le eventuali configurazioni di equilibrio.

58. [6/9/2016 (ex)I] Una circonferenza materiale v di massa M, centro C' e
raggio R & vincolata a giacere sul piano fisso 3 = 0 del sistema di riferimento
fisso (O, (xp)).

La circonferenza - é soggetta alla distribuzione di forze

dF(P) = —k(CP-CA)OPds.

Qui A é un punto di v a essa solidale, P ¢ il generico punto di v e k > 0 ¢
una costante assegnata.
Calcolare le componenti lagrangiane delle forze.

59. [17/01/2017 (ex)I] Un punto materiale di massa m ¢ vincolato alla
superficie
z=a(x® +y?), z>0,

ove o > 0 & costante. Qui (z,y,2) sono le coordinate nel sistema fisso

(07 (eh))'
Sul punto agisce la forza .
F=kPP,,

ove k > 0 & costante e Py ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano z = 0.

e Si scrivano le equazioni di moto del punto.

e Si trovino le condizioni iniziali per le quali il moto del punto avviene a
quota z > 0 costante.

60. [17/01/2017 (ex)II] Un punto materiale di massa m ¢ vincolato alla

superficie
!

ove a > 0 & costante. Qui (z,y,2) sono le coordinate nel sistema fisso
(07 (eh))'
Sul punto agisce la forza
—
F =—-kPPF,

ove k > 0 & costante e Py ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano z = 0.
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e Si scrivano le equazioni di moto del punto.

e Si trovino le condizioni iniziali per le quali il moto del punto avviene a
quota z < 0 costante.

61. [8/02/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato ad
appartenere al cilindro
x5+ 23 = R?.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —es e la forza elastica
Fu=—kRP ;

ove Py é la proiezione di P sulla retta
9 =0, r3 =R,
e k > 0 é costante.
e Si scrivano le equazioni di Lagrange del punto.

e Si determinino le condizioni iniziali cui corrispondono moti rettilinei.

62. [8/02/2017 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato ad
appartenere al cilindro
x3 4 23 = R?.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —es e la forza elastica
Fo = kByL )

ove Py é la proiezione di P sulla retta
z9 =0, r3=—-R,
e k > 0 & costante.
e Si scrivano le equazioni di Lagrange del punto.

e Si determinino le condizioni iniziali cui corrispondono moti rettilinei.

63. ]06/06/2017 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R e massa
M é vincolata a giacere sul piano verticale x3 = 0. Inoltre ¢ vincolata ad
avere il punto solidale A € « nell’origine del sistema fisso.

Il peso ¢ diretto come —es. Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato a
stare su 7.
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e Scrivere la lagrangiana del sistema.
e Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

64. [11/07/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie

z=g(x—y),
con g € C*(R).
Su P agisce la forza
e
F= kPP,

ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse z, e k > 0 ¢ costante.
e Scrivere le equazioni di moto.

e Determinare esplicitamente tutti i moti per cui
z(t) =y(t)+ C, te R,

con C € R costante assegnata, per le costanti C' per cui esistono tali
moti.

65. [11/07/2017 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie
z = acos(fx);

qui (O, (z,y,2)) ¢ il sistema di riferimento fisso, e o, f > 0 sono costanti
assegnate.

Sul punto agisce la forza peso diretta come —es.

Il moto soddisfa le condizioni iniziali

OP = aes, v(0) = Xeq,
per un A > 0 dato.
e Scrivere le equazioni di moto.

e LKsprimere la reazione vincolare in funzione delle coordinate lagrangiane
e delle loro derivate prime (rispetto al tempo).

66. [15/01/2018 (ex)I] Due punti materiali P; di massa m; e P, di massa
me sono vincolati rispettivamente da P; € y1 e Py € 7y, ove

Yt x%—l—x%:r%, z3 =0;
. 2 2 _ .2 —
Yo ! ] +z3 =713, z9 =0,
ove 1 > r9 > 0 sono costanti.
I due punti si attraggono con forza elastica
—
Fp =—-kP,P,=—Fp,, k > 0 costante.
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e Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema.

e Se ne deduca che sono possibili dei moti ove solo uno dei punti é in
quiete.

67. [15/01/2018 (ex)II] Due punti materiali P; di massa mj e P» di massa
me sono vincolati rispettivamente da P; € y1 e Py € 7y, ove

. 2 2 _ .2 - Nn.
"M rytry =71, z3 =0;
. 2 2 _ .2 _
Y2 ! 332‘{‘333—7"2, 331—0,

ove 9 > r; > 0 sono costanti.
I due punti si attraggono con forza elastica

—
Fp =—-kP,P=—-Fp,, k > 0 costante.

e Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema.

e Se ne deduca che sono possibili dei moti ove solo uno dei punti é in
quiete.
68. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale (P, m) & vincolato alla sfera
of + a5 + a3 = R,

ove R > ( é costante, ed € soggetto al peso —mges.
Il punto parte da fermo nella posizione

O?(O) = %(61 + 62) .

Determinare q, q, q nell’istante ¢ in cui P raggiunge per la prima volta la
quota x3 = —R/2. Qui q indica il vettore delle coordinate lagrangiane.

69. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale (P,m) & vincolato alla sfera
x3 + a3 + 23 = R?,

ove R > ( é costante, ed € soggetto al peso —mges.
Il punto parte da fermo nella posizione

O?(O) == %(61 — 62) .

Determinare q, ¢, ¢ nell’istante ¢ in cui P raggiunge per la prima volta la
quota z3 = —R/v/2. Qui q indica il vettore delle coordinate lagrangiane.
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70. [27/06/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie S che si ottiene ruotando intorno all’asse x5 la curva

x1 = a(sin(bzs) + 2), 29 =0.
Sul punto agisce la forza
/
F=—-kPP,
ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano x3 = 0. Qui a, b, k sono
costanti positive assegnate.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.

e Dimostrare che sono possibili moti con z3 costante e opportuna, e de-
terminarli.

71. [23/07/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera

x3 + a3+ 13 = R?,

ove (O, (z;)) ¢ il sistema di riferimento fisso.
Su P agisce la forza

/
F=—-kPP,
ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P sul piano x3 = —R.

All’istante iniziale si ha
@(O) = Rey , v(0) = vpey .
Qui R, vy, k sono costanti positive assegnate.
e Scrivere le equazioni di moto.
e Ottenere un integrale primo in funzione di m, R, k, vp.

e Dimostrare che P non pud raggiungere quota x3 = —R.

72. [06/02/2020 (ex)I] Si consideri il toro S parametrizzato da
r(p,0) = cos (L + Rcosf)e + sin p(L + Rcosf)es + Rsinfes,

con ¢ € (—m,m), 0 € (—m, 7). Per maggiore chiarezza, questo ¢ il toro dato
dalla rotazione della circonferenza

(o — L)? + 22 = R?, x1 =0,

intorno all’asse x3. Qui L > R > 0.

124



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

Un punto materiale (X, m) & vincolato a S. Sul punto agisce la forza

F:a]xg\(—

x2 T
> 261+ 5 262 .
V] + x5 V] +xy

Determinare i moti che si svolgono in modo che ¢ 0 6 (ma non entrambi)
rimangano costanti durante il moto.
[Suggerimento: usare le equazioni di Lagrange.|

73. 106/02/2020 (ex)I] [Questa parte tra [...] non é indispensabile alla
risoluzione e viene proposta solo come aiuto all’intuizione.
Un punto materiale (X, m) é vincolato alla superficie espressa da

CCng(T'), T>05

con f € C*°(R). Quir ey sono le usuali coordinate polari nel piano (x1,x2).
Sul punto agiscono il peso —mges e la forza elastica

F=—k(X—X,).

Qui X 4 é la proiezione ortogonale di X sull’asse x3.]
La lagrangianaa del moto €

L= [P+ F0P) + 7]~ mgf(r) - o2,

ove r € (0,4+0), ¢ € (—m,m) sono le coordinate lagrangiane. Qui m, g,
k > 0 sono costanti e f € C*°(R).

Determinare tutti i moti della forma (rg,¢(t)), t € I, ossia con r(t) = rg
costante.

74. (06/02/2020 (ex)II] Si consideri il toro S parametrizzato da
r(p,0) = cos p(R + hcosf)e; + sin p(R + hcos0)es + hsinfes,

con ¢ € (—m,m), 6 € (—m, 7). Per maggiore chiarezza, questo ¢ il toro dato
dalla rotazione della circonferenza

(9 — R)* + 2% = h?, x1 =0,

intorno all’asse x3. Qui R > h > 0.
Un punto materiale (X, m) & vincolato a S. Sul punto agisce la forza

F | ‘( L2 n Z1 )
= |X — (4] € ).
Vi + a3 Vi + a3
Determinare i moti che si svolgono in modo che ¢ 0 6 (ma non entrambi)

rimangano costanti durante il moto.
[Suggerimento: usare le equazioni di Lagrange.|
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75. [06/02/2020 (ex)II|] [Questa parte tra [...| non é indispensabile alla
risoluzione e viene proposta solo come aiuto all’intuizione.
Un punto materiale (X, m) é vincolato alla superficie espressa da

,Ing(?"), T>05

con f € C*°(R). Quir ey sono le usuali coordinate polari nel piano (x1,x2).
Sul punto agiscono il peso —mges e la forza elastica repulsiva

F=kX—X4).

Qui X 4 é la proiezione ortogonale di X sull’asse x3.]
La lagrangianaa del moto €

L= % [#2(1+ f/(r)?) + r*¢*] — mgf(r) + §r2,

ove 7 € (0,4+00), ¢ € (—m,m) sono le coordinate lagrangiane. Qui m, g,
k > 0 sono costanti e f € C*(R).

Determinare tutti i moti della forma (rg,p(t)), t € I, ossia con 7(t) = rg
costante.

76.[10/02/2020 (ex)I] Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato alla superficie
ottenuta ruotando la curva

To = be3 1 =0,

intorno all’asse x3; qui b, ¢ > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza

F = —pv+ kxsey ,
ove v € la velocita e p, k > 0 sono costanti.
e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare se sono possibili moti in cui il punto rimane su un piano
passante per ’asse z3.

77.110/02/2020 (ex)II] Un punto materiale (X,m) ¢ vincolato alla super-
ficie ottenuta ruotando la curva

x1 = be” 3 o =0,

intorno all’asse x3; qui b, ¢ > 0 sono costanti.
Sul punto agisce la forza

F = —pv + kxses,

ove v € la velocita e p, k > 0 sono costanti.
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e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare se sono possibili moti in cui il punto rimane su un piano
passante per ’asse z3.

78. [19/01/2023 (ex)I] Consideriamo il sistema formato dall’asta rigida AB
di lunghezza R e massa M, e dal punto materiale (X p,m). L’asta & vincolata
a giacere sul piano x3 = 0 con l'estremo A nell’origine O del sistema di
riferimento fisso, e X p é vincolato alla circonferenza

23+ 2% = R?, r3=0.

I vincoli sono lisci.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF:cselds—k(XB—Xp)dég,

ove s € [0, R] & l'ascissa sull’asta misurata da A. Qui ¢, k sono costanti
positive assegnate; ddp indica che la forza é applicata in B. Su P agisce la
forza

Fp=—-k(Xp—Xp).
Si usino come coordinate lagrangiane (¢, 0) € (—n/2,37/2) x (—7/2,37/2),
tali che

X'5(¢) = Rcospe; + Rsinpes, X'5(60) = Rcosbfe; + Rsinfe, .

1) Si determini 'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Si determini il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate
all’asta.

3) Si dimostri che le equazioni di Lagrange sono:

i[mR%b] = kR%sin(f — o),

dt
d. . 9 . cR? .
&[19] = —kR*sin(0 — ¢) — Tsm@.

4) Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabi-
lita.
5) Assegnate le condizioni iniziali

©(0) =0, 0(0)=0, @(0)=¢o, 6(0)=0o,

si determini una limitazione su g, 6y in termini di m, M, R e dei momenti
di inerzia di AB che garantisca

10(t)] < g , per ogni ¢.
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6) Usando come coordinate locali del sistema

T1A,T2A,T3A,T1B,X3B,L1P ,L2P , L3P,

si esprimano i vincoli dati come vincoli olonomi regolari.

79. [24/03/2023 (ex)I] Consideriamo il sistema formato dall’asta rigida AB
di lunghezza R e massa M, e dal punto materiale (X p,m). L’asta & vincolata
a giacere sul piano x3 = 0 con l'estremo A nell’origine O del sistema di
riferimento fisso, e X p € vincolato alla circonferenza

z3 4+ 23 = R?, 3 =0.

I vincoli sono lisci.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF = [061 —k‘(XB —Xp)]d5B,

ove ¢ > 0, k > 0 sono costanti assegnate; ddp indica che la forza é applicata
in B. Su P agisce la forza

Fp:dez—k(Xp—XB),

con d > 0 assegnata.
Si usino come coordinate lagrangiane (¢, ) € (7, m) x (—m,7), tali che

X%(p) = Rcosypey + Rsinpes, X'5(0) = Rcosfe; + Rsinfes .

1) Si determini 'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Si determini il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate
all’asta.

3) Si dimostri che le equazioni di Lagrange sono:

d
E[mRQcp] = kR?*sin(0 — ¢) + dRcos ¢,
d

E[IG] = —kR?sin(f — @) — cRsinf.

4) Assumendo ¢ = 0, si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e
se ne studi la stabilita.
5) Si assuma ancora ¢ = 0. Assegnate le condizioni iniziali

¢(0) = ¢, 0(0) =6y,

si determini una limitazione su g, 0y in termini di m, M, R e dei momenti
di inerzia di AB che garantisca

o(t) > % , per ogni t.

128



620. Equazioni di Lagrange per vincoli fissi

6) Si considerino le coordinate locali del sistema

T1A,T2A,T3A,21B,X3B,T1P ,L2P ,L3P -

Si estragga da esse un sistema di possibili coordinate lagrangiane (valido
almeno per alcune configurazioni).

80. [18/01/2024 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m &
vincolata a giacere sul piano x3 = 0 (le xj, denotano le coordinate del sistema
di riferimento fisso). L’estremo A ¢ vincolato alla circonferenza

23+ 23 = R?, 3 =0.
Sull’asta agiscono la forza peso diretta come —eq e la forza elastica
FB = _kXB ’

applicata nell’estremo B. Qui L, R, k sono costanti positive assegnate.
Si usino come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m, ) X (—m,7) tali che

X" (p) = Rcos pe; + Rsin pey,
X'5(p,0) — X% (¢) = 2L cos ey + 2Lsinfe, .

1) Si determini I'energia cinetica in rappresentazione lagrangiana dell’asta.
2) Determinare il potenziale lagrangiano delle forze direttamente applicate.
3) Determinare le posizioni di equilibrio ove ¢ = 6.

4) Dimostrare che esiste una posizione di equilibrio con ¢ = 6 ove, se i para-
metri k, m, R, L, g soddisfano una condizione opportuna, & possibile definire
le piccole oscillazioni; calcolare ’energia cinetica ridotta in tale posizione.
5) All'istante t = 0 si abbia

X A(0) = %(e1 ter), 0al0) = (s —ea),
XB(O) = E+ 2L(61 + 62), ’UB(O) = % (62 — 61),

V2

con vg > 0 costante assegnata. Ricavare ¢(0), 8(0), ¢(0), 6(0).
6) Usando come coordinate locali per I'asta

z = (r14,%24,%34,%1B,%3B) ,

scrivere 1 vincoli nella forma f(z) = 0 (omettere il vincolo di rigidita | X 4 —
X p| = 2L), e dimostrare che hanno matrice iacobiana di rango massimo.

81. [06/09/2024 (ex)I] Due punti materiali (X1, m1) e (X2, m2) sono vin-
colati con vincoli lisci come segue: X1 appartiene alla circonferenza

2, .2 2
] +x5=R", x3=nh,
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e invece X o appartiene alla circonferenza
z3 4+ 2% = R?, 3 =0.
Su X agisce la forza
F1=—-k(X; - X32) + Bes,
e su X agisce la forza
Fy=—-k(Xs— X1);

qui R, h, k, 8 sono costanti positive.
Si usino le coordinate lagrangiane (0, ) € (—m,7) x (—m,7) tali che

X7(0) = Rcosbfe; + Rsinfles + hes, X5(¢) = Rcospe; + Rsinges .

1) Si calcoli il potenziale lagrangiano del sistema.

2) Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabi-
lita.

3) Si scrivano le equazioni di Lagrange.

4) Si dimostri che ciascun moto mantiene velocita limitata e se ne determini
una limitazione in funzione dei dati iniziali.

5) Si determini nell’istante generico la reazione vincolare fyi,o su Xo, in

funzione di 0, ¢, 0, ¢ (oltre che ovviamente di mq, ma, R, h, k, ).

6) Si usino le coordinate locali z = (21, ..., 2¢) tali che
3 3

X1:Zziei XQZZZZ'+362‘.
i=1 i=1

Si determini, nella configurazione z¢ = (R,0, h,0, R,0), una base dello spazio
normale dei vincoli IV, ;f come sottospazio di RS.

82. [16/01/2025 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & costituito dalla circonfe-
renza materiale v di raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale
(X p,m).
La circonferenza é vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’asse
fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema di rife-
rimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (zp). In particolare X 4 =
R61 =-X B-
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es e la forza applicata
sull’elemento X p data da

F} =T,

ove T ¢é il versore tangente a - nella posizione occupata da Xpe a >0 ¢é
una costante.
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

Si scelgano come coordinate lagrangiane (¢, 0) € (—m,7) X (—7/2,37/2), ove
la terna solidale a v é data da

Uy = cospes +sinpes,

u3 = —sinpes + cos pes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'5(p,0) = RcosOui(p) + Rsinbua(p),
10Xp
R 09

= —sinOu;(p) + cos ua(yp) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere il sistema che determina i punti di equilibrio e dare una condizione
sui parametri M, m, R, o che garantisca che abbia soluzioni.

4) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui ¢ € costante e 6 non lo é.

5) Usando la prima equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere la
risultante delle reazioni vincolari che agiscono sul sistema, in funzione di ¢,
0,p,0,p, 0.

6) Si esprimano i vincoli assegnati sulla circonferenza « come vincoli olonomi
usando le coordinate locali

Z10 , 20 , 30 yL3A ,T1C ,L3C

ove C' & un estremo del diametro di v ortogonale a AB.
630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

1. [4/7/2005 (ex)I] Due punti materiali P; e P» di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza v di centro l'origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,x3), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale xo (che & un suo diametro) con velocita angolare costante w = wes.
I vincoli sono lisci.

I punti si attraggono con forze elastiche di costante k > 0, ossia

Fp =kPP,,  Fp,=kPP,.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.
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2. [4/7/2005 (ex)II] Due punti materiali P; e P, di uguale massa m sono
vincolati a una circonferenza v di centro 'origine O del sistema di riferimento
fisso (O, x1,x9,23), e di raggio R. La circonferenza ruota intorno all’asse
verticale zo (che & un suo diametro) con velocita angolare costante w = we,.
I vincoli sono lisci.

I punti si respingono con forze elastiche di costante £ > 0, ossia

— —
Fp =kPP, Fp,=kPP,.
Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema.

3. [18/7/2005 (ex)I] Si consideri un piano mobile 7(t) sovrapposto al piano
fisso 3 = 0, ruotante intorno all’asse x3 con velocita angolare costante
w = —weg, ove w > 0. Il punto O solidale con 7(t) coincide con l'origine
del sistema fisso. Una curva « solidale con 7(t) ha equazione (in coordinate
polari su 7(t))

r=al, 0<6< 0,

ove a > (0 e costante.
Un punto materiale P di massa m & vincolato a «. Il vincolo ¢é liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

0(0) = 0(0) = w,

2 7
il moto di P nel sistema di riferimento fisso é rettilineo.

(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo
dell’asse x3.)

4. [18/7/2005 (ex)II] Si consideri un piano mobile 7(¢) sovrapposto al piano
fisso 1 = 0, ruotante intorno all’asse x; con velocita angolare costante
w = —wey, ove w > 0. Una curva 7 solidale con w(¢) ha equazione (in
coordinate polari su 7(t))

r = b0, 0<0 <,

ove b > 0 é costante.
Un punto materiale P di massa m & vincolato a «. Il vincolo é liscio. Si
dimostri che se le condizioni iniziali del moto corrispondono a

0(0)=m, 0(0) =w,

il moto di P nel sistema di riferimento fisso é rettilineo.
(Si deve assumere che 6 cresca nel verso antiorario rispetto al verso positivo
dell’asse x1.)

5. [15/12/2005 (ex)I] Un’asta omogenea di lunghezza 2L e massa m ha un
estremo vincolato a una circonferenza ~ di raggio R e centro O, che a sua
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volta ruota con velocita costante w intorno al suo diametro verticale AB. 1
punti A e B sono fissi nel sistema di riferimento fisso. L’asta appartiene al
piano della circonferenza. I vincoli sono lisci.

Scrivere il sistema di equazioni che determina le posizioni di equilibrio del-
I'asta nel sistema di riferimento solidale con il piano della circonferenza, e
origine in O, e riconoscere che in nessuna posizione di equilibrio 'asta si
mantiene orizzontale.

6. [7/7/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a una
retta R(t) di equazione

.%'3:0,

zysina(t) — xocosa(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. Il peso & diretto
secondo il verso negativo dell’asse xo.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(0) = (50,0,0), v(0) = sow(0,1,0) .

7. [7/7/2006 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a una
retta R(t) di equazione

$3:0’

—xzycosat) + zasina(t) =0,

ove a : [0,00) — [0,00) & una funzione C! con & > 0. II peso ¢ diretto
secondo il verso negativo dell’asse x1.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

2. Determinare il moto del punto nel caso in cui a(t) = wt, e siano
assegnate le condizioni iniziali

P(0) = (0, s0,0), v(0) = sow(1,0,0).

8. [19/7/2006 (ex)I] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L &
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione

—x7 cos(wt) + o sin(wt) =0,
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ove w > 0 & costante.

Sia § = (0, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e3
e ui(t) & perpendicolare a II(¢) per ogni t; inoltre sia u1(0) = e;. Qui
O denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (&;) le coordinate
associate a S.

I1 centro C dell’asta ¢ vincolato alla retta solidale con II(¢)

§3 =&, & =0.

Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso negativo dell’asse x3.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(¢).

9. [19/7/2006 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(t) data da

22+ 22 =r(t)?, 23=0.

Qui dunque r € C'(R) ¢ un’assegnata funzione con r(t) > 0 per ogni .
Il punto ¢é soggetto alla forza peso, diretta nel verso negativo dell’asse x;.
Scrivere le equazioni di Lagrange.

10. [19/7/2006 (ex)II] Un’asta rigida AB di massa m e lunghezza 2L ¢é
vincolata a muoversi sul piano ruotante II(¢) di equazione

—x1 cos(wt) + xgsin(wt) =0,

ove w > 0 ¢ costante.

Sia § = (O, u;) un sistema di riferimento solidale con II(t), ove us(t) = e3
e ui(t) & perpendicolare a II(¢) per ogni t; inoltre sia u1(0) = e;. Qui
O denota l'origine del sistema di riferimento fisso. Siano (&;) le coordinate
associate a S.

I1 centro C dell’asta ¢ vincolato alla retta solidale con II(¢)

§3=—&2, &1 =0.
Sull’asta agisce la forza peso diretta nel verso positivo dell’asse x3.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio relative a II(¢).
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11. [19/7/2006 (ex)II] Un punto P di massa m & vincolato alla circonferenza
di raggio variabile r(¢) data da

ot +xd=r(t)?, x3=0.

Qui dunque r € C'(R) é un’assegnata funzione con 7(t) > 0 per ogni ¢.
Il punto & soggetto alla forza peso, diretta nel verso positivo dell’asse xs.
Scrivere le equazioni di Lagrange.

12.[22/9/2006 (ex)I] Un’asta rigida di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
a giacere su un piano ruotante, con velocita angolare di modulo costante
w > 0, intorno all’asse fisso verticale x3.

Un estremo A dell’asta ¢ fisso su tale asse, mentre ’altro B é richiamato da
una forza elastica di costante £ > 0 e centro un punto C solidale con il piano
ruotante.

Se denotiamo con § = (O, w1, U2, u2) un sistema di riferimento solidale con
tale piano, in modo che O = A, us = e3, e uy sia sempre ortogonale al
piano, si ha che

O?:R’UJQ—FR’UQ,.

Sia inoltre g = —gug 'accelerazione di gravita.

Scrivere le equazioni di moto dell’asta, e trovare una condizione su m, L, R,
w, k che permetta di avere una configurazione di equilibrio relativo per 'asta
quando questa & orizzontale.

13. [13/12/2006 (ex)I] Sia (O,e;) il sistema di riferimento fisso, e sia
O—f>’ =x1e1 + x3es,

ove P é un punto di massa m. P ¢é vincolato a una circonferenza di raggio
R e centro A, giacente sul piano zo = 0.
A sua volta, A & vincolato ad appartenere all’asse x3, ma & mobile su tale
asse, con moto .

OA = —Ct263 y

con c¢ costante positiva.
Su P agisce la forza peso
—mges .

Scrivere le equazioni di Lagrange di P.

14. [26/3/2007 (ex)I] Due punti materiali P; e P> entrambi di massa m
sono vincolati a una circonferenza liscia di raggio R e centro O, che ruota
intorno a un suo diametro fisso AB con velocita angolare costante w > 0.
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Sui punti P; e P, agiscono le forze:

— 12—
su P1 . F1 = k“Plpg‘ P1P2;
— 12—
su Py : ngk‘Png‘ PP,

ove k > 0 & costante.
Scrivere le equazioni che danno le posizioni di equilibrio relativo al piano
della circonferenza.

15. [4/7/2007 (ex)I] Un punto P ¢ vincolato alla retta mobile r data da
r(t) = {su(t) | s € R},

ove

u(t) = —= (ui(t) + ua(t) + us(t)) ,

Sl

u1(t) = cos(wt)ej + sin(wt)es
us(t) = —sin(wt)ey + cos(wt)es ,
us(t)

€3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F = —kAD,
con k costante positiva, ove A ¢ il punto di r(¢) corrispondente a s = L > 0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.

16. [4/7/2007 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano z3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, e;), e ad avere
I’estremo A mobile secondo la legge

—
OA(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)es ,

ove a € C?(R) & una funzione assegnata, con a(0) = 0.

L’asta €& anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo

dell’asse xo.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.
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e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui AB si mantiene
—
parallelo a OA.

17. [4/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;) ha velo-
cita angolare rispetto a quello fisso (O, e;) data da w = wes, con us(t) = e3
per ogni t.

Un punto materiale P di massa m é vincolato alla curva solidale con &

r3 = aarctg by,
. x1 =0,

con a, b costanti positive (qui le z; indicano le coordinate in S).
Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

18. [4/7/2007 (ex)II] Un punto P ¢ vincolato alla retta mobile r data da
r(t) = {su(t) | s € R},
ove

u(t) = L (w1 (t) + ua(t) + us(t))

V3

u1(t) = cos(wt)ej + sin(wt)es
us(t) = —sin(wt)ey + cos(wt)es ,
’u,3(t)

€3,

con w > 0 costante.
Su P agiscono il peso, nel verso negativo dell’asse x3, e la forza

F — kAP,

con k costante positiva, ove A ¢ il punto di r(¢) corrispondente a s = —L,
L>0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

e Determinare le eventuali posizioni di equilibrio di P rispetto a r.

19. [4/7/2007 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano z3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, e;), e ad avere
I’estremo A mobile secondo la legge

O—1>4(t) = Rcosa(t)e; + Rsina(t)ea,
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ove a € C*(R) ¢ una funzione assegnata, con a(0) = 0.
L’asta €& anche sottoposta alla forza peso, che agisce nel verso negativo
dell’asse x.

e Scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

e Trovare, nella forma di un’equazione differenziale, la condizione che
deve soddisfare « affinché siano possibili moti in cui ’angolo tra A§ e
OA sia sempre uguale a /2.

20. [4/7/2007 (ex)Il] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;) ha
velocita angolare rispetto a quello fisso (O, e;) data da w = wes, con us(t) =
e3 per ogni t.

Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla curva solidale con &

ro = aarctgbrs,
. xlzo’

con a, b costanti positive (qui le x; indicano le coordinate in S).
Su P agisce la forza peso nel verso negativo di x3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto.

21. [19/7/2007 (ex)I] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wug, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda ug(t) = es per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le x; denotano le coordinate in S) & vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta é sottoposta alla forza

F — )\AD x uy

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo B, con A co-
stante positiva.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.

22. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema di riferimento mobile S = (O, u;), ha
velocita angolare w(t) = wus, con w > 0 costante, rispetto al sistema di
riferimento fisso (O, e;). Si prenda u3(t) = es per ogni t.

Al piano ruotante x; = 0 (qui le x; denotano le coordinate in S) & vincolata
un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m.

L’asta é sottoposta alla forza

F = A\($)AB x u,

(quindi ortogonale all’asta medesima), applicata all’estremo A, con A €
C*°(R) funzione assegnata del tempo.
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Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.

23. [17/9/2007 (ex)I] Un piano mobile II(t) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

T1coswt+ xosinwt +x3=0.

Si tratta dunque di un piano passante per 'origine e con normale

1 :
v = —(coswt,sinwt, 1) .

V2

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso negativo dell’asse x3.
Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

24. [17/9/2007 (ex)II] Un piano mobile I1(t) ha equazione nel sistema di
riferimento fisso (O, e;)

T1coswt+ xo + r3sinwt =0.

Si tratta dunque di un piano passante per l’origine e con normale

L (coswt, 1, sinwt)
v=——(coswt, 1,sinwt).
V2 ’
Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a II(t) e sottoposto alla forza
peso, diretta nel verso positivo dell’asse 5.
Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

25. [1/7/2008 (ex)I] Un punto P di massa m ¢& vincolato a giacere sulla
superficie mobile
z3 = asin (b(z1 — ct)),

ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P ¢é soggetto alla forza peso
—mges,

F——kOP,

ove k > 0 & costante, e O é 'origine del sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono

e alla forza elastica

avere moti uniformi (cioé con accelerazione nulla nel sistema di riferimento

fisso).
26. [1/7/2008 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato a giacere sulla

superficie mobile
x3 = acos (b(zg — ct)),
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ove a, b, ¢ sono costanti positive.
P & soggetto alla forza peso
—mges,

F——kOP,

e alla forza elastica

ove k > 0 & costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange del moto, e riconoscere che non si possono
avere moti uniformi (cioé con accelerazione nulla nel sistema di riferimento

fisso).

27. |18/7/2008 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, u;) ove

u1 = cos(wt)ey + sin(wt)eq
uy = — sin(wt)e; + cos(wt)es

u3z = €3,

20 = Rui ().

Qui w, R sono costanti positive, e (§2,e;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Le
coordinate in S si denotano con (z;).

Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m ¢ vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) 3, con A e D fissi rispetto a S.

Al vertice B ¢ applicata la forza

FB = ]{)I/,
ove v é il versore normale alla lamina, e k > 0 é costante.

1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Trovare per quali valori dei parametri si possono avere posizioni di
equilibrio relativo.

28. [18/7/2008 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O,u;) ove

u; = cos(wt)e; + sin(wt)ey,
ug = —sin(wt)e; + cos(wt)es,

u3 = €3,

20 = Ruy(t).
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Qui w, R sono costanti positive, e (§2,e;) ¢ il sistema di riferimento fisso. Le
coordinate in S si denotano con (x;).

Una lamina quadrata ABCD di lato L e massa m ¢ vincolata ad avere il
lato AD sull’asse (mobile) z3, con A e D fissi rispetto a S.

Al centro G della lamina é applicata la forza

F G = k:u2 y
ove k > 0 & costante.
1. Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina.

2. Dimostrare che per tutti i valori dei parametri si hanno posizioni di
equilibrio relativo.

29. [12/9/2008 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera mobile

(1 — Reoswt)? + (x5 — Rsinwt)? + 22 = R?,

ove R > 0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Trovare per P le posizioni di equilibrio relative al sistema di riferimento
mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

Uy = —, us — ej3.

R

30. [12/9/2008 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
sfera mobile

(21 — Leoswt)? + 23 + (x5 — Lsinwt)? = L2,

ove L > 0 e w > 0 sono costanti.
Su P agisce la forza peso
F = —mges .

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

e Trovare per P le posizioni di equilibrio relative al sistema di riferimento
mobile (C,u;), ove C ¢ il centro della sfera, e

oC

U1:T7 Uz = €3.
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31. [12/1/2009 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva
x3 = asin(fzy), r1 € R,

sul piano ruotante
& sinwt — &y coswt = 0.

Qui «, f, w sono costanti positive, (O, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso,
con coordinate &;, e S = (O, u;) ¢é il sistema di riferimento mobile solidale
con il piano ruotante, con coordinate x;. S & scelto in modo che us3(t) = es
per ogni ¢, e che u1(0) = ey, u2(0) = eq, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —es.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.

e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha 21(¢t) < 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ).

32.[12/1/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale x3 = 0.
Inoltre I'estremo A & soggetto al vincolo

Ozt2
ria =<
2 i

con o > (0 costante.

Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse xs.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.

33. [12/1/2009 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
curva
r3 = —asinxy, r1 € R,

sul piano ruotante

& sinwt — &y coswt = 0.

Qui «a, w sono costanti positive, (O, e;) ¢ il sistema di riferimento fisso, con
coordinate &;, e S = (O, u;) ¢ il sistema di riferimento mobile solidale con
il piano ruotante, con coordinate z;. S & scelto in modo che uz(t) = ez per
ogni t, e che u1(0) = ey, u2(0) = ey, per t = 0.

Sul punto agisce il peso, diretto come —es.

e Scrivere le equazioni di Lagrange del punto.
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e Supponendo che il punto parta da fermo nell’origine O, dimostrare che
si ha 1(¢) > 0 almeno per un intervallo opportuno (0, ).

34. [12/1/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza L e massa m ¢ vincolata
ad avere l'estremo A sull’asse fisso x1, e a giacere sul piano verticale x5 = 0.
Inoltre I'estremo A & soggetto al vincolo

Oét2
TiA=—5
2 )

con « > ( costante.
Il peso ¢é diretto nel verso negativo dell’asse x3.

e Scrivere ’equazione di moto.

e Supponendo « = g, tracciare il diagramma di fase del moto.

35. [12/2/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere I'estremo A sull’ellisse ruotante

.%'3:0,

ove le coordinate x; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.

[’asta ¢ anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O ¢ anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, €;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema

S.

36. [12/2/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
ad avere il centro C sull’ellisse ruotante

2 2
X X
1 2
—2+b_2_—1, x3 =0,

ove le coordinate x; sono relative al sistema mobile S = (O, u;), con

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

us = e3.
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L’asta ¢ anche vincolata a giacere sul piano dell’ellisse.

Qui L, a, b sono costanti positive, e O ¢ anche l'origine del sistema di
riferimento fisso (O, e;).

Si calcolino le componenti lagrangiane delle forze agenti sull’asta nel sistema

S.

37.112/6/2009 (ex)I] Due punti P; e P> entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

Top, =0, Top, = 0;

a a
T3P = —— L1k > 0; T3p =~  Tip <0;
1Pl 1P2

quia € R, a # 0, e (z;) indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile
S = (0,u;), ove O & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u] = coswt ey +sinwt ey,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,
uz = €3,

con w > 0 costante.

Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse x3, e le forze

elastiche
FPlz—kP2P17 FPQZ_kP1P27

ove k > 0.
1. Scrivere la lagrangiana del sistema.

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a > 00 a < 0. Trovare in quale.

38.[12/6/2009 (ex)II] Due punti P; e P» entrambi di massa m sono vincolati
come segue:

zop, =0, xop, = 0;
a a
T3p = —5—, x1p > 0; x3p, = —5—, x1p, <0;
1P Tip,

quia € R, a # 0, e (x;) indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile
S = (0,u;), ove O ¢é l'origine del sistema di riferimento fisso e

u] = coswte| +sinwtesy,
U9 = —sinwt e + coswt ey,

u3 = €3,
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con w > 0 costante.
Sui punti agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse xz3, e le forze
elastiche . N

Fp =—-kPP, Fp,=—-kP P,

ove k > 0.
1. Scrivere la lagrangiana del sistema.

2. Si assuma anche k > mw?. Allora moti in cui la distanza di uno dei
due punti da O divenga illimitata sono impossibili, in uno dei due casi
a > 00 a < 0. Trovare in quale.

39. [11/9/2009 (ex)I] Un punto P di massa M & vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t)y = {(r cos(p+wt), rsin(p+wt), ar? sin(2p+wt)) | r>0,p € (—m,m)}.

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3.

e Scrivere la lagrangiana del punto.

e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

.....

— 21(0) = po > 0, 25(0) = 0.

40. [11/9/2009 (ex)II] Un punto P di massa M ¢ vincolato alla superficie
mobile liscia data, nel sistema di riferimento fisso (O, z;), da

S(t) = {(rsin(p+wt),r cos(p+wt),ar’sin(2p+wt)) | 7> 0,p € (—m,7)}.

Qui w > 0 e a > 0 sono costanti.
Sul punto agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse 3.

e Scrivere la lagrangiana del punto.
e Scrivere i dati iniziali per le coordinate lagrangiane corrispondenti a:

— velocita iniziale diretta lungo es;

— x1(0) =0, z2(0) = po > 0.
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41. [20/11/2009 (ex)I] Un’asta di massa M e lunghezza 2R ¢& vincolata a
giacere sul piano x3 = 0, e ad avere I'estremo A mobile con legge assegnata

OA = Lcos(at)eq ,

ove (O, e;) ¢ il sistema fisso e L > 0, a > 0 sono costanti.
Sull’asta agiscono il peso, diretto nel verso negativo dell’asse xs, e la forza

elastica
Fp=—kOB,

ove k > 0 & costante.
Scrivere le equazioni di Lagrange dell’asta.

42.[25/1/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al piano
ruotante
II(t) : —xysinwt + 9 coswt =0,

ed & soggetto alla forza peso
—mges .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Req, v(0) = ae; + wRey + Pes.

Trovare una condizione sulle costanti w, m, R > 0, e a, 8 € R che garantisca
che zop > 0 per 0 < t < 7/w.

43. 25/1/2010 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
piano ruotante

II(t) - —xy sinwt + xg coswt =0,

ed é soggetto alla forza peso
—mge .

All’istante iniziale si ha
O?(O) = Rey , v(0) = ae; + wRes + fes.

Trovare una condizione sulle costanti w, m, R > 0, e a, 8 € R che garantisca
che zop > 0 per 0 < t < 7/w.

44. [8/7/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato a un piano mobile
I1(t) che ruota intorno a un suo asse 1 orizzontale con velocita angolare
costante w. Supponiamo che r coincida con 'asse fisso z1 e che w = we;.
Sul punto agisce la forza elastica

—
F=—kP'P,

ove P’ ¢ la proiezione ortogonale di P su r. Qui k e w sono costanti positive.
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1. Scrivere le equazioni di moto.

2. Determinare le condizioni iniziali per cui il moto & periodico, sapendo
che all’istante iniziale II & orizzontale.

45. [7/9/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢é vincolato a una circonferenza
~ di raggio R, che & vincolata a sua volta a ruotare intorno al suo diametro
verticale AB. I punti A e B sono sia fissi che solidali con 7.

La velocita di rotazione di v é assegnata come

w(t) = W(t)ﬁ )

con w € CY(R).
Scrivere ’equazione di moto del punto.

46. [17/7/2014 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M ¢
vincolata a giacere sul piano mobile II(¢) la cui equazione ¢é

—x sin(at) + xa cos(at) =0,

ove a > 0 & una costante assegnata e (x;) denota le coordinate nel sistema
fisso. Il centro C' dell’asta é vincolato a giacere sul piano fisso x3 = 0.
Sull’asta agisce la distribuzione di forze

dF(P) = \CP x u,
ove A > 0 & una costante assegnata, P denota il generico punto dell’asta e
u = —sin(at)e; + cos(at)es

denota la normale al piano I1(t). Qui (e) € la base fissa.
Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio
relativo a I1(t).

47. [13/1/2015 (ex)I] Consideriamo il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up,)) ove O & l'origine del sistema di riferimento fisso e per o > 0 dato

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.
Un punto materiale P di massa m é vincolato alla curva
W(ml,t) = xlul(t) + )\x’fu?,(t) R 1 >0,

ove A, k > 0. Qui le (x;) denotano le coordinate nel sistema S.
Sul punto agisce la forza peso —mges.
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e Scrivere le equazioni di moto del punto.

e Determinare, se esistono, le posizioni di equilibrio di P in § e studiarne
la stabilita.

48. [13/1/2015 (ex)II] Consideriamo il sistema di riferimento mobile S =
(O, (up,)) ove O & l'origine del sistema di riferimento fisso e per o > 0 dato

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

us — es3.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla curva
W(ml,t) = )\:U’?ful(t) + $3U3(7f), z3 >0,

ove A, k > 0. Qui le (x;) denotano le coordinate nel sistema S.
Sul punto agisce la forza peso —mges.

e Scrivere le equazioni di moto del punto.

e Determinare, se esistono, le posizioni di equilibrio di P in § e studiarne
la stabilita.

49. [2/7/2015 (ex)I] Una lamina quadrata ABCD di lato 2L e massa M ¢
vincolata in modo che i due vertici consecutivi A e B sono dati da

A = Rui (1) + Lus(t) — %t2u3(t) ,
2B = Ruy(t) — Lus(t) — §t2u3(t) ,
ove la terna (u;) ¢ data da

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) ey,

us = es3.

Qui a, ¢, R > 0 sono assegnati e (2 é 'origine del sistema di riferimento fisso.
Scrivere le equazioni di Lagrange della lamina nel sistema S = (O, (u;)) ove

20 = —gt2U3(t).

50. [12/1/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza mobile

23 + (z2 — asin(At))? = R?, x3=0.
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Qui a, A, R > 0 sono costanti assegnate.
Determinare I’equazione di moto di P in funzione di un’opportuna coordinata
lagrangiana.

51. [12/1/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
circonferenza mobile

(z1 — acos(\t))? 4 23 = R?, x3=0.

Qui a, A, R > 0 sono costanti assegnate.
Determinare I’equazione di moto di P in funzione di un’opportuna coordinata
lagrangiana.

52.19/2/2016 (ex)I] La terna mobile M = (uy,) del sistema di riferimento
S = (0O, M) ha velocita angolare

w(t) = wus(t) = wes .

Qui O é lorigine del sistema di riferimento fisso.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla superficie solidale con &

ys=f(r)gly), r>0,

ove (yp) sono le coordinate in S, e (r,¢) le relative coordinate polari nel
piano y3 = 0. Si assuma sempre r > 0.
Sul punto agisce la forza

—
F=—-kP'P= —kﬁyg’u;g,

ove P’ & la proiezione di P su y3 = 0. Qui w, k > 0 sono costanti assegnate.

e Scrivere la funzione lagrangiana del moto.

e Trovare le posizioni di equilibrio, relativo a S, assumendo che
g(p) =2+cosp,  f(r)=1>.
53.19/2/2016 (ex)II] La terna mobile M = (uy,) del sistema di riferimento
S = (O, M) ha velocita angolare
w(t) = wus(t) = wes .

Qui O é lorigine del sistema di riferimento fisso.
Un punto materiale P di massa m ¢é vincolato alla superficie solidale con &

ys=f(r)gly), r>0,
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ove (yp) sono le coordinate in S, e (r,¢) le relative coordinate polari nel
piano y3 = 0. Si assuma sempre r > 0.
Sul punto agisce la forza

/
F:kiPP:ky3U3,
ove P’ ¢ la proiezione di P su y3 = 0. Qui w, k > 0 sono costanti assegnate.
e Scrivere la funzione lagrangiana del moto.

e Trovare le posizioni di equilibrio, relativo a &, assumendo che

g(p) =2+cosp,  f(r)=r77,

e discuterne la stabilita.

54. [7/6/2016 (ex)I] Quattro punti materiali A, B, C, D di uguale massa
m sono vincolati ad appartenere al piano ruotante I7(t) di equazione

—z1sin(at) + xg cos(at) =0,

ove le x; sono le coordinate nel sistema fisso. Inoltre ABCD ¢ un quadrato
di centro l'origine O del sistema fisso, di lato di lunghezza variabile positiva,
con i lati AD e BC paralleli all’asse 3.

Su ciascun punto X € {A, B,C, D} agisce la forza elastica

Fyx=—kVYX —kZX,

ove Y e Z sono i due vertici adiacenti a X. Sui punti agisce anche la forza
peso diretta come —es.

Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema e dare una condizione sui para-
metri positivi k e a perché il lato del quadrato si mantenga limitato durante
tutti 1 moti.

55. [7/6/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L ¢ formata da due meta
omogenee, una AC di massa m; e una C'B di massa ms > myq, ove C & il
centro dell’asta.

L’asta & vincolata ad avere il centro C' mobile con legge

OC = Rcos(at)e; + Rsin(at)es ,

ove R, a > 0 sono costanti date. Qui (O, (ep)) ¢ il sistema di riferimento
fisso.

Si scrivano le equazioni di moto dell’asta nel sistema mobile S = (O, (uy,)),
ove

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.
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56. [12/7/2016 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M & vincolata
a giacere sul piano ruotante

IT:  —xqcos(at) + xgsin(at) =0.
Inoltre ’estremo A deve appartenere alla curva
ys=Ayf, y1>0; Y2 = 0.

Qui A, ¢ > 0 sono parametri assegnati e S = (O, (yp,)) € un sistema di
riferimento mobile tale che IT = {yo = 0}, e gli assi z3 e y3 coincidono.
Sull’asta agisce il peso diretto come —es.

Si scrivano le equazioni di moto.

57. [17/01/2017 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M &
vincolata a giacere nel piano mobile I1(t) di equazione

—z7 sin(at) + xa cos(at) = 0;

qui a > 0 é costante.
Sull’asta agiscono le forze

— —
F,=—-kOA, Fp, =—-kOF,
applicate nei punti indicati, ove

—

AP, ’I“E
0 — ?—
|AB|

Qui r, k£ > 0 sono costanti assegnate e O & I'origine del sistema di riferimento
fisso.
Scrivere la lagrangiana del moto.

58. [17/01/2017 (ex)II] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa M &
vincolata a giacere nel piano mobile I7(t) di equazione

—z sin(at) + xa cos(at) = 0;

qui o > 0 é costante.
Sull’asta agiscono le forze

—
Fp=kOB, Fp =—kOP),
applicate nei punti indicati, ove
—

AP, TE
0 — ?—
|AB|
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Qui r, k£ > 0 sono costanti assegnate e O & I'origine del sistema di riferimento
fisso.
Scrivere la lagrangiana del moto.

59. [8/02/2017 (ex)I] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢é vincolata
a giacere sul piano ruotante

—x1sin(at) + zacos(at) = 0.

Qui « > 0 ¢ una costante. Inoltre I'estremo A é vincolato ad appartenere
alla circonferenza solidale al piano

(y1 — R)* +y3 = R?, y2 =10,

ove § = (O, (yn)) ¢ il sistema di riferimento mobile dato da O origine del
sistema fisso e base

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,
us = e3.

Sull’asta agisce il peso diretto come —es.

Si determini il potenziale lagrangiano del moto in S, e si dimostri che 'asta
non pud avere posizioni di equilibrio relativo in cui € orizzontale.

60. [8/02/2017 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza L ¢ vincolata a
giacere sul piano ruotante

—x1sin(at) + zacos(at) = 0.

Qui « > 0 ¢ una costante. Inoltre I'estremo A é vincolato ad appartenere
alla circonferenza solidale al piano

2, 2 2
(y1 + R)* +y3 = R*, y2 =0,

ove S = (O, (yn)) ¢ il sistema di riferimento mobile dato da O origine del
sistema fisso e base

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) e,

us = es3.

Sull’asta agisce il peso diretto come —es.
Si determini il potenziale lagrangiano del moto in §, e si dimostri che I'asta
non pud avere posizioni di equilibrio relativo in cui & orizzontale.
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61.[06/06/2017 (ex)I] Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e densita variabile
data da

p(P) = po| AP,

con pg > 0 costante, & vincolata a giacere sul piano ruotante
—xz1 sin(at) + xa cos(at) =0,

ove o > 0 € una costante assegnata.
Si scriva la lagrangiana del moto.

62. [23/07/2018 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
al piano ruotante
x1 sin(at) — xg cos(at) = 0.

Su di essa agiscono la forza peso diretta come —es e una forza elastica
anol; .
pplicata in A N

F4=-kOA,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso (O, (z;)). Qui «, k sono
costanti positive assegnate.
Scrivere la lagrangiana del sistema.

63. [15/01/2019 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile
i +yi =R,

ove le (y;) sono le coordinate nel sistema S = (O, (uy,)), con Xo(t) = Luy(t),
e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,

ug = —sin(at) ey + cos(at) ez,

us = es3.

Su P agisce la forza

F—_kOD.

Qui L, R, a, k sono costanti positive assegnate.
Scegliere come coordinate lagrangiane ¢ € (—m/2,37/2) e z € R tali che

O? = Rcos pu; + Rsin pug + 2us .

Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio
relativo a S.

64. [15/01/2019 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato al
cilindro mobile
i +ys =1L,
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ove le (y;) sono le coordinate nel sistema S = (O, (uy,)), con X o(t) = Rus(t),
e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

us = e3.

Su P agisce la forza

F =kOD.

Qui L, R, a, k sono costanti positive assegnate.
Scegliere come coordinate lagrangiane ¢ € (—7/2,37/2) e z € R tali che

@ = Lcospu; + Lsin pus + zus .

Scrivere le equazioni di Lagrange e determinare le posizioni di equilibrio
relativo a S.

65. [11/02/2019 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3z = e3.
Denotiamo con (y;) le coordinate in S e con + la circonferenza solidale a S
- +y3 =R,  y2=0.
Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato a -, ed é soggetto alla forza
F = AysT,

ove T é il versore tangente a . Qui «, ¢, R, A sono costanti positive
assegnate.
Scrivere le equazioni di Lagrange di P.

66. [11/02/2019 (ex)I] Si consideri l'elica v data da
1 (s) = (Rcos(as), Rsin(as) , hs),
con R, a, h > 0 assegnati in modo che s € R sia ’ascissa curvilinea.

Si consideri poi il sistema S = (O, M), ove M = (T,N,B) ¢ la terna
intrinseca di v e O ¢ il punto dato da

Xo(t) =¢(so(t)) ,
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con sp € C?(R) assegnata.

Un punto materiale P di massa m € vincolato a stare sull’asse coordinato di
S parallelo a T'.

Scegliere come coordinata lagrangiana per P la significativa coordinata car-
tesiana in S e calcolare la relativa componente lagrangiana della forza di
trascinamento per P in S.

Si ricordi che

T = (—Rasin(as) , Racos(as) ,h), N = —(cos(as),sin(as),0),
B = (hsin(as), —hcos(as),Ra), k(s) = Ra?, 7(s)= —ah.

67. [11/02/2019 (ex)II] Si consideri il sistema di riferimento mobile & =
(O, (up)), ove O ¢é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

us = e;3.
Denotiamo con (y;) le coordinate in S e con + la circonferenza solidale a S
(y1 +¢)® +y3 = R?, y2 =0.
Un punto materiale P di massa m é vincolato a -, ed é soggetto alla forza
F =T,

ove T é il versore tangente a . Qui «, ¢, R, A sono costanti positive
assegnate.
Scrivere le equazioni di Lagrange di P.

68. [11/02/2019 (ex)II] Si consideri l’elica v data da
P (s) = (Rcos(as), Rsin(as) , hs),

con R, a, h > 0 assegnati in modo che s € R sia ’ascissa curvilinea.
Si consideri poi il sistema S = (O, M), ove M = (T,N,B) ¢ la terna
intrinseca di v e O ¢ il punto dato da

Xo(t) =(so(t))

con sp € C?(R) assegnata.

Un punto materiale P di massa m é vincolato a stare sull’asse coordinato di
S parallelo a N.

Scegliere come coordinata lagrangiana per P la significativa coordinata car-
tesiana in S e calcolare la relativa componente lagrangiana della forza di
trascinamento per P in S.
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Si ricordi che

T = (—Rasin(as) , Racos(as) ,h), N = —(cos(as),sin(as),0),
B = (hsin(as), —hcos(as),Ra), k(s) = Ra?, 7(s)=—ah.

69. [09/01/2020 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato al
cilindro mobile di equazione
yi +yi = R?,

ove (y1,y2,y3) sono le coordinate nel sistema di riferimento mobile & =
(X0, (up)), ove X ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

con a > ( costante.
Sul punto agisce il peso —mges.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

70. [09/01/2020 (ex)II] Un punto materiale P di massa m & vincolato al
cilindro mobile di equazione

Y3 +ys = R?,

ove (y1,y2,y3) sono le coordinate nel sistema di riferimento mobile § =
(X0, (up)), ove Xp ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

u3 = €3,

con « > ( costante.
Sul punto agisce la forza costante kes, k # 0.

e Scrivere le equazioni di Lagrange.

71. [13/01/2020 (ex)I] Si consideri il sistema mobile S = (X o, (uy)), ove

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

u3 = €3,
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e X ¢ lorigine del sistema fisso. Le coordinate in S vengono denotate con

(yl,y2ay3)'
Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a giacere sul

piano ruotante yo = 0; inoltre il centro di massa dell’asta ¢ vincolato ad
appartenere alla curva

ys = Byl + 1, y$2=0, y€R.

Qui «, B, v >0 e p & un intero positivo.
Sull’estremo A dell’asta ¢ applicata la forza

—
F,=—kAA,
ove A’ & la proiezione di A sull’asse y; e k > 0.

e Scrivere la lagrangiana dell’asta.

e Nel caso p = 2, trovare tutte le posizioni di equilibrio relativo a § in cui
AB si mantiene parallela a ug.

72.[13/01/2020 (ex)II] Si consideri il sistema mobile S = (X, (uy)), ove

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) eg,

uz = €3,

e X ¢ lorigine del sistema fisso. Le coordinate in S vengono denotate con

(yl,y2ay3)'
Un’asta rigida AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a giacere sul

piano ruotante yo = 0; inoltre il centro di massa dell’asta & vincolato ad
appartenere alla curva

ys = ByY, y2 =0, 1 €R.

Qui «, 8 >0 e p é un intero positivo.
Sull’estremo B dell’asta ¢ applicata la forza

—
Fp=kBB,
ove B’ ¢ la proiezione di B sull’asse y1 e k > 0.

e Scrivere la lagrangiana dell’asta.

e Nel caso p = 2, trovare tutte le posizioni di equilibrio relativo a § in cui
AB si mantiene parallela a us.
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73.100/12/2022 (hw)I]

Il punto materiale (X1,m1) ¢ vincolato alla retta mobile 71 e il punto
materiale (X9, mg) @ vincolato alla retta mobile ry, ove 71, ry sono date
da

T )\2:0, )\3:0;
ro )\120, )\3:H

Qui () indica le coordinate nel sistema di riferimento mobile S = (X o, (uy,))
con Xp(t)=0perte Re

u; = cos(at) e + sin(at) ez,

ug = —sin(at) e; + cos(at) ey,

us = es3.
Su ciascun punto X, agisce la forza elastica F'; data da
Fi=—-Fy=—k(X;—X,).

Qui «, H, k > 0 sono costanti. Usare come coordinate lagrangiane (s, s2) €
R? con

X%(Sl, S92, t) = slul(t) R X;(sl, S92, t) = Sg’u,g(t) + H’u,g(t) .
1. Scrivere Ienergia cinetica del sistema nel sistema di riferimento fisso.

2. Scrivere Ienergia cinetica del sistema nel sistema di riferimento mobile

S.
3. Dimostrare che il potenziale lagrangiano in & esiste ed é:

k m m
Us = —E(S% + 55+ H?) + 710428% + 720423%.

4. Si assuma k # mia?, mea®. A partire dal potenziale Ug dato nel

punto precedente determinare le posizioni di equilibrio relativo a S e
determinarne la stabilita.

5. Si assuma k > m1a2, mea?. Determinare se tutti i moti sono limitati

(cioé se | X| + |X5| < C per ogni t, con C costante dipendente dal
moto).

6. Scrivere i vincoli nella forma canonica f(z,t) =0, ove

3

X = Z 23(i—1)+h€h » 1=1,2.
h=1
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74.[03/02/2023 (ex)I] Una circonferenza materiale « di centro G, massa m
e raggio R ¢ vincolata al piano mobile yo = 0, ove le y; sono le coordinate
nel sistema di riferimento mobile § = (X, N'), con X origine del sistema
fisso e N = (wy,), con

w1 = cos(at) e1 + sin(at) es
wy = —sin(at) e; + cos(at) es

w3 = €3,

ove o > 0 & una costante assegnata. Inoltre un punto solidale alla circonfe-
renza A € v & vincolato alla circonferenza mobile

y%—Fy%:LZ, y2:0

Sulla circonferenza v non agiscono forze direttamente applicate.
Si usino come coordinate lagrangiane (¢, 0) € (—n/2,37/2) x (—7/2,37/2),
ove

X' (p,0,t) = Lcos pw, (t) + Lsin pws(t) ,
Xa(p,0,t) = X% (e, 0,t) + Rcoswi(t) + Rsinbws(t) .

Si usi come sistema solidale alla circonferenza (X g, M), con M = (uy,) e

u1 = cos @ wi + sinf wg ,
u3z = —sinf wq + cos fws,

U2 = wy .

1) Si calcoli la velocita angolare wpaq della circonferenza relativa alla terna
fissa P = (ep,) (espressa in una terna qualsiasi).

2) Calcolare energia cinetica in forma lagrangiana della circonferenza -~y
relativa al sistema di riferimento mobile S.

3) Si calcoli la distribuzione della forza di trascinamento in S agente su 7,
in forma lagrangiana, ossia la funzione vettoriale

dFi‘(SD? 9? t’ S) )

espressa nella base A/ di S. Si noti che s deve essere una coordinata solidale
a7y.

4) Calcolare il momento delle quantita di moto di polo G, relativo al siste-
ma di riferimento fisso, in funzione delle coordinate lagrangiane e delle loro
derivate in ¢ (espresso in una base qualunque).

5) Sapendo che il potenziale lagrangiano della forza di trascinamento agente

su vy e
2

U(p,0) = %(Lcosgo—i— Rcos ),
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630. Equazioni di Lagrange per vincoli mobili

dimostrare che il sistema ha almeno 5 posizioni di equilibrio relativo a S (nel
dominio di variabilita assegnato per (¢, 6)).

6) Si dia per noto il potenziale lagrangiano della forza di trascinamento
agente su vy dato sopra. Si dimostri che nella posizione (¢,0) = (0,0) di
equilibrio relativo si possono definire le piccole oscillazioni (relative a S), e
se ne scriva il potenziale ridotto U*.

75. [07/07/2023 (ex)I] Due punti materiali (X1,m1), (X2, m2) sono vinco-
lati al piano mobile Ay = 0 del sistema di riferimento mobile S = (X o, (uy,)),
ove X o é lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

ove a > 0 & costante. Qui A indica le coordinate in S.

I punti sono soggetti ai vincoli ulteriori: X appartiene alla circonferenza
solidale con S, di centro X, raggio R > 0 e giacente sul piano \s = 0; X4
ha la stessa quota Az di X;.

Sui due punti sono direttamente applicate le forze

Fi=—kX; - XX, —X2), suXy;
F2 —kﬁ|X1—X2|2(X2—X1), qug.

Qui k > 0 ¢é costante.
Si usino le coordinate lagrangiane (¢, z) € (—m/4,77/4) x R tali che

X' (¢, t) = Rcos puy(t)+ Rsin pus(t), X5(p,z,t) = zuq(t)+ Rsin pus(t) .

1) Determinare il potenziale lagrangiano del sistema di forze (F'1, F'3).
2) Determinare l’energia cinetica lagrangiana nel sistema di riferimento fisso.
3) Le equazioni di Lagrange del sistema sono:

@lmy + ma(cos p)?] = sin p[(ma@® — mia?) cosp + kR~ (Rcos ¢ — x)],

mai = moa’x + k(R cosp — )3 .

Dimostrare che esistono moti in cui ¢ é costante, ma x non lo é, determinando
i possibili valori di .

4) Dimostrare che esistono almeno due diverse posizioni (1, 21) e (¢2,x2)
di equilibrio relativo a S.

5) Si dimostri che tutti i moti sono limitati (da una costante dipendente dal
moto stesso).

6) Se per le (nuove) coordinate lagrangiane (q1,¢2) € @ si ha

X5(q1,q2,t) = qrui(t) + qaus(t),
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completare la parametrizzazione lagrangiana di X7, specificando il dominio
@ delle coordinate lagrangiane.

76. [02/02/2024 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile § =
(XOa (uh))7 ove

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,

uy = —sin(at) e; + cos(at) es

uz = €3,
con « > 0 costante e X = 0 origine del sistema di riferimento fisso. De-
notiamo con (xp,) le coordinate nel sistema di riferimento fisso, e con (y3) le
coordinate in S.

Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio alla parabola soli-
dale con S, di asse 1,

y2 =0, y1 = By3 ,

ove 8 > 0 & una costante. Sul punto agisce la forza peso
F = —mges.
Si usi come coordinata lagrangiana z € R tale che
X" (z,t) = B22uy (t) + zus(t).

1) Si calcoli I'energia cinetica lagrangiana del sistema nel sistema di riferi-
mento fisso.

2) Si calcoli il potenziale lagrangiano del sistema, relativo alle forze presenti
nel sistema di riferimento mobile S.

3) Si determinino le posizioni di equilibrio relativo a S e se ne studi la sta-
bilita.

4) Si calcoli la forza di Coriolis che agisce su X in un moto generico.

5) Si scrivano i vincoli nelle coordinate (z,) del sistema di riferimento fisso,
ossia come due equazioni

f1($1,$2,$3,t):0, f2($1,$2,$3,t):0-

6) Si scriva ’equazione di Lagrange del moto e si dimostri che se z(0) = 0,
2(0) = 0, allora 2(¢) < 0 almeno in un intervallo (0,%) con ¢ > 0 opportuno.

77. 105/07/2024 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile § =
(X0, (up)) ove Xo =0 & lorigine del sistema di riferimento fisso e

u; = cos(at) e + sin(at) eg,
ug = —sin(at) e; + cos(at) ey,

u3 = €3,
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con « > 0 costante. Indichiamo con (y) le coordinate in S.

Due punti materiali (X1,m) e (X2,m) di uguale massa sono vincolati a
rimanere sul piano y, = 0 a uguale quota y3, in modo che il punto (X; +
X5)/2 appartenga alla circonferenza solidale con S di equazioni

yi+y3 =R, =0,

con R > 0 costante.
I due punti si scambiano ’attrazione elastica

Fi=—k(X1-X,), Fy=—k(Xs—X1),

con k > 0 costante.
Si usi la parametrizzazione lagrangiana

X'(s,¢) = Rcos pu; + Rsin pusz + suq,
X5(s, ) = Rcos pug + Rsinpus — suy,

con (s,¢) € (—o0,400) X (—m/4,77/4).

1) Si scriva l'energia cinetica lagrangiana relativa a S del sistema.

2) Si scriva il potenziale lagrangiano relativo a S del sistema.

3) Si scrivano le equazioni di Lagrange e si determini se esistono moti in cui
s é costante e ¢ non lo &, e viceversa.

4) Si determinino le posizioni di equilibrio relativo a S e la loro stabilita. Si
assuma in questo quesito 2k > ma?.

5) Nel caso ma? = 2k si stabilisca se esistono posizioni di equilibrio relativo
a § stabile.

6) Si dia una condizione su k, m, « tale che in ciascun moto s si mantenga
limitato (in dipendenza delle condizioni iniziali).

78. 104/07/2025 (ex)I] Si consideri il sistema di riferimento mobile S =
(X0, (up)), ove X ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso e

uy = cos(at) ey + sin(at) eg,
uy = —sin(at) e; + cos(at) es

u3 = €3,

con a > 0 costante. Denotiamo con g le coordinate in S. Si consideri il
sistema di due punti materiali (X1,m), (X2, M) soggetto ai vincoli lisci:
X, appartiene all’asse y3; X9 appartiene alla circonferenza mobile (solidale
as)

y1 =0, (y2 — R)* +y3 = R%.

Sui due punti agiscono rispettivamente le forze

Flz—kj(Xl—XQ), F2=—]€(X2—X1)—,U,63.
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Qui k, u sono costanti positive. Si usi la parametrizzazione lagrangiana
XU(z) = ze5, Xb(p,t) = R(1L + cos p)us(t) + Rsin pus(t).

con (z,¢) € R x (—3m/4,57/4).

Si consideri il moto del sistema relativo al sistema di riferimento mobile S.

1) Si scriva l'energia cinetica del sistema in rappresentazione lagrangiana,
relativa a S.

2) Si calcoli il potenziale lagrangiano del sistema, relativo al sistema di rife-
rimento mobile S (ossia comprendente le forze apparenti).

3) Nell'ipotesi k > Ma? si dimostri che esiste almeno una posizione di equi-
librio relativo a S in cui ¢ = @ € (0,7/2).

4) Nell'ipotesi k = Ma? si determinino tutte le posizioni di equilibrio relati-
vo a 8§, e si discuta la loro stabilita.

5) Si scrivano le equazioni di Lagrange del sistema, e si dica se esistono moti
con z costante e ¢ non costante.

6) Usando le equazioni di Lagrange si calcoli la reazione vincolare che agisce

su X1 nel moto generico, come funzione di o, k, R, ¢, t (non di ¢, @).
660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

1. [4/7/2005 (ex)I] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosi vincolate nel sistema di riferimento fisso
(0,21, 22, 73):

e entrambe giacciono nel piano x3 = 0;
e hanno in comune ’estremo B;
e A=0,o0ssia x14 = 294 = 234 = 0;

o x9c =d, ove 2L < d < 4L (cioé C appartiene alla retta xo = d); qui d
€ una costante assegnata.

Si considerino solo configurazioni con 0 < x1p < T10.
Ciascun punto delle due aste é soggetto a una densita di forza data da

iel , per l'asta BC,

I
- I’asta AB;
e;, perl'asta ; 5T

2L

con i € R costante.
Trovare le configurazioni di equilibrio.
(Si usi y = z2p come coordinata lagrangiana.)

2. [4/7/2005 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
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costante w. Se denotiamo con z la distanza di P da r, P é soggetto a forze
conservative di potenziale

U(x) = a(z — d)? — ba?,

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.
Per quali valori di |w| la posizione x = d ¢ di equilibrio relativo al piano
ruotante?

3. [4/7/2005 (ex)II] Due aste rigide omogenee AB e BC, ciascuna di lun-
ghezza 2L e massa m, sono cosi vincolate nel sistema di riferimento fisso
(0,21, 22, 73):

e entrambe giacciono nel piano x3 = 0;

e hanno in comune 'estremo B;

o A=0,o0ssiaxig =x94 =x34 =0;

o 110 =d,ove 2L < d < 4L (cioé C appartiene alla retta x; = d).

Si considerino solo configurazioni con 0 > x9p > Toc.
Ciascun punto delle due aste é soggetto a una densita di forza data da

A
ey, per lasta AB; —gpe2, bper l'asta BC,

2L
con A € R costante.
Trovare le configurazioni di equilibrio.

(Si usi = x1p come coordinata lagrangiana.)

4. [4/7/2005 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a un
piano liscio 7(t), ruotante intorno a un suo asse fisso r con velocita angolare
costante w. Se denotiamo con z la distanza di P da r, P é soggetto a forze
conservative di potenziale

U(x) = —a(z — d)* — 2b2?

ove a, b, d > 0 sono costanti assegnate.
Per quali valori di |w| la posizione x = d ¢ di equilibrio relativo al piano
ruotante?

5. [12/9/2005 (ex)I] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l’origine del sistema di riferimento fisso
(O, x1,22,23). B inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(t) che
passa per 'asse x3 e ruota con velocitd w = wes, con w > 0 costante.

Il punto A [rispettivamente il punto B] é richiamato dal punto fisso P; =
(0,0, R) [rispettivamente dal punto fisso Py = (0,0, —R)|, con forza elastica
di costante k > 0. Qui R > 0 é costante.
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Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a 7 (t).

6. [12/9/2005 (ex)II] Un’asta rigida omogenea AB di lunghezza 2L e mas-
sa m ha il centro coincidente con l'origine del sistema di riferimento fisso
(O, x1,22,23). B inoltre vincolata a giacere su un piano mobile 7(t) che
passa per 'asse x1 e ruota con velocitd w = weq, con w > 0 costante.

Il punto A [rispettivamente il punto B] é richiamato dal punto fisso P; =
(R,0,0) [rispettivamente dal punto fisso P» = (—R,0,0)], con forza elastica di
costante £ > 0. Qui R > 0 é costante.

Si trovino le posizioni di equilibrio relativo a 7 (t).

7. [15/12/2005 (ex)I] Un punto materiale di massa m, soggetto a vincoli
lisci e fissi, si muove con lagrangiana

1 .
L= §m(L2gb2 + szz) + kcos(p + ¢) — hsinp.

Qui ¢ € (0,7) e 1 € (0,7) sono le coordinate lagrangiane e L, R, k e h sono
costanti positive.
Studiare le posizioni di equilibrio del punto e la loro stabilita.

8. [7/4/2006 (ex)I] Un punto materiale P di massa m > 0 ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva

z = a(z? — bx), x>0, y=0,
ed & soggetto alla forza
F = —k‘(m,y,()) - A(anal) )

con a, b, k, A > 0 costanti.
Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita.

9. [7/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= (0l + BU) ~ k(e? ! —cost+ 3).

ove «, 3, k sono costanti positive, e

3
—77T<9<g, —T <Y< T

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.
10. [7/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

0

L= %(aéQ + Bp?) — k(e¥™% — cos o + 5),
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ove «, 3, k sono costanti positive, e

m 5T
— <0< — 0 27 .
2< <2, < p < 2r

Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

11.[19/7/2006 (ex)I] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e fissi,
la cui lagrangiana sia

L= (1+6%62 +3p* — 4k(cos(d — ¢) + ¢* — ©?),
ove k & una costante positiva, e
-1<d<1, —l<ep<l.
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

12. [19/7/2006 (ex)II] Consideriamo un sistema a vincoli olonomi lisci e
fissi, la cui lagrangiana sia

L=3+¢)0+ (4+ 6% — k(cos(p — 0) — 267 +26%)
ove k & una costante positiva, e
-1<6<1, -l1<ep<l.
Determinare le eventuali posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

13. [13/12/2006 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza R ¢& vincolata
in modo che A abbia coordinate

(L cos(wt), Lsin(wt),0) ,

nel sistema di riferimento fisso (O, e;).

Sull’asta agisce il peso, diretto nel verso negativo dell’asse xs.

Si scrivano le equazioni che determinano le posizioni di equilibrio di AB
relative al sistema di riferimento mobile S = (O,wu;), ove us(t) = es per
ogni t, e che ha velocita angolare w = weg; in particolare

O—1>4 = Lu1 (t) .

14. [19/7/2007 (ex)I] Un sistema vincolato ha lagrangiana
1 . 4
L= §mR2(¢>2+02)—a(6—g) + B cos(p —0),

ove le coordinate lagrangiane sono

(0,0) € (0,m) x (0,7),
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e a, 8, m e R sono costanti positive.
Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.

15. [19/7/2007 (ex)II] Un sistema vincolato ha lagrangiana
Lo g2 .5 m\6
L= §mR (¢ 407+ ¢b) —7(9— 5) + dcos(6 — ),
ove le coordinate lagrangiane sono

(0,0) € (0,m) x (0,7),

ey, 0, m e R sono costanti positive.
Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema, studiandone la stabilita.

16. [17/9/2007 (ex)I] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L e
massa m sono sottoposte ai vincoli

e A coincide con l'origine O del sistema fisso;
e gli estremi B e C coincidono;
e le due aste giacciono sul piano x3 = 0.

Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze elastiche

Fp——kPD, Fp=—kDP,

ove k > 0 ¢ costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F'p|
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).

Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in
tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse x5.

17. [17/9/2007 (ex)I] Un sistema vincolato da vincoli olonomi ¢ soggetto a
forze di potenziale

U (¢,0) = (6 — )2 cos ¢ + sin® ¢,

con 0 € (0,27), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

18. [17/9/2007 (ex)II] Due aste rigide AB e C'D ciascuna di lunghezza 2L
e massa m sono sottoposte ai vincoli

o A soddisfa N
OA = Le3 s

ove O ¢ 'origine del sistema fisso (O, €;);
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e gli estremi B e C coincidono;
e le due aste giacciono sul piano xo = 0.

Sulle due aste agiscono la forza peso (diretta nel verso negativo dell’asse x3),
e una coppia di azione e reazione di forze

Fp=kPD, Fp=kDPD,

ove k > 0 ¢ costante, e P ¢ il punto medio di AB (F'p [rispettivamente, F'p|
¢ applicata in D [rispettivamente, in P]).

Trovare le equazioni che danno le posizioni di equilibrio, e ricavarne che in
tali posizioni il centro di massa del sistema appartiene all’asse x3.

19. [17/9/2007 (ex)II] Un sistema vincolato da vincoli olonomi ¢ soggetto
a forze di potenziale

U (,0) =2 — (0 — m)*cos ¢ —sin® @,

con 0 € (0,27), ¢ € (7/2,37/2) opportune coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

20. [1/4/2008 (ex)I|] Segnaposto.

21. [1/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere 'estremo A sulla curva

Ty = ax?,

con a > 0 costante.
All’estremo B ¢é applicata la forza elastica

F=—kQB,

ove @ = (0, R,0), e k > 0 & costante. Inoltre agisce la forza peso diretta nel
verso negativo dell’asse xo.
Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.

22. [1/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata a
giacere sul piano x3 = 0 del sistema di riferimento fisso (O, x;) e inoltre ad
avere 'estremo A sulla curva

T2 = —axy,

con a > 0 costante.
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All’estremo B ¢ applicata la forza elastica
F——kQB,

ove @ = (0,—R,0), e k > 0 & costante. Inoltre agisce la forza peso diretta
nel verso positivo dell’asse xs.
Scrivere il sistema che fornisce le posizioni di equilibrio.

23. [12/1/2009 (ex)I] Sia data la lagrangiana
1 . .
L= 3 o?¢? + afpl + 5292] — ’)/662 cos? ¢,

con «, 3,y > 0 costanti e p € (—m,7), § € (—o0,0) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.

24. [12/1/2009 (ex)II] Sia data la lagrangiana
1 ) )
L= 3 [a2<,'02 + Bl + B*6%| — ’)’6702 cos?
con a, 3,y > 0 costanti e ¢ € (—m,7), § € (—o0, 00) coordinate lagrangiane.

Determinare i punti di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita.

25. [15/7/2009 (ex)I] Una circonferenza ~ di raggio R e centro C' non
omogenea ha densita p data da

diSt(P, P0P1)2)

P(P)=P0(1+Oé 72

ove Py e P; sono punti fissati su -y, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia Py P; é un diametro solidale con . Qui « e pg sono costanti positive.
Inoltre v é vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con l'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I di equazione
r1sinwt — xocoswt =0,

ove w > 0 & costante, e (z;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza

applicata in Py, ove A ¢é il punto

O_>

i
I
=

By
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Trovare tutte le posizioni di equilibrio di v rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

u, = coswt ey + sinwt ey,
Uuo = —sinwt e + coswt ey,

us = e3.

26. [15/7/2009 (ex)II] Una circonferenza ~ di raggio R e centro C' non
omogenea ha densita p data da

dist (P, PyP;)?

p(P) :PO(l—a%)a

ove Py e P; sono punti fissati su -y, solidali con essa e diametralmente opposti,
ossia Py P, € un diametro solidale con v. Qui 0 < a < 1 e pg > 0 sono
costanti.

Inoltre v & vincolata:

e ad avere il centro C coincidente con l'origine O del sistema di riferimento
fisso;

e a giacere sul piano ruotante I di equazione
r1sinwt — xgcoswt =0,

ove w > 0 & costante, e (z;) denota le coordinate nel sistema di riferi-
mento fisso.

Su v agisce la forza

o
Fp, =—-kAP,,
applicata in Py, ove A ¢ il punto
—
OA = Reg .

Trovare tutte le posizioni di equilibrio di v rispetto al sistema S = (O, u;)
ove

w1 = coswt ey + sinwt ey,
U9 = —sinwt ey + coswt ey,

us = e3.

27.120/11/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

T3 = —ay/x? + 23, i+ 22 >0.
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Il punto & soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza elastica

F = kAP,

ove A & individuato da .
OA = R61 .

Trovare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

28. [25/1/2010 (ex)I] Una circonferenza materiale v di raggio R, centro C'
e massa M é vincolata a giacere sul piano fisso

T3 — 0.
Su di essa agiscono le forze
Fa=—-kO4, Fg=—kOB,

ove O ¢é origine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con

v, sono tali che
— ? R

qui § = (C, u;) ¢ un sistema di riferimento solidale con 7 tale che us = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< ki <ky.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

29. [25/1/2010 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
z:acos[ﬁ\/r—i-yﬂ, 2?4+ 2 >0,
ove a > 0, 8 > 1 sono costanti. P é soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza
F1 = k:61 y

con k > 0 costante.
Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.
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30. [25/1/2010 (ex)II] Una circonferenza materiale « di raggio R, centro C'
e massa M & vincolata a giacere sul piano fisso

xr3 = 0.
Su di essa agiscono le forze
Fao=—kOA, Fp=—kOB,

ove O é lorigine del sistema di riferimento fisso, e i punti A e B, solidali con
v, sono tali che

_c?:c?:gml;

qui § = (C,u;) ¢é un sistema di riferimento solidale con + tale che ug = es.
Infine le costanti k; soddisfano

0< ki <ko.
e Si scriva la lagrangiana della circonferenza.

e Si determinino tutte le posizioni di equilibrio della circonferenza.

31. [25/1/2010 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
z:—acos[ﬁ\/m], 22 +9y2 >0,
ove a > 0, 8 > 1 sono costanti. P é soggetto alla forza peso
—mges,

e alla forza
Fi = ke,

con k > 0 costante.
Determinare tutte le posizioni di equilibrio per P, e studiarne la stabilita.

32.22/2/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
ad avere 'estremo A sulla parabola

2?2:(123%, z3 =0,

e a giacere sul piano z3 = 0. Qui « é una costante positiva.
Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse x».
Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.

33. [22/2/2010 (ex)II] Un’asta AB di massa M e lunghezza 2L ¢ vincolata
ad avere ’estremo A sulla curva

:ngozlel, z3 =0,
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e a giacere sul piano 3 = 0. Qui « é una costante positiva.
Sull’asta agisce il peso diretto nel verso negativo dell’asse xs.
Trovare tutte le posizioni di equilibrio dell’asta, e studiarne la stabilita.

34.19/4/2010 (ex)I] Un sistema olonomo ha potenziale lagrangiano

ap® 56?

U“(p,0) =
(()07 ) ,8—|—92+06+S027

con p € R, |0 < +/|B]. Qui a >0 e B < 0 sono costanti.
Determinare tutte le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita.

35. [8/7/2010 (ex)I] Un punto materiale P di massa m & vincolato alla
superficie
T3 — Or1x9 .

Il peso é diretto come —egs, e su P agisce la forza
F——kOP,

ove O é l'origine del sistema di riferimento fisso. Qui «a e k sono costanti
positive.
Trovare condizioni su k, m, g, a perché il punto O sia di equilibrio stabile.

36. [7/9/2010 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ vincolata ad
avere estremo A sulla superficie

2t + 25 + 23 = R?,
e a rimanere ortogonale a tale superficie, in modo che
—
04| =R < ‘o?‘ — R+2L,

ove O ¢ lorigine del sistema di riferimento fisso.
Sull’asta agiscono il peso, diretto come —es, e la forza

F B = k61 s
applicata in B. Qui R e k sono costanti positive.

1. Scrivere la velocitda angolare w di AB in funzione delle opportune
coordinate lagrangiane.

2. Trovare le posizioni di equilibrio dell’asta.
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37.120/1/2014 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a giacere sul piano ruotante (y1,y3) e ad avere 'estremo A sulla parabola
solidale con tale piano

ys=ayi, Yy €R,

ove a > () & una costante assegnata e (y;,) denota le coordinate del sistema di
riferimento mobile § = (O, (uy)). Qui O ¢ lorigine del sistema di riferimento
fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq
uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

u3 = €3,

con w > 0 costante. Sull’asta agisce una forza elastica di richiamo applicata

nel suo centro di massa C /
Fo=—-kC'C,

ove C' ¢ la proiezione ortogonale di C sull’asse y; e k > 0 & costante.
Si scrivano le equazioni che danno le eventuali posizioni di equilibrio rispetto
asS.

38.[20/1/2014 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M ¢ vincolata
a giacere sul piano ruotante (y1,y3) e ad avere 'estremo A sulla parabola
solidale con tale piano

ys=ayi, y1€R,

ove a > 0 & una costante assegnata e (y;,) denota le coordinate del sistema di
riferimento mobile § = (O, (uy)). Qui O ¢ lorigine del sistema di riferimento
fisso e

uy = cos(wt) ey + sin(wt) eq

uy = — sin(wt) e1 + cos(wt) ey,

uz = €3,

con w > 0 costante. Sull’asta agisce il peso nel verso negativo dell’asse ys.
Si scrivano le equazioni che danno le eventuali posizioni di equilibrio rispetto

as.
39. [19/6/2014 (ex)I] Un sistema olonomo & soggetto al potenziale
U(p,0) = ap® — 2a¢? cos O + Bcos® 6,

con
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ea, 5>1.
Si trovino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita.

40. [10/2/2015 (ex)I] Due punti materiali P; e P> di massa rispettivamente
m1 € m9 sono vincolati alla circonferenza verticale

2 2 2
xl‘{—xz:R, $3:0,
e anche a mantenersi sulla stessa retta verticale, ossia a rispettare
T1p, = T1p; -

Si assuma xop, # Tap,.

Il peso ha direzione —es.

Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita in dipendenza
dei valori di my e ms.

41.[10/2/2015 (ex)II] Due punti materiali P; e P» di massa rispettivamente
m1 € my sono vincolati alla circonferenza

2 2 2
] +z5 =R, x3 =0,
e anche a mantenersi sulla stessa retta parallela all’asse x5, ossia a rispettare
T1p, = T1P; -

Si assuma xop, # Tap,.
Sui punti agiscono rispettivamente le forze

/ /
Fp, =kPP,, Fp =—kPP,

ove P/ ¢ la proiezione di P; sull’asse X1, e k; > 0 sono costanti.
Si determinino le posizioni di equilibrio e se ne studi la stabilita in dipendenza
dei valori di k1 e kso.

42. [4/6/2015 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie
z3 = f(21,22), feC*RY,

e soggetto alla forza
F=g(x3)es, geC'(R).

Si determinino gli eventuali punti di equilibrio in cui si possono definire le
piccole oscillazioni.

43. [4/6/2015 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie
afa? + z3)

= , T1,T €R2,
1+ a?(z? + 23)? (1, 22)

T3
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ove a > 0, ed ¢é soggetto alla forza
F = kes, ke R\ {0}.
Si determinino gli eventuali punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

44. [12/1/2015 (ex)I] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro C sull’asse x3, a mantenersi ortogonale all’asse x3, e ad avere il
punto solidale A, appartenente al suo bordo, sull’elica cilindrica

x1 = Rcosp, xo=Rsing, x3=hyp, peR.
Sul disco agiscono il peso diretto come —es e la forza applicata in A
—
F=krle3x CA.
Qui h, k sono costanti positive assegnate.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Studiare la stabilita degli eventuali punti di equilibrio.

45. [12/1/2015 (ex)II] Un disco di raggio R e massa M ¢ vincolato ad avere
il centro C sull’asse x3, a mantenersi ortogonale all’asse x3, e ad avere il
punto solidale A, appartenente al suo bordo, sull’elica cilindrica

x1 = Rcosp, xp=Rsing, x3=hyp, peR.
Sul disco agiscono il peso diretto come —es e la forza applicata in A
F 4 = k[a — x3]es x CA.
Qui h, k, a sono costanti positive assegnate.

e Scrivere le equazioni di moto.

e Dare una condizione su a perché esistano due punti di equilibrio.
46. [19/3/2016 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla
superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva
2= a(bz — 2?), x>0,

ed & soggetto alla forza
F = —kxel - )\63 .

Qui a, b, k, A sono costanti positive assegnate.

176



660. Equazioni di Lagrange: equilibrio

Si determinino le posizioni di equilibrio di P e se ne studi la stabilita in
dipendenza dei parametri.

47. [7/6/2016 (ex)I] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a vin-
coli olonomi fissi e a sollecitazioni conservative il cui potenziale in forma
lagrangiana € dato da

U (2,y) = —Mz — a)*(z + a)* — pe”,

ove (x,y) € R? sono le coordinate lagrangiane. Qui a, A, p sono costanti
positive assegnate.

Si determinino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne studi la stabilita.
Si determinino anche le eventuali posizioni ove é possibile definire le piccole
oscillazioni.

48. [12/7/2016 (ex)I] Due punti materiali P, e P5 di uguale massa m sono
vincolati alla circonferenza

23+ 2% = R?, x3=0.
Sui punti agiscono le seguenti forze
— — — —
Fp = —k1AP) — ko PPy, Fp, = —k1AP; — ko P Py
. —_—
ove ki, ko > 0 sono costanti assegnate e OA = Re;.

e Si scriva il sistema che da le posizioni di equilibrio.

e Si dimostri che se ki = ko una posizione di equilibrio si ottiene per A,
Py, P, che formano un triangolo equilatero.

49. [11/07/2017 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi ¢ soggetto a vincoli lisci e
fissi e a forze di potenziale lagrangiano

U (0, 9,9) = =000 = 1) + (¢* = 1)(¥* — 1),

ove (0,p,10) € R? sono le coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita, individuando quelli
ove & possibile definire le piccole oscillazoni.

50. [15/01/2018 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative ha potenziale lagrangiano

1
UL(x,y):—yQ—gﬂc?’y—l—élmy, x>0,y€ R.

Determinare i punti di equilibrio studiandone la stabilita.
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51.[15/01/2018 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative ha potenziale lagrangiano

1
UL(x,y):§:cy3—2x2—4xy, reR,y>0.
Determinare i punti di equilibrio studiandone la stabilita.

52. [23/07/2018 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli lisci e
fissi e a forze conservative di potenziale

L $2 —T
Ut(z,y) = e U7 — gt

ove (z,y) € R? sono le coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

53. [11/02/2019 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi ha 2 gradi di liberta e coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m, ).
Le componenti lagrangiane delle forze sono

Qyp = @96@2 ) Qo= se” +
Trovare il potenziale lagrangiano e i punti di equilibrio.

54.[11/02/2019 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi soggetto a vincoli olonomi
fissi ha 2 gradi di liberta e coordinate lagrangiane ¢, 6 € (—m, 7).
Le componenti lagrangiane delle forze sono

_ 0 _ 0
Qp = e, QG—SDGLP+1+92'

Trovare il potenziale lagrangiano e i punti di equilibrio.

55.109/01,/2020 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli olonomi
e forze conservative di potenziale lagrangiano

U(,0) = (1 - %) cos b,

ove ¢ € R, § € (—m,m) sono le coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.

56. [09/01/2020 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli
olonomi e forze conservative di potenziale lagrangiano

UL(H’ QD) = (4 - 92) SinSD,

ove § € R, p € (—7/2,37/2) sono le coordinate lagrangiane.
Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.
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57. [10/02/2020 (ex)I] Un disco C' di raggio R e massa M ¢ vincolato a
giacere sul piano x3 = 0.

Denotiamo con G il centro del disco e scegliamo un sistema di riferimento
solidale S = (X g, (up,)) in modo che, se A indica le coordinate solidali, allora

C={AcR}|X3=0,\ +)3<R*.
Sul disco agisce la distribuzione di forze elastiche
dF = —K(A\)X (t,A)dA,
ove dA é la misura di area e

k, Ay >0,

K = {0, Ay < 0.

Qui k£ > 0 ¢ una costante assegnata, X (t,A) denota il moto solidale di
coordinate A, e si intende che dF = 0 fuori di C.

Calcolare il potenziale lagrangiano totale della distribuzione di forze, dimo-
strare che esiste qualche posizione di equilibrio e che in esse

Xg-ulzo.

[Si scelgano le coordinate lagrangiane (z,y) € R?, ¢ € (—m,m) tali che
Xg=1zer+yeye

U] =cospe; +sinpesy,

Uy = —sinpe; + cosypes,

us = €3 .
Gli integrali doppi in coordinate solidali non nulli si possono lasciare indica-

til

58. [10/02/2020 (ex)II] Un disco C di raggio R e massa M ¢ vincolato a
giacere sul piano x3 = 0.

Denotiamo con G il centro del disco e scegliamo un sistema di riferimento
solidale S = (X g, (up,)) in modo che, se A indica le coordinate solidali, allora

C={XAeR>| X3=0,)\+ )3 <R%}.
Sul disco agisce la distribuzione di forze elastiche
dF = —=K(A\)X (t,A)dA,

ove dA & la misura di area e

k, A1 >0,
K(A) =
0, M<O.
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Qui k& > 0 ¢ una costante assegnata, X (t,A) denota il moto solidale di
coordinate A, e si intende che dF = 0 fuori di C.

Calcolare il potenziale lagrangiano totale della distribuzione di forze, dimo-
strare che esiste qualche posizione di equilibrio e che in esse

XG'-’U,Q:O.

Si scelgano le coordinate lagrangiane (z,y) € R2, p € (—m,m) tali che
XG =zey +yes e

U] =cospe; +sinpey,
Uy = —sinpe; + cospesy,

us = es.
Gli integrali doppi in coordinate solidali non nulli si possono lasciare indica-
ti.]

680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazioni

1. [4/7/2005 (ex)I] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=ca*0*+aB0p+52p%, U=Acos(d—¢)—pub*+~sin?p,

ove a, 3, v, A, p > 0 sono costanti, con v < Ap/(A + 2p).
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

2. [4/7/2005 (ex)II] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=cda*P?+aflp+p%%, U= cos(d—¢)—pup*+sin,

ove a, 3, v, A, p > 0 sono costanti, con v < Ap/(A + 2p).
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

3. [7/4/2006 (ex)I] Si consideri un sistema con lagrangiana
L=T+U, T=a’*+aBbp+p%°, U= —A(0—¢)2—2u02+7692,

ove a, B, v, A, > 0 sono costanti, con v < 2pu.
Si riconosca che 8 = 0, ¢ = 0 é una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le relative equazioni delle piccole oscillazioni.

4. [13/12/2006 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana
1y L
ﬁ(@,lb, 9071/}) = 5 (04(p2 + 5(1 + (p2)(pw + CV[/J2) + acos(cp +’l/13) _ b(p4 - 01/12 7
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con @, P € (—m,7) e a, B, a, b, ¢ costanti positive, 2a > B(1 + 72).
Si dimostri che (¢,%) = (0,0) & una posizione di equilibrio stabile e si scriva
la relativa lagrangiana ridotta £* =T + U*.

5. 26/3/2007 (ex)I] Un sistema olonomo ha lagrangiana

: 1 : iy ; b
L(p,8,¢.0) = 5 (ale® + D¢ +aph + alp +1)0%) + a1l - ) +

1+62’

con p, 0 € (—m,7) e a, a, b, costanti positive.
Si dimostri che (¢, 0) = (0,0) ¢ una posizione di equilibrio stabile e si scrivano
le equazioni di Lagrange relative alla lagrangiana ridotta £* =T 4 U*.

6. [4/7/2007 (ex)I] Si scriva la lagrangiana ridotta (intorno all’unica posi-
zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide

$2 y2 22

F+b—2+c—2=1,

e sottoposto alla forza peso, che agisce nel verso negativo dell’asse z.
[Sugg. Si scelgano z, y come coordinate lagrangiane.|

7.14/7/2007 (ex)II] Siscriva la lagrangiana ridotta (intorno all’unica posi-
zione di equilibrio stabile) per un punto P di massa m vincolato all’ellissoide

$2 y2 22

St tz=1

e sottoposto alla forza costante F' = ke, con k > 0.
[Sugg. Si scelgano y, z come coordinate lagrangiane.|

8. [13/12/2007 (ex)I] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

o 1 .
L(x,y,&,y) = §m(m2 + y2) + acos(z + xy) + Beos(y + xy) + vV 1 —y2,
intorno al punto (x,y) = (0,0). Qui «, 8 e 7y sono costanti positive.

9. [13/12/2007 (ex)II] Scrivere le equazioni di moto per le piccole oscillazioni
del sistema con lagrangiana

1
L(w,y, &,9) = 5m(d* +§%) +acos(y+ay)+ B cos(z+ay) +7v/1 - y* = da?,
intorno al punto (z,y) = (0,0). Qui «, B, v e d sono costanti positive.

10. [18/7/2008 (ex)I] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L & soggetta ai
vincoli:

181



680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

e giace sul piano fisso verticale xg = 0;
e ha l'estremo A sull’asse x7.

Il peso ¢ diretto nel verso negativo dell’asse xo. Inoltre in B é applicata la

forza elastica
Fp=—kOB,

ove O é lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 é costante.
Si determinino

1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in
cui si possono definire le piccole oscillazioni.

11. [18/7/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana
L =021+ ¢*)? + afpl + (1 + cos? )6?
+ v cos(ph) — dsin? ¢ — 662,

con a, 3,7, & > 0 costanti e ¢, § € (—m,m) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (¢, ) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e
calcolarne le frequenze normali.

12. [18/7/2008 (ex)II] Un’asta AB di massa m e lunghezza 2L ¢ soggetta
al vincoli:

e giace sul piano fisso verticale xg = 0;
e ha l'estremo A sull’asse x7.

Il peso ¢ diretto nel verso negativo dell’asse xs. Inoltre nel centro C &
applicata la forza elastica
Fo = —kOC

ove O é lorigine del sistema di riferimento fisso, e k > 0 é costante.
Si determinino
1. tutte le posizioni di equilibrio, discutendone la stabilita;
2. la lagrangiana ridotta £* in almeno una delle posizioni di equilibrio in

cui si possono definire le piccole oscillazioni.

13. [18/7/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

L =021+ 0%+ afph + B2(1 + sin® )h?
+ v cos(ph) — dp? — §sin® 6 + 66*
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

con «, 3, v, 6 > 0 costanti e ¢, § € (—m, ) coordinate lagrangiane.
Riconoscere che in (¢, ) = (0,0) si possono definire le piccole oscillazioni, e
calcolarne le frequenze normali.

14. [12/9/2008 (ex)I] Sia data la lagrangiana

1
E:—a2¢>2+ o .

2 m@@ + 5292 _ 7()0()‘2902 —1) - 5(6)\0 + 6_)‘9)7

con a, 3,7, 6, A > 0 costanti e p, § € (—oo,00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la
lagrangiana ridotta L£*.

15. [12/9/2008 (ex)II] Sia data la lagrangiana

1 . a : 20 2
L= 5[042%02 + m@9+5292] —p(Xp? —4) —b(e> +e 2),

con «, 3, v, 4, A > 0 costanti e ¢, § € (—o0, 00) coordinate lagrangiane.
Determinare i punti di equilibrio del sistema e, ove possibile, scrivere la
lagrangiana ridotta L£*.

16. [12/2/2009 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

T3 = am%,

ed é soggetto alla forza elastica

F, = —kOD,

e al peso
F, = —mges.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di equi-
librio.

17.[12/2/2009 (ex)II] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie
T9 = azi,
ed & soggetto alla forza elastica

F,— —kOD,

e al peso
F, = —mge;.

Qui «, k sono costanti positive.
Si calcolino le frequenze delle piccole oscillazioni nell’unica posizione di equi-
librio.

18. [12/6/2009 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
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e a giacere sul piano x3 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva

. 2T
T9 = Bsinaxy, O<o < —.
«

Qui «, 8 sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse xs.
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.
2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange
ridotte e determinare le frequenze normali.
19. [12/6/2009 (ex)II] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa m ¢ vincolata
e a giacere sul piano x5 = 0;

e ad avere l'estremo A sulla curva

T i
T9 = acos fx1, —— <z < —.

28 23

Qui «, 8 sono costanti positive. Sull’asta agisce il peso diretto nel verso
negativo dell’asse xs.
Determinare:

1. La lagrangiana del sistema.
2. I punti di equilibrio, e, ove possibile, scrivere le equazioni di Lagrange

ridotte e determinare le frequenze normali.

20. [11/9/2009 (ex)I] Un sistema olonomo con due gradi di liberta ha
lagrangiana

2@/8 L. .
_ (2.9 2P 22
L= <ozg0 +2+a2(p2909+ﬁ9>+U(90,9),

ove il potenziale U ¢ dato da
Up,0) = " (1 — pub?) + (1 — 52).

Qui «, B, v, d, A, i, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(90’ 9) = (0’ 0)
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sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e
trovare le frequenze normali di queste ultime.

21. [11/9/2009 (ex)II] Un sistema olonomo con due gradi di libertd ha
lagrangiana

208 |

) 292
Tz BE) +U6),

ove il potenziale U ¢ dato da
Ulp,0) = (1= p®) + % (1 - 86%).

Qui «, B, v, d, A, i, sono costanti positive.
Determinare condizioni su tali costanti perché

(90’ 9) = (O’ 0)

sia un punto di equilibrio ove si possono definire le piccole oscillazioni, e
trovare le frequenze normali di queste ultime.

22. [8/7/2010 (ex)I] Un’asta AB di lunghezza 2L e massa M & vincolata a
mantenere I'estremo A sulla circonferenza verticale fissa v di raggio R, e a
giacere nel piano ortogonale a v in A. Si assuma R > L.

Scrivere le equazioni delle piccole oscillazioni nei punti di equilibrio ove
questo € possibile.

23. [17/2/2014 (ex)I] Si consideri il piano ruotante I7(t) di equazione
—x7 sin(wt) + x2 cos(wt) =0,

ove w > 0 & costante. Qui (zp,) denota le coordinate nel sistema fisso. Un
punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi su una circonferenza
solidale con II e giacente su di esso, di raggio R > 0, con centro C' a distanza
d > 2R dall’asse x3.

Il punto P é soggetto alla forza elastica di richiamo

F —kPA,

ove A ¢é il punto della circonferenza ~ piu vicino all’asse x3. Qui k €& la
costante positiva

k:mwQ(%—Q) > 0.

Si studi la stabilita delle posizioni di equilibrio relativo a II, e ove possibile
si determinino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

24. [17/2/2014 (ex)II] Si consideri il piano ruotante II(t) di equazione

—x1 sin(wt) + x2 cos(wt) =0,
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680. Equazioni di Lagrange: piccole oscillazions

ove w > 0 & costante. Qui (z},) denota le coordinate nel sistema fisso. Un
punto materiale P di massa m é vincolato a muoversi su una circonferenza
solidale con II e giacente su di esso, di raggio R > 0, con centro C' a distanza
d > R dall’asse 3.

Il punto P é soggetto alla forza elastica di richiamo

—
F =LkPA,

ove A ¢ il punto della circonferenza ~ piu vicino all’asse z3. Qui k ¢ la
costante positiva

d

k :mw2(— +3) > 0.

R
Si studi la stabilita delle posizioni di equilibrio relativo a II, e ove possibile
si determinino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.
25. [17/7/2014 (ex)I] Un punto P di massa m ¢ vincolato alla superficie

vy = a(z] + &%) (25 + &%), r1,22 € R,

ove a, € > 0 sono costanti, e le x; indicano le coordinate nel sistema fisso.
Su P agisce il peso

—mges .
Determinare le frequenze normali delle piccole oscillazioni nell’unica posizio-
ne di equilibrio stabile.

26. [13/1/2015 (ex)I] Si consideri un sistema con energia cinetica e poten-
ziale dati da

T"(,0,,0) = b? cosh(ap)p? — becos(p + 0)ph + 262,
U(p,0) = — arcsin(ayp® + £6%) + a?¢?,
@, 0 € (—m,m). Quia,bd, ¢, a, § sono costanti positive.
Si riconosca che (p,0) = (0,0) & una posizione di equilibrio ove si possono

definire le piccole oscillazioni, si scrivano le equazioni di moto relative a
queste e si determinino le frequenze normali.

27.[13/1/2015 (ex)II] Si consideri un sistema con energia cinetica e poten-
ziale dati da

T"(¢,0,%,0) = 8°(1 +7°0")¢? — afe 77l + a®e 21962,
U(p,0) = — arctg(bp® + ab?) + b26*
p, 0 € (—m,m). Quia, b, a, B, v sono costanti positive.
Si riconosca che (p,0) = (0,0) & una posizione di equilibrio ove si possono

definire le piccole oscillazioni, si scrivano le equazioni di moto relative a
queste e si determinino le frequenze normali.
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28. [2/7/2015 (ex)I] Si consideri un sistema di lagrangiana

2
. 5 2
£:¢2+92_1+94—92(9—2)4,

ove p € (—1,3), 0 € (—1,3).
Si determinino le posizioni di equilibrio stabile, quelle in cui si possono defi-
nire le piccole oscillazioni, e in queste ultime posizioni le frequenze normali.

29. [12/1/2015 (ex)I] Si consideri la lagrangiana

1 . .
L£=3[a®0* +2aB(1 +*)0p + B*(1 4 ¢%)°¢" + 7]

— ycosf? — \p?,

con 0 € (—/7,V271) e ¢ € (—1,1). Qui a, B, 7, A sono costanti positive
assegnate.

Si determinino i punti di equilibrio, se ne studi la stabilita e si calcoli la
lagrangiana ridotta in quelli ove € possibile definire le piccole oscillazioni.

30. [12/1/2015 (ex)II] Si consideri la lagrangiana

1 .
L= 5 [a292 + 52§b2] — v cos 6% — )\g02 ,
con § € (0,v/37) e p € (—1,1). Qui a, 3, 7, A sono costanti positive
assegnate.

Si determinino i punti di equilibrio, se ne studi la stabilita, e si trovino le
frequenze normali in quelli ove é possibile definire le piccole oscillazioni.

31.[17/01/2017 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi vincolati da vincoli olonomi
lisci & soggetto a forze conservative di potenziale lagrangiano

U (6,¢0) = —20*(0 — )® — p(p — B)?,

con (6, ) € R? coordinate lagrangiane e \, u, o, 8 > 0 costanti assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio e determinarne la stabilita, indicando in
quali di esse € possibile definire le piccole oscillazioni.

32. [17/01/2017 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi vincolati da vincoli olo-
nomi lisci é soggetto a forze conservative di potenziale lagrangiano

U (0, ¢) = =A0%(0 — )* — u(p + B)?,

con (0, ¢) € R? coordinate lagrangiane e A, p1, o, 8 > 0 costanti assegnate.
Trovare le posizioni di equilibrio e determinarne la stabilita, indicando in
quali di esse & possibile definire le piccole oscillazioni.
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33. [13/02/2018 (ex)I] Un punto materiale P di massa m ¢& vincolato alla
superficie
z = —(cosz)(cosy),

ed é soggetto al peso
—mges .

Determinare la stabilitd dei punti di equilibrio

(x’y) = (O’O) ) (x’y) = (7‘(‘,0) )
e ove possibile calcolare le frequenze delle piccole oscillazioni.
34. [13/02/2018 (ex)II] Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato alla

superficie
z = (cos z)(cosy),

ed & soggetto al peso
—mges .

Determinare la stabilitd dei punti di equilibrio
(z,y) =(0,0),  (z,y9) =(0,7),

e ove possibile calcolare le frequenze delle piccole oscillazioni.

35.[15/01/2019 (ex)I] Un sistema di corpi rigidi & soggetto a vincoli olonomi
fissi e a forze conservative, e ha lagrangiana

.. 1,. .. .
L(x,y,&,9) = 5(962 +ig+ Vi) + (v —1)°1—2%),  (z,y) € R*.

Determinare tutti i punti di equilibrio ove si possono definire le piccole
oscillazioni.

36. [15/01/2019 (ex)II] Un sistema di corpi rigidi ¢ soggetto a vincoli
olonomi fissi e a forze conservative, e ha lagrangiana

. 1,. .. .
L(z,y,@,9) = 5(902 +ig+e¥y?) + (2 —4)*(1 -y,  (z,y) € R*.

Determinare tutti i punti di equilibrio ove si possono definire le piccole
oscillazioni.

37. [13/01/2020 (ex)I] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a
vincoli olonomi fissi e forze conservative di potenziale lagrangiano

U"(¢,0) = —a(sin @)2 + B(p — 7T)3 + vy sin(m + 92) , (p,0) € R?.

Qui «, B, v sono costanti positive assegnate.
L’energia cinetica &

1 .
T = §(c¢>2 + db?),

con ¢, d > 0.
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e Sidimostri che in (¢, ) = (m,0) si possono definire le piccole oscillazioni.
e Si calcolino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

e Si dia una condizione sui parametri perché tutti i moti delle piccole
oscillazioni siano periodici.

38. [13/01/2020 (ex)II] Si consideri un sistema di corpi rigidi soggetto a
vincoli olonomi fissi e forze conservative di potenziale lagrangiano

U"(¢,0) = —a(sin8)* + Bcos <g + 302> +y¢,  (p,0) € R*.

Qui «, B, v sono costanti positive assegnate.
L’energia cinetica ¢

T = %(cst +db?),
con ¢, d > 0.
e Sidimostri che in (¢, ) = (0, ) si possono definire le piccole oscillazioni.
e Si calcolino le frequenze normali delle piccole oscillazioni.

e Si dia una condizione sui parametri perché tutti i moti delle piccole
oscillazioni siano periodici.
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