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1].0
ATTENZIONE: .
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[1].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[1].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[1].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[1].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 1 [1].1
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a Nessuna delle altre.

b La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

c Le forze direttamente applicate sono conservative.

d Vale

Q1= Q1(q1,q) -

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a
T" = (g + B)? + .
b
T" = a(qf +d7)dt + B(d; + a5 + 1)d5 .
C

T" = o?¢f + 2084142 + 8745 -
d Nessuna delle altre.
03]
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢} — g3,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
b Nessuna delle altre.

c Esiste almeno un punto di equilibrio.

d Se gy € Q ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [1].2

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
Ii=a(g+07).
b RS Rr*
_[33 = WG(F + bI) .
¢ Nessuna delle altre.
d RS Rr*
Ill = 27TCL(F + bI) .

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=_8.

bl(="7.

cl{=09.

essuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

al=09.

b/ =11.

c Nessuna delle altre.

d /¢ =10.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [1].3

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a
IHUJ% .

b Nessuna delle altre.
c

d

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna scelta.

b Nessuna delle altre.

¢ Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

lmeno due scelte.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Esiste una condizione sugli I, che implica che nessun moto sia una
rotazione.

b Nessuna delle altre.

c Se I;1 = Iy tutti i moti sono rotazioni.

d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.

2 2,72 2, 42 2
Iwy + IHhwy + I33ws




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [1].4
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

10]

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.

a

s(t1) =«

b 2
™
t1) = —.

s(t) = —

¢ ™
)= —.

s(t) =

d Nessuna delle altre.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a La forza peso.
b

F(s,5) = asT(s) + kms*N(s) + frB(s).

¢ Nessuna delle altre.
d

F(s,5) = asT(s) + kmviN(s).
Sul punto ¢ applicata la forza

T3

F@):qﬂ<h

2
) (z1€1 + 22€2),
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
b Tutti i moti sono limitati.
c Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [1].5

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.

Sia waraq(t) = 0 per ogni t, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

2], - o
M

c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.

d Nessuna delle altre.

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), So = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Nessuna delle altre.

b Le velocita relative a S7 e S di X possono essere diverse.

c L’accelerazione di X relativa a Sy é uguale a quella relativa a Ss.

d Se X ¢ costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 51 € 82.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a Nessuna delle altre.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy,(t) nella
base N.

d I impossibile che warp((t) sia data come sopra.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [1].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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2.0
ATTENZIONE: g
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.
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[2].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[2].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [2].1
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.
a Nessuna delle altre.

b
s(t1) =«
S(tl) = —
d 2
S(tl) = Eﬂ- .

Sul punto ¢ applicata la forza

F(ZC) = Clt2<%>2($161 + xgeg) ,
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
b Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
c Tutti i moti sono limitati.
d Nessuna delle altre.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a Nessuna delle altre.
b
F(s,8) = asT(s) + kms*N(s) + BrB(s).

F(s,8) = asT(s) + kmvg N (s) .

d La forza peso.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [2].2

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.

b Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.

c Nessuna delle altre.

d Se Iy = I tutti i moti sono rotazioni.

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

b Almeno due scelte.

c Nessuna delle altre.

d Nessuna scelta.

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a Nessuna delle altre.

b
Inw% .
c
2 92,72 2,12, 2
Iwy + IHhwy + I33ws
d

2 2 2




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [2].3

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
Ii=a(g+07).
b RS Rr*
Ill = 27TCL(F + bI) .
¢ Nessuna delle altre.
d RS RrR*
_[33 = WG(F + bI) .

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

a Nessuna delle altre.

b/{¢=09.
cl=28.
di=7.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=11.

b /{=09.

c /= 10.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [2].4

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Se X ¢ costante rispetto al sistema, di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 51 € 82.

b Nessuna delle altre.

c Le velocita relative a &1 e So di X possono essere diverse.

d L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.

Si assuma che up,(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wya(t) =
w1 (t) = costuy(t) + sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base N.

c E impossibile che wara((t) sia data come sopra.

d Nessuna delle altre.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .
ui(t) -ws(t) =0, per ogni ¢.

b Nessuna delle altre.
c Il versore w1 non é costante rispetto alla terna fissa.
d

dt

],




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [2].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a

T" = o?¢ + 208414 + 545 -

T" = o(q} + @1)d5 + Blal + 6 + 1)d3 -
¢ Nessuna delle altre.
d

T" = (agy + Biga)* +7.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Nessuna delle altre.

c Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

d Le forze direttamente applicate sono conservative.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Nessuna delle altre.

b Esiste almeno un punto di equilibrio.

c Se gy € (@ é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢} — g5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [2].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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3.0
ATTENZIONE: i
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[3].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[3].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[3].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[3].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [3].1

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a Nessuna delle altre.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up(t) nella
base fissa.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base V.

d E impossibile che w g (t) sia data come sopra.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) =

[%] V2.
dt |
b Nessuna delle altre.
c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.
d

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S; = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Se X ¢ costante rispetto al sistema, di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 81 (S 82.

b Le velocita relative a &7 e 8o di X possono essere diverse.

c Nessuna delle altre.

d L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [3].2
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a

T" = a(qi +¢1)di + Blai + 63 + 1)d3 -
b Nessuna delle altre.
¢
T" = (agi + Bda)” + 7.

d

T" = o¢F + 204142 + 55 -
05
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Se gy € € un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.
b Nessuna delle altre.

c Esiste almeno un punto di equilibrio.
d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) =~} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che

a Vale

Q1= Q1(q1,q) -

b Nessuna delle altre.
c La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.
d Le forze direttamente applicate sono conservative.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [3].3
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a

F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + fTB(s).

c La forza peso.
d Nessuna delle altre.

Sia s(0) = 0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a
s(t) = a.
b Nessuna delle altre.
¢ T
t)=—.
s(t1) =
d 2
T
) =—.
s(t1) -

Sul punto ¢é applicata la forza
L 2
F(x)= clt2<73> (x1€1 + z2e2),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

b Nessuna delle altre.

c Tutti i moti sono limitati.

d Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [3].4

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.
b Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.
c Se I;1 = Iy tutti i moti sono rotazioni.
d Nessuna delle altre.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

[121(,01 + [222(,02 + [io)(,dg .

2
[le .

¢ Nessuna delle altre.

d
2 2,72 2, 42 2
Iwi + 5wy + I33ws

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna scelta.

b Nessuna delle altre.

¢ Almeno due scelte.

d Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [3].5

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
I = <— —> .
11 a 6 +b 1
b Nessuna delle altre.
¢ RS Rr*
Iyz = (— —> .
33 ma 6 +b 1
d 6 4
R R
Ill = QWQ(F + bz) .

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢ specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=09.

bl(="7.

cl=28.

d Nessuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
af=10.

b/ =11.

c Nessuna delle altre.

d/=09.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [3].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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4].0
ATTENZIONE: 4
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[4].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[4].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[4].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[4].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 1 [4].1
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Le forze direttamente applicate sono conservative.

¢ Nessuna delle altre.

d Vale

Q1= Q1(q1,q) -

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a
T" = o?¢; + 208414 + 5°43 -

T" = o(q + @)d5 + Blai + 6 +1)d5 -
¢ Nessuna delle altre.
d
T" = (agr + Bga)* + .

03]

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Nessuna delle altre.

b Esiste almeno un punto di equilibrio.

c Se gy € (@ é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢} — g5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [4].2

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=a_8.

bi{=717.
¢ Nessuna delle altre.
d/=9.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale

S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e uz & ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A3+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
ol
b Nessuna delle altre.
¢ RS Rr*
Ill = 27TCL(? + bz) .
d R6 R4
133 = WG(F + b?) .

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=09.

b/ =11.

c Nessuna delle altre.

d /= 10.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [4].3
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.
a Nessuna delle altre.

b
s(t1) =«
s(t) = 2=
d T
S(tl) = a .

Sul punto ¢ applicata la forza

F(ZC) = Clt2<%>2($161 + xgeg) ,
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Nessuna delle altre.
b Tutti i moti sono limitati.
c Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
d-Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
09]
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a
F(s,5) = asT(s) + kms*N(s) + frB(s).

F(s,5) = asT(s) + kmviN(s).

c La forza peso.
d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [4].4

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a Nessuna delle altre.

b E impossibile che w g (t) sia data come sopra.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy,(t) nella
base fissa.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella

base .

Supponiamo che wara((t) = 0 per ogni t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo,M), So = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Se X ¢ costante rispetto al sistema, di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 51 € 82.

b Le velocita relative a S7 e S di X possono essere diverse.

¢ Nessuna delle altre.

d L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = wl(O) + ’wQ(O) .

Sl
Sl

a Nessuna delle altre.
b
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.
d

d
[ﬂ] V2.
dt |,




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [4].5

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a
[[wf + Ihws + I55w3

2 2 2

¢ Nessuna delle altre.
d
IHUJ% .

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.

b Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

¢ Nessuna scelta.

d Almeno due scelte.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.

b Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.

c Nessuna delle altre.

d Se I1; = Iy tutti i moti sono rotazioni.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [4].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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5.0
ATTENZIONE: 2
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[5].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[5].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[5].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[5].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [5].1

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

a Nessuna delle altre.

b ¢=28.
cl=09.
d/=7.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

al=9.

b ¢ = 10.

c/=11.

d Nessuna delle altre.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e uz & ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dAdAg = a(A\] + A3 +b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a Nessuna delle altre.

b
I33 = Wa(%6 + bRI4>
C
I, = 277@(%6 n be) .
d
]




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [5].2

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.

Sia waraq(t) = 0 per ogni t, e supponiamo che

1 1

ul(O) = E’wl(O) + E

’wQ(O) .

dw
—1 == \/§’U/1 .
dt |

b Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.
c

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

d Nessuna delle altre.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a B impossibile che w M (t) sia data come sopra.

b Nessuna delle altre.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base fissa.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up(t) nella
base V.

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S; = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Se X ¢ costante rispetto al sistema, di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 81 (S 82.

b L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.

c Nessuna delle altre.

d Le velocita relative a S7 e 8o di X possono essere diverse.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [5].3
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a

F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + fTB(s).

¢ Nessuna delle altre.
d La forza peso.

Sia s(0) = 0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a ™
t) =—.

s(t) =

b

s(t) = .

¢ 2
Y5
t) =2

s(t) = —

d Nessuna delle altre.
Sul punto ¢é applicata la forza

Tan 2
F(x)= clt2<f> (r1e1 + zoeq),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Nessuna delle altre.

b Tutti i moti sono limitati.

¢ Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

d Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [5].4

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

2
Inwl .

¢ Nessuna delle altre.
d
1wt + I3yw3 + I35u3 .

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.

b Almeno due scelte.

¢ Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

d Nessuna scelta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se I1; = Iyo tutti i moti sono rotazioni.

b Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.

¢ Nessuna delle altre.

d Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [5].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

c Le forze direttamente applicate sono conservative.

d Nessuna delle altre.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a

T" = (agr + Bd2)* + 7.

b Nessuna delle altre.
c

T" = 0?4} + 208q142 + 8745 -
d

T" = a(qf +q7)dt + Blai + a5 +1)d3 -

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Esiste almeno un punto di equilibrio.
b Se gy € Q ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.
¢ Nessuna delle altre.
d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢ — g5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [5].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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6].0
ATTENZIONE: 4
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[6].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[6].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[6].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[6].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [6].1

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

I, = 277@(%6 n be) .
b
ooty
C
I33 = Wa(%6 + b%4> .

d Nessuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
a Nessuna delle altre.

b/¢=09.
c ¢/ =10.
d/=11.

Siano C7 e (s due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢ specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=28.

b/=09.

c Nessuna delle altre.

d/=T1.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [6].2

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Se X ¢ costante rispetto al sistema, di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 51 € 82.

b L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.

¢ Nessuna delle altre.

d Le velocita relative a S7 e S di X possono essere diverse.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

b Nessuna delle altre.
c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.

d

|:—dw1:| = \/§u1 .
dt |

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base N.

b & impossibile che warp(t) sia data come sopra.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base fissa.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [6].3
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a

F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

b La forza peso.
c
F(s,5) = asT(s) + kms*N(s) + frB(s).

d Nessuna delle altre.

Sia s(0) = 0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a
s(t) = a.
b Nessuna delle altre.

¢ 2
T
s(t1) = —

d T
t)=—.

s(t1) -

Sul punto ¢é applicata la forza
L 2
F(x)= clt2<73> (x1€1 + z2e2),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Nessuna delle altre.

b Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

c Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
d Tutti i moti sono limitati.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [6].4
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a Nessuna delle altre.

b
T" = a(qf +d7)dt + B(d5 + a5 + 1)d5 .
C
T" = (agi + Bd2)* + 7.
d

T = o¢F + 24142 + 55 -
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che
a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.
b Nessuna delle altre.

c Le forze direttamente applicate sono conservative.
d Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Esiste almeno un punto di equilibrio.
b Se il potenziale lagrangiano é

U(q) = —¢} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
c Se gy € () é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g € di equilibrio stabile.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [6].5

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Supponiamo che C' sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.
b Almeno due scelte.
c Nessuna scelta.
d Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Nessuna delle altre.
b Se I{; = I tutti i moti sono rotazioni.
c Esiste una condizione sugli Iy, che implica che nessun moto sia una
rotazione.
d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

IHUJ% .

2 92,12 2, 12 2
Iiwi + I5w; + 153035 .

¢ Nessuna delle altre.

d

2 2 2




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [6].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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71.0
ATTENZIONE: d
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[7].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[7].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[7].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[7].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [7].1

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Le velocita relative a S; e Sy di X possono essere diverse.

b Nessuna delle altre.

c L’accelerazione di X relativa a Sy é uguale a quella relativa a Ss.

d Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 81 e 82.

Si assuma che up,(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wya(t) =
w1 (t) = costuy(t) + sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b Nessuna delle altre.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base V.

d E impossibile che w g (t) sia data come sopra.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) =

d
[ﬂ] — V2u, .
dt |,

b Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.
c Nessuna delle altre.
d

ui(t) -ws(t) =0, per ogni ¢.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [7].2

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

b Nessuna delle altre.
c
Inw% .

d
2 2,72 2, 42 2
Iwy + IHhwy + I33ws

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

b Almeno due scelte.

¢ Nessuna delle altre.

essuna scelta.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Esiste una condizione sugli I, che implica che nessun moto sia una
rotazione.

b Se I{; = I tutti i moti sono rotazioni.

c Nessuna delle altre.

d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [7].3

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

a Nessuna delle altre.

b/¢=09.
cl=28.
d/=7.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e uz & ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A3+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
ol
b Nessuna delle altre.
¢ RS Rr*
Ill = 27TCL(? + bz) .
d R6 R4
133 = WG(F + b?) .

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=11.

b /¢ = 10.

cl{=09.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [7].4
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sul punto ¢ applicata la forza

2
F(ZC) = Clt2<%> (mlel + 3:262) ,

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
b Tutti i moti sono limitati.

c Nessuna delle altre.

d Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = c1cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.

a 2
T
s(t) = —
b
S(tl) = —
¢ Nessuna delle altre.
d
s(t) = .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a La forza peso.
b Nessuna delle altre.
(¢

F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

F(s,$) = asT(s) + kms*N(s) + BrB(s).




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [7].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a Vale

Q1= Qi(q1,q) -

b Le forze direttamente applicate sono conservative.

c Nessuna delle altre.

d La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Esiste almeno un punto di equilibrio.

b Nessuna delle altre.

c Se il potenziale lagrangiano é

U(q) =~} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
d Se gy € Q é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.
a

T" = (g + Bd2)* + 7.

b Nessuna delle altre.
c

T" = o?¢; + 208414 + 5°43 -

T" = a(qf +d7)dt + B(q5 + 5 + 1)d5 .




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [7].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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8].0
ATTENZIONE: 8
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[8].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[8].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[8].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[8].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [8].1
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.

S(tl) = —
b

s(t1) =«

sth) =27

d Nessuna delle altre.

Sul punto ¢ applicata la forza

F(ZC) = Clt2<%>2($161 + 3:262) ,
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Tutti i moti sono limitati.
b Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
c Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
d Nessuna delle altre.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a
F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

b La forza peso.
c
F(s,5) = asT(s) + kms’N(s) + frB(s).

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [8].2

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.

Sia waraq(t) = 0 per ogni t, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

b Nessuna delle altre.

[%] V2.
at |,

d Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Nessuna delle altre.

b L’accelerazione di X relativa a S; € uguale a quella relativa a Ss.

c Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 81 e 82.

e velocita relative a §1 e So di X possono essere diverse.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I impossibile che w(t) sia data come sopra.

b Nessuna delle altre.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base V.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up(t) nella
base fissa.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [8].3

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
133 = WG(F + b7> .
b RS Rr*
Ill = 27TCL(F + bI) .
¢ Nessuna delle altre.
d RS Rr*
=)

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=11.

b ¢ = 10.

cl{=09.

essuna delle altre.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=_8.

b Nessuna delle altre.

cl=".

d/=09.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [8].4

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a
IHUJ% .

2 2,72 2, 42 2
Iwi + 5wy + I33ws

¢ Nessuna delle altre.
d

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

b Nessuna delle altre.

c Nessuna scelta.

d Almeno due scelte.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.

b Nessuna delle altre.

c Esiste una condizione sugli Iy che implica che nessun moto sia una
rotazione.

d Se I1; = Iy tutti i moti sono rotazioni.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [8].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Se il potenziale lagrangiano é

U"(q) = —di — 45,
ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
b Esiste almeno un punto di equilibrio.
c Nessuna delle altre.
d Se gy € Q ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a
T" = (g + B)? + 7.
b
T" = a(qf +d7)dt + B(q5 + 5 + 1)d5 .
C

T = &*G; + 2af4142 + 5745 -
d Nessuna delle altre.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che
a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Nessuna delle altre.
c Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

d Le forze direttamente applicate sono conservative.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [8].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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9.0
ATTENZIONE: X
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio pin di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i calcoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[9].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[9].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[9].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[9].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 1 [9].1
Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Supponiamo che C' sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
b Nessuna delle altre.
c Nessuna scelta.
d Almeno due scelte.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

1121(4)1 + 1222(,02 + I§3W3 .

Iwi + I3w3 + I35u3 .
¢ Nessuna delle altre.

d
Inw% .

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se I1; = Iyo tutti i moti sono rotazioni.

b Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.

¢ Nessuna delle altre.

d Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [9].2
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a

T" = (agy + Bia)* + .

T" = o?¢; + 208414 + 5245 -
¢ Nessuna delle altre.
d

T" = a(q +d7)dt + B(q; + 5 + 1)d5 .

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a Nessuna delle altre.

b Le forze direttamente applicate sono conservative.

c Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

a lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Se gy € (Q € un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g € di equilibrio stabile.

b Esiste almeno un punto di equilibrio.

¢ Nessuna delle altre.

d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢ — g3,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 3 [9].3

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
af=10.

b/=09.

cl =11

essuna delle altre.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in & sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A3+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

R6 R4
Ia3 = (— —> .
33 = Ta 6 +b 1
b 6 4
R R
I =a( 5 +07).
¢ Nessuna delle altre.
d 6 4
R R
[11 = 271'@(? + bI) .

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=".

b /¢=28.

cl=9.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [9].4

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Le velocita relative a S; e Sy di X possono essere diverse.

b L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

c Se X ¢ costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 51 € 82.

d Nessuna delle altre.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.
b

2], - o
M

c Nessuna delle altre.

d Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b Nessuna delle altre.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy,(t) nella
base N.

d & impossibile che warp(t) sia data come sopra.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 5 [9].5
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.

a
s(t1) =«
b 2
T
s(t1) = —
¢ Nessuna delle altre.
d T
t1) = —.
s(t1) = —

Sul punto ¢ applicata la forza

F(ZC) = Clt2<%>2($161 + 3:262) ,
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
b Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
c Tutti i moti sono limitati.
d Nessuna delle altre.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a La forza peso.
b
F(s,5) = asT(s) + kmviN(s).

F(s,5) = asT(s) + kms’N(s) + frB(s).

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 6 [9].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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[10].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[10].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[10].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[10].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[10].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [10].1

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base N.

c E impossibile che wara(t) sia data come sopra.

d Nessuna delle altre.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = %wl(O) + %’wg((}) .
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

b Nessuna delle altre.
c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.

d

|:—dw1:| = \/§u1 .
dt |

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S; = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Nessuna delle altre.

b Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 81 (S 82.

c L’accelerazione di X relativa a S é uguale a quella relativa a Ss.

d Le velocita relative a S7 e S di X possono essere diverse.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [10].2

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS Rr*
]
11 m™a 6 + b 1
b Nessuna delle altre.
¢ RS Rr*
I, = <— —> .
11 a 6 +b 1
d 6 4
R R
Ty = 7o + b

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢ specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al="T.

b ¢ =8.
¢ Nessuna delle altre.
d/=9.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=11.

b /¢ = 10.

cl{=09.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [10].3

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Esiste una condizione sugli I, che implica che nessun moto sia una
rotazione.

b Se I11 = Iy tutti i moti sono rotazioni.

c Nessuna delle altre.

d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
rallelo a un asse principale.

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna scelta.

b Nessuna delle altre.

¢ Almeno due scelte.

d Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a Nessuna delle altre.

b
Inw% .
c
2 92,72 2,12, 2
Iwy + IHhwy + I33ws
d

2 2 2




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [10].4
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a

F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + fTB(s).

c La forza peso.
d Nessuna delle altre.

Sia s(0) = 0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a ™
t) =—.

s(t) =

b

s(t) = .

¢ 2
Y5
t) =2

s(t) = —

d Nessuna delle altre.
Sul punto ¢é applicata la forza

Tan 2
F(x)= clt2<f> (r1e1 + zoeq),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
b Nessuna delle altre.

c Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

d Tutti i moti sono limitati.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [10].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a

T" = a(qf +d7)dt + B(df + a5 + 1)d5 .

T" = o?¢i + 208414 + 545 -
¢ Nessuna delle altre.
d
T" = (agy + Bi2)* + 7.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Esiste almeno un punto di equilibrio.

b Se g, € Q é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

c Se il potenziale lagrangiano é

U(q) =~} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
d Nessuna delle altre.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che

a Nessuna delle altre.

b Le forze direttamente applicate sono conservative.
c Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

d La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [10].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.




[11].0
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[11].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[11].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[11].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[11].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[11].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [11].1
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sul punto ¢ applicata la forza

2
F(ZC) = Clt2<%> (mlel + 3:262) ,

ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Nessuna delle altre.
b Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
c Tutti i moti sono limitati.
d Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a Nessuna delle altre.
b La forza peso.
(¢
F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + BTB(s).

d
F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a T
t) = —.
s(t1) -
b Nessuna delle altre.
¢ 2
T
S(tl) = —
d




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [11].2

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
af=10.

b Nessuna delle altre.

cl =11

d/=09.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in & sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A3+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

I33 = Wa(%6 + b%4> .
b
)
(¢
I = 277@(%6 + bRI4> .

essuna delle altre.

Siano C7 e (s due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢ specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=".

b/=09.

cl{=28.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [11].3

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base N.

c E impossibile che wara(t) sia data come sopra.

essuna delle altre.

Supponiamo che wara((t) = 0 per ogni t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo,M), So = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

b Nessuna delle altre.

c Le velocita relative a &1 e So di X possono essere diverse.

d Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto

a81 682.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) =

d
[ﬂ] — V2u, .
dt |,

b Nessuna delle altre.
c Il versore uq non é costante rispetto alla terna fissa.
d

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [11].4

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Nessuna delle altre.
b Se I1; = I tutti i moti sono rotazioni.
c Esiste una condizione sugli Iy, che implica che nessun moto sia una
rotazione.
d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.
Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.
b Nessuna scelta.
¢ Almeno due scelte.
d Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

IHUJ% .

2 92,12 2, 12 2
Iiwi + I5w; + 153035 .

2 2 2

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [11].5
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Le forze direttamente applicate sono conservative.

c Vale

Q1= Q1(q1,q) -

d Nessuna delle altre.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.
a Nessuna delle altre.

b
T" = a(qf +d7)dt + B(d5 + a5 + 1)d3 .
C
T" = ¢} + 2aB414a + 8245 .
d

T" = (agr + Bga)* + .

15]
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢} — g3,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
b Nessuna delle altre.

c Se gy € () é un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

d Esiste almeno un punto di equilibrio.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [11].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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[12].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[12].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[12].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[12].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[12].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [12].1

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Supponiamo che C' sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.
b Nessuna scelta.
c Almeno due scelte.
d Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Nessuna delle altre.
b Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
rotazione.
c Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.
d Se Iy = I tutti i moti sono rotazioni.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

IHUJ% .

b Nessuna delle altre.
c

2 2,72 2, 42 2
Iwy + IHhwy + I33ws .




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [12].2
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a La forza peso.
b Nessuna delle altre.
(¢

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + fTB(s).

d
F(s,8) = asT(s) + kmvg N (s) .

Sia s(0) = 0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.
a Nessuna delle altre.

b
S(tl) = —
s(t1) =«
d 2
s(th) = gﬂ

Sul punto ¢é applicata la forza

T3

F(x)= clt2< A

2
) (z1€1 + 72€2),
ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Nessuna delle altre.
b Tutti i moti sono limitati.
¢ Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
d Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [12].3
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Se gy € (Q € un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g ¢ di equilibrio stabile.

b Se il potenziale lagrangiano é

8 _ 3
U(q) = —q1 — g5,
ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
¢ Nessuna delle altre.
d Esiste almeno un punto di equilibrio.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a
T" = a7 + 2aBd1da + 5245 -
b
T" = a(qf +d1)dt + B(d5 + 5 + 1)d5 .
C

T" = (agy + Biga)* +7.

d Nessuna delle altre.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Le forze direttamente applicate sono conservative.
c Vale

Q1= Q1(q1,q2) -

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [12].4

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

al=09.

b Nessuna delle altre.

cl{=11.

d/=10.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=28.

b/l{=T.

cl{=09.

d Nessuna delle altre.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e uz & ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dAdAg = a(A\] + A3 +b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

I = 277@(%6 + bRI4> .
b
=1,
¢
I33 = W@(%G + b%) .

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [12].5

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.

Sia waraq(t) = 0 per ogni t, e supponiamo che
1 0) + 1
_w —_
vz TR

a Il versore w1 non é costante rispetto alla terna fissa.
b Nessuna delle altre.
c

ul(O) = ’wQ(O) .

d
[ﬂ] — V2u, .
dt |,

d
ui(t) -ws(t) =0, per ogni ¢.

Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S; = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

b Le velocita relative a S7 e S di X possono essere diverse.

c Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 81 e 82.

d Nessuna delle altre.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che warapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b Nessuna delle altre.

c E impossibile che war g (t) sia data come sopra.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up(t) nella
base V.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [12].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.




[13].0
MECCANICA RAZIONALE
ING. MECCANICA
PROF. DANIELE ANDREUCCI

Prova scritta del 15/10/2025

Nome e cognome: Matricola:
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[13].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[13].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[13].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[13].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[13].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [13].1

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=a_8.

bl(="7.

cl=9.

d Nessuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

a Nessuna delle altre.

b¢=09.
c ¢ =10.
d/=11.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove Xp ¢ il centro del disco e uz & ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dAdAg = a(A\] + A3 +b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

RS RrR*
_[33 = WG(F + bI) .
b RS Rr*
I = <— —> .
11 a 6 +b 1
¢ Nessuna delle altre.
d RS RrR*
a5 105
11 m™a 6 + b 1




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [13].2

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

b Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 81 (S 82.

c Le velocita relative a S; e So di X possono essere diverse.

d Nessuna delle altre.

Si assuma che up,(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wya(t) =
w1 (t) = costuy(t) + sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base fissa.

b Nessuna delle altre.

¢ E impossibile che wa (t) sia data come sopra.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella

base N.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) = wl(O) + ’wQ(O) .

Sl
Sl

a Nessuna delle altre.

b

[%] — Vau, .
a |,

ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

d Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [13].3

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a
[[wf + Ihws + I55w3

2
Inwl .

¢ Nessuna delle altre.
d

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Se 111 = Iy tutti i moti sono rotazioni.

b Nessuna delle altre.

c Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.

d Esiste una condizione sugli Ij; che implica che nessun moto sia una
Zione.

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Almeno due scelte.

b Nessuna delle altre.

¢ Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.

d Nessuna scelta.

2 2 2




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [13].4
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

b Nessuna delle altre.

c Vale

Q1= Q1(q1,q) -

d Le forze direttamente applicate sono conservative.

Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a

T" = o(qf + @)d5 + Blai + 6 +1)d5 -
b Nessuna delle altre.
c
T" = o?¢; + 208414 + 5245 -
d
T" = (g1 + Bga)* + 7.

12]

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Se gy € (Q € un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g € di equilibrio stabile.

b Nessuna delle altre.

¢ Esiste almeno un punto di equilibrio.

d Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) = ¢ — g3,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [13].5
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.
a Nessuna delle altre.

b
s(t1) =«
s(t) = 2=
d T
S(tl) = a .

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.

a Nessuna delle altre.
b

F(s,8) = asT(s) + kmvg N (s) .

c La forza peso.
d

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + BTB(s).
Sul punto ¢é applicata la forza

2
F(x)= clt2<%> (r1e1 + zoeq),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Nessuna delle altre.

b Tutti i moti sono limitati.

c Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
d Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [13].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.




[14].0
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[14].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.



[14].0
Nome e cognome: Matricola:

Soluzione del problema a risposta aperta:



[14].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[14].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[14].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tf2Z PAm6 awY6] Esercizio 1 [14].1
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si puo concludere che

a Vale

Q1= Qi(q1,q) -

b Le forze direttamente applicate sono conservative.

c Nessuna delle altre.

d La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Esiste almeno un punto di equilibrio.

b Nessuna delle altre.

c Se g, € () ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

d Se il potenziale lagrangiano é

U(q) =~} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 3,
sono costanti positive.

a

T" = a(q +d})di + Blat + a5 + 1)d3 -
b Nessuna delle altre.
c

T" = o?¢; + 208414 + 5°43 -

T" = (agy + Bga)* +7.




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [14].2
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = ¢y cos(as)T(s),

con ¢ > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢; > 0
tale che 5(t1) = 0.

a
S(tl) = —
b
s(t1) =«
¢ Nessuna delle altre.
d 2
s
s(t) = —

Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a Nessuna delle altre.
b La forza peso.
c
F(s,5) = asT(s) + kmviN(s).

d

F(s,3) = asT(s) + kms*N(s) + BTB(s).

Sul punto ¢é applicata la forza
L 2
F(x)= clt2<73> (x1€1 + z2e2),

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
b Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

c Tutti i moti sono limitati.

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [14].3

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

I, = 277@(%6 n be) .
b
ooty
C
I33 = Wa(%6 + b%4> .

essuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.
al=11.

b Nessuna delle altre.

cl{=09.

= 10.

Siano C7 e (s due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢ specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

a Nessuna delle altre.

b/=09.

cl{=28.

d/=7.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [14].4

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a Nessuna delle altre.

b E impossibile che w g (t) sia data come sopra.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy,(t) nella
base fissa.

d E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella

base N.

Supponiamo che wara((t) = 0 per ogni t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo,M), So = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Le velocita relative a S; e Sy di X possono essere diverse.

b Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto
a 81 e 82.

c L’accelerazione di X relativa a S é uguale a quella relativa a Ss.

d Nessuna delle altre.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che
u1(0) =
a Il versore w1 non é costante rispetto alla terna fissa.

b
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

[ﬂ] — Vau, .

d Nessuna delle altre.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [14].5

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Supponiamo che C' sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna delle altre.
b Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
c Almeno due scelte.
d Nessuna scelta.
Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
¢é parallelo a un asse principale.
b Nessuna delle altre.
c Esiste una condizione sugli I, che implica che nessun moto sia una
rotazione.
d Se Iy = I tutti i moti sono rotazioni.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

IHUJ% .

b Nessuna delle altre.
c

2 2,72 2, 42 2
Iwy + IHhwy + I33ws .




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [14].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.
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[15].0
ATTENZIONE:
Avvertenze generali: E permesso 1'uso di un massimo di 3 testi a stampa,
rilegati. Non si possono usare mezzi elettronici (neanche calcolatrici anche
non programmabili, smartwatch e simili). La risoluzione va scritta a penna
e non a matita, pena la nullita del compito.
E proibita qualsiasi comunicazione con altri.
Nel rispondere a ciascuna domanda si devono assumere solo le ipotesi stabi-
lite nel problema relativo, oltre a quelle standard convenzionalmente in uso
nel corso (per esempio: i vincoli sono lisci e i corpi rigidi omogenei salvo
diverso avviso, le solite definizioni di forza elastica o forza peso eccetera; la
forza peso non ¢ presente se non ¢ esplicitamente indicato il contrario).

Alla correzione della seconda parte accede solo chi supera la prima.
Le due parti dell’esame hanno peso uguale nella determinazione del voto
finale dello scritto, per chi supera la prima.

Prima parte dell’esame (a scelta multipla): consta dei problemi 1-5 (doman-
de 1-15). Il candidato deve indicare la risposta, al massimo, a 10 domande
tra quelle relative a questi problemi. Ciascuna risposta esatta vale +3 punti
e ciascuna risposta sbagliata vale —0,5 punti. Non ci sono penalita per le
risposte non date.

Per ciascuna domanda una sola tra le risposte presentate € corretta.

Non ci sono restrizioni per problemi; in ciascun problema si pud rispondere
a un numero qualsiasi di domande, anche nessuna (compatibilmente con il
limite ricordato sopra).

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande. Le risposte ambigue (per esempio piu di
una risposta per una domanda) sono nulle.

Ciascuna risposta ¢ indicata da una lettera, che va riportata nella lista delle
risposte accanto al numero della domanda, separata da uno spazio e senza
aggiungere altri caratteri. Non aggiungete altro testo.

Seconda parte dell’esame (a risposta aperta): consta del problema 6; il pro-
blema contiene 6 domande in principio indipendenti. Il candidato deve risol-
vere, al massimo, 5 tra queste domande; ciascuna domanda vale un massimo
di 6 punti. Non ci sono penalita per le risposte non date.

Se eccedete il limite delle risposte, verrano considerate le prime nell’ordine
della numerazione delle domande.

In questa seconda parte si devono motivare tutte le risposte, cioé svolgere
tutti i caleoli (ragionevolmente) necessari. La risoluzione va scritta a penna
nei fogli forniti insieme al testo.
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[15].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[15].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



[15].0
Soluzione del problema a risposta aperta:



15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 1 [15].1
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

P (s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, a = 1/v/R? + h2, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresen-
tato da X (t) = ¥ (s(t)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato
sotto. Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe
costanti come noto). La terna intrinseca ¢ denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .

Sul punto ¢ applicata la forza

2
F(ZC) = Clt2<%> (wlel + xgeg) ,

ove c; > 0 € una costante assegnata.
a Tutti i moti sono limitati.
b Nessuna delle altre.
c Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.
d Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
Sia s(0) = 0, $(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente
applicate garantisce che fy;, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 5 > 0 sono
costanti assegnate.
a
F(s,5) = asT(s) + kms*N(s) + ST B(s).

b La forza peso.
c
F(s,3) = asT(s) + kmviN(s).

d Nessuna delle altre.

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cjcos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢;) nel primo istante ¢; > 0
tale che $(t1) = 0.

a T
t1) = —.
s(t1) -
b Nessuna delle altre.
c
s(t1) =«
d
2




15/10/2025 [tf2zZ PAm6 awY6] Esercizio 2 [15].2
Un sistema di punti materiali & soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche £ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,q2) € Q = R?, e componenti lagrangiane delle forze Q1, Q.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.

a Nessuna delle altre.

b Esiste almeno un punto di equilibrio.
c Se il potenziale lagrangiano é

U'(q) = =4 — 43,
ogni moto lagrangiano del sistema ¢é limitato (in modulo) da una costante.
d Se gy € Q ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.
Quale delle seguenti puo essere ’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, ¥
sono costanti positive.

a
T = o*G; + 2084142 + 543 -
b
T" = (adi + Bd2)* + 7.
C

T" = a(qf +47)dt + Blai + a5 +1)d3 -
d Nessuna delle altre.
Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il
potenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che
a La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.
b Nessuna delle altre.

c Le forze direttamente applicate sono conservative.
d Vale

Q1= Q1(q1,q) -




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 3 [15].3

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di
polo O. Indichiamo con (u;) una terna principale d’inerzia solidale in O,
con Ipp, 1 relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = E WhUp .
h=1

Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a
[[wf + Ihws + I55w3

2
Inwl .

2 2 2

d-Nessuna delle altre.

08]

Supponiamo che C sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Nessuna scelta.

b Nessuna delle altre.

¢ Almeno due scelte.

10 quella di O come centro del disco e nessun’altra.

Quale delle seguenti affermazioni é vera?

a Esiste una condizione sugli I, che implica che nessun moto sia una
rotazione.

b Se I{; = I tutti i moti sono rotazioni.

c Nessuna delle altre.

d Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 4 [15].4

Siano M = (uy), N' = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Supponiamo che wpra(t) = 0 per ogni ¢t. Si considerino due sistemi di
riferimento mobili §; = (Xo, M), S» = (Xo,N), ove quindi il moto
dell’origine ¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Nessuna delle altre.

b L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

¢ Le velocita relative a &1 e So di X possono essere diverse.

d Se X é costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo é anche rispetto

a81 682.

Sia waam(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

ul(O) =

tm] - .
M
b Il versore w1 non € costante rispetto alla terna fissa.
c Nessuna delle altre.
d

ui(t) -ws(t) =0, per ogni ¢.

Si assuma che upy(0) = wp(0), h =1, 2, 3, all’istante t = 0, e che wparapq(t) =
wi (t) = costu(t) +sintus(t), t € R.

a I possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy(t) nella
base N.

b Nessuna delle altre.

c E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun wuy,(t) nella
base fissa.

d & impossibile che warp(t) sia data come sopra.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 5 [15].5

Siano C; e Cy corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, z2 € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cq, Cs.

Si consideri solo il corpo C7 che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo,(up)), ove X ¢ il centro del disco e ug é ortogonale al piano
del disco. Le coordinate in § sono denotate da A. La densita di C; &

p(A)dA1 dhg = a(AF + A2+ b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X o vale
a

6 4
133 = WG(% + b%) .
b Nessuna delle altre.
¢ RS Rr*
Iy =2 (— —> .
11 m™a 6 + b 1
d 6 4
R R
_[11 = CL<F —|— bI) .

C4 e (9 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

al=9.

b ¢ = 10.

cl/=11.

d Nessuna delle altre.

Siano C7 e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rota-
zione coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non ¢é specificata
dal vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=_8.

b Nessuna delle altre.

cl=09.

d/="7.




15/10/2025 [tfzZ PAm6 awY6] Esercizio 6 [15].6

Un sistema di corpi rigidi é costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza ¢ vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’as-
se fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema
di riferimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (x). In particola-
re XA:Rel :—XB.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es3 e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug ¢ il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
B8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (p,0) € (—m,m) X (—m, ), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes+sinypes,

u3 = —sinp ez + cospes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'b(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.

2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui # é costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangia-
ne.

5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere
il momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonfe-
renza materiale, in funzione di ¢, 6, ¢, 6, ?, Q.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come p(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X' data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.




