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MECCANICA RAZIONALE
ING. MECCANICA
PROF. DANIELE ANDREUCCI
Prova scritta del 15/10/2025

1.

Siano M = (uy), N = (wy,) due terne ortonormali positive mobili in R3.
Si assuma che u,(0) = wp,(0), h =1, 2, 3, all'istante ¢ = 0, e che wam(t) =
w1 (t) = costuy(t) + sintus(t), t € R.

a E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up,(t) nella
base V.

b E possibile trovare esplicitamente la scomposizione di ciascun up(t) nella
base fissa.

¢ E impossibile che wa (t) sia data come sopra.

d Nessuna delle altre.

Supponiamo che waraq(t) = 0 per ogni ¢. Si considerino due sistemi di riferi-
mento mobili §; = (X, M), So = (Xo,N), ove quindi il moto dell’origine
¢ identico per entrambi. Sia X un moto.

a Le velocita relative a S; e Sy di X possono essere diverse.

b Se X ¢ costante rispetto al sistema di riferimento fisso, lo & anche rispetto
a 51 € 82.

c L’accelerazione di X relativa a S; é uguale a quella relativa a Ss.

d Nessuna delle altre.

Sia waraq(t) = 0 per ogni ¢, e supponiamo che

i (0) = %wl(O) + %wz(()) .
ui(t) - ws(t) =0, per ogni ¢.

b Il versore u; non € costante rispetto alla terna fissa.
(¢

[%] V2.
at |,

d Nessuna delle altre.

SOLUZIONE

I: c

Si sa che che se la velocita angolare relativa é costante in una delle due terne, deve
esserlo anche nell’altra (questo segue dalla definizione).
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II: ¢
Segue dal teorema di Coriolis.
III: a
Infatti
ui(t) = Lw (t) + —=wa(t) per ogni t
1 \/5 1 \/5 2 ) )
perché

d’LL1 du1
[dt ]N [dt}MerNMxm i ’

quindi le componenti di u; in N sono costanti. La ¢ non vale perché

dw1 dw1
3= L] oo =0

2.

Siano C e Co corpi rigidi non degeneri, con coordinate locali z;, zo € RS
rispettivamente. Con £ si indica il numero dei gradi di liberta del sistema
formato da Cy, Cs.

Siano Cy e Cy due cilindri vincolati ad avere gli assi di simmetria di rotazio-
ne coincidenti (ossia sovrapposti alla stessa retta che non & specificata dal
vincolo e puo variare nel tempo), e i due centri coincidenti.

al=a8.

b/{="T.

cl{=09.

d Nessuna delle altre.

C e (5 sono due coni vincolati a avere i vertici alla stessa quota.

a ¢ =10.

b /¢ =11.

cl{=9.

essuna delle altre.

Si consideri solo il corpo C; che é un disco di raggio R con sistema solidale
S = (Xo, (up)), ove X ¢ il centro del disco e ug & ortogonale al piano del
disco. Le coordinate in S sono denotate da A. La densita di Cy &

p(A)dA1dAg = a(A\] + A3 +b)dA d)g,

con a, b > 0 costanti. Allora il momento d’inerzia I33 in X vale
a

I33 = ﬂ'a(%6 + bRI4> .
b
I = 277@(%6 + be) .
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c
RS RrR*
111 = a<? + bz) .
d Nessuna delle altre.
SOLUZIONE
I: b

11 vincolo puo essere riformulato cosi: Cy ¢ libero di muoversi (quindi mantiene 6
gradi di liberta), poi Cs é vincolato ad avere asse parallelo a quello di Cy (—2
gradi di liberta), e il centro sovrapposto a quello del primo cilindro (—3 gradi di
liberta). Quindi

l=6+6—-2-3=7.

1I: b

11 vincolo puo essere riformulato cosi: Cy é libero di muoversi (quindi mantiene 6
gradi di liberta), poi Co é vincolato ad avere il vertice sul piano di quota costante,
coincidente con quella del vertice del primo (—1 gradi di liberta). Quindi

{=6+6-1=11.

III: b
Si ha
B = [[ a0+ 23+ BOF + ) dhr e
Ch
/ RS R*
_ 2 34, — L
_27ra/(r +b)r dr—2ﬂ'a( 5 +0b 1 )
0
3.

Un sistema di punti materiali é soggetto a vincoli olonomi fissi; si assuma
Iipotesi dei lavori virtuali. Sia anche ¢ = 2, con coordinate lagrangiane
(q1,92) € Q = R?, ¢ componenti lagrangiane delle forze Q1, Qs.

Quale delle seguenti puo essere I’energia cinetica del sistema? Qui «, 5, v
sono costanti positive.

a
T" = a(qf +d7)dt + B(q5 + a5 + 1)d5 .
b
T" = o?¢} + 2aBd1d42 + 5245 -
C

T" = (agy + Biga)* +7.

d Nessuna delle altre.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano tali che esista il po-
tenziale lagrangiano. Allora si pud concludere che
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a Vale
Q1=Q1(q1,92) -

b La lagrangiana £ non dipende esplicitamente dal tempo.

c Le forze direttamente applicate sono conservative.

d Nessuna delle altre.

Supponiamo che le forze direttamente applicate siano conservative.
a Se il potenziale lagrangiano é

U“(q) =~} — a5,

ogni moto lagrangiano del sistema ¢ limitato (in modulo) da una costante.
b Se gy € ¢ un punto critico per il potenziale lagrangiano, ove questo ha
hessiana indefinita, allora g, € di equilibrio stabile.

¢ Esiste almeno un punto di equilibrio.

d Nessuna delle altre.

SOLUZIONE

I:d

Poiché i vincoli sono fissi, T" deve ridursi a una forma quadratica definita positiva
nelle q, con coefficienti dipendenti solo dalle q.

II: d

Le a, b e ¢ non valgono perché per esempio le forze direttamente applicate potreb-
bero dipendere dal tempo.

II: d

Non vale a, perché per la conservazione dell’energia

q§+QS§TL7UL:Ea

con F dipendente dalle condizioni iniziali, ma questo non da limitazione su g, da
sotto. La b non vale perché q, risulta punto sella per il potenziale. Non vale la c,
perché esistono casi di forze conservative senza punti di equilibrio.

4.
Un punto materiale (X, m) ¢ vincolato con vincolo liscio all’elica

(s) = Rcos(as)e; + Rsin(as)es + hases , seR,

con R, h >0, « =1/V R? 4+ h?, s ascissa curvilinea. Il moto & rappresentato
da X (t) = (s(1)).

Il punto é soggetto alla forza direttamente applicata F' come specificato sotto.
Nel seguito k ¢ la curvatura dell’elica, e 7 la torsione (entrambe costanti come
noto). La terna intrinseca é denotata da (T, N, B) e vale

T(s) = a(—Rsin(as), Rcos(as), h), N (s) = —(cos(as),sin(as),0),
B(s) = a(hsin(as), —hcos(as), R) .
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Sia s(0) = 0, 5(0) = vp > 0. Quale delle seguenti forze direttamente applicate
garantisce che fyi, - B = 0 per tutto il moto? Qui «, 8 > 0 sono costanti
assegnate.
a

F(s,8) = asT(s) + kms*N(s) + BrB(s).

F(s,5) = asT(s) + kmviN(s).

c La forza peso.
d Nessuna delle altre.

Sul punto & applicata la forza

F(:E) = Clt2<%>2($161 + 3:262) ,

ove c; > 0 € una costante assegnata.

a Vale la conservazione dell’energia per tutti i moti.

b Esistono moti definiti in un intervallo massimale di tempi limitato.
c Tutti i moti sono limitati.

d Nessuna delle altre.

Sia s(0) =0, $(0) = 0. Sul punto materiale sia applicata la forza
F(s) = cycos(as)T(s),

con ¢; > 0 costante assegnata. Determinare s(¢1) nel primo istante ¢t; > 0
tale che $(t1) = 0.
a

2
s(t) = —
b T
t) = —
s(t1) = —
c
s(t1) = «
d Nessuna delle altre.
SOLUZIONE
I: b

La proiezione su B dell’equazione di moto da in ogni caso
0=F -B+f,, B.

Dunque nel caso b si ha f.;, - B = 0. Nei casi a e ¢ questo non é vero, in generale.
II: a
Infatti, la forza non é conservativa, pero

F.v=—ct*(as)?RN(s) - (§T(s)) = 0,
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quindi le forze fanno lavoro nullo e vale la conservazione dell’energia. La b e la ¢
non valgono perché ’equazione di moto da

ms =0,

e dunque i moti sono tutti della forma s(t) = s(0) + t$(0), t € R.
III: b
L’equazione di moto da

m§ = ¢ cos(as),

da cui moltiplicando per § e integrando su [0,t] si ha

T(t) = %s‘(tf - % sin(as(t)) .

Quindi s(t;) = 7/a.

5.

Un corpo rigido non degenere C' si muove di moto polare per inerzia, di polo
O. Indichiamo con (uy,) una terna principale d’inerzia solidale in O, con Ipy,
i relativi momenti d’inerzia e poniamo

3
w = Z WhUp .
h=1

Quale delle seguenti affermazioni é vera?
a Se 111 = Iy tutti i moti sono rotazioni.
b Esiste una condizione sugli Ip; che implica che nessun moto sia una
rotazione.
c Se il momento angolare si mantiene costante nella base solidale, allora w
é parallelo a un asse principale.
d Nessuna delle altre.
Supponiamo che C' sia un disco omogeneo. Quali scelte del polo O (come
punto solidale) implicano che tutti i moti polari per inerzia siano rotazioni?
a Solo quella di O come centro del disco e nessun’altra.
b Almeno due scelte.
c Nessuna scelta.
d Nessuna delle altre.
Quale delle seguenti quantita si mantiene costante lungo ciascun moto?
a

Ifwi + w3 + [3503

2 2 2

2
Inwl .
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d Nessuna delle altre.

SOLUZIONE

I c

Il caso in a é vero se e solo tutti i momenti principali sono uguali tra di loro. La b
non vale perché esistono sempre le rotazioni intorno agli assi principali, e la ¢ vale
perché il momento angolare é sempre costante nella terna fissa, ma é solidale solo
se é parallelo a w, ossia se w é principale.

II: b

Tutti i moti polari per inerzia sono rotazioni se e solo se i 3 momenti principali sono
uguali tra di loro. Questo nel caso del disco omogeneo avviene almeno nelle due
posizioni sull’asse ortogonale al disco nel centro, a distanza tale che per il teorema
di Huygens, i due momenti uguali sugli assi paralleli al disco siano uguali a quello
sull’asse ortogonale. Infatti la terna principale in questi punti é uguale a quella
principale nel centro di massa, per un noto risultato teorico.

III: a
Gli integrali primi scalari sono

1
|Lo|2 = Iflwf + 1222(,0% + I§3w§ =c, T= §(Illwf + 122w§ + Iggwg) =c.

6. Un sistema di corpi rigidi ¢ costituito dalla circonferenza materiale v di
raggio R, massa M e centro O, e dall’elemento materiale (X p,m).
La circonferenza € vincolata a mantenere il diametro solidale AB sull’asse
fisso x1, in modo che il centro O coincida con l'origine del sistema di rife-
rimento fisso, le cui coordinate indichiamo con (xp). In particolare X 4 =
R61 =-X B.
Il punto X p € vincolato a appartenere alla circonferenza ~y.
Sul sistema agiscono la forza peso diretta come —es e la forza applicata
sull’elemento X p data da

Fp = Bus,

ove ug € il versore della terna solidale alla circonferenza specificato sotto;
8 > 0 & una costante.

Si scelgano come coordinate lagrangiane (¢,6) € (—m,m) x (—m,7), ove la
terna solidale a + é data da

Uy = cospes +sinyes,

u3 = —sinpes + cos pes,
—
BA
U = e = ——
1 1 2R’

in modo che ug sia ortogonale al piano di v, e

X'5(p,0) = RcosOuy () + RsinQua(p) .

1) Scrivere l'energia cinetica lagrangiana del sistema.
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2) Scrivere le componenti lagrangiane delle forze.

3) Scrivere le equazioni di Lagrange e dimostrare che, con condizioni iniziali
opportune, esistono moti in cui 6 & costante e ¢ non lo é.

4) Determinare tutti i possibili punti di equilibrio, ossia le soluzioni costanti
delle equazioni di moto, all’interno del dominio delle coordinate lagrangiane.
5) Usando la seconda equazione globale della dinamica dei sistemi, scrivere il
momento risultante delle reazioni vincolari che agiscono sulla circonferenza
materiale, in funzione di o, 6, ¢, 6, @, 6.

6) Assumiamo solo in questa domanda che ¢ sia assegnato come ¢(t) = ct,
t € (—m/c,m/c); ossia il vincolo su X p & mobile. Calcolare la matrice iaco-
biana della parametrizzazione lagrangiana di X'p data sopra, e dimostrare
che ha rango massimo.

SOLUZIONE

1) Calcoliamo
T =T +T.

Dato che il moto di v é una rotazione di asse u; con w = Yuy, si ha

o i o

Per X p si calcola

v'p = RO(—sinbuy + cosOuz) + R sinbus ,

perché
8u2 8u3

—-— =Uu = —Uy.
a(p 3 a(p 2

Quindi
Th = %RQ(QQ + ¢2(sin)?).

2) Le componenti lagrangiane della forza peso si possono calcolare usando il poten-
ziale conservativo

Upeso = 7Mgl'30 — mgrzp = —mMgrsp,
che da il potenziale lagrangiano

Uloio(0,0) = —mgRsin psinf .

peso
Quindi
ou’
Qgeso _ % — fngCOSgOSiHG,
12
. oU"..
0 = W — g

1 \ . . .
La forza F'p non é conservativa. Calcoliamo direttamente

ax*,

o = us - (Rsinfus) = BRsino,

Q,=Fp-
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0X'% _
00

Si noti che percio non esiste il potenziale lagrangiano di F}g.

3) Le equazioni di Lagrange sono

Qy=Fp- Bus - (RT) =0.

d
a;uu¢+ﬂnR%%$n9V]:—ﬂngRam¢Sm04%ﬂR$n9,

%[ R2%0] — %R2gb2 sin(20) = —mgRsin pcos 6.

Se 6(t) = m/2 per ogni t, la II equazione ¢ soddisfatta, e la I equazione diviene
(Ii1 +mR?)p = —mgRcos ¢ + BR,

che ha unica soluzione non costante con le opportune condizioni iniziali.
4) Dalle equazioni di Lagrange segue che (¢, ) é una soluzione costante se e solo
se

—mgRcospsinf + BRsinf =0,
—mgRsinpcosf =0.

La I equazione implica che i) sin @ = 0 oppure ii) sinf # 0 e cosp = /mg.

Se vale i), necessariamente 8 = 0 e cosf = 1, quindi dalla II equazione otteniamo
sin = 0 e percio ¢ = 0. Si ottiene quindi I'unica posizione di equilibrio (0,0).

Se vale ii), deve essere 3/mg < 1 e € {—pq, o}, ove ¢y = arccos(S/myg). Quindi
sing # 0 e deve essere per la II equazione cosf = 0, ossia § € {—n/2,7/2}. Si
ottengono le 4 soluzioni (+q, £7/2), con segni indipendenti.

5) Calcoliamo il momento delle quantita di moto

Lo =oow =00o(pur) = 1puy,

ove Iy ¢é il primo momento d’inerzia della circonferenza in O. Dalla II equazione
globale si ha
. dL
Ligu, = d—to = M3 + M, .

Ma il momento risultante delle forze direttamente applicate alla circonferenza, ossia
il peso, é nullo, come é noto, perché il centro di massa della circonferenza é in O.
6) Si ha per definizione che la matrice richiesta ¢

0X% .

W(G, t) = —Rsin Ouy (ct) + R cosQus(ct) ,

ed é quindi in realta un vettore, evidentemente mai nullo. Quindi il suo rango é 1.

R. 1)
I .
P:%ﬁ+%ﬁ@+ﬁ@wﬂ.
2)
Qo = —mgRcospsinf + BRsinf, Qs = —mgRsinpcosb.
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3)

d
E[Iugb +mR%p(sin 0)?] = —mgR cos psin + BRsinb,

d .

R0 - %R%ﬁ sin(20) = —mgRsin g cos 6.
4) (0,0) e, solo se B < mg, anche (£pg, £7/2) con segni indipendenti, ove pg =
arccos(8/myg).
5)

M\?in = Ingbul .
6)
o0X'%
06

(0,t) = —RsinOuy (ct) + Rcosbusz(ct) #0, 0e€(—m,m).



