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Esercizio 1. 1. Enunciare e dimostrare il lemma di scambio.

2. Utilizzare (ripetutamente) il lemma di scambio e lesistenza di genera-
tori standard per dimostrare le sequenti uguaglianze di spazi vettoriali:

a) Rlx]<y = (2,1 — x + 22, 3 + 2?);
b) Rlz]<o = (1 — 2,1+ z,2%);
¢) B2 = (1, 1), (2, —1)").

3. Dimostrare le uguaglianze del punto precedente direttamente.
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Esercizio 2. Siano V wuno spazio vettoriale e B = {vy,vs,v3} un insieme
linearmente indipendente di vettori di V. Sia U = (B). Consideriamo i
sequenti vettori di U:

z1 =201 — U3, 29 = 20y + V3.
1. Dimostrare che {z1, 22} € linearmente indipendente.
2. Trovare due indici distinti iy e iy tali che U = (B\ {v,, v, } U{z1, 22}).
3. Trovare un indice i tale che {z1, z5,v;} € linearmente indipendente.

4. Qual’é la dimensione di U?
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Esercizio 3. Determinare se linsieme {vy,vq,v3} € linearmwente indipen-
dente oppure linearemente dipendente in ognuno dei sequenti casi:

1. v = (]_, 1)t, Vo = (1,2)t, Vg = (—1, ].)t € Rz;
v1 = (1,1,0)%, vp = (1,2, 1), v3 = (—1,1,0) € R?;
vy =(1,1,0,1)", vy = (1,2,0,1), v3 = (—1,1,0,1) € R?;

vy =14z, vu=14+z—-2* v3=1+z+2° € Rlz]cs;

S

vy = sin(x), vo = sin(2z), v3 = sin(3z) € RX.
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Esercizio 4. A lezione abbiamo visto che data una matrice A € Mat,,xp, lo
span delle colonne di A coincide con l'insieme I(A) = {AX| X € R*"} CR™
che quindi e il piu piccolo sottospazio vettoriale di R™ contenente tutte le n
colonne di A. Per ognuna delle sequenti matrici A e b, stabilire se le colonne

di A sono linearmente indipendenti oppure linearmente dipendenti e se esiste
un vettore X € R™ tale che AX =b.

(A (1)

1 2 1
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Esercizio 5.
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1. Dimostrare che gli insiema
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sono basi di R?.
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2. Trovare le coordinate dei vettori
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in ognuna delle basi By, By e Bs.



