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Esercizio 1. Siano u, v, w ∈ Mat2×2(Q). Dire, motivando la risposta, se
〈w〉 ⊂ 〈u, u + v〉 o se 〈w〉 = 〈u, u + v〉, nei seguenti casi:

1. u =

(
0 1
1 1/2

)
, v =

(
0 −2/3
−1 5

)
, w =

(
1 0
0 1

)
;

2. u =

(
1 0
0 1

)
, v =

(
3 1
1 3

)
, w =

(
0 1
1 0

)
;

3. u = −v, w = 2(u + v).
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Esercizio 2. Sia K un campo, n ∈ N e siano u, v ∈ Kn. Calcolare U ∩ V ,
motivando la risposta, nei seguenti casi:

1. U = 〈u, u + v〉 e V = 〈2u + v〉;

2. U = 〈u + v, u− v〉 e V = 〈u, v〉;

3. U = 〈u + v〉 e V = 〈u + 2v〉.
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Esercizio 3. 1. Enunciare e dimostrare il lemma di scambio.

2. Utilizzare (ripetutamente) il lemma di scambio e l’esistenza di genera-
tori standard per dimostrare le seguenti uguaglianze di spazi vettoriali:

a) R[x]≤2 = 〈2, 1− x + x2, 3x + x2〉;
b) R[x]≤2 = 〈1− x, 1 + x, x2〉;
c) R1×2 = 〈(1, 1), (2,−1)〉.

3. Dimostrare le uguaglianze del punto precedente direttamente.
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Esercizio 4. Determinare se l’insieme {v1, v2, v3} è linearmwente indipen-
dente oppure linearemente dipendente in ognuno dei seguenti casi:

1. v1 = (1, 1), v2 = (1, 2), v3 = (−1, 1) ∈ R1×2;

2. v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 2, 1), v3 = (−1, 1, 0) ∈ R1×3;

3. v1 = (1, 1, 0, 1), v2 = (1, 2, 0, 1), v3 = (−1, 1, 0, 1) ∈ R1×4;

4. v1 = 1 + x, v2 = 1 + x− x2, v3 = 1 + x + x3 ∈ R[x]≤3;

5. v1 = sin(x), v2 = sin(2x), v3 = sin(3x) ∈ RR.
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Esercizio 5. 1. Dimostrare che gli insiemi

B1 =

{(
2
1

)
,

(
1
1

)}
, B2 =

{(
1
3

)
,

(
2
3

)}
, B3 =

{(
−1
1

)
,

(
−1
−1

)}
,

sono basi di R2.

2. Esprimere i seguenti vettori come combinazione lineare di ognuna delle
basi B1, B2 e B3:

v1 =

(
1
3

)
, v2 =

(
2
−1

)
, v3 =

(
7
−7

)
, v4 =

(
1
1

)
.


