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Esercizio 1. Al variare del parametro k € R si consideri la matrice 3 X 3

—k —k 1
Ar=1| k—1 k-1 -1
E+1 k 0

1. (3 punti) Trovare tutti i valori di k per i quali Ay & diagonalizzabile.

2. (2 punti) Per i valori di k per i quali Ay é diagonalizzabile, trovare una
base diagonalizzante B, una matrice B ed una matrice diagonale D tali

che B'A.B = D.

3. (2 punti) Per i valori di k per i quali Ay, é diagonalizzabile, calcolare

A?™ per ognin > 1.
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Esercizio 2. Sv consider: le sequenti matrici

110 1 _43 _32
A= 1 21 0 , U1 = 9 , Uy = 1
132 -1 - .

1. (1 punto) Trovare una base di KerA ed una base di ImA.
2. (1 punto) Dimostrare che {vy,ve} € linearmente indipendente.

3. (1 punto) Usando il teorema di decomposizione ortogonale, trovare due
vettori v, vy € R* tali che B = {vy1,v9,v3,v4} sia una base di R*.

4. (2 punti) Trovare la matrice C' che rappresenta Sy : R* — R3 nella
base B in partenza e nella base canonica in arrivo.

5. (2 punti) Si consideri il sottospazio U = (v1 +vq, vo +v3). Determinare
una base di KerANU ed una base di KerA+U.
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Esercizio 3. Si consideri la sequente matrice A € Matzy2(R) ed il sequente
vettore b € R3:

1 1 2
A= -1 1 |, b= 2
1 -1 1

1. Dimostrare che il sistema AX = b non é risolubile.
2. Calcolare la proiezione ortogonale di b su Im(A). Denotarla b'.

3. Risolvere il sistema AX = b'. Le soluzioni di questo sistema si chia-
mano le soluzioni approssimate del sistema AX = b.
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Esercizio 4. Si considerino i due sottospazi vettoriali di R*:

U x1+x3—x4:O W —$1+I3:O
' {L‘1+172—|—ZL‘3+134:O ' ZE1—2{L‘2—|—CL’4:O

1. Dimostrare che R* =U & W

2. Stabilire se la proiezione su U lungo W che abbiamo denotato a lezione
con PV . R* — R* ¢ ortogonalmente diagonalizzabile e nel caso lo sia
trovare una base ortonormale di R* composta di suoi autovettori.
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Esercizio 5. Sia U il sottospazio vettoriale di R* di equazioni cartesiane

U $1—$2—JI3+$4 =0
' 2$1—2$2+J}3+ZE4 =0

1. (1 punto) Determinare una base e la dimensione di U.
2. (3 punti) Calcolare la matrice di proiezione ortogonale su U.
3. (1 punto) Calcolare la proiezione ortogonale suU di X = 12(1,—1,1,—1)".

4. (2 punti) Calcolare la distanza di X = 12(1,—1,1,—1)" da U.
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Esercizio 6. Sv consider: il polinomio
p(z1, 29) = =322 + 21129 — 323 — 221 + 279 + 2.
1. Trovare le matrici A e b tali che p(X) = X'AX +2B- X + 2.

2. Ridurre a forma canonica metrica la conica Cp,, specificando i cambia-
menti di coordinate.

3. Ridurre a forma canonica affine la conica C,, specificando i cambia-
menti di coordinate.
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Esercizio 7. 1. Siano A e B due matrici n X n. Dimostrare che
Tr(AB) = Tr(BA). Dedurre che se A e C sono due matrici simili
allora hanno la stessa traccia.

2. Dimostrare che se A e C sono due matrici simili allora

det(A) = det(C).

3. Sia A una matrice n X n diagonalizzabile e siano Ai,--- , A\, @ Suoi
autovalori. Dimostrare che Tr(A) =>"" | N e det(A) = AAg- -\,
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